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LES DOCUMENTS, CALCULATRICES ET
TÉLÉPHONES NE SONT PAS AUTORISÉS

LES RÉPONSES AUX QUESTIONS DOIVENT ÊTRE JUSTIFIÉES

Question de Cours (5 points) : (cf. cours)

Exercice 1 (9 points) On se place dans l ’e.v.n (R2 , || · ||2 ) , c ’est à
dire muni de la norme eucl idienne. On cherche à minimiser la
fonct ion f : R2 → R déf inie par :

f (x , y ) = (x + 1)
2

2 + y
2

2 + xy
2

4 .

sur l ’ensemble

C := {(x , y ) ∈ [0, +∞[2 : x 2 + y 2 < 4}

On défini t également :

g (x , y ) = x 2 + y 2 ,

et
O = {(x , y ) ∈ R2 : x 2 + y 2 < 4}.

1. Montrer que g est convexe sur R2 mais n’est pas concave.
Solution :
g est polynomiale donc C 2 sur R2 , on peut donc calculer sa
Hessienne.

Hess g (x , y ) =
(
2 0
0 2

)



Celle-ci a deux valeurs propres str ictement posi t ives
(2 > 0), donc par le cr i tère di f férent iel de convexi té g est
(str ictement) convexe sur R2 . −g a une hessienne avec des
valeurs propres str ictement négat ives, donc (par le même
cri tère) −g n’est pas convexe, donc g n’est pas concave.

2. Montrer que O est un ouvert convexe.
Solution 1 : O es la boule ouverte de centre 0 et de rayon 2
pour la norme eucl idienne. On a vu en cours que les boules
d’e.v.n. sont convexes et que les boules ouvertes sont des
ouverts.
Solution : O = g−1 ( ] −∞, 4[) est l ’ image réciproque de
l ’ interval le ouvert ] −∞, 4[ par g cont inue, donc O est ouvert.
C’est aussi l ’ image réciproque de ’ l interval le ini t ial ] −∞, 4[
par g convexe, donc O est convexe.

3. Montrer que C est convexe.
Solution 1 : C = O∩] −∞, 0]2 . ] −∞, 0]2 est un produit
d’ interval les, donc convexe et C est convexe comme
l’ intersect ion des convexes O et ] −∞, 0]2 .
Solution 2 :On réécri t :

C := {(x , y ) ∈ O : x ≥ 0, y ≥ 0}

On pose g1 (x , y ) = −x , g2 (x , y ) = −y , qui sont l inéaires donc
convexe sur R2 . On décri t donc C comme
C = O ∩ g−1

1 ( ] −∞, 0]) ∩ g−1
2 ( ] −∞, 0]) qui est donc convexe

comme intersect ion du convexe O et de deux convexes
obtenus comme image réciproque de ] −∞, 0] par g i
convexes.

4. Est-ce que C est compact ? ( just i f ier)
Solution : Non, C n’est pas compact car i l n ’est pas fermé.
En effet cn = (2 − 1

n , 0) ∈ C car
(
2 − 1

n

)2
+ 02 < 22 = 4 et les

coordonnées sont posi t ives. Mais cn → (2, 0) ̸∈ C , vu
(2, 0) ̸∈ O ce qui montre que C n’est pas fermé par
caractér isat ion séquent iel le.



5. Montrer que f est str ictement convexe sur C .
Solution 1 : f est polynomiale donc C 2 sur R2 . On calcule
donc son gradient ∇f ( (x , y ) ) = (x + 1 + y 2

4 , y +
xy
2 ) puis sa

hessienne :

Hess f (x , y ) =
(
r s
s t

)
=
(
1 y

2
y
2 1 + x

2

)

On a clairement r = 1 > 0. De plus, le déterminant de la
Hessienne est

r t − s2 = 1.(1 + x2 ) −
y 2
4 ≥ (1 + x2 ) −

x 2 + y 2
4 >

x
2 ≥ 0.

Donc sur C ce gradient est str ictement posi t i f . ATTENTION,
comme C n’est pas ouvert, on ne peut PAS appl iquer le
cr i tère di f férent iel de convexi té sur C . On pose donc
h (x , y ) = y 2

4 − (1 + x
2 ) l ’opposée de la hessienne

U = {(x , y ) ∈ R2 : (1 + x2 ) −
y 2
4 > 0} = h−1 ( ] −∞, 0[) ⊃ C

où l ’ inclusion de C vient de l ’ inégal i té précédente. h est C 2

et convexe sur R2 car la hessienne de h a les valeurs
propres 1/2 ≥ 0 et 0, donc U est un ouvert convexe (comme
image réciproque d’un interval le ouvert ini t ial par h convexe
cont inue).
On peut donc appl iquer le cr i tère di f férent iel de convexi té à
f sur l ’OUVERT CONVEXE U . Vu que le déterminant de la
Hessienne est st ictement posi t i f sur U par déf ini t ion de U et
aussi r > 0, Hess f est déf inie posi t ive sur U donc f est
str ictement convexe sur U donc sur C contenu dans U .
Solution 2 : (le début est le même) f est polynomiale donc
C 2 sur R2 . On calcule donc son gradient
∇f ( (x , y ) ) = (x + 1 + y 2

4 , y +
xy
2 ) puis sa hessienne :

Hess f (x , y ) =
(
r s
s t

)
=
(
1 y

2
y
2 1 + x

2

)



De plus, le déterminant de la Hessienne est

r t − s2 = 1.(1 + x2 ) −
y 2
4 ≥ (1 + x2 ) −

x 2 + y 2
4 >

x
2 ≥ 0.

Donc sur C ce gradient est str ictement posi t i f . La nouveauté
commence là. On appl ique le cr i tère di f férent iel de
convexi té sur l ’ intér ieur de C qui est l ’ouvert convexe
O∩] −∞, 0[2 (on n’a pas besoin de savoir que c’est
l ’ intér ieur.. . mais que C est dans l ’adhérence de cet
ensemble) On déduit donc que pour tout
(x , y ) , (x ′, y ′) ∈ V = O∩] −∞, 0[2 , on obt ient pour λ ∈]0, 1[ :

f (λ(x , y ) + (1 − λ) (x ′, y ′) ) < λf (x , y ) + (1 − λ) f (x ′, y ′) )

En appl iquant à (x ′, 1/n ) ou (1/n , y ′) , on en déduit à la l imite
les inégal i tés larges (pour x ′, y ′ ∈ [0, 2[, toujours (x , y ) ∈ V :

f (λ(x , y ) + (1 − λ) (x ′, 0)) ≤ λf (x , y ) + (1 − λ) f (x ′, 0)
f (λ(x , y ) + (1 − λ) (0, y ′) ) ≤ λf (x , y ) + (1 − λ) f (0, y ′)
f (λ(0, y ′) + (1 − λ) (x ′, 0)) ≤ λf (0, y ′) + (1 − λ) f (x ′, 0)

Cela ne suff i t pas à la convexi té str icte, juste à la convexi té
large, mais on améliore en passant par un point
intermédiaire
Par exemple, on obt ient ainsi la première inégal i té str icte :

f (λ(x , y ) + (1 − λ) (x ′, 0))

= f ( λ

1 + λ
(x , y ) + λ2

1 + λ
(x , y ) + 1 − λ2

1 + λ
(x ′, 0))

<
λ

1 + λ
f (x , y ) + 1

1 + λ
f (λ2 (x , y ) + (1 − λ2 ) (x ′, 0))

≤ λ

1 + λ
f (x , y ) + 1

1 + λ
λ2 f (x , y ) + 1

1 + λ
(1 − λ2 ) f (x ′, 0)

= λf (x , y ) + (1 − λ) f (x ′, 0).

où l ’ inégal i té str icte de la première l igne vient de
λ2 (x , y ) + (1 − λ2 ) (x ′, 0) ∈ V et la deuxième ligne vient de
l ’ inégal i té large de convexi té qui inclut un point du bord
(x ′, 0).



6. Montrer que f admet un unique minimum global sur C .
Solution 1 : Comme f est str ictement convexe sur O , d ’après
le cours, f admet au plus un minimum sur O . I l reste à voir
l ’existence, mais comme C n’est pas compact, on va ut i l iser
son adhérence (mais on a juste besoin de savoir que c’est un
compact contenant C , pas exactement l ’adhérence).
On pose

F := {(x , y ) ∈ R2 : x ≥ 0, y ≥ 0, x 2 + y 2 ≤ 4}
= g−1 ] −∞, 4] ∩ g−1

1 ( ] −∞, 0]) ∩ g−1
2 ( ] −∞, 0])

est fermé comme intersect ion d’ images récirpoques
d’ interval les fermés par g , g1 , g2 cont inues.
F est inclus dans la boule eucl idienne de centre (0, 0) et de
rayon 2, donc F est borné et fermé en dimension f inie donc
compact.
Par le théorème de Weierstrass, f admet un minimum sur F ,
i l reste à voir qu’ i l n ’est pas atteint sur F − C et ce qui
donnera qu’ i l est at teint sur C et donc que f aura un
minimum sur C .
Or

F − C = {{(x , y ) ∈ R2 : x ≥ 0, y ≥ 0, x 2 + y 2 = 4},

donc pour (x , y ) ∈ F − C , on a

f (x , y ) = x
2 + y 2 + 2x + 1

2 + xy
2

4 ≥ x 2 + y 2
2 = 2

en ut i l isant les condit ions de posit iv i tés pour la première
inégal i té et l ’équat ion pour la deuxième. Enf in, (0, 1) ∈ C et
f (0, 1) = 1 < 2 donc 2 ne peut pas être le minimum de f sur F ,
ce qui conclut.
Solution 2 :Comme f est str ictement convexe sur O , d ’après
le cours, f admet au plus un minimum sur O . On répond à
l ’existence après la quest ion 8, par le 8, on a montré que f
admet un minimum global en (0,0) sur C , d ’où l ’existence du
minimum.



7. Calculer le cône normal NC ( (0, 0))
Solution : On a vu au 2 qu’on peut appl iquer le théorème de
déterminat ion du cône normal vu g i C 1 convexe.
On a g1 (0, 0) = g3 (0, 2) = g4 (0, 2) = 0, g2 (0, 2) = −2 < 0 donc
g1 , g3 , g4 sont les 3 contraintes act ives en (0, 2). On calcule

∇g1 (0, 2) = (−1, 0),∇g3 (0, 2) = (−1,−1)∇g4 (0, 2) = (0, 4)

Donc le théorème de déterminat ion du cône normal donne :

NC ( (0, 0)) = {λ1 (−1, 0) + λ3 (0,−1) : λi ≥ 0}.

8. Calculer le point de C où f atteint son minimum global
( just i f ier).
Solution : f est convexe sur C , C 1 sur O , donc on appl ique
le théorème de minimisat ion d’une fonct ion convexe sur un
convexe. Un minimum global doi t vér i f ier

−∇f ( (x , y ) ) ∈ NC ( (x , y ) ) .

On calcule ∇f ( (0, 0)) = (1, 0), donc

−∇f ( (0, 0)) = (−1, 0) ∈ NC ( (0, 0))

f atteint donc un minimum global en (0, 0).

Exercice 2 (6 points + Bonus : 2 points) Dans cet exercice, on
munit R2 de la norme || · ||1 de distance associée par
d1 ( (x , y ) , (x ′, y ′) ) = |x − x ′| + |y − y ′|. On considère le système
d’équat ions 3x = cos(

(x−y )2
9 ) , (x , y ) ∈

[
0, 32

]2
y =

√
1 + sin(x + y ) .

(1)

1. Montrer que K = ([0, 32 ] × [0,
3
2 ] , d1 ) est compact. Est-ce que K

est complet ?



Solution :

[0, 32 ] est fermé borné de R (de dimension f inie) donc compact,
donc K est compact car produit de compacts.

Or un compact est complet donc K est complet.

Aure solut ion un compact est fermé et K est fermé dans R2

complet (car de dimension f inie) donc K est complet.

2. Déterminer une fonct ion h : K → K tel le que (x , y ) ∈ K soit
solut ion de (1) si et seulement si (x , y ) est un point f ixe de h .

Solution : On pose h (x , y ) = (h1 (x , y ) , h2 (x , y ) ) de sorte que
h (x , y ) = (x , y ) ⇔ (1)h1 (x , y ) = 1

3 cos(
(x−y )2
9 ) , (x , y ) ∈

[
0, 32

]2
h2 (x , y ) =

√
1 + sin(x + y ) .

(2)

h est bien déf inie sur K (à pr ior i à valeur R2 ) la racine carrée est
déf inie sur [0, +∞[ et 1 + sin est à valeur [0, 2]. Or
[0, 32 ] − [0,

3
2 ] ⊂ [− 3

2 ,
3
2 ] ⊂] −

π
2 ,

π
2 [ sur lequel cos est posi t i f , donc h1

est à valeur [0, 32 ] sur K vu que le cos est aussi borné par 1.

Et vu [0, 32 ] + [0,
3
2 ] = [0, 3] ⊂ [0, π ] , (x , y ) 7→ sin(x + y ) est à valeur

[0,1] sur K donc h2 est à valeur [1,
√
2] ⊂ [0, 32 ] et f inalement

h (K ) ⊂ K .

3. Montrer pour tout (a , b ) ∈ [0, 32 ]2 :

| cos(b 2 ) − cos(a2 )| ≤ 3|b − a|.

Solution :

On pose f (x ) = (cos(x 2 ) ) avec f : [0, 3/2] → [0, 1]. f est C 2 sur R
comme composée d’un polynôme et d’une fonct ion usuelle cos.



On calcule par dérivat ion des fonct ions composées
f ′(x ) = −2x sin(x 2 ) . On a |f ′(x )| ≤ |2x | ≤ 2 32 = 3 pour tout x dans son
domaine de déf ini t ion. Par le théorème des accroissements f inies
pour tout (a , b ) ∈ C i l existe c ∈ ]0, 3/2[ tel que

|f (a ) − f (b )| = f ′(c )|a − b| ≤ 3|a − b|.

4. (Bonus : 2 points) Montrer que pour tout (a , b ) ∈ [0, 32 ]
2 :

|
√
1 + sin(a ) −

√
1 + sin(b )| ≤ |a − b|

2
Solution : On pose g (x ) =

√
1 + sin(x ) avec g : [0, π ] → [1,

√
2]. g

est bien déf inie (car 1 + sin est posi t ive donc dans le domaine de
déf ini t i ion de la racine carrée) et C 1 par composée de fonct ions
C 1 (s in et x 7→

√
x sur ]0, +∞[ ) .

On obt ient par dérivat ion des fonct ions composées

g ′(x ) = cos(x )
2
√
1 + sin(x )

Comme
√
1 + sin(x ) ≥ 1 pour x ∈ [0, π ] , on a |g ′(x )| ≤ 1

2 pour tout x
dans son domaine de déf ini t ion. Par le théorème des
accroissements f inies pour tout (a , b ) ∈ C i l existe c ∈ ]0, π [ tel
que

|
√
1 + sin(a ) −

√
1 + sin(b )| = g ′(c )|a − b| ≤ |a − b|

2 .

5. Montrer que h est C-lipschitz ienne pour une constante C
que l ’on déterminera.

Solution : On doit borner

∥h (x , y ) − h (x ′, y ′)∥1 =
1
3

∣∣∣∣cos ( (x − y )2
9

)
− cos

( (x ′ − y ′)2
9

)∣∣∣∣
+
∣∣∣√1 + sin(x + y ) −√1 + sin(x ′ + y ′) )

∣∣∣
≤ 1
3 3
∣∣∣∣x − y
3 − x ′ − y ′

3

∣∣∣∣ + 12 |(x + y ) − (x ′ + y ′)|

≤ |x − x ′| + |y − y ′|
3 + |x − x ′| + |y − y ′|

2 = 5∥(x , y ) − (x
′, y ′)∥1

6 .

Donc h est C-lipschitz ienne pour C = 5/6.



6. Montrer que le système (1) admet une unique solut ion dans
C .

Solution :

Comme h est C-lipschitz ienne avec C = 5/6 < 1 sur K complet, le
théorème de point f ixe de Banach conclut que h a un unique point
f ixe, donc par 2. le système (1) admet une unique solut ion dans
K .


