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Ce polycopié de cours estissu d’un cours donné en 2019 puis aussi de 2023 a
2025 a 'Université Claude Bernard Lyon 1. Il a été rendu plus accessible aux lecteurs
dyslexiques en utilisant le travail décrit dans Making an Accessible Open Logic
Textbook (for Dyslexics) par Richard Zach!.

Le code latex pour la présentation du livre foratlix: Calgary (Accessible) par
P.D. Magnus, Tim Button, Robert Trueman et Richard Zach, a été utilisé sous licence
CC BY 4.0, disponible sur le site https ://creativecommons.org/licenses/by/4.0/. Ce
cours et disponible au lien :
https ://forallx.openlogicproject.org/forallxyyc-accessible.pdf . Vu notre utilisation
systématique d’environnements pour énoncer des définitions, Théoremes, Lemmes,
etc. comme il est d’'usage en mathématiques, nous avons en plus veillé a appliquer
les mémes usages typographiques recommandés dans ces environnements dans les
versions accessibles de ce cours.

Certaines sections indiquées au cours du texte sont tirées d’un polycopié du
méme cours de 2018-2019 de Thomas Blossier, Maria Carrizosa et Julien Melleray
avec permission.

L’auteur ne prétend bien siir a aucune originalité mathématiques sur des sujets
si classiques. Il espere cependant, apres quinze ans d’enseignements de l'analyse et
des probabilités en parcours mathématiques et économie, qu’il a atteint son objectif
pédagogique de permettre plusieurs niveaux de lecture a un publique qui a
principalment besoin des applications du sujet en probabilité et modélisation. Au
niveau minimum, il suffit d’apprendre les définitions et résultats principaux avec % et
de bien comprendre les exemples qui seront la source d’exercices types
incontournables. A un deuxieme niveau, les étudiants hésitant avec des études de
mathématiques appliquées devraient comprendre les résultats du corps du texte et
leurs preuves. C’est ’enseignement que 'auteur donne en pratique au tableau
pendant les 50 heures de ce cours. Enfin, les étudiants a 'aise qui se destinent a la
recherche mathématique, malgré leur parcours inhabituel, auront tout intérét a faire
des excursions dans les compléments en appendices, qui rassemblent des preuves
supplémentaires et des prolongements immédiats, le plus souvent nécessaires pour
les preuves supplémentaires de d’autres sections de 'appendices. Ce sont des
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PARTIE 1

Analyse réelle



CHAPITRE 1
Ensembles dénombrables et Familles
sommables

Un espace de probabilité discret (disons dénombrable) associe des nombres, les
probabilités aux évenements de base {w;}, correspondant aux éléments w; de 'espace des
réalisations et en sommant a des évenements plus compliqués. Comme ces nombres vont étre
associés a des ensembles, U'ordre de sommation de ces nombres ne doit pas importer. On va
donc étudier une notion de sommation de série ou 'ordre de sommation n’importe pas. Le but
est donc pour une famille de nombres (u;);cs, indicée par un ensemble infini I (le plus souvent

Zui,

en conservant les propriétés de commutativité et d’associativité des sommes finies.

dénombrable) de définir la somme :

Méme dans le cas I =N, le but est d’obtenir une notion de sommation qui ne privilégie
pas les sous—ensembles finis [0, n]] comme la notion de somme de série usuelle. On verra
que dans ce cas, cette notion de sommation coincide avec la convergence absolue que vous
connaissez déja.

Le but de la Théorie de la mesure sera d’étendre cette construction a des espaces dits
mesurés (de probabilité ou de masse totale différente de 1), incluant les espaces probabilités
continues. Le principe de la construction sera le méme et généralisera le cas plus simple de
ce chapitre.
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1 Ensembles (au plus) dénombrables

Rappels sur les ensembles

Définition 1.1. La fonction indicatrice d’une partie A est Uapplication 1, : Q — {0; 1}
définie par

1 siweA
1a(w) =
0 siwgA

On a admis en L1 Uexistence de 'ensemble N des entiers naturels et d’un ensemble
constitué des parties de Q (ce sont des axiomes de base de la théorie des ensembles).

Définition 1.2. L’ensemble des parties de Q est noté £(Q). Une famille # de parties de
Q est une partie de P(Q) (soit F c P(Q) ou ¥ € P(P(Q)). Les éléments de ¥ sont des
parties de Q.

Lemme 1.1. La fonction indicatrice A+ 1, réalise une bijection entre P(Q) et {0, 1}©
(lensemble des applications de Q dans {0, 1}).

Démonstration. L’inverse est h— h~1({1}). La vérification que c’est bien un inverse est
facile, et laissée en exercice. O

Rappel 1.1. Si A et B sont deux parties de Q (i.e. deux éléments de P(Q)).

1. Onalesrelations Ac BouBc Aou(A¢ Bet B¢ A). Ac B s’écrit aussi B> A.
2. On adéfinien L1: Ax B l'ensemble des couples (a, b) ac A, b € B, U'intersection
An B (ensemble des éléments a la fois dans A et dans B), 'union Au B
(ensemble des éléments a la fois dans A ou dans B), le complémentaire de B
dans A:A-B=AnB ={xec A: x¢ B} et ladifférence symétrique
AAB=(A-B)U(B-A). Onremarquera la relation de ces opérations avec les
connecteurs logiques de base.
3. Plus généralement on définit Uunion d’une famille A; e P(Q),ie I :
UA,-:{XEQ:EIIEI:XEA,-},
iel
et de Uintersection d’'une méme famille :
ﬂA,-:{er iViel:xeA}.

iel
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qui vérifie les relations de distributivités :

(UA,-)mC:U(A,-nC)

iel iel
(ﬂA,)u C=(\AuC)
iel iel

et plus généralement

(Ua)n(Ug)= U @inc.

jel jed iel,je]
(NAa)u(NG)= N @ve.
iel jed iel,je]

4. A et B sont disjoints si An B =0.
5. On a les relations fondamentales du complémentaire (A€)€ = A et pour le

(Ua) = )4f

iel iel

complémentaire des unions

et (de facon équivalente) des intersections :

(NA) =UaAs

iel iel

+ Rappel 1.2. Soit Ac Eetf:Q — E, onrappelle que U'image réciproque f~1(A) est
définie par :
fLA) ={weQ: fw)e A}.

On avu en L1 les relations
f-LAuB)=f 1A uUfLB),
f-LAnB)=f 1A NnFf 1B,

f~1(A9 = [f 1A,

f—l(UA,)=Uf—1(A,), (1.1)

iel iel
f_l(m A,) = ﬂ f_l(A,').
iel iel

Un ensemble A qui n’est pas fini est dit infini.
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Ensembles infinis dénombrables

% Définition 1.3. Un ensemble infini A est dénombrable s’il existe une bijection
f: A—> N,
Un ensemble A est au plus dénombrable s’il existe une injection f : A - N.

Remarque 1.3. Certains auteurs disent dénombrable pour ce que nous appelons au
plus dénombrable et infini dénombrable avec le sens de dénombrable ci-dessus.

On va utiliser librement le lemme suivant :

Lemme 1.2. 1. Toute partie non-vide de N a un minimum.
2. Une application strictement croissante f : N — N (resp. f : [0, n]] — N) vérifie
f(p) > p pour tout p dans son domaine.

Démonstration. 1. Si P est non-vide et donc, disons, contient n, alors [[0, n]] N P est aussi
non-vide et FINI, donc a clairement un minimum. 2. Il suffit de voir le deuxiéme cas (en
restreignant aux segments initiaux), on le montre par récurrence surn. Sin=0, f(0) e Ndonc
c’est évident. En supposant Uhypothese vraie au rang n, on considere f : [[0,n+1]] - N, la
restriction a [[@, n]] vérifie Uhypothese de récurrence, donc f(p) > p pour p < n et

f(n+1) > f(n) > n mais dans N cela implique f(n+1) > n+1 et conclut U'étape d’induction. [

On peut représenter les éléments d’un ensemble dénombrable A a 'aide d’une suite
infinie en écrivant A= {x,; n > 1} (x est Uinverse de la bijection f).

% Proposition 1.3. Les ensembles au plus dénombrables sont soit finis, soit
dénombrables. De plus, pour une partie infinie P c N, il existe une bijection strictement

croissante et une seule de N — P.

Démonstration. Les ensembles au plus dénombrables sont par définition en bijection avec
les parties de N. Dans le cas infini, il suffit de voir le second point pour obtenir la bijection
avec N. On définit par récurrence la bijection f : N* — P. Plus précisément, on construit par
récurrence sur n une application strictement croissante f, : [[1, n]] — P telle que pour tout
xeIm(fy),y e P—-1Im(fy), x <y etfyly1,k = fk- Comme P, infini, il est non-vide donc admet
un élément ag = min(P) On pose fp(0) = ag d’ou Uinitialisation.
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On suppose construit f,, et on prend a,,; = min(P — Im(f,)) qui existe car cette partie est
infinie de N donc non vide (si elle n’était pas infinie, P serait finie comme union finie de
parties finies). On pose f,,1(k) = fo(k), k < n, f,,1(n+1)=a,,; de sorte que par 'hyp de rec sur
fn, ans1 > fa(k), k < n ce qui donne la stricte croissance de f,,; en combinant avec celle de f,.
Enfin, si y e P-Im(f,;1) ¢ P-Im(f,) onaparhypderecy > f,(k)k <nety>a,, carc’estle
min donc > eton a y # a,,1 par construction. Donc la relation demandée a l’étape suivante est
vérifiée.

On obtient f strictement croissante donc injective en rassemblant les valeurs des f, qui
s’accordent (f(n) = f,(n) = fp(n), m > n).

Pour voir que f bijective, par 'absurde, sinon il existe b € P — Im(f) mais par stricte
croissance d’entiers f(n) — o donc il existe n minimal tel que b < f(n) = f,(n) ce qui impose
par minimalité b > f(n - 1) et contredit f,(n) = Min(P - Im(f,_1)) vu be P - Im(f,_7).

Pour lunicité, si g est une autre telle bijection g~1 o f est une bijection strictement
croissante de N — N ainsi que sa réciproque et le lemme 1.2 donne donc
glof(n)>n,flog(n) >netdonc, dou par croissance de g, f appliquée encore a ces
relations : f = g. O

% Proposition 1.4. Un ensemble P est au plus dénombrable si et seulement si il existe
une surjection f : N — P.

Démonstration. Pour Uimplication directe, si P est dénombrable, la bijection de la définition
convient, si P est fini, en bijection avec [[0, n - 1]] alors le reste modulo n donne la surjection
N — [[@, n — 1]] qui composée a la bijection donne la surjection cherchée. Réciproquement,
Uensemble f~1(p), p € P est une partie de N qui a un plus petit element a, : a: P — N est
Uinjection cherchée. O

On va obtenir des exemples d’ensembles dénombrables les plus courants. Pour cela on
a besoin de quelques méthodes de constructions.

( 3

Lemme 1.5. 1. La réunion d’une suite (X;),-¢ d’ensembles finis 2 a 2 disjoints est
au plus dénombrable.
2. Un ensemble X est au plus dénombrable si et seulement si il admet une suite
exhaustive de parties finies, c’est a dire une suite croissante de parties finies
dont Uunion est X.
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3. Le produit cartésien d’un nombre fini d’ensembles au plus dénombrables est au
plus dénombrable.

n
Démonstration. 1. Soit a, = Card(X,) et A, = Z ay (A_1 =0). On a des bijections
k=0
hn: [[Ap-1+1,An]l = [[1, an]l = Xn qui induisent une application h : N* - u, X, dés qu’un

nombre infini de X; n’est pas vide, ou h: [[1, Ap]] - Uy X, qui est par construction surjective.
L’'injectivité des h, et le fait que les X, sont disjoints donne Uinjectivité de h. 2. Si X est fini
on prend la suite constante, sinon, pour une bijection h : N — X on prend X, = h([[0, n]))
comme suite croissante cherchée. Réciproquement, la suite croissante X, donne une suite
disjointe Xp, X,.1 — Xn de parties finies, donc 1 donne que l'union est au plus dénombrable.

3. Une récurrence triviale ramene au cas du produit de 2 ensembles A, B. Soit h : N — A,
g : N — B des surjections données par la proposition 1.4. f = hx g : N> - Ax B est une
surjection qui raméne au cas N2 qui admet pour suite exhaustive d’ensembles finis
[0, nJ2. O

* Proposition 1.6. Les ensembles N¥, k e N*; Z et Q sont infinis dénombrables.

Démonstration. On a vu le cas du produit N¥ au lemme précédent. [[-n, n]] est une suite
exhaustive d’ensemble fini pour Z qui est donc au plus dénombrable par la proposition
précédente, il est infini car il contient N. Enfin (p, q) — p/q est une surjection de ZxN* — Q,
donc, par la proposition 1.4, Q est au plus dénombrable, et infini car il contient N. O

Enfin, on améliore le lemme précédent.

Proposition 1.7. Une réunion au plus dénombrable d’ensembles au plus dénombrables
est au plus dénombrable.

Démonstration. Soit (Xp)nse Une suite d’ensembles dénombrables (si la suite est finie, on
peut la prolonger en une suite infinie.). Soit f, : N — X, une surjection donnée par la
proposition 1.4. Petite subtilité, on a besoin de former une suite (f)nen, C’est a dire une

N
application de N — U X,,) , Ce qui n’est pas completement anodin et utilise ’axiome du
neN

choix dénombrable). On pose f : N? — U X, défini par f(n, p) = f,(p) et en composant avec

neN
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une surjection N — N2, on obtient le résultat par la réciproque dans la proposition juste

citée. O

Les ensembles au plus dénombrables serviront de base aux probabilités discretes.

Ensembles infinis non dénombrables

Les ensembles qui n’appartiennent pas aux catégories précédentes (finis ou infinis
dénombrables) sont dits infinis non dénombrables. On va voir que par exemple, R et C, [a, b],

a < b sont infinis non dénombrables.

Le résultat clef est toujours un argument diagonal :

* Lemme 1.8 (Théoreme de Cantor). Il n’existe pas de surjection h: E — P(E) entre
un ensemble E et 'ensemble de ses parties.

Démonstration. En effet une application h: E — P(E) permet de considérer 'ensemble
A={xe E:x¢h(x)}. Il nexiste pas de y tel que h(y) = A car par 'absurde, si il existait, soit
y € Aetalors y ¢ h(y) = A une contradiction, soit y ¢ A et alors y € h(y) = A encore une
contradiction. 0

Remarque 1.4. En conséquence de ce lemme et de la proposition 1.4, P(N) n’est pas
dénombrable (il est infini a cause de Uinjection x — {x} défini sur N), car sinon on aurait
une surjection de N — P(N). En conséquence {0, 1}¥, en bijection par la fonction
indicatrice n’est pas non-plus dénombrable.

* Théoreme 1.9. [0, 1] et R ne sont pas dénombrables.

En conséquence un intervalle quelconque [a, b], pour a < b, en bijection avec [0, 1] ne
Uest pas non plus. et un intervalle quelconque contenant au moins deux points (qui contient
donc aussi un [a, b]) est aussi non-dénombrable.

Démonstration. On construit une injection ¢ : {0, 1}¥ — [0, 1] (le cas R s’en déduit. (I'image
de cette injection va étre 'ensemble triadique de Cantor). On fixe a = (a,) € {0, 1}" on définit
une suite de segments emboités, on pose Jp = [0, 1] et si J, = [xn, yn] alors on découpe
Uintervalle en trois en posant u, = (2x,+Yyn)/3 et vp=(xp+2yn)/3.Sia,=0, on pose
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Jni1 = [Xn, Un], etsia, =1, on pose J,.1 =[Vn, ¥n]l- On obtient par construction une suite de
segments emboités, x,, yn sont des suites adjacentes et y, — x, < 1/3" (récurrence facile)
donc Uintersection est un singleton n, J, = {¢(a)}.

Pour voir que ¢ est injective on note que si a # @’ sont deux suites et n le premier indice
avec ap # ay, alors J,n J;, =0 et les images sont donc distinctes. O

Remarque 1.5. L’ensemble triadique de Cantor a plein de propriétés intéressantes.
Topologiquement, il est fermé, totalement disconnecté (les composantes connexes sont
les singletons). Il est de longueur nulle (car inclus dans l'union sur tous les cas
possibles des J, dont la longueur perd un facteur 2/3 a chaque n). Le sens de cette
longueur sera vu au chapitre 3 (c’est la mesure de Lebesgue). Il est en fait fractal de
dimension de Hausdorff In(2)/ln(3) < 1 (ce qui réexplique la longueur nulle, mais c’est
un sujet beaucoup plus avancé des mesures intermédiaires entre discret et continue).

Exemple 1.1. L’ensemble des nombres irrationnels R —Q est non-dénombrable, car
sinon son union avec Q a savoir R serait dénombrable, ce qui n’est pas le cas.

2 Familles sommables a termes positifs

Rappels

Rappel 1.6. La somme x + y avec x, y € R, est définie a 'exception du cas ol x = +o et
y =—X.
Contrairement au cas des limites, on pose 0. +c0 =0, t. + 00 =+c0 pour t > 0.

Pour un ensemble A non-vide (non-nécessairement borné), on utilise sup A pour le plus
petit majorant M e R de A et inf A pour le plus grand minorant m € R de A.

On utilisera aussi inf® = +c0, sup @ = —co.

Si(aj)j=1,...,n €st une suite finie (disons de nombres complexes) eto : [[1, n]] — [[1, n]]
une bijection.

La propriété de commutativité de la somme donne :

n n
Z a; = Z as(iy-
i=1

i=1
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Démonstration. En voyant o comme produit de transpositions, il suffit de montrer le résultat

pour o = (jk) une transposition avec j < k.

Mais par commutativité (a+ b = b+ a) et associativité (a+b)+c=a+(b+c)) de la

somme :
n

n j-1 k-1
Z Ao (i) = Z Ao(iy + Ao (j) + Z Ao iy *+ Ao (k) + Z Ao (i
i=1 i=1

i=j+1 i=k+1
j-1 k-1 n n
:Za,-+ak+Za,-+aj+Za,-:Za,-.
i=1 i=j+1 i=k+1 i=1

n
Corollaire 1.10. Si E est fini et e : [[1, n]] —» E une bijection, f : E — C alors Z f(ej) ne

i=1
dépend pas de la bijection e. On note

n

Z f(e):Zf(e,-).

ecE i=1

Démonstration. Sion prend une autre bijection e’ on considére la bijection o= e 1o e’ de
sorte que eoo = e’. La formule de commutativité de la somme conclut :

D flen =) fleqm) =) f(e).
i=1 i=1

i=1

Le résultat suivant résume les propriétés de manipulation de ces sommes :

Proposition 1.11. 1. Si E fini,ona
Card(E)= )" 1.

ecE

2. (Sommation par paquet) Si E fini est une union disjointe finie E = U E; (C’esta
iel
dire I finiet E;NnE;j=0sii#j)etf: E—Calors:

Z f(e) :Z Z f(e).

ecE iel ecE;

En particulier, on a Card(E) = Z Card(Ej).

iel
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3. (interversion de sommes finies) Si E, F sont finiseta: Ex F — C, alors :

Z Z e, = Z de f= Z Z et

ecE feF (e,f)eExF feF ecE

En particulier, on a Card(E x F)= Card(E)Card(F).

Démonstration. 1.Si Card(E)=n, E={e1, ..., €,} pour une bijection e : [[1,n]] —» E, on a
n
donc Z 1= Z 1 = n par définition.
ecE i-1

i

2.0npose j:[[1, m]] - I une bijection et n; = Card(Ej;;) On note Ny =0, N; = Z n;.

=1

Ona N;-N;_1=nj,i>1donc on aune bijection (en composant la soustraction de N;_; :
[[Ni—-1+1, Nill = [[1, n;]] avec la bijection donnée par la définition du cardinal [[1, n;]] = Ejj),
gi - [[Ni—1+1, NIl = Ej¢iy. On pose g(k) = gj(k), si ke [[Nij_1+1, N;]l. Montrons que g réalise
une bijection de [[1, Ny]l — E. En effet, par hypothese, E est 'union des Ej(;), dont tous les
éléments sont atteints par g;, donc par g qui est donc surjective. De plus, si g(k) = g(l) € E;,
comme l'union décrivant E est disjointe, ona k, [ € [[N;_1+1, N;]] et g;(k) = g;(l) et comme g;
est injective, on déduit k = [ et donc comme k, [ sont arbitraires, on déduit que g est aussi

injective.

Donc par définition de la somme sur un ensemble (au début et aux deux dernieres
lignes) :

> f(e)= Z f(g(k))

ecE
N, Nm

=Zf(g(k))+ D ofgky++ T f(g(k))

k=1 k_N1+1 k:Nm,1+1

m

:Z Z f(g(k))

=1 k= N[ 1+1

> Z f(gi(k))
=1

k= N[ 1+1

Sy e
=1

( GEE([)

> fe)

iel ecE;

~
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Le résultat sur le cardinal est une application du 1. et de la sommation par paquet pour la
fonction f =1 constante :

Card(E) = Z 1:2 Z 1 :Z Card(E)).

ecE iel ecE; iel

3. Il suffit d’appliquer la sommation par paquet aux unions disjointes
ExF =Ugce{€}x F=Us.rE x {f}.

Pour le cardinal on a par le 1 et la distributivité de la multiplication par rapport a 'addition :

Card(E x F) = Z 1:221

(e,f)eExF ecE feF
= Z Card(F) = Card(F) Z 1
ecE ecE
= Card(E)Card(F).

Définition et premieéeres propriétés

* Définition 1.4. Une famille (a;)jc; de nombres réels positifs est dite sommable si
sup Zaj:_]cI, fini ¢ < oo
jel
et alors on note

Za;:sup{Zaj:JcI, finiJ.

jel jed

Tout d’abord, le résultat simple suivant rameéne au cas I dénombrable, ce que l'on
supposera par la suite :

Lemme 1.12. Si (a;j)jc; est une famille sommable, alors le support Ip={ie I: a; #+ 0} est
au plus dénombrable.

Démonstration. Si S = Z a; =0, alors Iy =0. Sinonsi S = Z a; > 0 et si
iel iel
In={iel:a;>S/n}, alors Iy =U,s1I, est au plus dénombrable comme union d’une suite

d’ensembles finis car Card(I,) < n. En effet, si je I, a; > S/n donc si J c I, fini

S > Z a;j> SCard(J)/n donc Card(J) < netdonc Card(Ip) < n. O
j€Jn
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On résume les propriétés générales dans ’énoncé suivant :

Proposition 1.13. 1. (critere des suites exhaustives) Si (Jn)ns €St une suite
exhaustive de parties finies de I, alors la famille (a;);c; est sommable si et
seulement si la suite (Z di)nso €St bornée et alors on a

iejn

Za,:supz a; = lim Z a;.
n
iel neN /o3, % iedn

2. (lemme de domination) Si a; < b; pour tout i et (b;) sommable, alors (a;);cr est
sommable et alors Z a; < Z b;.

iel iel
3. (lemme de permutation) Si (a;)jc; est sommable et o : I — I est une bijection,

alors (a,(j))icr €st sommable de méme somme.

Démonstration. 1/ La famille Z a; étant inclus dans la famille des sommes finies, il est
i€]n
clair qu’elle est majorée si la famille est sommable (et on a en passant au sup la partie > de

'égalité énoncée). Mais réciproquement toute famille finie est inclus dans un certain J,, par
définition d’une suite exhaustive, d’ou la borne inverse et la réciproque.

2/ Il suffit de borner les sommes partielles finies Z aj < Z b; et passer au sup.
ie] ie]

3/ Pour tout J fini, o(J) est fini donc Z Ao (i) = Z a; < Z a;. D’ou la sommabilité et la
ie] ieo(])) iel
premiére inégalité en passant au sup. En considérant la bijection réciproque o~1 on obtient de

méme 'autre inégalité. O

Le dernier résultat généralise la commutativité des sommes.

Corollaire 1.14. Une famille a termes positifs (a,)nen €st sommable si et seulement si

o0
la série Z a, est convergente.
n=0

Sommation par paquet et applications

On conclut avec les deux résultats importants, le premier généralise l’associativité des
sommes finies. On rappelle qu’une partition (I;),cp de I est une famille d’ensembles 2 a 2
disjoints d’union égale a I.
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* Théoreme 1.15 (de sommation par paquets — Cas Positif). Soit (I;),ca une partition
de I. Une famille (ag;)jc; est sommable si et seulement si on a a la fois les deux
propriétés suivantes :

1. pour chaque 2 € A, (a))jc1, €st sommable, disons de somme o,
2. et (0))1en €st sommable.

Dans tous les cas (méme en 'absence de sommabilité), on a 'égalité :

Sa-Fo-5(a)

iel AeN AeN\iel

Démonstration. Commencons par la condition nécessaire. Si (a;)jc; est sommable alors les
sommes finies d’une sous famille (a;);c;, sont bornées par les sommes de la famille totale
donc on a la premiéere condition de sommabilité et o, < Z a;. Plus si on a des sous ensembles
iel
n
finis Jy c I, ..., Jn c I, pour des 1; distincts, ils sont disjoints et leur union J = U Ji estun

k=1
sous—-ensemble fini de I donc

> S a-YasYa

k=1ielJy ie] iel
Donc en passant successivement au sup sur les Ji fini, on obtient :

n
ZO-’“‘ < ZG,’.
k=1 iel
Donc la famille (o;),1ca est sommable et on obtient la premiere inégalité > en passant au sup.
Réciproquement, pour tout J partie finie de I on définit J, = Jn I, et on obtient un
n

nombre fini de A tel que J = U Ji,- On déduit

k=1
n n
Za,-:zz ajSZO'AkSZO'A.
ie] k=1ie]Jy k=1 AeN

D’ou la bornitude sur J qui donne la sommabilité, et 'autre inégalité en passant au sup. [

Un cas particulier est la “version famille sommable” du théoreme de Fubini (qui se
généralise a un théoreme d’intégration). Le cas positif est nommé théoreme de Fubini-Tonelli.
Il correspond a la décomposition

IXJ:UieI{i}XJ:Uje_]IX{j}-

Il donne un résultat d’interversion des sommes.
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% Théoréme 1.16 (de Fubini-Tonelli). Une famille double (aj j)jc1,jc; a termes positifs
est sommable si et seulement si on a 'une des deux propriétés équivalentes suivantes :

1. pourtoutiel, (aj;j)jc; estsommable et la famille des sommes (Z aj j)icr €st

jed
sommable
2. pourtoutje J, (ajj)ier est sommable et la famille des sommes (Z aj,j)jej €st
iel
sommable

Dans tous les cas (méme en 'absence de sommabilité), on a 'égalité :

S ay=Y (Z ) Dl

(i,j)eIx] iel \je] jed \iel

Démonstration. C’est une application directe du résultat de sommation par paquets avec les
partitions ci-dessus. O

(o) [ee) 1
Exemple 1.2. Calculons la somme I = ZZ—Z
o o (i+j+1)

Comme c’est une série a coefficient positifs, chaque somme est somme d’une famille
sommable, donc par Fubini-Tonelli, on obtient une somme sur le produit :

1 1
PN s APV Cryraed

ieN jeN j)en2

Comme chaque terme de la somme ne dépend quede n=i+j+1, on a envie de
considérer la partition de N2 = Upen-Ap avec Ay = {(i,j) e N% : i+ j+1=n}. Par le
théoreme de sommation par paquet, on a:

= 1
=)y 2 TieiE

n=1 (i,j)eAn
Il suffit donc de calculer Z ; Mais A, est fini de taille n vu
152, (i+j+1)2
. . . 1 Card(Ap) 1
Ap={(i,n-1-i):0<i<n-1}=[0,n-1]], donc (i+j+1)2: e =

(iij)E/\n
C’est le terme d’une série de Riemann divergente, donc I =+ et les familles ne sont

pas sommables.
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3 Familles sommables a termes scalaires

Comme pour les séries, on se raméene au cas a valeur positif en prenant le module. On
pourrait traiter de facon semblable le cas a valeurs vectorielles (par exemple dans R" ou dans
ce qu’on appelera au chapitre suivant un e.v.n. ou toute suite de Cauchy converge, un e.v.n
dit complet) en prenant la norme a la place du module. On note K=R ou K=C le corps de
référence.

* Définition 1.5. Une famille (z;);c; de nombres complexes ou réels est dite
sommable si la famille (|z;|)jc; est sommable. On note ¢1(I,K) Uensemble des familles
sommables d’éléments de K indexées par I.

On note

1zlly =D lzil.

iel

Lemme 1.17. ¢1(I,K) est un espace vectoriel et de plus on a pour
u,vell(I,K),uvek:
l[Au+pvily < |A[lully + |pllv]]1-

Démonstration. On voit que c’est un sous—espace vectoriel de 'ensemble des fonctions K.
D’abord, la famille nulle est sommable et de plus si A, u € K, (a;), (b;) des familles sommables,
pour J fini, on a par Uinégalité triangulaire (des nombres) :
Dllaai+pubil < Y 1allal+ |ullby)
ie] ie]
=41 ) lail+1ul > 1bil
ic] ic]
< [Alllally +|ulllbll1
donc comme la valeur est bornée, on obtient, la sommabilité de la famille (1a; + ub;), donc
¢Y(I,K) est stable par combinaison linéaire et est donc un sous—espace vectoriel de K,
puisqu’il contient aussi la famille nulle (0).

De plus en passant au sup sur J on obtient ||[1a+ ub||1 < |1]l|all1 + |ull|b]]1- O

Comme d’habitude pour définir Uintégrale (ici on va définir de méme la somme), on
sépare les parties positives, négatives des parties réelles et imaginaires, pour définir la
somme. On note donc (a;), = max(a;, 0), (a;)- = max(-a;, 9) de sorte que

Zj = (%Zj).'. - (%Zj)_ + I.(SZJ').'_ — I.(SZJ')_
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Comme (Rzj), +(Rzj)-, (3z)).+(3zj)- <|z;] on déduit que si (z;) est sommable, alors
((Rzj):), (Rzj)-, ((Iz)+), ((3zj)-) le sont aussi par domination.

Définition 1.6. La somme d’une famille sommable (z;);c; est la valeur :

Dizji= ) (Rz)) - D (RzZ) +i D (FZ) =i ) (5z))-.

jel jel jel jel jel

Exercice 1.1. Vérifier que la somme d’une famille sommable est une application
linéaire. (indication : considérer une suite exhaustive de parties finies pour se ramener

au cas des sommes finies).

On a le résultat qui résume les propriétés élémentaires :

Proposition 1.18. 1. Une famille (z;)jc; est sommable si et seulement si (Rz;);cs et

(3zj)jc; SOnt sommables.
2. (zj)jc; est sommable si et seulement si (z;);c; est sommable et on a:

2,227

jel jel

3. Pour (zj)je; sommable, on a l'inégalité triangulaire généralisée :

sz < Z |zl
jel jel
4. (lemme de permutation) Si (z;)jc; est sommable et o : I — I est une bijection,
alors (Z,(j))ier €st sommable de méme somme. En particulier, si Z an est une
série absolument convergente et o une permutation de N alors Z do(n) €st
absolument convergente de méme somme.

Démonstration. 1/ Les bornes |Rz;| < |z;| et |Jz;| <|z;| donnent la condition nécessaire par
domination. Réciproquement |zj| = V|Rzj|2 +|3z;]2 < |Rz;| + |3z et comme ¢! estune.v, on a
vu que U’hypothése implique (|Rz;| +|3zj|)je; sommable d’ou le résultat a nouveau par

domination.

2/ Uéquivalence est évidente en utilisant 2 fois le 1. L’égalité vient directement de la

définition.

3/ On fixe une suite exhaustive J, de I. D’aprées le critere des suites exhaustives pour

les quatre séries a termes positives intervenant dans la somme,
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sz = rl)l_}ﬂ; Z zj, Z |zj| = ’sl_)rrgo Z |zj| donc par Uinégalité triangulaire pour les sommes finies
jel jen jel jen
(et continuité du module)

25| =(lim Dzl = tim | D) 2= lim ) Iz1= )12l

Jjel j€Jn jedn j€dn Jjel

4/ Tout vient du cas positif, soit par la définition de sommabilité soit par la définition de
la somme en terme de somme de familles a termes positifs. Le cas particulier vient du fait que
si la famille est indicée par N, le critere des suites exhaustives (appliqué a la suite [[0, n]])
implique qu’étre sommable équivaut a étre absolument convergente. O

Remarque 1.7. Une série Z an telle que pour tout o permutation de N on ait Z Ao (n)
convergeant est dite inconditionnellement convergente. Un résultat classique qu’on
trouve par exemple dans Bourbaki Topologie Générale IV.44 [2]dit qu'une série
numérique inconditionnellement convergente est absolument convergente. Il n’y a donc
pas d’extension possible du dernier énoncé.

On finit avec les résultats de sommation par paquets et de Fubini. Dans les deux cas, on
n’a plus d’équivalence comme dans le cas a terme positif. On utilise alors souvent/toujours le
cas a terme positif pour montrer la sommabilité nécessaire a appliquer le cas avec
sighe/complexe.

% Théoreme 1.19 (de sommation par paquets - Cas Général). Soit (I;),ca Une partition
de I. Siune famille (z;);c; est sommable alors on a les deux propriétés suivantes :

1. pour chaque 2 € A, (2j)jer, €st sommable, disons de somme o,
2. et (0))1en €st sommable.

De plus, on a ’égalité :

EEMIEEN |

iel AeN AeN\iel,

Démonstration. Comme (|zj])jcs, la sommabilité de (|zj]);c;, vient du cas positif. De plus, par
Uinégalité triangulaire des familles sommables (proposition 1.18), | Z Zj| < Z |zi| et le

I'EI/[ I’GL{
théoreme de sommation par paquets assure la sommabilité du membre de droite, donc par

comparaison, celle de (o,),ep comme voulu. L’égalité vient du cas positif appliqué aux parties
positives et négatives des parties réelle et imaginaire. O
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En appliquant la sommation par paquets a la méme partition que dans le cas positif, on
obtient :

% Théoréme 1.20 (de Fubini). Si une famille double (z; j)jc1,je; €St sommable alors on
a les deux propriétés suivantes :
1. pourtoutic I, (z;))jcj estsommable et la famille des sommes (Z Zj j)ier est

jed
sommable
2. pourtoutje J, (z;)icr est sommable et la famille des sommes (Z Zj j)jej €st
iel
sommable

De plus, on a l’égalité :

s ooyl 2]

(i,jyeIx] iel \je] je] \iel




CHAPITRE 2
Introduction a la Topologie des Espaces
Métriques

Dans tout le cours, K=R, (le corps des nombres réels) ou C (le corps des nombres
complexes). |1]| est la valeur absolue ou le module de 1 € K.

1 Distance et Norme sur un espace vectoriel

% Définition 2.1. Soit X un ensemble (en général supposé non-vide). Une distance
sur X est une application d : X x X — [0, +o[ telle que :

i Vx,yeX, d(x,y)=d(y, x) (symétrie)

ii Vx,y,ze X d(x,z)<d(x,y)+d(y, z) (inégalité triangulaire ou sous-additivité)

iii Vx,ye X d(x,y)=0 < x=y (séparation)

Un couple (X, d) est appelé espace métrique (em).

* Définition 2.2. Soit E un K-e.v. Une norme sur E est une application
n:E— [0, +[ telle que :
i Vxe E, 1 e K n(ax) =1|n(x) (homogénéité)
ii Vx,ye En(x+y)<n(x)+n(y) (inégalité triangulaire ou sous-additivité)
iii Vxe E n(x) =0 < x =0 (séparation)
Souvent on note n(x) = ||x||, sauf dans 'exemple E =K, n(x) = |x|. Un couple (E,||.||) est
appelé espace vectoriel normé (evn).

Exemple 2.1. Soit X c E une partie (non-vide) avec d(x, y) =||x - y||, alors (X, d) est
un espace métrique et tout espace métrique est de cette forme.

26
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Exemple 2.2. Si E =R" on a trois normes classiques, si X = (X1, ..., Xp) :

n

X111 = I1xil

i=1

n
X2 = zl|x,-|2 (norme euclidienne)
i=1

[[X|lo = max [xi]
i=1...n

Exercice 2.1. Montrer que ce sont des normes (cf. TD de L2).

* Exemple 2.3. Si E = C%Ja, b],R) Uensemble des fonctions continues sur [a, b], on
a trois normes :

b
||f||1:/ ()| dt

b
Ifllz = [ 1FD2de
a
[Ifllo = sup [f(D)]
te[a,b]
Cette derniere norme est la norme de la convergence uniforme (la convergence pour
[|.|l coincidera avec la convergence uniforme)

Le lemme 1.17 se reformule en disant :

Lemme 2.1. (¢Y(I,K),||-||;) est un espace vectoriel normé.

Démonstration. ||-||; vérifie U'inégalité triangulaire (cas A =u =1 du lemme 1.17). De plus
[| - ||; est positif. Comme |a;| < ||all1, a; =9 si||a||; =0, pour tout i donc a =0 ce qui donne
'axiome de séparation. Enfin Z |[1a;| = MlZ |a;| donc en passant au sup : || ||a||1 =||14]|1

ie] ie]
(d’ou ’homogénéite). O

Exemple 2.4. Si Z=Xx Y avec (X, dx), (Y, dy) des espaces métriques. On définit :
dZ((X’ y)’ (Xli y,)) = maX(dX(X, X,)i dY(yl y,))

C’est une distance sur Z (exo) que l'on utilisera dans cette situation ultérieurement
(distance produit).




28 Chapitre 2. Introduction a la Topologie

Exemple 2.5. R=RU {-c0, 0} est un espace métrique avec la distance

min(1, |x - y]) Si X,y eR
dz(x,y)=41 @ si X =y € {-co,+o0}
1 sinon

Proposition 2.2. (Inégalité triangulaire inverse) Soit (X, d) un espace métrique.

VX,y,Ze€ X| d(x,z)-d(y,2) |<d(x,y).

Démonstration. Cas d(x,z) > d(y,z): Comme d(x,z) <d(x,y)+d(y, z) par Uinégalité
triangulaire, on en déduit | d(x, z) - d(y, 2) ): dix,z)-d(y,z)<d(x,y).

Dans le cas d(y, z) > d(x, z), on échange x et y par symétrie. O

2 Metriques équivalentes

% Définition 2.3. Soit X un ensemble. Deux distances d; et d, sur X sont dites

équivalentes si
Jdc, C>0,vx,y e X, cdi(x,y) < d(x,y) < Cdi(x,y).

On note alors d; ~ d,. Des normes sont équivalentes si les distances induites le sont.

Remarque 2.1. L’équivalence des distances est une relation d’équivalence, c’est a dire
qu’elle est réflexive (d; ~ dy), symétrique (d; ~ d, = d, ~ d;) et transitive

(di ~dy,d, ~d3 = di ~ d3). Si deux normes sont équivalentes les notions d’analyses
(limite, continuité, ...) sont les mémes pour les deux normes.

Exemple 2.6. Dans R", ||.||1,]|.]l2,|]-]l SONt équivalentes (cf. TD de L2). On verra plus
tard qu’en dimension finie toutes les normes sont équivalentes.
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* Définition 2.4. Soientae X etre [0, .
On appelle boule ouverte de centre a et de rayon r de X la partie :

B(a,r)={xe X, | d(x,a)<r}.
et boule fermée de centre a et de rayon r de X la partie :

Be(a,r)={xe X, |d(x,a)<r}.
On appelle sphere de centre a et de rayon r de X la partie :

S(a,r={xe X, |d(x,a)=r}.

Dans lecas r=0, B(x,0) =0, BF(x, 0) = {x}.

Exercice 2.2. Dessiner les boules de RZ pour |[.]|1, |12, [|-]]e

Parties bornées

Définition 2.5. Un ensemble A c X est dit borné si

IM € [0,[,ae XVx € A,d(x,a) <M, c’estadires’il est contenu dans une boule.

4 Suites dans un espace métrique

On rappelle qu’une suite de E est une application u : N — E notée (Up)psg-

Convergence

Définition 2.6 (Convergence). Soit (u,) une suite d’'un espace métrique (X, d). On dit
que u, converge vers [ € X (eton note [ =lim,_. Uy OU Uy, >y ) sila suite
numérique d(up, ) converge vers 0, c’est-a-dire :

Ve > 0,3ng e N,Vn > ng, d(up, ) <e.
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Remarque 2.2. Ceci équivaut a Ve > 0,3ng e N,Vn > ng, upe€ B(l,e). Comme dans R on
a unicité de la limite (justifiant la notation). En effet si on a deux limites (4, [, pour n
grand u, € B(ly,€) n B(l;, €) donc par inégalité triangulaire

d(ly, L) <d(ly, up)+d(up, [5) <2e Comme € > 0 arbitraire d(ly, [) = 0, soit par ’axiome
de séparation [; = L.

Proposition 2.3. (i) Siup— u, alors pour tout x, d(up, x) - d(u, x).
(ii) Toute suite convergente est bornée (réciproque fausse).
(iii) Si E estun evn u, — u, v, — v alors pour toute suite 1, €K, tel que 1, - 1 on a

ApUpn+Vyp > AU+ V.

Démonstration. (i) Parlinégalité triangulaire inverse |d(u,, x) —d(u, x)| < d(upn, U)

(ii) Par (i) et le cas réel.

(ifi) Vudpup+vyp—Qu+v)=Ap(up—U)+(vp—Vv)+(1n—A)u, homogénéité et inégalité

triangulaire implique :

[|[AnUn+ vy — (AU + V)|

< |Anlllun = ull+1lvan = VIl +|dn = Alllull — @.

lAntn+ Vo= AU+ V)| < |Anlllun = ull + [V = VI +|4n = A||u]| — O.

Suite extraite, valeur d’adheérence

7

Définition 2.7. Soit (u,) une suite de X on appelle suite extraite ou sous-suite une
suite de la forme v, = Uy, pour ¢ : N — N une application strictement croissante

Définition 2.8. On appelle valeur d’adhérence d’une suite (u,) toute limite d’une suite

extraite conve rgente.

Proposition 2.4. Toute suite extraite d’une suite convergente converge vers la méme
limite. (Autrement dit, toute suite convergente n’a qu’une seule valeur d’adhérence, sa
limite.)

Démonstration. Supposons u, — [ et si v, une suite extraite, d(vp, [) est extraite de d(up, ()

( le résultat est donc une conséquence du cas réel). O
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5 Suite de Cauchy, Complétude

Définition 2.9. Une suite (u,) de X est dite de Cauchy si :

Ve >0,INeN,Y(p,q) eN?,p>Netg>N

= d(up, ug) <e.

Ve>0,3NeN,¥(p,q) eN?, p>Netqg>N=d(up, ug <e.

La proposition suivante est similaire au cas réel (cf. cours de L2).

Proposition 2.5. Toute suite convergente est de Cauchy. Toute suite de Cauchy est
bornée. Toute suite de Cauchy possédant une valeur d’adhérence est convergente.

Définition 2.10. Un espace métrique X est dit complet si toute suite de Cauchy de X
converge dans X. Si un evn E est complet on dit que c’est un espace de Banach.

On a vu en premiere année que K est complet (mais pas Q). Vous avez vu en L2 que
(R",]]-1l2) est complet. On verra que tout evn de dimension finie est complet.

* Proposition 2.6. Un evn E est complet si et seulement si toute série absolument
convergente est convergente.

Démonstration. Si E est complet et (x;) est absolument convergente, la suite des sommes

p g-1 q
partielles S, = Zx,- vérifie, pour g > p, ||Sp - Sqll < Z [|xi|| donc comme Z [|x;|| est
i=1 k=p k=1

convergente donc de Cauchy, on déduit que (S;,) est de Cauchy donc converge.

Réciproquement, si toute suite absolument convergente converge, soit (x;) une suite de
Cauchy. Il suffit de montrer qu’elle admet une sous-suite convergente pour voir qu’elle
converge. Par la propriété de Cauchy, on trouve par induction ||x,, .|| avec [[Xn, , — Xn, || < 2—1k
de sorte que la série télescopique Z Xn.,, — Xn, €st absolument convergente donc converge,
et donc la sous-suite (x,,) converge. O

Exemple 2.7. Dans le cadre de 'exemple 2.3, vous avez vu en L2 que toute série
normalement convergente de (C%([a, b],R), ||.|l~) converge uniformément. D’aprés le
résultat précédent, c’est équivalent a dire que (C%([a, b],R), ||.||l.) €St un espace de
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Banach (aussi vu directement en L2 en analyse 2 Prop 7.6). Par contre ce n’est pas le
cas de (C%[a, b],R),||.lli)), i=1,2. On verra qu’ils sont denses dans les espaces de
Lebesgue L/([a, b],R) qui seront eux complets, et sont les constructions de base de la
théorie de Uintégration de Lebesgue.

Proposition 2.7. Si X, Y sont des espaces métriques complets. Alors X x Y (munie de
la distance produit de 'exemple 2.4) est complet.

Démonstration. Si (upn, vp) est de Cauchy dans X x Y, de méme, (u,) est de Cauchy dans X,
et (vp) dans Y, donc par complétude (u,) converge vers u et (v,) vers v. En conséquence
(Un, vn) converge vers (u, v) vu d((un, vp), (U, v)) = max(d(up, u), d(vn, v)) — 0. O

Théoreme de Point fixe

* Théoreme 2.8 (du point fixe de Banach). Soit (X, d) un espace métrique complet, et

f: X — X une application telle que

Jk<1lvVx#yeX d(f(x),f(y)<kd(x,y).

Alors f admet un unique point fixe.

Démonstration. Soit xg € X on définit par récurrence x, = f(x,_1) = f°"(xg). Donc

d(Xns1, Xn) = d(f(xn), f(Xn-1)) < kd(Xn, Xp-1) < k" d(x1, Xp). (2.1)

n-1
Montrons que x, est bornée en voyant par récurrence que d(xp, Xg) < Z k'd(x1, Xg).
i=0
C’est évident pour n= 1. Et par l'inégalité triangulaire et (2.1) :

d(Xpi1, Xo) < d(Xpy1, Xn) + d(Xn, Xop)
n-1
< k"d(x1, xg) + Z kid(X]_, Xp)
i=0

n .
= > k'd(x1, Xe)
i=0

Or on reconnait une série géométrique convergente, d’ou la borne : d(x,,1, Xg) < ﬁd(xl, Xg).
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Montrons que x, est de Cauchy. En effet, pour m > n,
d(Xn, Xm) = d(f°"(xg), f*"(Xm-n)) < k"d(xg, Xm-n) < knﬁd(xl; Xo)

Comme k”ﬁ — 0, on déduit que pour N grand et m > n> N d(xp, Xn) est arbitrairement petit,
donc x, est de Cauchy. Par complétude de X, on obtient donc que x, converge, disons vers x.
Maintenant, en passant a la limite dans (2.1), on obtient

d(f(x), x)=lim, d(f(xp), xp) <limsup, d(f(xp), xn) < limsup, k"d(x1, xg) =0 donc par
séparation f(x) = x et x est le point fixe cherché.

6 Ouverts dans un espace meétrique

Soit (X, d) un espace métrique.

% Définition 2.11. Une partie O c X est un ouvert (ou une partie ouverte) si

Vxe O,3ar>0, B(x,r)cO.

Exemples d’ouverts et propriétés

X, 0 sont des ouverts de X. [a, b], [a, b[ ne sont pas ouverts dans R mais ]a, b[ U'est.

Proposition 2.9. Les boules ouvertes sont ouvertes. ]

On remarquera que le mot ouvert a deux sens dans "boules ouvertes" et "parties
ouvertes" mais qu’ils sont cohérents grace a la proposition (les boules fermées ne sont pas
des ouverts, cf. TD).

Démonstration. Soit a € X, r > 0 montrons que B(a, r) est un ouvert (B(a, 0) est vide donc
ouvert). Soit x e B(a, r), r—d(x, a) > 0, il suffit donc de montrer que :

B(x,r-d(x,a))cB(a,r).

C’est une conséquence de l'inégalité triangulaire. En effet, si y € B(x, r - d(x, a)), alors
d(y,a)<d(y,x)+d(x,a)<(r-d(x,a))+d(x,a)=r,donc y € B(a,r). O
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% Proposition 2.10. 1. La partie vide 0 et X sont des ouverts.
2. laréunion d’une famille d’ouverts est ouverte.
3. lintersection d’une famille finie d’ouverts est ouverte.

Remarque 2.3. On appelle topologie une famille de parties d’un ensemble, qui, comme
la famille des ouverts d’un espace métrique, vérifie ces trois propriétés. La famille des
ouverts de X est donc appelée topologie (métrique) de X. NnpenB(a, 1/n) = {a} qui n’est
pas ouvert dans X montre que ’hypothese "finie" est cruciale dans 3.

Démonstration. 1. évident.

2. Soit (Oj)jc; une famille d’ouverts. On peut supposer I non vide (sinon l'union vide étant
vide on est ramené a 1). Soit x € O =U;;0j, donc il existe je I, x € O;. Comme O; est
ouvert il existe r >0, B(x, r) c O; c O. Donc O est ouvert.

3. Soit 01, ..., Op une famille finie d’ouverts. Soit x e O=01n---Nn O,. Comme x € O;, et
O; ouvert, il existe r; > 0, B(x, rj) c O;. Soit r=min;_;_,r;i > 0. On déduit de la
définition que B(x, r) c B(x, r;) c O;jdonc B(x, r) c O, ce qui montre que O est ouvert.

O]

Exemple 2.8. Soit O = {(x, y), x > 0}. Montrons que c’est un ouvert de R? pour la norme
[|.]lo- En effet

O = U 19, 2x[x]y — x, y + x|

= J By, %,

(x,y)e0

est ouvert comme union d’ouverts.

% Proposition 2.11 (Ouverts pour la métrique induite). Soit A c (X, d) avec la métrique
induite, O est un ouvert de A, si et seulement si il existe un ouvert U de X tel que
O=UnA.

Démonstration. On suppose O ouvert de A. Pour chaque x € O, on fixe ry > 0 tel que
Ba(x, ry) c O. On pose alors
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U= [ Bx(x, )

xeO
qui est un ouvert de X par union de boules ouvertes. Or O c Un A car ry > 0 donc pour tout
xeO,xeBx(x,r)cU. EtUNA= U By(x,ry ) NA= U Ba(x, ry) c O.Donc UnA= 0.
xeO xeO
Réciproquement, comme U est ouvert soit x e O c U, il existe r > 0, Bx(x,r) c U donc
Ba(x,r)=Bx(x,r)nAc UnA=0 donc O est ouvert dans A. O

Intérieur

Définition 2.12. Soit A c X, on dit que x est intérieur a A (ou A est un voisinage de x) si
Jr>0,B(x,r)cA.
On note Int(A) ou A Uensemble des points intérieurs a A.

* Proposition 2.12. Int(A) est le plus grand ouvert contenu dans A.

Démonstration. 1. Int(A) contient tous les ouverts inclus dans A.
Soit U un ouvert contenu dans A. Soit x € U, alors comme U est ouvert,
dr>0,B(x,r)c Uc A, donc x estintérieur a A. Ainsi U c Int(A)
2. Int(A) est un ouvert. Soit x € Int(A). Soit donc r > 0 tel que B(x,r) c A. Comme
B(x, r) est ouvert, tout y € B(x, r) est intérieur a B(x, r) donc intérieur a A. En bilan,
Vx € Int(A),3r > 0, B(x, r) c Int(A), ce qui conclut.

Corollaire 2.13 (exo, cf TD). 1. Aouvertsietseulementsi A=1Int(A).
2. Ac B=Int(A) c Int(B)
3. Int(A)ulInt(B) c Int(AU B)
4. Int(A)nInt(B)=Int(An B)

Exemple 2.9. Soit F ={(x, y), x > 0}. Montrons que Int(F)=0 :={(x,y),x >0}.0na
vu a 'exemple 2.8 que O est ouvert, donc comme O c F, ona O c Int(F). Il reste a voir
que Int(F)n{(x,y),x=0}=0 (car alors Int(F) c F-{(x,y), x =0} = O). Mais soit
(—€,¥) € Bj.((0, y),e)n F€ pour tout e > 0, donc B ;.((0, y),e) ¢ F donc (0, y) n'est
pas intérieur a F, ce qu’il fallait démontrer.
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7 Fermés dans un espace metrique.

Soit (X, d) un espace métrique.

Rappel 2.4. Soit Ac X, onnote AS={xe X | x¢A} le complémentaire de A. On
rappelle que 0= X, X =0,(A) =A, AUA®= X, AN A€ =0. Les lois de De Morgan
impliquent que pour une famille (A})jcr

"

iel

C
:ﬂAiC,

iel

(ﬂA,-)C=UA,?.

iel iel

Définition 2.13. Soit F c X. On dit que F est un fermé de X si F¢ est un ouvert de X.

Le résultat suivant est obtenu en passant au complémentaire le résultat sur les ouverts.

% Proposition 2.14. 1. La partie vide 0 et X sont des fermés.
2. lintersection d’une famille de fermés est fermée.
3. Uunion d’une famille finie de fermés est fermée.

* Proposition 2.15 (Caractérisation séquentielle des fermés). Une partie F d’un
espace métrique X est fermée si et seulement si toute suite convergente (x,)
d’éléments de F a sa limite dans F.

Démonstration. Supposons F fermé. Soit (x,) une suite d’éléments de F, convergente vers
X. Soit y € F¢, comme F€¢ est ouvert il existee >0 B(y,e) c F¢, d’ou x, ¢ B(y, €) Donc
d(xn,y) > €. En passant a la limite on déduit

dix,y)>| d(xn, X)—d(xp,y) | 2€e=d(Xp, X) >pnoe € >0,

Donc d(x, y) = e donc x # y. Comme y était arbitraire dans F¢, x € F.

Réciproquement, supposons que F n’est pas fermé et montrons que la seconde
caractérisation est fausse. Soit x € F¢ montrant que F€ n’est pas ouvert, donc pour tout n € N,
B(x,1/nyn F #0. Soit x, e B(x,1/n)Nn F d(xn,x) <1/n -4, 0, donc (x,) est une suite
d’éléments de F qui converge vers x € F€. O
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Exemple 2.10. Montrons avec la caractérisation séquentielle que

A={(x,y), x>0,y >0} n’est pas fermé pour la norme ||.||«. En effet

A>(1/n,1/n)— (0,0) ¢ A, ce qui contredirait Uhypothése que A fermé. Montrons de
méme que B={(x,y),x >0,y > 0} est fermé. En effet, Soit (x,, yn) € B tel que

(Xn, ¥Yn) — (X, y)onax, — X, y, — y donc comme x, > 0, on déduit x > 0, et de méme
y > 0 donc (x, y) € B . Ainsi, comme toute limite de suite de B est dans B, on déduit que
B est ferme.

Vous avez vu en L2 le résultat suivant :

Proposition 2.16 (Relations Fermé-Complet). Soit E un espace métrique.

1. Si C c E est complet alors il est fermé.

2. Si Cc E estcompletet Fc C estun fermé de E, alors F est complet.

Démonstration. 1. Si C c E est complet alors si on considere une suite (x,) convergente
vers x dans E, elle est de Cauchy, donc converge dans C, donc x € C par unicité de la
limite.

2. Si Cc E estcompletet Fc C. Soit x, une suite de Cauchy de F, elle converge dans C,
donc comme F est fermé, la limite est dans F, donc toute suite de Cauchy de F
converge dans F.

En passant au complémentaire la proposition 2.11, on obtient :

Proposition 2.17 (Fermés pour la métrique induite). Soit A c (X, d) avec la métrique
induite, F est un fermé de A, si et seulement si il existe un fermé C de X tel que
F=CnA.

Adhérence

Définition 2.14. Soit Ac X. Un point x € X est dit adhérenta A siVe > 0B(x,e)nN A # 0.
On note A (ou Adh(A)) 'ensemble des points adhérents a A.
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Exemple 2.11. X=X,0=0,Ac A.Sir>0,dans une.v.n. E, ona B(a, r)=Bgr(a,r).Si
A = {Xn}nen les valeurs d’adhérence de la suite (x,) sont dans A qui est union de
ensemble des valeurs d’adhérence et de A (exo).

Proposition 2.18.
(Adh(A))€ = Int(A°).

(Int(B))€ = Adh(BC).

Démonstration. Un point x € X n’appartient pas a Adh(A) si et seulement si
Je>0,B(x,e)NA=0 < Je >0, B(x,¢e) c A°. C’est par définition équivalent a dire que x est
un point adhérent a A€.En appliquant le premier résultat a A= B¢, on en déduit le second. [

On en déduit toutes les propriétés en passant au complémentaire celles de Uintérieur.

Corollaire 2.19. 1. A est le plus petit fermé contenant A.
2. Afermé sietseulementsi A=A.
3. AcB=>ACB
4. AnNB>ANnB
5. AUB=AUB

Démonstration. 1. A est fermé vu que son complémentaire est 'ouvert Int(A). Si F est un
fermé contenant A, F¢ est un ouvert contenu dans A€ donc dans Int(A€) le plus grand ouvert
contenant A€. En passant au complémentaire, F > A. Les résultats 2.3.4.5 sont analogues,

par passage au complémentaire, de résultats sur Uintérieur. O

* Proposition 2.20 (Caractérisation séquentielle de 'adhérence). x € A si et
seulement si il existe une suite (a,) d’éléments de A vérifiant a, — x.

Démonstration. Si x est adhérent a A pour tout entier n B(x,1/n)n A est non vide donc
contient un élément a,. La suite (a,) € A" converge vers x vu d(a,, x) <1/n — 0. La
réciproque vient de la caractérisation séquentielle des fermés vu A fermé. O
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* Exemple 2.12. Montrons que si A={(x,y),x >0,y >0} alors
A=B={(x,y),x>0,y>0}).0navualexemple 2.10 que B est fermé, donc comme
Ac B, on en déduit Ac B

Il reste a montrerque B—A={(x,y),x=0,y>00uy=0,x>0}cA.Or

(0,y) =limpe(1l/n,y+1/n)etsiy >0, (1/n,y+1/n) € A, donc (0, y) € A. De méme
(x,0)=limyoe(x+1/n,1/n) e Asix > 0.

Densité, Frontiere

Définition 2.15. Une partie A est dite dense dans X si A= X.

Exemple 2.13. Q et Q¢ sont denses dans R.

Définition 2.16. Un point x € X est dit point frontiére d’une partie A si pour tout r > 0,
B(x, r) est d’intersection non vide avec A et A¢. On note Fr(A) 'ensemble des points
frontieres de A.

Remarque 2.5. D’aprés la définition, Fr(A) = Fr(A¢) = An A€ est un fermé.

Exercice 2.3. Montrer que Int(A°), Fr(A), Int(A) forment une partition de X (i.e. sont
disjoints deux a deux et leur union est X).

8 Fonctions continues

Définitions équivalentes

On considere (X, dx =d) et (Y, dy = d) deux espaces métriques.

* Définition 2.17. Soient Ac X, Y des espaces métriquesetf: A— Y.

1. Soitae A, f est dit continue en a si limy_ 4 f(x) = f(a), soit
Ve > 0,36 >0,Vx € Adx(x,a) <6 = dy(f(x), f(a)) <e.

Ve > 0,36 >0,Vx € Adx(x,a) <6 = dy(f(x), f(a)) <e.
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2. f est continue sur A si f est continue en tout point de A. Autrement dit,
Vae A,Ve > 0,36 >0,Vx € Adx(x,a) <6 = dy(f(x), f(a)) <e.

Yae A,Ve > 0,36 > 0,Vx € Adx(x,a) <6 = dy(f(x), f(a)) <e.

Remarque : § =6(a, ¢) dépend a la fois de € et de a. Vous avez vu en L2, le résultat

suivant.

% Proposition 2.21 (Caractérisation séquentielle de la continuité). Soitf: X — Y.
L’application f est continue en x € X si et seulement si pour toute suite (x,) d’éléments
de X : si x, converge vers x, alors f(x,) converge vers f(x).

Démonstration. Supposons que f tend vers [ = f(x) en x. Soite > 0 il existe n > 0 tel que
f(B(x,n)) c B(l,e). Vu que x, — a il existe N, tel que Yn > N, d(xp, a) <n donc
vn> N, d(f(x,), ) <e. Ceciindique que f(x,) — L.

Réciproquement, supposons par contraposition, qu’il existe e > 0 tel que pour toutn > 0
f(B(x,n)nB(l,e) + 0. Donc, en prenant, n =1/n, on obtient x, € B(x, 1/n), tel que
d(f(xn), ) > €. Pour tout n, donc x, — a et f(x,) ne converge pas vers [ comme voulu. O

* Proposition 2.22 (Caractérisation topologique de la continuité). Soit f : X — Y. Les
assertions suivantes sont équivalentes :

1. f est continue sur X.
2. Pour tout ouvert O de Y, 'image inverse f~1(0) est ouverte dans X.
3. Pour tout fermé F de Y, 'image inverse f~1(F) est fermée dans X.

Démonstration. 2. <= 3. vientde (f"1(B))¢ = (f-1(B°)) et de la relation fermés/ouverts.

1. = 2. Soit Oun ouvertde Y et x € O, il existe et on choisit e(x) > 0 tel que
B(x,e(x)) c O. Par continuité de f, soit y € f-1(0), f(y) = x € O, il existe §(y) > 0 tel que
f(B(y,é(y))) c B(x,e(f(y))) c O.Donc B(y,é(y)) c f-1(0O) et comme y est arbitraire, f~1(0)
est ouvert.

2. = 1. Soit a € A. Montrons que limy_4 f(x) = f(a). Soite > 0. Par 1. V = f-1(B(f(a), €))
est un ouvert X. Orae V donc 35 > 0 tel que B(a,s) c V. En conséquence

f(B(a,0)) c f(V) = f(f"H(B(f(a),e)) c B(f(a),e),
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ce qui conclut. O

Corollaire 2.23 (Stabilité par composition de la continuité). Sif: X - Yetg:Y > Z
sont continues, alors go f : X — Z est continue.

Démonstration. Pour tout ouvert U de Z, g~1(U) est ouvert de Y par coninuité de g, puis
f-1(g=1(U)) est ouvert par coninuité de f, mais f~1(g=1(U)) = (go f)~1(U). Comme c’est vrai
pour tout ouvert U, on déduit de nouveau du théoreme précédent que go f est continue. [

Exemple 2.14. 1. f: X —» R définit par f(x) = d(x, z) est continue sur E car
|d(x, z) — d(xg, 2)| < d(x, Xg) (inégalité triangulaire inverse).
2. Soit@<p<n=r+s,p:R"—RSdéfinie parsi x=(y,z) eR"=R"xR%, p(x) = z.
On munit R" et R®* des normes ||.||1, on voit ||p(x)||1 < ||x||1, donc comme p est
linéaire, p est continue car ||p(x) — p(Y)ll1 = lp(x = yY)ll1 < lIx = yll1.

Remarque 2.6. Il résulte des théoremes sur les limites que les opérations algébriques
usuelles (somme, produit, composition) préservent la continuité. En particulier si P est

une fonction polynomiale P : R" — R c’est a dire de la forme P(x) = Z a,-l,___,,-nxi1 x,","
finie
est continue comme somme et produits des projections (X, ..., Xp) — X;.

* Théoreme 2.24 (de prolongement des identités). Si f, g : (X, d) — (Y, d) sont deux
applications continues et D c X est dense. Si f et g sont égales sur D, alors elles sont
égales (sur tout X).

Démonstration. Soit x € X, on sait par caractérisation séquentielle de ’adhérence qu’il
existe a, € D avec a, — x. Par continuité de f, g en x, et caractérisation séquentielle de la
continuité : f(ap) — f(x), g(a,) — g(x). Mais on sait que f(a,) = g(a,) par hypothese, donc par
unicité de la limite dans Y, f(x) = g(x). Comme x est arbitraire, ona f = g. O
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Homéomorphismes, Continuité uniforme,
Lipschitzianité

Définition 2.18. Une application f : X — Y est dite un homéomorphisme (ou une
application bicontinue) si elle est bijective etsi f: X —» Y et f~1: Y — X sont continues.

* Définition 2.19. Une application f : X — Y est uniformément continue si :
Ve>0,36>0:V(x,x)e X%, d(x,x) <= d(f(x), f(y)) <e.
Une application f : X — Y est K-lipschitzienne avec K € [0, +oo[ si :

Y(x,y) e X%, d(f(x), f(y)) < Kd(x, y).

Remarque : dans la continuité uniforme, 6 = 6(¢) ne dépend PAS de x, contrairement au
cas de la continuité.

Proposition 2.25. Une application uniformément continue est continue.

Proposition 2.26. Un application K-lipschitzienne est uniformément continue.

Démonstration. Pour e > 0 dans la définition il suffit de prendre § = ¢/K.

Exemple 2.15. f : R, —» R f(x) = Vx est uniformément continue mais pas lipschitzienne
(cf TD.). Toute application uniformément continue est continue mais la réciproque est
fausse : g : R - R g(x) = x? n’est pas uniformément continue sur R (cf TD.).

x — d(x, z) est 1-lipschitzienne X - R, (x, y) — x + y est 2-lipschitzienne Ex E — E.

Le résultat suivant ne doit pas étre confondu avec le Théoreme 2.24qui ne donne que
Uunicité d’un prolongement mais pas son existence.

* Théoréeme 2.27 (de prolongement des applications uniformément continues). Si
f:(D,d)— (Y, d)estune application uniformément continue, D c (X, d) est dense et
(Y, d) est complet. Alors f admet un unique prolongement continue g : (X, d) — (Y, d)
et celui-ci est uniformément continue.

Démonstration. L'unicité vient du Théoreme 2.24.
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Soit x € X, et par densité x, € D, x, — x. Comme f est uniformément continue soite > 0
et >0 tel que dx(x,y) <6 = dy(f(x), f(y) <e.Sionprend N tel que d(x,, xm) <6, pour
n,m> N, on voit que dy(f(xp), f(xm)) <€, donc comme ¢ est arbitraire, (f(x,)) est de Cauchy.
Donc (f(xp)) converge vers z € Y par complétude.

Soit y, — x une autre telle suite, alors d(f(yn), 2) < d(f(xpn), f(yn))+d(f(xn),z) — 0, car
d(f(xn), f(yn)) < e dés que d(x,, yn) < et on voit donc que d(x,, yn) — 0 implique que
d(f(xn), f(yn)) — 0. Donc la limite z ne dépend pas de la suite choisie. On pose g(x) = z.

En particulier, g étend f (en considérant la suite constante). Soit z€ X avec d(x, z) <6
et z, — z alors pour n assez grand d(xp, zy) <6 donc dy(f(xp), f(zn) < € et on déduit en
passant a la limite dy(g(x), g(z)) < e. Donc g est uniformément continue (avec méme
constantes que f). O

Fonctions continues bornées

Exemple 2.16. Soit X un espace métrique, F un e.v.n. et Cp(X, F) U'ensemble des
fonctions continues bornées sur X a valeur dans F, on a la norme uniforme (exo :

vérifier que c’est bien une norme) :

[1fllo = sup [[F(X)IlF
xeX

Le résultat suivant a été vu en L2 pour F =R.

* Théoréeme 2.28. Les espaces (Cp(X, F),||.ll«), pour X espace métrique et F espace
de Banach est un espace de Banach.

Démonstration. On a vu que ce sont des espaces normés. Montrons qu’ils sont complets.
Soit f, une suite de Cauchy, donc comme ||fp(x) — fg(X)||F < [|fp = fqllw, pOur tout x € X, (fp(x))
est de Cauchy, donc par complétude de F, converge vers une valeur f(x). Soient p, g tels que
pour tout x ||fp(x) — fg(x)|| < € en prenant la limite g — o, on déduit ||f,(x) — f(x)|| < e donc

||f, — || < e. Donc f, converge uniformément vers f, donc f est continue (résultat de L2 ou
exo). De plus, ||fp||l. est convergente, donc de Cauchy, donc bornée, disons par M. En
passant a la limite dans Uinégalité ||f,(x)||[r < M, on obtient ||f(x)||[r < M et donc f est aussi
bornée par M. Donc la limite f est continue bornée et f, converge vers f dans Cp(X, F). Ce
qui donne la complétude. O
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9 Applications linéaires continues

On considere (E, ||.]|) et (F,||.]|) deux evn.

Rappel 2.7. Une application u : E — F est dite linéaire si :

(i) Vx,y e E,u(x+y)=u(x)+u(y)
(i) Vxe E,2 €K, u(Ax)=Au(x).

Proposition 2.29. Si u: E — F est une application linéaire, les assertions suivantes
sont équivalentes :

1. u est lipschitzienne.

u est continue.

u est continue en 0.

u est continue en un point.

Il existe a € E,n > 0 tel que u(B(a,n)) c B(u(a), 1).

S vl M W N

u est bornée sur la boule unité fermée Bg(0, 1)

Démonstration. (Preuve facultative) 1. = 2., 2. = 3.,3. = 4.,4. = 5. sont évidentes (et
n’utilisent pas la linéarité). Si on suppose 5., il existe n > 0 tel que si ||x — a|| <n alors
[lu(x)—u(a)|]| <1.Soithe E, h+ 0, x=a+ hn/||h|| de sorte que ||x — a|| <n, on déduit donc
[lu(h)||n/llhll = |lu(x — a)]| < 1 cC’est-a-dire ||u(h)|| < ||h||/n (ce qui est aussi vrai pour h=0). En
particulier, si ||h|| < 1, on obtient donc 6.

Si on suppose 6., on montre finalement 1, on pose C = sup <1 [lu(h)|| <« et on obtient
de méme pour h# 0, ||u(h/||h|])|| £ C donc ||u(h)|| < C||h]|| (ce qui est aussi vrai pour h=0).
Donc pour tout x, y en utilisant encore la linéarité u(x — y) = u(x) — u(y), on obtient :

llu(x) = u)ll < Clix -yl

donc u est C-lipschitzienne. O

Proposition 2.30. Si ¢ : E — K est une application linéaire (forme linéaire), ¢ est
continue si et seulement si son noyau H = Ker¢ = ¢~1({0}) est fermé.

Démonstration. Si ¢ est continue, ¢~1({0}) est fermé comme image inverse d’un singleton,
qui est fermé. Réciproquement, supposons ¢ non nulle, soit e tel que ¢(e) = 1. Comme le
complémentaire de H est ouvert soit r > 0 tel que B(e, r) c HE.
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Montrons par 'absurde que pour tout x € B(e, r), ¢(x) € B(1,1). En effet, sinon soit x
avec |[¢(x) - 1] > 1. Si t=-¢(x)/(1 - ¢(x)), On
p(te+(1=0)x)=tl+(1-t)p(x)=t(l-p(x)) +¢(x)=0.Or
[[te+(1-t)x—e||=|1-t]||x-e]||=]|x-el|l/l¢(x)— 1] < r une contradiction car alors
y=te+(l-t)xe B(e,r)nH.

On adonc vu ¢(B(e, r)) c B(¢(e), 1) d’ou ¢ continue par la proposition précédente.

Définition 2.20. L’espace E’ ;= L(E,K) des formes linéaires continues sur un e.v.n. E
est munie de la norme duale

Ifller == sup  [f(X)].

xeE,||x||g<1

% Définition 2.21. L’espace L(E, F) des applications linéaires continues d’un e.v.n. E
vers un e.v.n. F est munie de la norme subordonnée (ou norme d’opérateur) :

== sup  [If(X)]lF.

xeE,[|Ix||[g<1

Remarque 2.8. La preuve de 6. implique 5. dans la proposition 2.29 montre en fait que
sifeL(E, F) alors f est |||f|||-lipschitzienne.

Un espace dual est toujours complet par le résultat suivant :

Théoréeme 2.31. Si E estun e.v.n. et F un espace de Banach, alors (L(E, F), |||.||]) est
un espace de Banach.

Démonstration. Soit B la boule fermée de E de centre 0 et de rayon 1 et
i:L(E,F)— Cyp(B, F) larestriction a la boule. Par définition des normes, c’est une isométrie
qui identifie donc L(E, F) a un sous espace de Cp,(B, F). Montrons que ce sous espace est
fermé (il sera donc complet par complétude de C,(B, F) par théoreme 2.28).
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Montrons que

I(L(E, F))={ue Cp(B, F) VA, p € K|A|+|u| <1,
Vx,y € B,

UAX+py)=Au(x)+uu(y)}.

Cela suffit car cela décrit i(L(E, F)) comme une intersection de fermé vu que u — u(y) est une
application continue sur C,(B, F). L’inclusion c est évidente. Réciproquement si u est
continue sur B donc en 0 et dans '’ensemble indiqué, pour x € E \ {0}, on pose

Up(x) = ||x||Eu(m) et ug(0) =0. D’abord, si ||x|| < 1 onremarque que ug étend la précédente
valeure de u sur B (en prenant y = 0 dans la relation). De méme, ug est positivement
homogene. Donc, si (x, y) # 0, on pose x" = x/max(||x|l, [lyl]), y" = y/max(l[xl, [lyl),

A =A/(|A| +|ul), o’ = p/(|A| + |u]) pour obtenir par homogénéité et la relation appliquée a
Xy,

ug(AX +py) = (4] +|ul) max([[x]], y[Du’x" + "y’
= (4] + |ul) max(lIxl, 1y D[ u(x") + p"u(y")]

=AUE(X) +pue(y)

Donc ug est linéaire continue en 0, donc linéaire continue et u=i(ug) comme souhaité. [

Définition 2.22. Une application linéaire u: E — F est une isométrie (linéaire) si :

Vx e E, [[u(x)ll = Ix]l.

Proposition 2.32. Une isométrie (linéaire) est toujours injective.

Une isométrie u : E — F identifie donc E au sous—-espace vectoriel u(E) c F avec la
norme induite.

Démonstration. Si u(x) =0 alors 0 =||u(x)|| =||x|| donc par séparation x = 0. O
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10 Propriétes particulieres des evn de
dimension finie.

Complétude

% Théoreme 2.33. Tout evn de dimension finie est complet.

Démonstration. C’est bien connu en dimension 1. On montre donc le résultat par récurrence
sur la dimension. On suppose donc le résultat acquis en dimension strictement inférieure a n,
soit (E, ||.||) de dimension n. Soit ¢ une forme linéaire non nulle sur E, son noyau F est de
dimension (n-1), donc par hypothése de récurrence (F, ||.||) (muni de la restriction de la
norme de E) est complet. Par conséquent F est fermé dans E, donc ¢ est continue.

Soit e € E avec ¢(e) = 1. L’'isomorphisme linéaire u: (1,f) - 1e+f de Kx F (avec la
norme produit donc complet par la proposition 6) sur E est continue ((1 +||e||)-lipschitzien).
Son isomorphisme réciproque est donné par :

VxeE, ul(x)=(¢(x),x —p(x)e).

u~! est donc aussi continue comme ¢ . u~! étant lipschitzienne (car linéaire continue et par la
proposition 2.29 ), si (xp), suite de E, est de Cauchy u~1(x,) e Kx F l'est aussi donc converge
par complétude de Kx F, d’ol x, = u(u~1(x,)) converge aussi par continuité de u=!. O

Applications linéaires

Rappel 2.9. Si E de dimension n et F de dimension p. Soit (e, ..., €,) une base de E,

(f1, ..., fp) une base de F. Une application linéaire u est décrite par sa matrice
n p

A = (Qjj)ier1,p],je[1,n] dans ces bases. Alors, si x = ijej ety =u(x)= Z yifi, on
j=1 i=1

n
Vi= Z ajiX;.
=1

rappelle que :




48 Chapitre 2. Introduction a la Topologie

On définit aussi la base duale (ej, ..., e;) de Uev des formes linéaires sur E
caractérisés par e;f(ek) =1sij=ket0Osinon. En conséquence, pour tout x € E :

u(x) = Z xju(ej) = Z e;f(x)u(ej).
j=1 j=1

* Théoréme 2.34. Toute application linéaire entre evn de dimensions finies est
continue (et méme lipschitzienne).

Démonstration. En utilisant la représentation du rappel

n

u= Z u(ejej,

i-1
il suffit de montrer que les formes linéaires e} sont continues. Mais Ker e} est un sous—espace
vectoriel de dimension fini donc complet (Théoreme 2.33), donc fermé (proposition 2.16) dans
E, d’ou la continuité voulue (proposition 2.30). La lipschitzianité vient de la proposition
2.29. O

Equivalence des normes et conséquences.

* Théoréeme 2.35. Toutes les normes d’un espace vectoriel normé de dimension finie

sont équivalentes.

Démonstration. Si||.||; et]].]|]; sont deux normes sur E, Uapplication linéaire identité
u=1Ide vude (E,||.||1) vers (E,||.||;) est continue ainsi que son inverse u~! (théoréme 2.34),
donc elles sont C et 1/c-lipschitzienne respectivement (proposition 2.29). On en déduit, pour

tout x e E :
Ix112 = [lu(x) — u(@)]l2 < Cl|x]l1,
_ _ 1
X112 = [1u™ () = u™ ()11 < ZlIxll2,
d’ou 'équivalence des normes souhaitée. O

Remarque 2.10. Sur R™ on peut donc parler de continuité, limite etc. sans préciser la

norme.
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Proposition 2.36. Soient Eunevn, Ac E, f: A—R". Si x € A, on note
f(x)=(fi(x),...,fn(x)) ou les f; sont les fonctions composantes de f : f; : A - R.
Soitxe Aet b= (bq,..., by €R", alors on a 'équivalence :

limf(x)=besVi=1...nlim f;(x) = b;.
X—a X—a

Démonstration. Ona f;=p;of, ou p; esti-eme projection p; : R" — R définie par
pi(X1, ..., Xn) = Xj. pj est continue d’apres U'exemple 2.14.2.

Silimy_gq f(x)=b, on déduit limy_, fi(x) = b; d’aprés le Théoréme de composition des
limites.

Réciproquement, on munit R” de la norme ||.||. Si pour tout i limy_4 fi(x) = b; on a donc
pour € > 0, 'existence de §; > 0 tel que si ||x — a|| <6}, ||fi(x) - bj|| < e. On pose
6=min;_1. ,(6;) > 0. Donc si||x —a|| <¢, pour tout i ||fi(x) - bj|]| < e donc
1 (x) = bl = max||fj(x) - bil| < e.

Corollaire 2.37. Soient Eunevn, Ac E, f: A—R". Si x € A, on note
f(x)=(fi(x),..., fa(x)) ou les f; sont les fonctions composantes de f : f;: A > R. f est
continue sur A (resp. en g € A) si et seulement si les f; sont continues sur A (en resp.
acA).

La preuve du résultat suivant est semblable et omise.

Proposition 2.38. Soit X, = (x,(,l), . xf,p)) une suite de RP et soit L = ({1, ..., {p). Alors

X, converge vers L si et seulement si pour tout i =1...p x\") 5 ¢.

Proposition 2.39. Soient AcR”", p; : R" - R la i-&€me projection définie par
pi(X1, ..., Xn) = X;. Alors A est bornée dans R" si et seulement si pour tout i, p;(A) est
bornée dans R.
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11 Compacité dans les espaces métriques

* Définition 2.23. Soit K une partie de (X, d) espace métrique K est dite
(séquentiellement) compacte si elle possede la propriété suivante (dite de
Bolzano-Weierstrass) : De toute suite de K, on peut extraire une suite convergente
dans K.

Rappel 2.11. Dans R le théoreme de Bolzano-Weierstrass indique que toute suite
bornée admet une sous-suite convergente et donc que tout fermé borné est compact.

Proposition 2.40. Un compact K d’un espace métrique X est un fermé borné de X. Un
sous—-ensemble fermé d’un compact est compact. Le produit de 2 espaces compacts est
compact.

Démonstration. 1. Un compact K est fermé, car si une suite (u,) converge vers [ dans E,
elle admet une sous-suite convergeant vers k € K, dont la limite est nécessairement
[ =k (proposition 2.4), donc [ € K.

2. On montre par contraposée qu’un ensemble non borné A ne peut pas étre compact. Si A
non-borné, soit x, € A tel que d(xp, y) > n, si une suite extraite x,,) — x convergeait,
elle serait bornée, ce qui n’est pas le cas car d(Xyn), ¥) = ¢(N) > nseo 0.

3. Si Fc Kavec K compact, F fermé, une suite de F admet une sous suite convergeant
dans K par compacité, donc sa limite est dans F par fermeture, d’ou F compacte.

4. Si K, L sont compacts, pour une suite (xn, yn) € K x L, on extrait une suite (x4(n))
convergente dans K, puis on réextrait (ysy(n))) convergente dans L (et a fortiori
(Xpp(ny)) €St aussi convergente) donc (X (n)), Yew(n))) converge dans K x L.

Exemple 2.17. Soit F ={(x, y) e R?, xy = 1} est fermé mais pas compact. En effet, si
f(x, y) = xy est polynomiale donc continue R2 — R donc F = f~1({1}) est fermé comme
image réciproque d’un fermé par une application continue. Mais F n’est pas compact car
pas borné. x, =(1/n,n) € F et ||Xp|lo =N — .

2 Remarque 2.12. En général dans un evn un fermé borné n’est PAS toujours
compact. Dans C%([0, 1], R), montrons que la boule unité fermée n’est pas compacte.
fn(x) = x" vérifie ||fy|] = 1, mais comme f,(x) — f(x) (on dit converge simplement vers
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f) avec f(x) =0 si x <1, f(1)=1, donc f non continue. Toute suite extraite de f devrait
converger vers cette limite qui n’est pas continue, donc elle ne peut pas converger dans
C9([0, 1], R) vers cette limite qui n’est pas dans C?([0, 1], R). En général, on peut
montrer que les boules fermées d’evn sont compactes si et seulement si ’evn est de
dimension finie, on montre une implication ci-dessous.

* Théoreme 2.41. Si u: E — F est continue et K c E est compacte alors u(K) est
compacte.

Démonstration. Soit y, une suite de u(K) donc y, = u(x,) ,avec (x,) suite de K, on extrait
donc une suite x4, convergeant vers x € K. Par continuité, la suite extraite

Yo(n) = U(Xg(n)) — U(X) € u(K). O

* Corollaire 2.42 (Thm. de Weierstrass). Si K c X espaces métriques est compacte et
f: K-> R estcontinue, alors la fonction f est bornée et atteint ses bornes :
Ixg, X1 € K,Vx € Kf(xg) < f(x) < f(x7).

Démonstration. f(K) est compacte donc fermée et bornée. Donc f est bornée, et le f(K)
contient son sup et son inf (par fermeture) c’est-a-dire, il existe yp, y1 € f(K) yg = infycx f(X),
y1=Supy,ck f(x). Finalement y; = f(x;) avec x; € K. O

Corollaire 2.43. Soit X, K deux espaces métriques avec K compactet f: K — X une
bijection continue, alors f est une homéomorphisme (c’est-a-dire f~! est continue et X
est aussi compacte).

Démonstration. Comme f bijective, pour un fermé F c K, donc un compact,

(FH=1(F) = f(F) est 'image directe du compact F dans X, donc est compact donc fermé. f-1
envoie donc un fermé sur un fermé, donc est continue par caractérisation topologique de la
continuité (Proposition 2.22). O

* Théoréme 2.44. Dans un evn de dimension finie, les compacts sont exactement les
fermés bornés.




52 Chapitre 2. Introduction a la Topologie

Démonstration. Il reste a montrer que les fermés bornés sont compacts. D’apres le
théoreme 2.34 un isomorphisme linéaire u de E sur K" est continu de (E, ||.||) sur (K™, ||.|l),
et u~1 également. u(K) est fermé comme image réciproque d’un fermé par u~! continue, u(K)
est borné comme image d’un borné par une application lipschitzienne. Donc L = u(K) est un
fermé borné de (K", ||.||«). Il suffit de voir que c’est un compact, car alors K = u=1(L) est
compact comme image continue d’un compact (theoréme 2.41). Soit (xp) = (xﬁ(,l), ey xl(,”)) une
suite de L, par définition de la norme (x,(,i)) sont bornés, elles admettent donc, par le théoreme
de Bolzano-Weierstrass dans K, une sous-suite simultanément convergente. x;?p) — x(
;’&,) - x| > 0 etcomme L est fermé;
x € L ce qui conclut. O

Donc si x = (xM, ..., x(M), on a||x4p) — X|| = max=1._.n|X

Exemple 2.18. Soit K = {(x, y) e R2x2 + y2/2 = 1} est compact. En effet, si
f(x,y)=x%+y?/2 est polynomiale donc continue R? —» R donc F = f-1({1}) est fermé
comme image réciproque d’un fermé par une application continue. De plus

K c B)j...,r(8,V2) donc K est borné, donc fermé borné dans R? de dimendion finie, donc
K est compact.

Exemple 2.19. Soit g : K — R définie par g(x, y) = x2 + y2 g est continue donc atteint
ses bornes sur K compact. En effet g est la distance euclidienne a U'origine, il est facile
de voir qu’elle atteint son maximum 2 en (0, £V2) sur K et son minimum 1 en (+1, 0) sur
K. Le théoreme des extremas liés permettra de retrouver ce résultat pour des g et des K
plus généraux.

% Théoreme 2.45 (de Heine). Toute fonction continue f sur un compact K c X est
uniformément continue.

Démonstration. Soit g: (x, y) — d(f(x), f(y)) de K? dans R elle est continue (pour la
distance produit sur X2 par composition) donc g(K?) est compact. Soit e > 0 reste a trouver un
0 de continuité uniforme.

A={(x,y) e K* | d(f(x), f(y)) = €} = g7 ([¢, +oo])

est fermé dans K? donc compact. Donc U'application continue (x, y) — d(x, y) atteint sa borne
inférieure m. On a m # 0 car sinon on aurait un (x, x) € A, ce qui n’est pas possible vu € > 0.

Finalementsis > 0 esttelque s <m, sid(x,y)<é,ona(x,y)¢A, donc
d(f(x), f(y)) <e. O
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Complément : un résultat reliant complétude et
compacité (facultatif)

Proposition 2.46. Tout espace métrique compact X est complet.

Démonstration. Soit (x,) une suite de Cauchy de X, elle admet par compacité une suite
extraite convergente, donc elle converge (proposition 2.5).

O

Définition 2.24. Un espace métrique (X, d) est précompact si pour tout e > 0, X peut
étre couvert par un nombre fini de boules ouvertes de rayon e.

On rappelle le résultat suivant (cf. e.g. Zuily-Quéffelec [6, Th II.1 p135] ou Gourdon
d’Analyse [5, p 32]) ou la proposition A.7.

Proposition 2.47. Un espace métrique X est compact si et seulement si il est
précompact et complet.

Complément : Compacité topologique (facultatif)

On rappelle le résultat suivant (cf. e.g. Gourdon d’Analyse [5, Thm 1 p 28])

Théoréme 2.48 (Propriété de Borel-Lebesgue). Pour un ensemble K d’un espace
métrique X est compact, si et seulement si, pour tout (U;);c; est un recouvrement de K
par des ouverts U; de X, au sens ou K c U U; alors K admet un sous-recouvrement fini :

iel
il existe Iy c I fini tel que K c U U;.

I'EIQ

En passant au complémentaire et a la contraposée, on obtient aussi la version
équivalente :

Théoreme 2.49. Pour un ensemble K d’un espace métrique X est compact, si et
seulement si, pour tout (F;);c;r est un fermé de K, si pour toute intersection finie (i.e.
avec Iy fini) est non-vide ﬂ F; # 0 alors Uintersection compléte est aussi non-vide

iel
mF,'Jﬁ(D. -

iel
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12 Intégrale de Riemann a valeur Espace de
Banach

Nous référons par exemple au Gourdon d’Analyse [5] (chapitre 3 secion 1) pour cette
section. Soit F un evn complet. Soit I = [a, b] c R un segment. On rappelle les définitions :

Définition 2.25. Une subdivision de [a, b] est suite finie (aj);-,... » de la forme
a=0ag<d;<---<dp=>b. Une fonction continue par morceaux sur I est une fonction
f:I— F telle qu’il existe une subdivision (a;);e,... n, telle que pourie[[0, n-1]],
chaque restriction fq,,q,,,[ €St continue et admette des limites en a;, a;,1. Une fonction
f:I— F estdite en escalier si il existe une subdivision (aj);e,... n, telle que pour
i€[[0,n-1]], fig, a,,[ €St constante.

\ 7

On définit E=CM(I, F) 'ensemble des fonctions continues par morceaux sur I a valeur
F. Comme chaque prolongement par continuité de f4, 4,,,[ €St continue sur un compact
[a;, a;,;1], donc bornée, les fonctions continues par morceaux sont bornées. On note D c E
'ensemble des fonctions en escaliers.

E est donc un Evn (PAS complet) pour la norme de la convergence uniforme, si f € E :

[1flle = sup [If(D)|F-
tel

On va utiliser le théoreme suivant de prolongement des applications linéaires continues
pour définir Uintégrale a valeur dans F. C’est une application immédiate du Théoreme 2.27 :

Proposition 2.50. Toute application linéaire continue u d’un sous—-espace vectoriel
dense D d’un evn E vers un evn complet F se prolonge en une unique application
linéaire continue v : E — F, ayant la méme constante de lipschitzianité que u.

Démonstration. Comme u est continue donc K-lipschitzienne (par proposition 2.29) donc
uniformément continue, Uunique prolongement est donné par le Théoreme 2.27.

Si X, — X, yp — y en passant a la limite dans la relation u(ax, +BYyn) = au(xn) +Bu(yn),
on déduit que v est linéaire et avec ||u(xn — yn)|| < K||Xn = ynll, on déduit que v est
K-lipschitzienne. O
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Pour une fonction en escalier ¢ : [a, b] — F de subdivision (a;)j— ... n. On définit

n

I(¢) = /[a,b] p(t)dt = Z(ai - wM(@)-

i=1
I est une application linéaire continue, car par l'inégalité triangulaire

dj_1+dj

1@< la - a1 (=5, < 1elielt - al.

Comme les fonctions en escalier sont denses dans les fonctions continues par morceaux (exo.
TD), la proposition précédente permet d’étendre l'intégrale comme quand F=R etona:

Définition 2.26. L’intégrale des fonctions continues par morceaux CM(A, F) est
Uunique prolongement linéaire continu de l'intégrale des fonctions en escaliers, noté

[P atf(ty = [P f(pydt.

Proposition 2.51. (Inégalité triangulaire) ||fab dtf (t)||r < fab dt||[f(t)||F.

Démonstration.
n ) ) b
1@ < ) lai- al[o( Z522)] = [ el
i=1

pour ¢ en escalier et on prolonge par continuité.

On a toutes les propriétés usuelles, Chasles, linéarité, en particulier si F =R" et
f=(fr,..., fa) [JF(O)dt = ([0 fu(t)dt, ..., [P Fa(t)dE).

Rappel sur les Intégrales impropres

Définition 2.27. Pour une fonction f continue sur un intervalle I — R qui n’inclut pas
toutes ses bornes ou qui n’est pas borné, on définit 'intégrale impropre de la maniere

suivante :

1. Danslecas I=[a,b[ avec a< b, b e RU {+o}

b [4
/af(x)dx:y/n;/a f(x)dx

2. Danslecas I =]a, b] aveca< b, aeRU {-co}

bf d i bf d
/a (x) x_cl\rr;/c (x)dx
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3. Danslecas I =]a,b[aveca< b, acRU{-x}, b e RU{+} on prend a<c< b et

/abf(x)dx:/acf(x)dx+/cbf(x)dx.

Dans tous ces cas, on dit que lintégrale est convergente si la limite existe et est finie.

on pose

Dans tous les cas, on s’occupera surtout du cas I =[a, b[ puisque le cas I =]a, b] est
similaire en remplacant f par x — f(-x)

Le cas le plus important est le cas suivant (car on va disposer de théoremes de
comparaison avec des fonctions positives de références) :

( R

Définition 2.28. Pour une fonction f continue sur un intervalle I (comme dans la
définition précédente) est dite intégrable sur I si fab |f(x)|dx converge. Dans ce cas on
dit aussi que fab f(x)dx est absolument convergente.

Exercice 2.4. Convergence et valeur de

|
—dx.
0 VX
La limite infinie est en @. Donc Soit t > 0 on Calcule ftl v—lydx =[2Vx]}=2-2Vt. La

limite en t — 0 est finie donc l'intégrale converge et vaut 2.

Exemples de référence (a connaitre TRES BIEN)

1. [;” e *dx converge et vaut 1. En effet,feA eXdx=1-e "5, L.
Plus généralement, fe‘x’ e %% dx converge si et seulement si a > 0, et vaut alors 1/a.
2. f1°° L dt converge si et seulement si o > 1 (intégrale de Riemann) et vaut

t(Y
/ idl‘=i,a/>l,
1 t@ a-1

/ ldl‘=+oo,oz$ 1.
1t

En effet, sia # 0, flAt%dt = A__(:il‘l etpoura>1, Al -, 0, tandis que poura <1

A—a/+1 ™ A—+oo T

Sia=1, [/

3. /01 Ldt converge si et seulement si o < 1 (intégrale de Riemann) et vaut

tﬂ/
1
/ ldl’=i,a<1
g L@ l-«a

%dl’ =In(A) - a0 +
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11
/ —dt =400, >1
o ¢

En effetsia # 0, /al Lgp= 10t

—¢—— etpoura > 1, a1 —, 4+, tandis que poura <1

a1 — 450 0

Sia=1, [ 1dx=]n(a)| =g o

“~ Ldt =+ diverge toujours pour tout @ € R(en combinant les 2 points précédents).

4. Jp @

Théoremes de comparaison

Le contexte est le suivant : on se donne une fonction continue f : I =[a, b[— R et on
étudie la nature de Uintégrale impropre /ab f(x)dx

La méthode la plus simple consiste a chercher une fonction convenable continue et
positive g: I =[a, b[— [0, o[ et de comparer f a g. Les trois résultats de base a utiliser sont
les suivants (avec C>0 une constante).

Théoreme 2.52. Théoreme de comparaison .

1. Si|f(x)| < Cg(x), Vx € [a, b[, et si fab g(x)dx converge, alors fab f(x)dx converge
(absolument).
2. Sif(x)>Cg(x),Vx € [a, b][ et si fab g(x)dx = +o0 alors fab f(x)dx = +co.

13 Espaces métriques séparables

Définition 2.29. Une partie A est dite dense dans E si A= E. Un ensemble est dit
séparable si il admet un sous-ensemble au plus dénombrable dense (ou autrement dit
une suite dense).

Lemme 2.53. Un sous—-ensemble F d’un espace métrique séparable est séparable.

Démonstration. On peut supposer F non-vide, sinon, c’est évident (la partie vide donc finie
est dense). On fixe donc xg € F

Soit u, une suite dénombrable dense. Soit am,n € B(um, 1/n) N F si cet ensemble est
non-vide, et sinon on pose am,n = Xg. La famille {am,n, m, n € N} est finie ou dénombrable et
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dense car si x € F il existe d(um, X) <1/2n donc ap, ;, existe car B(um, 1/2n) N F est non vide
et par inégalité triangulaire d(um, am,2n) < 1/n.

O]

Proposition 2.54. (R, ||.||.) est séparable.

Démonstration. On a vu que Q" est dénombrable comme produit d’ensembles

dénombrables. Montrons qu’il est dense dans R". En effet si x = (xq,

..., Xp) on pose
Xp = (%, ey Lp—;”J) avec | x| la partie entiére de x. Donc | px;| < px; < |pxj]+1 et

- Xi| <

|M L
p p

donc |[xp — X[l < 1/p —p—e 0. DOnc vu xp € Q", x € Q7. Comme x est arbitraire. R c Q"
CQFD.

Exercice 2.5. Montrer que Q¢ est dense dans R.




CHAPITRE 3
Ensembles et fonctions convexes, Introduction
a optimisation

Vous avez vu en L2 qu’une fonction C! f qui atteint un minimum sur un ouvert en x
satisfait une condition nécessaire du premiére ordre Vf(x) =0 et si f est C2 on peut garantir
que c’est un minimum local si sa hessienne est définie positive.

Il reste les questions : comment avoir un minimum global ? comment avoir unicité du
minimum ? Une réponse va étre obtenue en étudiant une notion, qui, dans le cas des fonctions
C?, sera équivalente a une positivité globale de la hessienne. L’avantage est qu’on peut
trouver une définition : la notion de fonction convexe, sans hypothése de dérivabilité et qui va
étre robuste et permettre d’obtenir aussi des criteres d’optimisation du premier ordre, sur des
ensembles eux aussi convexes (pas forcément ouverts).

On suppose donc que E est un espace vectoriel (e.v.) surR.

1 Ensembles Convexes

Soit x, y € E, on appelle segment d’extrémité x et y la partie

[X,y]={/1X+(1—/1)y,/1€ [@11]}

On retrouve bien sir la définition usuelle du segment dans R. (avec la notation
inhabituelle [-1,-2] =[-2,-1])

% Définition 3.1. Un ensemble C c E est dit convexe siVx,ye C, [x,y] c C.

Par convention , C = 0 est convexe méme si les convexes intéressants sont les convexes
non-vides...

Proposition 3.1. Si E est un e.v.n., les boules (ouvertes et fermés) sont des convexes.

59
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Démonstration. Considérons le cas des boules ouvertes. Soient x, y € B(a, r),
Z=Ax+(1-2)y,1€[0,1].

Par U'inégalité triangulaire et homogénéité, on a :

1z=all=[lA(x - a)+(1-)(y - a)ll
<|Alx=all+11-2allly —al| <|A|r+|1-2a|r=r.

Donc z € B(a, r). Le cas des boules fermées est similaire. O

Exemple 3.1. On pose ||(x, y)|l1/2 = (Ix|*/? + |y|!/?)2. On note
B ={(x,y)eR%:||(x, Y12 < 1}. On remarque que (1,0),(0,1) € B, (1/4,1/4) € B mais
(1/2,1/2) ¢ B donc B n’est pas convexe et||-||;,, n’est PAS une norme sur R2.

Exercice 3.1. Montrer que les ensembles convexes de R sont exactement les
intervalles.

Le résultat suivant est laissé en exercice.

Proposition 3.2. Si C est convexe, alors son adhérence C et son intérieur Int(C) sont
convexes. Une intersection (finie ou infinie) d’ensembles convexes est convexe. Si
C; c E, C, c F sont convexes, alors C; x C, est convexe dans E x F.

Cones tangents et normaux dans R”

On suppose E =R" (ou un espace préhilbertien comme au dernier chapitre pour avoir un
n

produit scalaire). On rappelle (f, x) = Z fixj, pour f,x € E.
i=1
Les deux ensembles suivant seront importants pour formuler des conditions pour des
problemes de minimisation sous contrainte. On rappelle que pour A,Bc E,CcR,x€ E,
A+B={a+b:aecA,beB},CA={ca,ce C,ac A},A-x={a-x:aeA},x+A={a+x:ac A}

* Définition 3.2. Le cone tangent (au sens de l'analyse convexe) du convexe Sc E
e.v.n. au point x € S est

u-x

" ,ue S, s>0}=Ri(S-x),

Ts(x) :=A
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Le cone normal est son polaire, c’est a dire le cone convexe fermé :

Ns(x) :={fe E:VYueS,{f,u-x) <0}
={feE:VYve Ts(x){(f,v)<0}.

Exercice 3.2. Si L estun s.e.vde E (de dimension finie), a € L. Montrer que T, (a) =L
et Np(a)=L+={ye E:(y,t)=0vle L}, est 'orthogonal de L.

Exercice 3.3. Si S convexe et a € Int(S). Montrer que Ts(a) = E et Ny (a) ={0}.

2 Fonctions convexes

Il est pratique de considérer des fonctions f : E —] — o0, +o0] = RU {+c0}. Dans ce cas on

parle de domaine de f :

D(f)={x € E : f(x) < oo}.

Les propriétés que l'on considére dans cette section vont étre déterminées par
'ensemble des valeurs au dessus du graphe de f, que U'on appelle épigraphe de f :

Epi(f) = {(x,1) € ExR: f(x) < ).

On utilise les conventions o+ =0 €tl.co=00sil >0, 0.c0=0.

% Définition 3.3. Soit C un ensemble convexe.

1. Une fonction f : C —] — «, +] est dite convexe si pour tout 1 €]0, 1[, x, y, € C,
fAx+(1-2)y)<Aaf(x)+(1-D)f(y).

2. Une fonction f : C —] — o0, +o0] est dite strictement convexe si pour tout

1€]0,1[,x,y,e C,aveCc x+y
fAx+(1-2)y) <af(x)+(1-2)f(y).

3. Une fonction f : C — [-o0, 40| est dite concave si —f est convexe.




62 Chapitre 3. Convexité

n

Exemple 3.2. Une fonction affine f(xq, ..., xp) = Z ajxj+ b est convexe et concave mais
i=1

pas strictement convexe! Une norme sur E est convexe.

Remarque 3.1. Si f est convexe, alors Cn D(f) est convexe car si f(x) < +oo, f(y) < o
alors
fAx+(1-2)y) <Af(x)+(1 =) f(y) < .

On peut donc toujours remplacer soit C par E soit C par Cn D(f) selon votre goit (pour
les fonctions infinies ou les ensembles convexes).

Proposition 3.3. Soit Eune.v.etf: C —] - o, x].

1. f est convexe si et seulement si Epi(f) est convexe

1’. Sif est convexe alors pour tout t e R, f~1(] — 0, t]) est convexe. La réciproque est
fausse.

2. Siu>0,f,gconvexes alors uf + g est convexe. De plus, elle est aussi
strictement convexe si f ou g l'est.

3. Sif;j,i eI sontconvexes alors 'enveloppe supérieure f(x) =sup;. fi(x) est
convexe.

4. (facultatif) f est convexe ssi g : E —] — o, +o0], définie par g(x) = f(x) si x € C et
g(X) =+oc0 sinon, est convexe.

5. Si f est strictement convexe, alors f a au plus un minimum sur C.

Le dernier point donne la premiere relation simple des fonctions convexes a
Uoptimisation.

Démonstration. Pour (1), 'énoncé est vide si f(x) ou f(y) = co. Soit donc
(x, t1), (v, t) € Epi(f) (comme on veut t; < o cela utilise la réduction précédente). On
remarque que (Ax+(1-A)y,At; + (1L -A)t) € Epi(f) ssi f(Ax+(L-A)y) <Aat; +(1-A)t,.

Si les épigraphes sont convexes, cette propriété est vérifiée et donc en prenant Uinfimum
sur ty, t (qui donne f(x), f(y)) on a le résultat. Si f vérifie 'inégalité, on utilise
f(x) < ty, f(y) < t, pour conclure :

fAX+(1-2)y) <Af(X)+(L-Df(y) <A1 +(1 -t

(1)’ On montre la convexité de D = {x : f(x) < t} comme ci-dessus. Soit x, y € D alors
pour1e[0,1]: fUx+(1-)y)<af(xX)+(1-D)f(y)<at+(1-A)t=t.Doncax+(1-A)yeD.
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Par contre si g= 19 . alorssit <0, g l(]-co,t])=0,510<t<1l,g 1(]-c0,t])=]-co0,0[et
sinon pourt > 1, g7 (] - o, t]) =R et ce sont 3 intervalles donc 3 ensembles convexes. Mais g
n’est pas convexe g(0)=1>1/2g(-1)+1/2g(1)=1/2.

(2) est évident en utilisant U'inégalité :
uf(Ax+(1 -1 y)+gax+(1-2)y)
Sp@f(x)+(1=D)f(y) +(Ag(x)+(1-2)g(y))
= (A(uf +g)(X) + (1 =) (uf + 9)(y)).
(3) vient de la stabilité des convexes par intersection et de Epi(f) =njc;Epi(f;).
(4) est évident car Epi(f) = Epi(g).

(5) si x # y sont deux points atteignant le minima, f((x+y)/2) < (f(x)+ f(y))/2
contredisant la minimalité. O

Une propriété importante des fonctions convexes est le fait qu’on peut les caractériser
en terme d’accroissements :

Proposition 3.4. Soit f : E -] — o, +0] une fonction. f est convexe si et seulement si

w est croissante sur R:.

pour tout x, h € E la fonction A, ,f(t) :=

f(x+th)—f(x)
t

Démonstration. Il suffit de noter que g(t) = A, ,f(t) = est croissante si et

seulement si g(t) < g(s) pour @ <t < s si et seulement si on a 'inégalité de convexité :
F(x+ th) = f(é(x+ shy+x(1 - é)) < f(x+ sh)é 01— é).

Donc la convexité de f implique la croissance énoncée et réciproquement en prenant s=1 on
écrit toute paire x, y sous la forme y = x + h et U'inégalité ci—-dessus se réécrit en l'inégalité
définissant la convexité de f :
f(l-t)x+ty)=F(x+th)y < f(x+ht+f(x)(1-1)
=f(y)t+f(x)(1L-1t).

Cela implique une régularité minimale des fonctions convexes :
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Corollaire 3.5. Si f : E =] — o, o] est convexe, pour tout x € D(f) ettout he E, la
dérivee directionnelle D} f(x) existe dans [~co, co] au sens ou la limite suivante existe et

vaut :
f(x+th)-f(x) _inf f(x+th)-f(x)

t>0 t

D} f(x) := tli)rg;

WLW est croissante donc admet

Démonstration. Par la proposition précédente g(t) =
une limite pour t — 0% qui coincide avec Uinfimum. O

Calcul des cones normaux courants

Soient g1, ..., g, des fonctions convexes C! définies U — R avec U ouvert convexe tel
qu’il existe xg € U avec g;(xg) < 0 pour tout i.

Soit la contrainte :

C={xeU:Vie{l,...,n}, gi(x)<0}.

On sait que chaque g,.‘l(] — 00, 0]) est convexe comme image réciproque d’un intervalle
borné supérieurement par une application convexe. Par intersection, on sait donc que
C=n",971(] -, 0]) c U est aussi convexe.

* Théoréeme 3.6 (admis, cf Section B.1). Soit x € C tel que :

1. les [ premieres contraintes sont actives, c’est a dire: g;(x)=...=gi(x)=0
2. les autres contraintes ne sont pas actives, c’est a dire g;,1(x) <90, ...gn(x) <0

Sil=0,o0na Nc(x)={0} et sinon, le cone normal a C en x est donné par

(
Nc(x) = {Z/l,-Vg,-(x), Az 0} :

i=1

Exemple 3.3. Soit A={(x,y)eRZ:x>y>0,}.Sion pose
g1(X,y) =y - X, g2(x, y) =—y qui sont linéaires donc convexes et C!, on a:
A={(x,y) eR?:gi(x,y) <0, g(x,y) <0}

Calculons N4(0) le cone normal en @ = (0, 0).
Onag:(0,0)=0=g,(0,0) donc toutes les contraintes sont actives.
On calcule donc Vgy1(0,0)=(-1,1),Vg,(0,0) =(0,-1). D’apres le théoréeme, on a :

Na(0) =R,(-1,1)+R:(0,-1).




2. Fonctions convexes 65

Exercice 3.4. 1. Pour Ade 'exemple précédent, si a = (x, x) pour x > 0. Montrer
que N4(a) =R.(-1,1).
2. Pour b=(x,0), x >0. Montrer que Na(b) =R,(0,-1).
3. Y-a-t-il d’autres valeurs de N4(c) et si oui, pour quels points ce A?

Fonctions convexes sur R

Soit I un intervalle de R. Pour une fonction f : I - R et ae I, on considere la fonction

f(x)-f(a
(taux d’accroissement de f en a) A,f définie par Ayf(x) = % pour tout x € I\ {a}. La

proposition 3.4 se reformule sous la forme :

Proposition 3.7. Une fonction f : I — R est convexe si et seulement si pourtoutae I, la
fonction A,f est croissante sur I\ {a}.

On en déduit les inégalités suivantes (inégalité des pentes, cf dessin en cours) sur une
fonction f :

* Proposition 3.8. Une fonction convexe f : I — R vérifie 'inégalité des pentes :

f(b)-f(a) _f(o)-f(a) _f(e)=F(b)

Ya, b, cel, a<b<c < <
© sPse= b-a c-a c-b

* Théoreme 3.9. Soit I un intervalle ouvert de R, et f: I — R une fonction convexe.
Alors pour tout a € I, f admet des dérivées a droite et a gauche en a. On a pour tout
xel:f(x)=f(a)(x-a)+f(a)etf(x)=fi(a)(x-a)+f(a). Enparticulier, il existe une
fonction affine g telle que g(a) = f(a) et g(x) < f(x) pour tout x € I. De plus,sia< b
sontdans I, on a fy(a) < fi(a) < f4(b).

Démonstration. Soit a € I. Dans le cas d’une fonction a une variable, le corollaire 3.5
implique U'existence de dérivées a droites et a gauches (pour U'instant peut-étre infinies).
Dans l'inégalité des pentes en faisant c —» b* ou a —» b~, on obtient :

. fth-fa)
b-a
fo) - f(b) _,

c-b

Poura< b, 0 <¢€; <(b-a)/2,linégalité des pentes appliquée aux points a<a+e; <b-e <b

< fi(b),

fi(b) <

0.

donne :
flate)-f(a) _f(b-e)-fla+e)) _f(b-e)-f(b)

€1 (b-a-e1-€) ~ —€2
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et en passant a la limite e; — 0* ou €, — 0% puis les deux, on obtient :

f(b-ep) - f(b)

€2

fi(a) <

f(a+ey)-f(a)
€1

fi(a) < fy(b).

< fg(b),

Donc f)(a) < +e, f5(a) > —co, ce qui termine la preuve des dérivabilités a droite et a gauche, et
on a l'inégalité attendue.

De plus, la formulation comme infimum, dans le corollaire 3.5, montre que pour tout
X > aque M > fi(a) etdonc f(x) > f/(a)(x - a) + f(a). De méme, pour tout x < aon a

M < fg(a); en multipliant par x — a (qui est négatif!) on a donc que pour tout x < a

F(x) = F(a)+ £3(a)(x - a).

De plus, fy(b) < f/(b) (en passant aux limites a — b~, ¢ — b* dans linégalité des
pentes); par conséquent, pour x < a fy(a)(x - a) > f,(a)(x - a), et on voit finalement que
Uinégalité f(x) > f;(a)(x — a) + f(a) est valide pour tout x € R. Le méme raisonnement
s’applique pour montrer que U'autre inégalité est vraie pour tout x € R. O

Corollaire 3.10. Soit I un intervalle ouvert de R, alors une fonction convexe f: I - R
est continue.

Exercice 3.5. Trouver une fonction convexe f : [0, 1[— R qui n’est pas continue en {0}.

Proposition 3.11. Si E =R et f est dérivable sur un ouvert convexe U c E (donc un
intervalle ouvert) alors f est convexe si et seulement si f’ est croissante.

Démonstration. =) Supposons f convexe, l'inégalité qu’on a montrée au (2) du théoreme
précédent s’écrit (f’(u) — f’(v))(u-v) > 0 donc (f'(u) - f’'(v)), (u-v) ont méme signe et f’ est
croissante. On peut alternativement utilisé pour a < b, f'(a) = f}(a) < f;(b) = f’(b) grace a
Uinégalité vue au théoreme 3.9.

&) Réciproquement si f’ croissante, montrons que f convexe, on veut voir

f(Aa+(1-2)b) <Af(a)+(1L-A)f(b) poura< b, ¢€]0,1[. Par ’'égalité des accroissements
f(1a+(1-1)b)-f(a)
(1-2)(b-a)

est atteinte par f” en un pointde Jia+ (1 -2)b, b[ donc par croissance de la

finis, la pente est atteinte par f’ en un pointde Ja,1a+(1-2)b[, et de méme

f(b)—f(1a+(1-2)b)
A(b=a)
dérivée :
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f(la+(1-b)-f(a) _f(b)-f(aa+(1-1)b)

(1-1b-a) ° A(b-a)
1 1 f(a) f(b)
= f(/la+(1—/l)b)((1_/l)(b_ a) +,1(b— a)) = (1-2)(b-a) +/l(b— a)
f f
= f(/la+(1—/1)b)(/l(1 _/1)) < (1(_031) * (,1b)'
Ceci conclut. -

3 Propriétées difféerentielles des fonctions
convexes.

Rappel sur la différentiabilité (au sens de Fréchet)

On rappelle que pour E, F des e.v.n. 'ensemble des applications linéaires continues
L(E, F) estun e.v.n. avec la norme d’opérateur (dite aussi norme subordonnée)

I = supyxe<1 IFOllF-

Définition 3.4. Soit E, F des e.v.n., U c E un ouvert, f : U — F est différentiable (au
sens de Fréchet) en x si il existe T € L(E, F) notée df(x) telle que

I (x + h) = £(x) = df(x)(h)I| = o(|lhl), si [lh]] - 0.

f est C! (ou continuement différentiable) sur U si f est différentiable en tout x € U et
df : U— L(E, F) est continue. On note aussi D,f(x) = df(x)(h)
f est C2 si f est C! et df estaussi C1. On note d2f(x)(h, k) = D (Dpf)(X).

On rappelle quesig: U—- V c F,f:V — Z sontdifférentiables, alors f o g aussi et
d(fog)(x)=df(g(x))odg(x). De plus si Z=R et f a un minimum local en x € V avec V ouvert,
alors df(x)=0.

Remarque 3.2. Il est important de noter que df(x) est une application linéaire, donc
df(x)(h) est linéaire en h, mais pas forcément en x. Pour insister sur ce point, on note
parfois de facon équivalente :

df(x)(h) = df(x).h = df(x).[h]

Dans le cas le plus fréquent pour nous ou E =R", F =R, si f est différentiable, alors elle

admet des dérivées partielles, le gradient de f en g est noté Vf(a) = (%(a), ey %(a)).
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Alors, on a:

of
0X;j

df(a)(h) = (Vf(a), hy= > ——(a)h;.
j=1

Caractérisations différentielles des fonctions convexes

Le théoreme suivant résume les 3 caractérisations principales de la convexité en terme
de différentiabilité, par la position relative des plans tangents et du graphe, par la monotonie
de la dérivée premiere ou par la positivité de la dérivée seconde (le résultat n’est pas optimal,
il suffit en fait d’une dérivabilité directionnelle appelée dérivée au sens de Gateaux) :

% Théoréme 3.12. Soit E un e.v.n. et U un ouvert convexe, f : U — R une fonction
différentiable en tout point de U.

1. f est convexe ssi pourtoutu,ve U:
f(u)—f(v)>df(v).[u-v]
2. f estconvexe ssipourtoutu,vedl:
[df(u) - df(v)].[u-v] >0

3. Si f esten plus C?, f est convexe ssi d?f(x) est positive pour tout x € U au sens
ol d2f(x)(h, h) > @ pour tout x € U, h € E. De plus, si E=R" avec la norme
euclidienne, ou plus généralement si E est préhilbertien (cf. chapitre 5), si
d?f(x) est définie positive, pour tout x € U (c’est-a-dire pour tout h # 0,
d?f(x)(h, h) > 0) alors f est strictement convexe.

Remarque 3.3. (Rappel d’algébre linéaire) Si E =R", alors d?f(x) est positive si et
seulement si la matrice hessienne Hf(x) est positive (rappel (Hf(x));; = (%(x))).
Comme elle est toujours symétrique et donc diagonalisable en base orthonormale, cela
équivaut a ce que ces valeurs propres soient toutes positives. Dans le cas n=2

r s T .
H(f)(x) = ( , ) (c’est a dire on prend les notations de Monge

s
_ 9f

~ axZ
etr>0.9

(x), s = o’ f (x), t= 32f(x)) alors H(f)(x) est positive si et seulementsi rt —s2 >0

s axdy ay2

a. En effet sz(X)((hl, hz), (hl, hz)) = fh%+25h1h2+th§ = (hi)P(hz/hl) si hy # 0, avec
P(1)=r+2sa+ta? le polyndme de second degré de discriminant A =4s2 —4rt. SiA <0
pas de racine et selon le signe de r, P est soit toujours positif (cas D2f(a) définie positive)
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soit toujours négative (D2 f(a) définie négative). Si A =0, il y a une racine double et on a
la méme conclusion sur la positivité. Si h; =0, alors D2f(x)((hy, hy), (h1, h2))) =2shih;
n’est positive que si s = 0 car sinon en (hy, hy) = (s,-1), on a la valeur strictement
négative —2s2 et c’est aussi le seule cas ou le déterminant rt — s est positif pour r = 0).
Si A >0o0na?2racines réelles et P prend a la fois des valeurs positives et négatives.

Remarque 3.4. Un cas particulier du (3) est le cas ou il existe ¢ > 0 telle que
d?f(x)(h, h) > c||h||?> pour tout x e U, h € E=R". Le cas de stricte convexité se déduit
donc en décomposant f = g+ 5[|x]|2. L'inégalité donne que d?g = d?f - c est positive
donc g convexe et on verra au dernier chapitre que l'identité du parallélogramme
implique que §||x||2 est strictement convexe, donc par somme f est strictement convexe
(de facon tres uniforme). C’est une situation intéressante pour les problemes de
minimisation qui permet d’obtenir la convergence de suites minimisantes et des
stratégies algorithmiques de minimisation (cf. cours de recherche opérationnelle au S6).

Démonstration. (1) Si f convexe, l'inégalité vient du corollaire 3.5 en comparant Uinfimum a
la valeurent=1pourh=u-v:

f(v+th)—f(v)

; <f(u+h)-f(u)="f(u)-~f(v).

df(v).[u-v] =inf
t>0

Réciproquement on applique Uinégalité en z=tx+ (1 - t)y € U par convexité de U pour
x,yeUdou:

(A) f(x) - f(2) 2 df(2)[x - z], (B) f(y)-1f(2) > df(2)y - z],
et t(A) + (1 - t)(B) donne
tf(x)+(L-t)f(y)-f(z) 2df(2)[t(x-2)+(1-t)(y-2)]=df(z)(0)=0
ce qui donne Uinégalité de convexité.
(2) Si f convexe, on utilise de méme les inégalités du corollaire 3.5 :
df(u)(v—-u) < f(v)-~f(u), df(v)(u-v) < f(u)-"~f(v)

En sommant, on obtient l'inégalité (df(u) - df(v))(v - u) < 0. Réciproquement, on utilise
o(t)=f(tx+ (1 - t)y) qui par composition est dérivable de dérivée
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¢ () =df(tx+(1-t)y)(x-y).Orsit<s

¢'(s) —¢'(t)
=[df(y+s(x-y)—df(y+t(x-y)l(x-y)

1
= c—ldf(y + s(x—y)) — df(y + t(x - y))]

(y+s(x—y)-(y+t(x-y)) =0

Donc ¢’ est croissante et par un résultat a 1 variable (proposition 3.12) ¢ est convexe.

(3)Si f est C?, on dérive en t la relation du (2) avec v = x, u = x + th une fois divisée par
t2 et on obtient d?f(x)(h, h) > 0. Réciproquement, en dérivant en t, la fonction g définie par
g(t)=df(v+t(u-v))(u-v) (qui est C! car df est Cl) et en appliquant le théoréme
fondamental du calcul :

1
[df(u)-df(v)][[u-v]=g(1)-g(0) =/ dtdf(v+t(u-v))(u-v,u-v)>0
0
et on retrouve le critere du (2).

Pour la stricte convexité, commencons par le cas E =R, donc U = I un intervalle ouvert.
Soit [a, b] c I'il suffit de voir f strictement convexe sur [a, b]. On fixe
[a, b] cla’, b'[c[a,b]cI

On suppose dans ce cas f”(x) > 0 pour tout x € I et f” continue (vue f de classe C?).
Donc f” atteint son minimum sur [a’, b’] en xp de sorte que f”(x) > ¢ = f"”(xg) > 0 pour tout
x €la’, b’'[c [a’, b']. Donc comme a la remarque 3.4 implique f=g+ CXTZ avec g” >0 donc g
convexe et donc f strictement convexe sur ]a’, b’|[.

On pose g4 (1) = ta+(1-t)b. Soit maintenant le cas général E =R". Par définition, f est
strictement convexe si et seulement si pour tout segment [a,b] c U,a# b, h, ,=fo g, est
strictement convexe sur [0, 1] (ou sur ]0, 1[ en élargissant les intervalles comme avant). Or
h;”b(t) = df?(gq p(t))(a— b, a-b) >0 pour tout t €]0, 1[. On déduit donc du premier cas que
hg p est strictement convexe sur 0, 1 et donc aussi f. Comme U ouvert, on peut trouver
a,b eUavec]|a,b]cla,6b]-{a,b},[a,b]cU.

Pour montrer Comme g, , est continue bijective de [0, 1] — [a’, b’] sia’ # b’, [@’, b'] est
compact comme image direct du compact [0, 1] par une application continue.

t— h? (at+(1-t)(b-a)) = d*f(at+(1-1t)(b-a))(b-a, b- a) est continue sur [a’, b']
donc atteint son minimum en xg € [a@’, b’] qui est donc
h;’ p(X) = d?f(xe)(b-a, b-a) > Cxo(b—a, b-a). En appliquant a Uintervalle ouvert Ja’, b’[ le
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premier cas, on déduit que h, , est strictement convexe sur |a’, b’[, donc aussi par
restriction h, ,. Comme a # b € U arbitraires, f est aussi strictement convexe. O

Exercice 3.6. Montrer que f(x) = x* est strictement convexe sur R mais que sa dérivée

seconde n’est pas bornée inférieurement par ¢ > 0.

Convexité, Critere d’extremum global

On retrouve d’abord un critére d’optimisation du premier ordre

Proposition 3.13. Si f est de classe C! sur un ouvert convexe U et f est convexe, alors
tout point a € U est un minimum global de f si et seulement si c’est un point critique de f
(c’est a dire un point a tel que df(a) =0).

Démonstration. On sait déja par le cours de L2 que si f a un minimum local en a alors
df(a) = 0. En effet, rappelons la preuve, pour tout h € E, il existe e > 0 : B(a,€||h||) c U (car U
ouvert) et f(a + th) > f(a) pour tout t €] — €, €[. Donc, en divisant par t > 0 on obtient :
f(a+th)-f(a)
t
f(a-th) - f(a)
-t
donc df(a)(h) = @ pour tout h ce qui veut dire df(a) = 0.

—¢g+ df(a)(h) >0

— e+ df(a)(h) <0

La nouveauté est la réciproque, on suppose f convexe. Il suffit de noter par le théoreme
3.12 que pour ce C, f(c)-f(a) > df(a)(c-a) =0 donc f(a) =inf.cc f(c) et a atteint Uinfimum
de f sur C. O

On a un critére d’optimisation plus général sur un convexe C c R". On rappelle que

vf(a) = (&(a), ..., 2(a)).

% Théoréme 3.14. Soit C un convexe de R" avec C c U un ouvertet f : U —» R une
fonction de classe C1, convexe sur C. Alors a est un minimum global de f sur C si et
seulement si —-Vf(a) € Nc(a) c’est a dire si et seulement si

Yce C,(Vf(a),c—-a) > 0.
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Démonstration. On rappelle la définition Nc(a)={f € E :Yce S,{(f,c-a) < 0} ce qui donne
la derniere reformulation. Si a est un minimum global f(a) < f(tc+ (1 - t)a) pour
ce C,t€]0,1[ vu que par convexité tc+ (1 -t)a e C. En prenant la limite, on obtient

f(t(c-a)+a)-f(a) .0
; >

(Vf(a),c-a)= lim
t—0+
Réciproquement, si 'inégalité est vérifiée donc on peut utiliser le théoreme 3.12 (dont la
preuve du 1 s’applique méme si C n’est pas ouvert) et on obtient :
0 <(Vf(a),c-a)=df(a)(c-a) < f(c)-f(a).

donc f(c) > f(a) pour tout c € C et donc g est un minimum de f sur C. O

Exemple 3.4. On prend g(c) =||f - c||§ le carré de la distance euclidienne a f € E. Alors
Vg(a) =-2(f - a) etdonc on obtient que a € C minimise la distance de x a C si et
seulement si :

Vce C,{(x—-a,c-a)<0.

Ce sera le critere du théoréme de projection sur un convexe fermé C ou l'on verra
Uexistence d’un tel point g au dernier chapitre. Dans R" on peut aussi voir Uexistence
par compacité de Cn B pour une boule fermée B assez grande pour qu’une inégalité
grossiere permette d’assurer que tout minimum doive s’y trouver. On obtient ainsi le
résultat suivant.

* Théoréeme 3.15 (théoréme de projection sur un convexe fermé de R"). Soit
C cR" = E un convexe fermé non-vide et ||.||> la norme euclidienne. Pour tout f e R”, il
existe un unique u = P (f) tel que

I1f = ullz = inf |If - vil;.
De plus, c’est 'unique vecteur u € C tel que :
Vve C,{(f-u,v-u)<0.

De plus, pourtout ce C, c+ N(c) = Pgl({c}) et forment une partition de R”".

La preuve suivante par compacité ne fonctionnera pas en dimension infinie, mais le
résultat sera encore vrai dans un espace de Hilbert (cf. chapitre 5).

Démonstration. Comme C nonvide r=inf,.c||[f - V|| <. SoitD=CnB(f,r+1). Comme
la boule fermé est un convexe fermé, D est un convexe fermé comme intersection de
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convexes fermés, et il est aussi borné par définition, donc c’est un compact de R". De plus,
D c C,doncinf,cc||f - V|2 <inf,cp||f - V||, par définition de U'infimum. Mais soit 1 > ¢ > 0 et
v e Ctelque ||f- V]|, <r+ealors par définition v e D et donc infy.p||[f = d|l; <||[f - V|2 < T +e.
Donc en passant a la limite e — 0, on a obtenu :

inf|[f—v]l, <r=infl||f-v|, < inf]||f-V]|],.
inflIf —vilz < r=inflIf —vilz < inf |If - vl

Or v — ||f — v||, est continue sur le compact D, donc atteint son infimumen ue D c C. Par
croissance du carré, c’est aussi le point ou ||f - v||§ atteint son infimum. La hessienne de

v ||f - v||§ est U'identité, donc cette application est strictement convexe, elle a donc un
unique minimum P(f). La caractérisation du minimum a été vue a 'exemple précédent. Enfin
cette caractérisation donne (en retraduisant avec la définition de N(c¢)

Pl({ch)={feE:VveC,(f-c,v-c)<0}
={feE:f-ceNc(O)}=c+ Nc(c).

Le fait que Pc : E — C est une application surjective (vu que Pc(c) = ¢ pour c € C) implique le
résultat sur la partition. ]

4 Premieres Inégalités de convexite

Citons un exemple important et simple.

Exercice 3.7. Soit f: [0, +co[— [0, +o[ une fonction concave. Montrer que pour tout
xX,y>0onaf(x+y)<f(x)+Ff(y).

Démonstration. Fixons y > 0 et considérons la fonction g: [0, +oo[— R définie par
g(x)=f(x)+f(y) - f(x+y).

Alors, pour tout a < b € [0, +oo[, On a

g(b)-g(a) _f(b)-f(a) f(b+y) -fla+ty)

b-a b-a b-a

f(b+y)-f(a+y) f(b+y)—f(a+y)
b-a ~ (b+y)-(a+y)

est le taux d’accroissement de f entre (b +y)

g(b) - g(a)
b-a

Puisque

et (a+y), Uinégalité des pentes nous donne donc que > 0, autrement dit g est

croissante.

Par conséquent, on a pour tout x que g(x) > g(0) = f(0), et donc
f(x)+f(y)-f(x+y)=>f(0)>0, ce qu'on voulait démontrer. O
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On verra au chapitre intégration section 5.2 'inégalité la plus importante, l'inégalité de
Jensen, qu’on appliquera ensuite au chapitre Espace LP”.

Voici en exercice un cas (tres) particulier de U'inégalité de Jensen (cf. Corollaire 5.6 pour
une preuve).

n
Exercice 3.8. Soit I un intervalle de R, a1, ..., a, des réels positifs tels que Za,- =1,
i=1
et ¢ une fonction convexe sur I. Alors, pour tout x;,...,Xx,€Iona

¢ (Z aiXi) < ) @ip(x)) -
i-1 i-1
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CHAPITRE 4
Integration de Lesbesgue : Construction de
’'intégrale et grands théoremes

Le but de ce chapitre “ Construction de Uintégrale et grands théoremes" est de donner le
cadre pour votre cours de probabilité du second semestre, en pensant 'espérance comme une
intégrale, tout en généralisant U'intégrale de Riemann et la somme de séries vues en L1 ou en
L2. Ce seront aussi les 2 exemples importants unifiés dans ce chapitre (qui donnent les
exemples des variables aléatoires continues et discretes).

On va se concentrer dans ce chapitre sur la construction de Uintégrale et les grands
théoremes qu’il faut apprendre a utiliser. On verra le minimum des définitions requises pour
formuler cette construction. Pour cela, on va s’appuyer sur les similarités avec vos cours de
probabilités et avec le chapitre 1. Ce sont des constructions importantes dont la démarche
sera reprise par exemple au semestre prochain pour la construction de ’espérance
conditionnelle. On reporte au deux chapitres suivants les résultats plus techniques dont il est
moins important de retenir une idée des preuves.

Dans ce chapitre, le corps est K=R ou K =C. Pour Uintégration, on a aussi besoin de la
droite réelle étendue : R =R U {-o0, +0} avec les mémes conventions qu’au chapitre
précédent: co+co=ccetl.co=c0Sid>0,0.00=0.

Rappels

Droite réelle étendue

Rappel 4.1. La somme x + y avec x, y € R, est définie & Uexception du cas ol x = +oo et
y = —x. Contrairement au cas des limites, on pose 0. +c0 =0, t. + 00 =+c0 pour t > 0.

Pour un ensemble A non-vide (non-nécessairement borné), on utilise sup A pour le plus
petit majorant M e R de A et inf A pour le plus grand minorant m e R de A.
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On utilisera aussi inf® = +co0, sup 0 = —co.

Exercice 4.1. Soient A, B parties non vides de R. Montrer que :

1. M=supAssi M estun majorant de A et il existe une suite (x,), avec x, € A telle
que x, — M. Caractérisation analogue de inf A .

2. Tout A (non-vide) admet une borne supérieur sup A €] — «, ] et une borne
inférieur inf A € [—o0, oo].

3. sup AetinfA sontuniques.

4. sup(-tA)=-tinf A, Vt €]0, [. Formules analogues pour
sup(tA), inf(tA), inf(-tA).

5. sup(A+B)=supA+supBetinf(A+B)=inf A+infB (avec la somme usuelle
d’ensemble A+ B={a+b:aecA,bce B}.

6. SiAc B, alorsinfB<infA<supA<supB.

7. Si (Xp)pso €st une suite croissante de réels, alors lim x, = sup{x,; n > 0} = sup x,
. Enoncé analogue pour une suite décroissante.

8. SisupA > x eR, alors il existe un y € A tel que y > x.

Limites inférieures et supérieures

% Définition 4.1. Pour une suite x, € R, sa limite supérieure est le nombre :

limsup x, = infsup x;, = lim sup x;
n nz1 y>p = y>n

(L’égalité vient de la décroissance de la suite des sup, et c’est aussi la plus grande

valeur d’adhérence :exo), sa limite inférieure est le nombre :

liminf x, = sup inf x;, = lim inf x.
n n>1 k=n n—oo k>n

(c’est aussi la plus petite valeur d’adhérence exo)

Lemme 4.1. On a les formules suivantes (pour t > 0) :
limsup-x,=-liminfx,, liminf-x, =-limsup x,
limsup tx, =tlimsup x,, liminf tx, =t liminf x,
limsup xp,+ynp < limsup x,+limsup y,
liminf x, +y, > liminfx, +liminfy,

Enfin, limsup x, = liminf x, = £ € R si et seulement si x, — ¢.
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Démonstration. Toutes les (in)égalités sont des conséquences des propriétés des sup, inf
puis un passage a la limite :

sup—-xp,=—infx,, inf-x,=-sup x,
k>n k>n k>n k>n

sup tx, = tsup xp, inf tx, = tinf x,
k>n k>n k>n k>n

SUP Xn+ ¥Yn < SUP Xp+SUP Vn
k>n k>n k>n

inf x,+yn>infx,+infy,
k>n k>n k>n

Enfin, le sens intéressant est celui ou limsup x, =liminfx, =¢ € R et alors
Xn=infyspn X < Xp < Supyspy Xk = Yn et le théoreme des gendarmes permet de conclure que la
limite commune de X,, Y, est aussi la limite £ de x,. Réciproquement, si x, — ¢, alors pour
toute > 0, pour ngrand, /—-e < x, <l+e dotuondéduitf{—-e<liminfx, <limsupx, <f+¢€et

€ — 0 conclut. O

1 Tribus, fonctions mesurables et mesures

Tribus

Vous avez 'habitude de parler d’événement d’un espace de probabilité et de considérer
la famille 7 c P(Q) des évenements d’un tel espace. Souvent (pour les probabilités discretes),
on peut prendre 7 = P(Q), 'ensemble de toutes les parties de Q, mais cela ne sera pas
possible pour généraliser U'intégrale de Riemann, on ne pourra pas définir Uintégrale de
n‘importe quel ensemble. La définition suivante retient donc les propriétés essentielles de la
famille des évenements que 'on veut pour définir une probabilité sur une telle famille.

% Définition 4.2. Une tribu (ou o-algebre) sur Q est une famille 7 de partie de Q, soit
T c P(Q) telle que :

1. 0eT

2. SiAeT alors A€ e T .

3. Pour toute suite infinie (dénombrable) (A,),>1 de parties de 77, alors leur union
est aussi dans la tribu U ApeT.

n>1
Un ensembe A € 7 est appelée partie 7-mesurable ou simplement mesurable.
Un espace mesurable est une paire (2,7) formée d’un ensemble Q et d’une tribu 7 sur
Q. Les enembles A € 7 sont appelés ensembles mesurables (pour la tribu 7 ou
7 -mesurables).
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Le résultat suivant est assez évident

Lemme 4.2. Pour toute suite finie A;,---, A, de 7, alors Aju---UA, €T.
Pour toute suite infinie (dénombrable, resp. finie) (Ap)ps1 (resp. A1, -, Ap) de parties

n
de 7, alors leur intersection ﬂ A, e T (resp. ﬂA,- eT).

n>1 i=1

Démonstration. Pour le premier, il suffit de prolonger la suite en Ay =07 pour k> n+1 et
alors AJU---UAp = UAne‘T

n>1

Pour Uintersection, il suffit de combiner union et complémentaire, par exemple dans le
C
cas dénombrable : ﬂ Ap= ( U Aﬁ) eT. O

n>1 n>1

Remarque 4.2. On verra au chapitre suivant la notion plus élémentaire d’algebre de
parties (ou clan) ou 'on demande seulement la stabilité par union finie, mais elle ne
suffira pas pour la construction de Uintégrale. Il faut comparer la notion de tribu a celle
de topologie de la remarque 2.3, qui était 'axiomatisation des parties ouvertes d’un
espace métrique. Comme une topologie, une tribu est stable par intersection finie, mais
méme plus elle est stable par intersection dénombrable. Mais par contre, elle n’est pas
stable par union quelconque, mais seulement par union dénombrable. Donc aucune des
notions n’est plus générale que l'autre. Enfin, la nouveauté est la stabilité par
complémentaire, ou autrement dit par toutes les opérations logiques de bases sur les
ensembles (complémentaire, intersection et union binaires), et c’est la clef pour son
application en probabilité (on veut aussi que les évenements soient stables par toutes
les opérations logiques). On va cependant traiter dans beaucoup d’aspect la notion de
tribu comme la famille des ouverts d’un espace métrique (ou plus généralement
topologique).

Mesure et Probabilité sur une tribu

L’intégation va dépendre d’un objet de base qui permet la “mesure du volume" (ou en
physique la “mesure de la masse" ou d’autres grandeurs extensives) et qui va généraliser la
notion de probabilité.
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* Définition 4.3 (Définition d’'une mesure). Soit (2,7) un espace mesurable.
On appelle mesure (positive) est une application u : 7 — [0, +c0] ayant les propriétés
suivantes :

1. u(0)=20

2. (o-additivité) Pour toute suite au plus dénombrable (A;);c;? d’éléments de 7

p((JAn =D u(A.

iel iel
Une mesure de probabilité P est une mesure positive P vérifiant en plus P(Q)=1. Un
espace mesuré (resp. de probabilité) est un triplet (Q, 7, u) (resp. (Q,7, P)) formée
d’une mesure positive u (resp. une mesure de probabilité P) sur un espace mesurable
(Q, 7).

deux a deux disjoints,

n
a. c’estadire soit I = [0, n]] et dans ce cas Z,u(A,-) = Z,u(A,-), soit soit I =N et dans
iel i=0

ce cas Z“(A") = Z,u(A,-) est la somme de la série, finie ou +c
iel i=0

Une mesure a des propriétés trés similaires a celle d’'une probabilité dont vous avez
Uhabitude (exo).

* Proposition 4.3. i) Si Ac Balors u(A) < u(B) (u est croissante).
ii) Pour toute suite au plus dénombrable (A))jcr, y(U Aj) < Z“(A") (u est
iel iel

sous—-additive).
iii) Si (Ap)ps1 €stune suite croissante,

Ap) = lim u(Ap) =su Ap).
”(ngl ) = LM u(An) = SUP u(An)
iv) Si (Ap)ps1 €stune suite décroissante avec u(Ajp) < oo,

u([) An) = lim u(An) = inf u(An).

n>1

v) Siu(Q) est finie : u(A°) = u(Q) — u(A).
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Ensembles u-négligeables

% Définition 4.4. Soit (2,7, 1) un espace mesuré, un ensemble A c Q est
u-négligeable si il existe B € 7 contenant A c B et avec u(B) =0.

Attention, A n’est par forcément mesurable donc on ne peut PAS déduire u(A) = 0. Mais
la seule extension possible, si A devenait mesurable, serait la valeur 0.

Lemme 4.4. Une union au plus dénombrable d’ensembles u—négligeables est

u-négligeable.

Démonstration. Si (An)ps¢ €st u—négligeable, alors il existe une suite B, € 7 avec u(B,) =0

et A, c B,, donc
| Anc BnET,/,l(U B,,)s > u(Bn) =0.

n>0 n>0 n>0 n>0

Exercice 4.2. Montrer que le seul ensemble v—négligeable pour la mesure de comptage

vy est Uensemble vide.

Définition 4.5. Une propriété P(w) des points w € Q est dite vraie presque partout (par
rapport a u, ou u—presque partout, ou u—.p.p) si {w e Q : -P(w)} est u—négligeable.
Autrement dit, si il existe B € 7 avec u(B) = 0 telle que P est vraie sur B€.

Exercice 4.3. Montrer que Uindicatrice de Q 1 est nulle 2-p.p.

Un ensemble peut donc étre dense et 1—-négligeable.

Exemples de tribus

Exemple 4.1. 7 =P(Q) est une tribu (appelée tribu discréte) et 7 = {0, Q} est aussi
une tribu (appelée tribu grossiere).
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Tribus engendrés par une famille d’ensembles

En pratique, on n’a pas besoin de connaitre en détail, tous les éléments contenus dans
une tribu, il suffit de savoir qu’on a assez d’élements voulus (les générateurs de la tribu). Ceci
est permis par le lemme suivant.

Lemme 4.5. Si (7})jc; est une famille de tribus, alors (;c; 7; est une tribu. On peut donc
parler de la plus petite tribu contenant une famille A c P(Q), qui est Uintersection de
toutes les tribus contenant A, elle est notée o (A) et appelée la tribu engendrée par A.

Démonstration. C’est une conséquence directe de la forme de la définition. 0 € 7; pour tout i,
donc 0 € Nje1 7i-

De plus, si A€ N7, alors A € 7; pour tout i, donc comme 7; est une tribu, A€ € 7; pour
chaque i et donc A€ e N 7;.

Enfin, si pour chaque n > 1, A, € N;c1 7, alors A, € 77 pour tout i, donc comme 7; est une
tribu, UAneﬂpourchaque i et donc UAneﬂﬂ. dJ

n>0 n>1 iel

Exemple 4.2 ((cf. TD)). Si Ac Q, la tribu engendrée par A est o({A}) = {A, A, 0, Q}.

Exemple 4.3 ((cf. TD)). Si A1, ---, A, c Q forment une partition (c’est a dire sont 2 a 2
disjoints et d’union Q), la tribu engendrée o({A1, -+, An}) = {UjcfA; : I c [[1, n]]}.

* Définition 4.6. Pour (X, d) un espace métrique dont 7 est la topologie des ouverts,
on appelle tribu borélienne sur X, notée B8(X) =o(7) la tribu engendrée par les
ouverts de X.

Le résultat suivant est montré en annexe C en section 2.

* Lemme 4.6. SurR", la tribu borélienne a le systéeme de générateurs :

B(R") = a(ﬁ]a,-, bi[,a; < b; e R)
i=1

A partir de la, on obtiendra en TD les autres générateurs usuels.
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* Lemme 4.7 (cf. TD). SurR", la tribu borélienne a les différents systemes de
générateurs :

Tribu engendrée par une fonction

Lemme 4.8. Soit f : Q — (E, 8) une fonction, o(f) := f"1(8) = {f"1(B), Be 8} c T est
une tribu sur Q. On U'appelle tribu engendrée par f.

Démonstration. C’est essentiellement une application des rappels sur 'image réciproque de
fonctions (1.1). D’abord f-1(0) =0 e o(f), f"1(E)=Q € o(f). Pour Ac B (resp, A, e 8,n>1):

[f1(A)]€ = f1(AC) e o(f) car A€ € B,

| F (A = f—l( v A,,) co(fycar | JAre8

n>1 n>1 n>1

Exemples de mesures

Exemple 4.4 (Mesure de comptage)). Sur tout ensemble Q, on définit sur P(Q), la
mesure suivante (dite de comptage)

V(A):{Card(A) .si A fini
400 sinon
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Exemple 4.5 ((Mesure discrete sur Q fini)). Sur tout ensemble dénombrable
Q={wn, ne|[1,n]}, pour (u;) € [0, +co[" on définit sur P(Q) :

u(A) = ) pi.

a),‘EA

C’est une mesure sur P(Q). Une fois connue Uintégration pour la mesure de comptage
(ou de facon équivalente si on connait la notion de famille sommable, on pourra

généraliser cet exemple au cas Q dénombrable)

Enfin, lexemple fondamental est le théoréme donnant U'existence de la mesure de

Lebesgue (admis)

* Théoreme 4.9 (définissant U'intégrale de Lebesgue). (admis) Il existe une unique
mesure A sur (R, 8(RY)) invariante par translation ? telle que

A([@,l]”):l.

Cette mesure est appelée mesure de Lebesgue sur RY et notée 1 = 14 et elle vérifie

pour a; < b; :
n

/1( ;[a,-, b,-]) =/1(]£l]ai, bi[) = n(bi_ ai).

i=1 i=1

1

a. au sens ou pour tout a € RY, B € 8(RY), si on note a+ B ={a+b, b e B}, alors
A(a+ B) = A(B)

Proposition 4.10 (définissant la mesure image). Soit f : Q — (E, B)une fonction et
(Q, o(f), ) un espace mesuré alors la formule uf(B) = u(f~1(B)) for B € B est une
mesure sur 7, appelée mesure image de u par f.

Démonstration. Pour voir que ,uf est une mesure sur B, il faut noter ,uf((Z)) =u(0) = 0. Puis
pour la c—additivité, pour A; € B, i € I deux a deux disjoints avec I au plus dénombrable, on
a:

uf(gAi) =u(f-1(£JIA,-)) =u([JFan)

iel

= > u(F A = > uf (A,

iel iel
vu que les f-1(A)) e o(f) sont aussi deux a deux disjoints par (1.1), on a pu utilisé a
Uavant-derniere égalité la oc—additivité de u.
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Fonctions mesurables

Il nous reste a spécifier les fonctions qu’on va pouvoir intégrer. Il faut lire la définition
suivante comme l'analogue de la définition topologique de la continuité (proposition 2.22)

Définition 4.7. Une fonction f : (Q,7) — (E, B) entre espaces mesurables est
mesurable si f~1(8) c 7 c’est a dire si pourtout Be 8, f~1(B) e 7. Si
(Q,7)=(X,8(X),(E,B)=(Y,8B(Y)), on appelle fonction borélienne une fonction
mesurable f : (X, B(X)) - (Y, B(Y)).

On déduit immédiatement de la définition comme le corollaire 4.11 :

* Lemme 4.11 (Stabilité par composition de la mesurabilité). Si f : (D, A) — (E, B) et
g: (E,B)— (F,C) sont mesurables, alors, gof : D — F est mesurable.

Démonstration. Pour tout ensemble mesurable U e C, g 1(U) € B est mesurable de Y par
mesurabilité de g, puis f~1(g~1(U)) € 7 est mesurable de X par mesurabilité de f, mais
f-1(g1(U)) =(go f)~1(U) e A. Comme c’est vrai pour tout ensemble mesurable U, on déduit

de la définition précédente go f est mesurable. O

Comme en probabilité, U'intérét principal de la notion de mesurabilité est de permettre de
définir la notion de mesure image (analogue de la loi d’'une variable aléatoire).

Proposition 4.12. Soit f : Q — (E, 8) une fonction, la tribu engendrée par f du lemme
4.8 o(f) := f-1(B) = {f~1(B), B € B} est la plus petite tribu rendant f mesurable.
Autrement dit : Si 7 c P(Q) est une tribu, f : (Q,7) — (E, B) est mesurable si et

seulement sio(f) c 7.

Démonstration. On a vu au lemme 4.8 que o(f) est une tribu. f : (Q, o (f)) - (E, B) est
mesurable par définition, car pour tout B € 8, on a f~1(B) € o(f) par définition de o (f), et cela
veut dire f : (Q,0(f)) — (E, B) est mesurable par définition de la mesurabilité. L’équivalence
f:(Q,7)— (E,B) est mesurable si et seulement si o(f) c 7 vient aussi directement des deux
mémes définitions. L’inclusion o(f) c 7 dit justement que o(f) est plus petite (pour

Uinclusion) que toute tribu rendant f mesurable. O



86 Chapitre 4. Intégration de Lesbesgue

Exemple 4.6. Si A € 7, la fonction indicatrice 1, : (Q,7) — (R, B(R)) est mesurable, car
o(la) =c({A}) ={A, A%, 0, Q} par Uexemple 4.2 et donc o (1) c 7 par la définition d’une
tribu.

En pratique, on a besoin d’une description en terme de parties génératrices :

Lemme 4.13. Une fonction f : (Q,7) — (E, 0(A)), vers un espace mesurable engendré
par une famille A, est mesurable si et seulement si f~1(A) c 7 c’est a dire si pour tout
AcA, f 1A eT.

Démonstration. Si f mesurable, vu que A c o (A), le fait que f-1(A) € 7 est une
conséquence directe de la définition. Le contenu du lemme est donc la réciproque.

On introduit une fammille B8 (qui va se révéler étre la plus grande tribu de E rendant f
mesurable, la preuve est donc tres similaire a celle sur o (f)) :

B={BeP(E): fY(B)eT}.

Par hypothése A c B. Vérifions que B est une tribu (par la définition) :
>0eBcarfl0)=0eT
> Si Be B, alors f~1(BS) = f"1(B)¢ € 7 car 7 est une tribu donc B¢ ¢ 8
> SiApeB,n>1, alors f‘l(U Ap) = U f~1(Ap) € T car 7 est une tribu donc U A,e8B

n>1 n>1 n>1
En conséquence, 8 est une tribu qui contient A, donc o(A) c B ce qui dit exactement :
VB e o(A) : f~1(B) e T soit la définition de f mesurable. O

Corollaire 4.14. Une fonction f : (Q,7) — (Y, 8B(Y)) vers la tribu borélienne d’un
espace métrique est mesurable, si et seulement si pour tout ouvert U (resp. tout fermé
F)ona f-1(U) e T (resp. f"Y(F) e 7). En particulier, si (Q,7) = (X, 8(X)) pour un
espace métrique X, alors, toute fonction continue f est borélienne.

Démonstration. Le premier résultat est une conséquence directe du lemme vu que

B(Y) = 0'({U cY:U ouvert}) :o-({F cY:F fermé}). Par la proposition 2.22, f~1(U) est
ouvert (resp. f~1(F) est fermé) donc dans 8(X) pour tout ouvert U de Y, on déduit que la
continuité implique la mesurabilité. O

En composant, avec les produits et sommes qui sont des applications continues, on
obtient les mémes stabilités algébriques que pour les fonctions continues :
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Corollaire 4.15. Les fonctions mesurables (Q2,7) — R sont stables par combinaisons
linéaires, produits, fractions rationnelles a dénominateur non nulle, passage a

Uexponentielle (etc.)

On tire de méme immédiatement des lemmes 4.6 et 4.7 :

1.

Corollaire 4.16. Une fonction f = (fy,---, fn) : (2,7) —» (R", B(R™)) est mesurable si et
seulement si 'une des assertions suivantes est vérifiée :

Pour tout by, ---, by €R, f‘l(ﬁ] - 00, b,-]) €T
i=1

n
. Pourtoutay,---,dn eR, f‘l(l_[[ai,+°°[) €T

i=1

n

. Pourtouta; <by,---,an< by €R, f‘l(l_[[a,-, b,-]) eT
i=1
n

Pour tout a; < by, -+, ap < by €R, f‘l(l_[]a,-, b,-[) €T.
i=1
Pourtouti=1,---,n, f1,---,fh : (Q,7) — (R, B(R)) sont toutes mesurables.

Corollaire 4.17. Une fonction f : (Q,7) — (R, 8(R)) (a valeur dans 'espace métrique
(R, dz) de Uexemple 2.5) est mesurable si et seulement si les trois assertions suivantes
sont vérifiées :
1. fFl{eol) eT
2.
3.

fl({-o}) e T
Pourtouta< b eR, f1([a, b)) eT

On renvoie aussi a 'annexe section 3 pour le résultat important suivant

% Théoreme 4.18. Les constructions suivantes sont mesurables :

1. Un supremum d’une suite f, : (Q,7) — R de fonctions mesurables
2. Lalimsup, liminf d’'une suite f, : (Q,7) — R de fonctions mesurables
3. Une limite simple d’une suite f, : (Q,7) — R de fonctions mesurables
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Unicité des mesures o-finies

( R

Définition 4.8. Soit (2, A, u) un espace mesuré. On dit que (X, A, u) est o-fini s’il
existe une suite de parties mesurables (Ap)nen telle que u(Ap) < +co pour tout n, et

Q:UA,,.
n

\ 7

Cette hypothese est par exemple vérifiée quand u(Q) < +o (donc en particulier quand u
est une mesure de probabilité), quand Q =N muni de la mesure de comptage, ou quand Q =R”"
muni de la mesure de Lebesgue.

On renvoie a 'annexe C en section 1 pour une preuve d’un corollaire tres classique au
lemme de classe monotone pour les mesures dans le cas des mesures o—finies.

Corollaire 4.19 (au lemme de classe monotone). Soient u et v des mesures sur un
espace mesurable (22, 7). Soit & une famille stable par intersection finie qui engendre 7.
Si u etv coincident sur & (i.e. u(E) =v(E),VE € &) et si il existe une suite de parties

A, e & telle que Q =uU A, et u(Ap) =v(Ap) < +00 alors u et v sont égales (i.e.
u(B)=v(B),YBeT).

2 Les fonctions étagées (mesurables) et leur
intégrale

Comme les fonctions en escalier sont la base pour U'intégrale de Riemann, on considere
ici la classe des fonctions étagées (mesurables) qui sont la base de l'intégrale de Lebesgue.
Les fonctions en escaliers sont les combinaisons linéaires des indicatrices d’intervalles 14 p;.
On les prend pour base de Uintégrale de Riemann car on sait définit fR Lyg,p)(x)dx = (b-a).

On fixe a partir de maintenant un espace mesuré (Q, 7, u).

Maintenant, qu’on dispose d’'une mesure u, on veut définir de méme pour Ae 7 :

/1Adys/ 14(0) du(w) = u(A).
Q Q

Plus généralement, on définit :
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Définition 4.9. Pour A, B € 7, Uintégrale de 1, sur B par rapport a u est notée et
définie par :

/7udus/1Awnmm»=MAnB»
B B

Les combinaisons linéaires de fonctions indicatrices (mesurables) vont donc étre de
méme la base de l'intégrale de Lebesgue :

Définition 4.10. Soit (Q2,7) un espace mesurable, on appelle fonction étagée
f:(Q,7)—> R? une fonction de la forme

fw) =) aila(w)
i=1

pour a; eR% et A; € 7. Pour d = 1, la représentation est dite canonique si a; <--- < dp,
tous non nuls (Vi, a; # 0) et les A, ---, A, sont deux a deux disjoints et non vides.

Exercice 4.4. Les fonctions étagées sur (2, 7) forment un sous espace vectoriel des
fonctions Q — RY.

Comme on veut que l'intégrale soit linéaire, on est conduit a la définition suivante :

n

Définition 4.11. Soit f une fonction étagée positive f(w) = Z ails,(w) avec A; € 7 des
i=1

ensembles mesurables deux a deux disjoints (a; > 0), on définit Uintégrale de f sur

B € 7 par rapport a u par:

[ tau=[ F@)du(e) = ) aiutA; 0 B).

On reporte a 'annexe C section 4 la preuve facile mais fastidieuse du lemme suivant :

Lemme 4.20. Soit (2,7, u) un espace mesuré, etf, h: (Q,7) — [0, +] étagées
positives, Be 7 :

1. Sif>0,alors [, fdu= [, 1gfdpu.

2. Sif>0,c>0,alors [,cfdu=c [, fdpu.

3. (additivité) [, f+hdu= [, fdu+ [, hdp.

4. (monotonie) Si@ < f < halors @ < [, fdu < [, hdp.

Le résultat crucial qui va permettre 'extension de l'intégrale est le résultat suivant :
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* Lemme 4.21. Soit (Q2,7) un espace mesurable. Toute fonction mesurable positive
f:(Q,7)— (R, B(R)) est limite simple d’'une suite croissante de fonctions étagées
positives.

Démonstration. On prend

41
k
fn(X):znl{X:f(X):+oo}+ Z ﬁlf?l([i %[)(X)
k=0

2m

|~

Cosi KL< fx) <&l o< k<4n

20
si Aokl 220 < f(x) <400 < f(X).

3

Il
N O N

Si f(X) = +o0

1. Comme f mesurable, chacun des f-1([X, &1[) e 7 et f~1({+c0}) € T et donc f, est
étagée (comme combinaison linéaire de fonctions indicatrices mesurables).

2. La suite est croissante @ < f, < f,, pour n < m. Sur f~1([0, 2"]), on découpe chaque
intervalle de définition de f, en 2™-" ensembles dans la définitions de f,,. Si
fm(X) = & < f(x) < K10 < k <2™7, on trouve k =«2™" + [ pour
0<[<2M " 0@ <k<4"pardivision euclidienne et

k [
< F(x) < %_‘_ 12+m1 < £, () lz+m1

Sur f71(]27, +eo[) on a f(x) = 0 < f(x). Vu fa(x) < f(x) < fa(x) + 55 on en déduit
f(x) - Zi,, < fa(x) < f(x) si f(x) <2", on déduit la convergence simple.

3 Intégrale des fonctions mesurables
positives

On peut maintenant définir 'intégrale des fonctions mesurables positives :

* Définition 4.12. Soit f : Q — [0, +o] une fonction mesurable positive sur un espace
mesuré (Q, 7, u), on définit 'intégrale de f sur B € 7 par rapport a u par:

/fd,us/f(w)d,u(w)zsup{/gd,u:gétagée, 0<gc< f}e [0, +oc0].
B B B
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Remarque 4.3. Pour la mesure de comptage v sur I, toute suite a: I — [0, +o] est
mesurable positive et U'intégrale correspond a la définition de la somme d’une famille

[fdv:Zai:sup{Zaj:_]cI, fini}.

iel jeld

sommable :

Remarque 4.4. Si f est étagée positive, pour chaque g < f étagée positive, on a vu au
lemme 4.20, [, gdu < [, fdu donc

/fd,uzsup{/gd,u:gétagée,Osgsf}.
B B

Et comme f fait parti des g du sup, on a en fait égalité, et la valeur de la définition du
cas étagé positif coincide avec la nouvelle valeure.

Premieres propriétés

On reporte a 'annexe C section 4 la preuve facile mais fastidieuse du lemme suivant:

Lemme 4.22. Soit (2,7, u) un espace mesuré, et f, h: (Q,7) — [0, +oo] mesurable
positive, A, Be T :

1. (monotonie) Si@ < f < halors @ < [, fdu< [; hdp.

Sif>0,alors [, fdu= [, 1gfdu. En particulier, pour Ac B, 0 < [, fdu < [, fdp.
Sif>0,c>0,alors [, cfdu=c [, fdpu.

Sif=0ouu(B)=0,alors [, fdu=0.

(sur-additivité) [, f+hdu> [, fdu+ [, hdp.

vl W N

La derniere propriété n’est pas optimale, nous verrons 'additivité en utilisant le
théoreme de convergence monotone. Nous la mentionnons ici pour signaler que l'additivité
n’est pas évidente a partir de la définition.

Théoreme de convergence monotone de Beppo Levi

% Théoréme 4.23 (Théoreme de convergence monotone ou TCM). Soit
Zn:(Q,7) — [0,+], une suite croissante de fonctions mesurables positives qui tend
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simplement vers Z. Alors Z est mesurable et pour tout Be 7 :

um/z,,dﬂzfzme/ lim Z,du.

Démonstration. La mesurabilité de Z vient du théoreme 4.18. Posons o = sup,,fB Zndu.

Comme Z, < Z, < Z pour n < m, la monotonie de Uintégrale (du lemme 4.22) montre que

/anyS/ZmdyS/de
B B B

Donc, comme la suite fB Z,du est croissante, elle converge vers son sup et :

lim/anu=a§/de.
n—o0 B B

m
Pour la réciproque, soit 1 > ¢ > 0 et une fonction étagée g(w) = Z bilp,(w) < Z(w). On
i-1
pose Ap={we Q: Zy(w) > Z(w) - eZ(w)}. Par la monotonie de Uintégrale et la formule pour les

/anuZ/anAndu
B B

2(1-6)/891And,1 (4.1)

fonctions étagées :

m
= (1—6)2 biu(BinA,n B).
i=1

Remarquons finalement que U An=Q vu que pour tout w € Q,
n>0
Zn(w) > Z(Q) > Z(w) —eZ(w). Comme Z, est croissante, A, est aussi croissante donc par la

proposition 4.3,
w(B;inApn B) —”‘(U B;nA,NB)=u(B;n B).
n

En passant a la limite dans (4.1), on obtient :
m
a>(1-9) bu(BnB)=(1-9 [ gdy
i-1
soit en passant au sup sur g < Z puis a la limite ¢ — 0, on obtient 'inégalité voulue a > /B Zdu.

O

On obtient un résultat concret d’approximation pour fB fdu.
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Corollaire 4.24. Soit f mesurable positive. Pour toute suite croissante de fonctions
étagées telle que f, - f,ona [, fodu — [, fdu.

Corollaire 4.25 (Linéarité de Uintégrale : cas positif). Soient f, g mesurables positives

/a/f+ﬁgdu:a//fdu+/3/gd,u.
B B B

eta,B>0,0na:

Démonstration. Par le lemme 4.21, on a des suites croissantes de fonctions étagées
fn— f,gn — gdoncaf,+5g, est une suite croissante de fonctions étagées et
afp+Bgn — af +Bg. Parle TCM ou le corollaire précédent, en passant a la limite dans
'égalité du lemme 4.20 :

/afn"‘,ggnd/l:a/fndll"‘ﬁ‘/gndﬂ
B B B
—>/af+ﬂgdu:a/fdu+,8/gdy.
B B B

O]
% Corollaire 4.26 (Interversion Série-intégrale : cas positif). Soient f, : Q — [0, +0]
une suite de fonctions mesurables positives alors la somme Z fn:Q — [0, +c0] est
n>0
mesurable et on a pour tout Be 7 :
/andﬂ:Z/fndﬂ.
anO n>0 B
n
Démonstration. La suite des sommes partielles S;, = Z fi est croissante mesurable (par
k=0
somme finie). Le résultat est donc une application du TCM. O

Lemme de Fatou

% Théoreme 4.27 (Lemme de Fatou). Soient Be 7 et X, : (2,7) — [0, +], une suite
de fonctions mesurables positives alors liminf,_ . X, est mesurable et

liminf X,du < liminf | X,du.
B

B Nn—oo nN—oo
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Démonstration. La mesurabilité de liminf,_. X, vient du théoreme 4.18.

Par définition, liminf,_. X, = sup,, Zm pour la suite croissante Zpy =inf,s;m Xy < Xip. En

particulier, par monotonie de lintégrale, /B Zmdu < fB Xndu pour n > m, donc en passant a
Vinfimum : [ Zmdu <infpom [z Xndp.

Par le théoréme de convergence monotone, on obtient (en combinant a Uinégalité
ci-dessus) :

limiannd,u:nlqim/Zmd,u:sup/Zmdu

B n—oo

m h= n—oo

<supinf [ X,du=liminf | X,du.
mJg B

4 1Intégrale des fonctions intégrables

Comme pour les séries et les intégrales impropres en L2, le deuxieme cas apres le cas
positif est celui qu’on appelle “absoluement convergent” pour les séries ou “intégrable" pour
les intégrales. Ils ont en commun de considérer la méme opération (somme de série ou
intégrale) pour la valeur absolue, et si la grandeur obtenue est finie, on peut alors définir
opération sans valeur absolue. On suit la méme stratégie pour Uintégrale de Lebesgue.

On aura besoin de la :

Remarque 4.5. Soit f : (Q,7) — (R, B(R)) une fonction mesurable, sa partie positive
est f, = max(f, Q) et sa partie négative est - = max(-f, 0). f,, f_ et la valeur absolue |f]
sont mesurables par composée de f avec des applications continues. Elles vérifient
f=f—-f et|fl=f +f.

De méme, pour f : (Q,7) — (C, B(C)) une fonction mesurable, son module |f|, et ses
parties réelles et imaginaires R(f), I(f) sont mesurables et

f=RF+iT(F) = R(F)s — R(F)_+iT(F)s — iT(F)_.

* Définition 4.13. Soit (2,7, u) un espace mesuré, une fonction mesurable
f:(Q,7)—R) estintégrale par rapport a u sur B e 7 si son module

[f]: (Q2,7) — [0, +] est d’intégrale finie sur B, i.e. / |fldu < +c0. On note £LY(Q, 7, )
'ensemble des fonctions intégrables a valeur R. °
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Sif:(Q,7)— (R, B(R)) est intégrable sur B, on a donc/ f+du,/ fodu< / [fldu < +o0
B B B

et on peut définir intégrale de f par rapporta u sur B :

/fdu=/f+du—/f_du.
B B B

Si on dit f est intégrable, c’est qu’on veut implicitement dire sur Q, son ensemble de
définition. Dans ce cas, on écritaussi: [ fdu= [, fdu.

Définition 4.14. Soit (2,7, u) un espace mesuré, une fonction mesurable f: (Q2,7) - C
(resp. f=(f1,---,fr) : (Q,7) > R")) estintégrale par rapporta p sur B € 7 si ses
parties réelles et imaginaire Rf, 3f : (Q,7) — R (resp. ses coordonnées f;) sont
intégrables sur B, i.e. de facon équivalente si /B|f|d;u < +00. On note £1(Q, 7, u;C)

'ensemble des fonctions intégrables a valeur C.

/fdu=/%fd,u+i/8fd,uec,

B B B

(resp./fdﬂ:(/fldy,--- ,/f,,dp)eR”)
B B B

On pose alors :

L’équivalence vientde [, |Rf|dy, [5|3f|du < [;1fldu < [ IRfldu+ [;|5f|dpu.

Premieres propriétés

Lemme 4.28. Si f: (Q,7,u) — R est intégrable (sur Q), alors p({w : |f|(w) = +c0}) = 0

Démonstration. En effet, si A={w : |f|(w) = +0}, on a (+o0)14 < |f| et donc
+oou(A) < fB |fldu < +c0 ce qui n’est possible que pour u(A) = 0.

* Lemme 4.29. Soit (2,7, ) un espace mesuré, et f,g: (Q,7) — K des fonctions
intégrables sur B € 7, alors

0. (monotonie) Si f < g alors [, fdu < [, gdpu.
1. 1pf estintégrable sur Q et [, fdu= [, 1pfdu.
2. (linéarité) Sia,p €K alors af + g est intégrable sur B et

/af+ﬁgd,u=a/fd,u+ﬁ/gd,u.
B B B
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3. (domination) Si h: (Q,7) — K est mesurable et dominée par |f| au sens |h| < |f]
alors h est intégrable sur B.
4. (inégalité triangulaire) SiIK=R, on a:

‘/ fd §/|f|d,u.
B B

On verra le cas complexe de U'inégalité triangulaire un peu plus loin.

Démonstration. 1. Vu |1gf| = 15g|f]|, en utilisant le cas positif du lemme 4.22, on a
fQ |1gf|ldu = fB |fldu < +o0 d’ou Uintégrabilité. Le calcul de Uintégral se déduit alors du méme
résultat en prenant partie positive et négative des parties réelles et imaginaires.

2. Par Uinégalité triangulaire |of + Bg| < |a||f]| +|B8]|9], donc en passant a Uintégrale et
utilisant le cas positif de la linéarité de U'intégrale (Corollaire 4.25) :

/Iaf+,39|dﬂsf|a||f|+|/5'||9|du=|a|/Ifld#+|/3|/Igldu<+<>0-
B B B B

De méme, 'égalité des intégrales vient en prenant partie positive et négative des parties
réelles et imaginaires.

3. Il suffit d’utiliser la monotonie de Uintégrale [, |h|du < [;|f|du < +c.

4. Dans le cas réel, on a utilise juste l'inégalité triangulaire :

/fdﬂ':‘/ f+d,u—/f_du g/f+dﬂ+/f_dﬂ=/|f|dﬂ.
B B B B B B

Théoreme de Convergence dominée de Lebesgue

* Théoréme 4.30 (Théoreme de Convergence dominée ou TCD). Soient
Zn,Z:(Q,7,n) — Kdes fonctions mesurables et A€ 7 avec u(A°¢) = 0 satisfaisant :

1. (Condition de domination) il existe une fonction Y intégrable (positive) telle que
|1 Znl <Y,
2. pourtoutwe A, Zp(w) - Z(w)

alors on a :

1. Z estintégrable
2. /Q|Zn—2|d,u—>@
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3. on peut intervertir limite et intégrale

lim/an,u:/Zd,u:/ lim Z,dy.

Définition 4.15. Si une propriété est vraie sur un ensemble A € 7 avec u(A¢) =0, on dit
que A est vraie presque partout.

L’hypothese 2. se formule en disant que Z, converge vers Z presque partout. On
étudiera cette notion avec plus de détail au chapitre suivant.

Démonstration. En appliquant aux parties réelles et imaginaires, il suffit de montrer le cas
K=R.

1. L’inégalité |Z,| < Y implique en passant a la limite |[Z] < Y sur A, ou autrement dit par
domination, Z estintégrable sur A. Comme u(A€) =0, on a aussi |Z]| < Y+ooljc et Y+ool,e est
aussi intégrable, donc Z est méme intégrable.

3. L’inégalité |Z,| < Y se traduit aussipar Y -Z,,Z,+ Y > 0 et on peut appliquer le
lemme de Fatou 4.27 :

/(Y—Z)d,u:/liminf(Y—Zn)d,u
A A n

<lim inf/(Y—Z,,)d,u
n A

:/ Yd,u—limsup/an,u,
A n A

/(Y+Z)du=/liminf(Y+Zn)du
A A n

<lim inf/(Y+Z,,)d,u
n A

:/ Ydy+liminf/2,,d,u,
A n A

donc en soustrayant le terme en Y,

/Zdusliminf/an,uslimsup/anuS/Zdu
A n n A

et on en déduit donc l’égalité et la derniere convergence.
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2. Enfin, par Uinégalité triangulaire, on déduit |Z, - Z| < |Zy|+|Z] < 2Y sur A et il satisfait
la méme condition de domination et pour toutw € A, |Z, - Z|(w) — 0. En appliquant le reste du
résultat, on obtient donc [, |Z, - Z|du — J,0du =0 O

* Corollaire 4.31 (Interversion Série-intégrale : cas général). Soient f, : Q@ —» K une

suite de fonctions mesurables telle que Z / |fn|du < oo pour B € 7, alors la somme
n>0
Z fn : Q > K converge (absolument) pour presque tout w dans B et est intégrable sur B

n>0
/Bandy=Z/Bfnd,u.

etona:
n>0 n>0

n
Démonstration. On considére la suite des sommes partielles S, = Z fr qui vérifie, grace a
k=0

n o0
Uinégalité triangulaire, la condition de domination |Si| < Z || < Z |fy| =: Z. Or par le cas
k=0 k=0
positif de Uinterversion, / Zdu = Z / |fnldu < oo donc Z est intégrable sur B. Soit
B B

n>0
A={we B: Z(w) < o}, de sorte que Z fx converge absolument sur A donc S, converge

k
simplement vers la somme (qui est donc mesurable par le théoreme 4.18). Par le lemme 4.28
on a u(A€ =0 donc le TCD s’applique (sur B a la place de Q) et donne le résultat. O

5 Théoreme de transfert

* Théoréeme 4.32 (Théoréme de transfert). Soit f : (Q,7,u) — (E, &) une fonction
mesurable de mesure image us et h: (E, &) — (R, B(R)) une autre fonction mesurable.

Alors, si h est a valeur positive :
/(hof) du:/Eh(x) du(X).

De plus, si h n’est pas a valeur positive ho f € L1(Q, 7, n) si et seulement si
heLY(E,&, us) etonaencore [(hofydu= [ h(X)dus(x).

Autrement dit, on raméne une intégrale sur Q a une intégrale surR :

/h(f(w))dy(w)=/h<x>duf<x).
Q R
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Démonstration. On procede comme pour la construction de Uintégrale. Si h=15 avec B€ &,
hof=11p etdonc

/hofdy:u(f-l(B»:uf(B):/h(x)duf<x>.

Par linéarité, on obtient le cas de h étagé. Si h positive, h est la limite croissante d’une suite
de fonctions étagées h, (du lemme 4.21). Comme h,(x) — h(x) par construction, on applique
le théoréme de convergence monotone aux deux mesures :

/hofdu:rl,i_(go/(hnof)du
= tim [ ha()dus (0 = [ hOodur(x).

Le dernier résultat du cas intégrable est évident par le cas positif pour 'équivalence et
par linéarité pour U'égalité. O

Le résultat similaire suivant est important en probabilité. Nous avons vu la tribu
engendrée par f : o(f) au lemme 4.8. Le résultat suivant donne une interprétation concrete
des fonctions o(f)-mesurables.

Proposition 4.33 (Lemme de Doob-Dynkin). Soit f une fonction mesurable,
f:(Q,7,n) — (E, &), etsoito(f)={A=Ff1(B), Be&}latribuengendrée par f. Alors
g:Q— (R" BRM) esto(f)-mesurable si et seulement si il existe

h:(E,& — (R",B(R") mesurable telle que g=hof.

Démonstration. La condition suffisante est évidente car pour un borélien A,
(ho f)~1(A) = f-1(h1(A)) qui est mesurable car h~1(A) € & car h borélienne et 'image inverse
par f est alors par définition un élément de o (f).

Réciproquement, on raisonne comme pour le transfert par le cas étagé g = Z/l,-lA,. et
i
A;j=f1(B;) etalors h= Z/l,-lB,. convient. Sinon, si g positive, on la prend pour limite simple

i
de g, étagée de la forme h,o f par le cas étagé, et on pose
h(x) = lilr1ninf hp(x).

h convient car mesurable positive (comme liminf de fonctions mesurables) et car
g(w) =limy hy(f(w)) = h(f(w)) vu qu’en f(w) la suite (h,) converge d’apres le choix de g,. Le
cas général se montre par linéarité a partir du cas positif. O



100 Chapitre 4. Intégration de Lesbesgue

6 Comparaison aux constructions de L2

Intégrale de Riemann des fonctions continues par
morceau

Comme on a vu au chapitre 2, la base de U'intégrale de Riemann est la notion de fonction
en escalier. Ce sont des combinaisons linéaires d’indicatrices d’intervalles de forme 1, 5[ et
lic;. Or les intervalles sont des boréliens, donc les fonctions en escalier sont boréliennes

étagées. On a

/l]a’b[dﬂz(b—a)z‘/1]a,b[(X)dX,/1{c}dﬂ=0=/1{X}(X)dX,

donc par combinaison linéaire, intégrale de Riemann et de Lebesgue par rapport a la mesure
de Lebesgue coincident.

Soit f continue par morceau sur [a, b], Uintégrale de Riemann est construite en
choisissant f, en escalier convergent uniformément vers f et donc simplement, donc f est
borélienne comme limite simple de fonctions boréliennes (cf. le théoréme 4.18). De plus, elle
est bornée donc intégrable sur [a, b].

Quitte a décomposer en partie réelle et imaginaire, on suppose f réelle. Donc pour tout
x €[a,b]onalf(x)-1fa(x)| <||fn - fl|lo SOit

fn(X) = 11fa = Fllo < F(X) < Fa(X) + [1fn = flleo.

En intégrant au sens de Lebesgue, et en utilisant que les deux cotés coincident avec
celle de Riemann, on obtient U'inégalité :

b
/fn<x>dx—||fn—f||oo(b—a>
a
b
s/ fd/ls/ Fo(X)dx + |[fr = Fllo(b — @),
[a,b] a

En passant a la limite n — o, on a ||f, — f||c — O et fab fa(x)dx — /ab f(x)dx par définition de
Uintégrale de Riemann. On a donc obtenu le point 1. du résultat suivant :

% Théoréeme 4.34. 1. Toute fonction continue par morceau sur un segment [a, b]
est intégrable par rapport a la mesure de Lebesgue 1 et son intégrale de
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Riemann coincide avec celle pour la mesure de Lebesgue :

b
/ f(x)dx :/ fda.
a [a,b]

2. Toute fonction continue positive sur un intervalle I (Ja, b],]a, b[ ou [a, b[) admet
une intégrale par rapport a la mesure de Lebesgue 1 et son intégrale de Riemann
coincide avec celle pour la mesure de Lebesgue (finie ou +) : fab f(x)dx = fr fda.

3. Toute fonction continue intégrable sur un intervalle I (]a, b], ]a, b[ ou [a, b]) est
intégrable par rapport a la mesure de Lebesgue 1 si et seulement si elle est
intégrable au sens de Riemann. Dans ce cas, son intégrale de Riemann coincide
avec celle pour la mesure de Lebesgue : /ab f(x)dx = fI fda.

Démonstration. On se place dans le cas I =[a, b[. On pose b,=b-1/nsi b <+ et
bp=a+nsib=+c02.0npose f,="flj,,;.- Comme f positive, f, sont des suites croissantes
qui convergent simplement vers f (sont stationnaires égales a f). On peut appliquer le
théoréeme de convergence monotone et

bn b
fda = lim [ f,da lim/ fda = lim/ f(x)dx:/ F(x)dx.
I [a,bn] h—=e Jq a

I nN—oo n—oo

3. L’équivalence des intégrabilités vient du 2. appliqué a Uintégrale de |f|. Pour 'égalité
dans , on utilise la méme suite qu’au 2 et on note |f,| < |f|, qui est une domination si f
intégrable. La méme limite est maintenant valable par le TCD.

On pourra donc appliquer les théoremes précédents aux intégrales (de Riemann) usuelles

vues en L2.

Remarque 4.6. Pour les fonctions f : [a, b] — R, on peut définir une notion plus
générale de fonction “Riemann intégrable", elle méme plus générale que Uintégrale des
fonctions continues par morceaux. L’intégrale de Lebesgue généralise aussi cette
version plus générale, cf. e.g. http:
/Imath.univ-lyonl.fr’/homes-www/mironescu/resources/cours_mesure_integration.pdf

section 6.8.1



http://math.univ-lyon1.fr/homes-www/mironescu/resources/cours_mesure_integration.pdf
http://math.univ-lyon1.fr/homes-www/mironescu/resources/cours_mesure_integration.pdf
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Mesures a densité

Le résultat suivant est laissé en exercice

% Proposition 4.35 (Mesures a densité (ou absolument continue)). Soit f: X — [0, +]
une fonction mesurable. On définit une application v : A — [0, +] par

V(A) = /A fdy .

Alors, v est une mesure sur X, appelée mesure de densité f par rapport a u. De plus h
est intégrable par rapport a v si et seulement si fh est intégrable par rapporta u et :

/hdv:/fhd,u.
X X

Pour une mesure a densité v par rapport a u, si u(A) =0 alors v(A) = 0. En fait, cette
propriété caractérise les mesures a densité (c’est un théoreme beaucoup plus dur, le

théoreme de Radon-Nikodym cf. section 5)

( R

Exemple 4.7. On peut définir une mesure de probabilité sur les boréliens de R en

1 .
A = — -7 d ;
A m/Ae 400

Cette mesure s’appelle la mesure gaussienne. C’est un exemple de probabilité a

posant

densité par rapport a la mesure de Lebesgue. Pour vérifier qu’il s’agit bien d’une
probabilité, il faut vérifier que :

1 22 _
ﬂ(R)—\/?‘/Re d/l(X)—l

T

On le vérifiera plus loin par changement de variable a la fin du chapitre 5 a la formule
(5.1)

Lien avec les Séries

Soit Q un ensemble. On considére 'espace mesuré (Q, P(Q), v). Tout fonction f: Q - R
est P(Q)-mesurable. On peut donc ignorer la mesurabilité pour le cas des séries.
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Cas Q ={wy, - ,wn} fini

n
Toute fonction s’écrit f = Z f(wi) 1w, et est donc étagée. On déduit que
k=1

n
/ fdv = Z f(wy), d’abord pour les fonctions étagées, puis positives, puis quelconques (on
Q

k=1
peut prendre toutes les limites constantes).

Cas Q=N

Lemme 4.36. 1. Si fz@alors/ fdv:Zf(n)
Q n=0

2. f estintégrable si et seulement si Z f(n) est absolument convergente et encore

/Q fdv = nzzef(n).

n
Démonstration. 1) Soit f, = Z f(k)14, est une suite croissante de fonctions donc par le

k=1
n 00
TCM/Qfdv:lign/ﬂf,,dvzlirsnkz_;)f(k):nz:@f(n)

2) L’équivalence vient du 1) f est intégrable ssi |f| a une intégrale fini, donc ssi Z [f(n)|
n=0

c’est a dire ssi Z f(n) est absolument convergente. La définition de l'intégrale et de la

somme coincident alors

/Qfdv:/Qﬂdv—/Qf_dv:nzzaf(n)+—n2::af(n)_:HZ:;‘)f(n).

Cas Q = {wp, n e N} dénombrable

On aw: N — Q une bijection, donc la mesure image v, ({i}) =v({w 1(i)} = 1 =v({i}) est
encore la mesure de comptage, le théoreme de transfert donne donc :

Lemme 4.37. Pour tout f : Q — [0, +oo],

/Q fdv:/Nf(a))dv= ,,2 F(wn)




104 Chapitre 4. Intégration de Lesbesgue

En particulier, si o : N — N est une bijection Z f(o(n)) = Z f(n) et le méme résultat est
n=0 n=0
valide pour les séries absolument convergentes (on dit qu’elles sont commutativement

convergentes.) Aussi L1(Q,v) = ¢1(Q) est l'ensemble des familles sommables sur Q
avec la norme 1.

Probabilité discrete sur Q = {w,, n € N} dénombrable

C’est une densité f : Q — [0, 1] par rapport a la mesure de comptage telle que

fQ fdv = Z f(wn) =1.
n=0

7 Intégrales dépendant d’un parametre

Soient (Q, 7, u) un espace mesuré, E un evn. Soit finalement A une partie de E.

Définition 4.16. Soit f : AxQ — K. On suppose que pour tout x € A, t — f(x, t) est
intégrable (soit dans L1(Q, 7, u)). Dans ce cas, on peut poser :

F(x) = fQ f(x, t)du(t). On définit ainsi une intégrale dépendant d’un parameétre la
fonction F : A > K.

* Théoréeme 4.38 (Théoreme de continuité avec hypothese de domination). Soit
f: AxQ — K. On suppose :

1. Pourtout x € A, t — f(x,t), est mesurable sur Q.

2. Pourtout presque tout t € Q, x — f(x, t) est continue en xg € A.

3. (Hypothese de domination) Il existe une fonction intégrable g : Q — R,,
ge LY(Q, T, telle que

Vte Q,¥Vx e A, |f(x,t)]<g(t).

Alors la fonction x — F(x) = /Q f(x, t)du(t) est continue en xp.

On remarquera que dans l’hypothése de domination, la fonction g ne dépend PAS de x.

Démonstration. L’hypothése de domination garantit que t — f(x, t) est intégrable. Soit
Xp € Atel que x, — xp. Par continuité de x — f(x, t), pour chaque t, f(x,, t) — f(Xxp, t). On
peut donc appliquer le théoreme de convergence dominée (avec domination par g) pour
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conclure

lim/Qf(x,,,t)d,u(t):/ﬂf(x@,t)du(t).

n—oo

Exemple 4.8 ((cf TD.)). Soit f : R — C intégrable sur R (par rapport a la mesure de
Lebesgue 1). Sa transformée de Fourier est définie par :

f(x)= /R f(t)e'™dt.

Elle est continue sur R en utilisant une domination par |f|.

Théoreme 4.39 (Théoreme de dérivabilité avec hypothése de domination). Soit
f:UxQ —Kavec UcR"un ouvert.
On suppose :

1. Pourtoutxe U, t+— f(x,t), estintégrable sur Q.

2. Il existe N avec u(N¢) =0, tel que pour tout t € N, la fonction x — f(x, t) admet
une i-éme dérivée partielle sur U.

3. (Hypothese de domination) Pour tout compact K c U, il existe une fonction
intégrable gy € L1(Q) telle que

Vte N,Vx e K, ‘a—f(x, t)| < gk(t).
aX,'

Alors la fonction x — F(x) = fQ f(x,t)du(t) admet une i-eme dérivée partielle sur U,
g?—f, e LY(Q) et:

oF of
() :/Qa—x,-(x’ B du(t).

Remarque 4.7. Soit f=(fy, ..., fn) : UxQ —-R™avec U c R" un ouvert. Si chaque
fi(x,.) estintégrable sur Q pour tout x € U, on peut définir Uintégrale coordonnée par

coordonnée :
/Qf<x,t>du<t>:</Q fL(x, Ddu(t), - ,/an(x,t)d#(t))-

Alors le théoreme s’applique en remplacant la valeur absolue par la norme dans la
domination (et en appliquant le résultat coordonnée par coordonnée.)

Démonstration. On peut supposer n=m =1 (car les dérivées partielles se calculent
coordonnée par coordonnée). On fixe x5 et montre la dérivabilité en xy. On pose h(x, t) =0 si
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te N“etpourte N
f(x,t)-f(xp,t) ;
— e sioX # Xp
h(x,t)—{ X=X .

9 (Xg, 1) sinon

Pour x # xg,
’ F(X) = F(xo)

— :/Qh(x,t)d,u(t).

Il suffit donc de prouver que x — fQ h(x, t)du(t) est continue en xy. Par hypothese,
t — h(x,t) est mesurable pour x # xg et par exemple en tant que liminf (sur N ) aussi ex xp et
X — h(x, t) est continue pour t € N (par continuité d’une fonction dérivable d’une variable).
Enfin Uinégalité des accroissements finis a x — f(x, t) donne, pour x # Xxg,
x e K=[xg—€,Xg+¢€] c U (un compact car fermé borné de R contenu dans U pour ¢ assez

petit) :
of

G (U D

[lh(x, )] < sup < gk(t).

ue[xop,x]

La méme inégalité étant évidente en xg, on a la condition de domination et le théoreme de

continuité appliqué a K conclut. O

% Corollaire 4.40 (Théoréme de dérivation successive). Soit f: Ux V — R! avec

U cR", V cR™des ouverts, une fonction C¥ (k e NU {oo}). Soit x une mesure sur une
tribu 7 o> B(V).

On suppose qu’il existe ¢g, ¢1, ..., ¢y u—intégrables sur V telles que ||f(x, t)|| < ¢g(t) et
oPf

.—i(x, t)

i - < ¢p(t).
Xy ...0Xp

Y(i1y «eeyin), i1+ ... +in=p < k,¥x e U,Vte V

Alors la fonction x — F(x) = /v f(x, t)du(t) est de classe Ck sur U et pour

p=i1+...+ip<k:
P F oPf
00 = [ T, (o),
X ...0x, v ox;...0x,

Démonstration. Il suffit d’appliquer le théoréeme de dérivation avec condition de domination
par récurrence simple (coordonnées f; par coordonnée f = (f;,---, f,)) . La mesurabilité de f
vient de sa continuité vu que 7 contient les boréliens. Son intégrabilité vient de la domination
[f(x, t)] < ¢g(t) et sur les autres dérivées successives des autres dominations. On peut

prendre N = 0. O
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Un exemple : la transformée de Fourier d’une mesure

avec moments d’ordre 2.

Soit u une mesure (de masse) finie sur 8(R") (par exemple une probabilité a densité par
rapport a 1) tel que x;, xjxj, i,j=1,---, n sontintégrables c’est a dire :

[ xilduco <, [ 1xixjlduo < oo,
Rn Rn

On verra plus tard grace a l'inégalité de Cauchy-Schwarz qu’il suffit de supposer xl.2
intégrable. On reprend la transformée de Fourier vu en TD et a 'exemple 4.8 qui est définie

par :

ﬁ@):/Rne"<f'x>du<x>=/Rf<§,x>du<x>, f(&, x) = e/,

f est C2 (méme C®) sur R2" et vérifie les dominations :

1f(&,x)] <1
- L ali(€,x) i
aglf(f x) = ix;e e, ‘aflf(f x)| < |xil
_ i€, X>
ag,ag,f(f X)=-XjXje ‘ag,ag,f(f X)| < 1xixj]

et par Uhypothése u de masse finie, 1 est intégrable et par les hypotheses d’intégrabilité, les
autres membres de droite des dominations sont intégrables aussi par rapport a u. Par le
théoréme de dérivation avec condition de domination, on déduit donc que i est C? et :

a—gl#(&) oy /R xi€ € du(x)

62
9¢i0¢;

Cet exemple sera utilisé au S6 pour montrer le Théoreme centrale limite dans R".

@) == [ xixje € du(x).
Rn



CHAPITRE 5
Intégration avanceée : Théoreme de Fubini,
Changements de variables

1 Mesure produit et théoremes de Fubini

Tribus produits

La méthode de base pour calculer une intégrale d’'une fonction de 2 variables est de se
ramener a des intégrales de fonctions de 1 variable. Pour cela il nous faut d’abord expliquer
comment on peut munir X x Y d’une structure d’espace mesuré quand X, Y sont tous les deux
munis d’une telle structure.

% Définition 5.1. Soient (X, A, u1) et (Y, B, uy) deux espaces mesurés o-finis. On
note A ® B la tribu engendrée par les parties de la forme Ax B, ou A€ A, Be B; on
Uappelle tribu produit des tribus A et B.

Lemme 5.1. Si A= (&) et B=0(7), onaAeB=c({ExF,Ec&, FeF}).

En particulier, 8(R™™) = B(R") ® B(R™). De plus, si f : (X, A) = (Z,C) et

g:(Y,B) - (Z,D) sont mesurables, Uapplication (f,g) : (XX Y, A®B) > (ZxT,C®D)
définie par (f, g)(x, y) = (f(x), g(y)) est mesurable.

Démonstration. Vu{EXF,E €&, F e F} c A® B, on obtient en passant a la tribu engendrée
G:=c({ExF,Ec& Fer})cass.

Réciproquement, on pose A’ ={Ac A:VF e F,Ax F € G}. On a clairement que A’
contient & et on vérifie facilement que c’est une tribu (vu que Ax F=(QxF)-(AxF)e g
pour F € £.) D’ou A’ = o (E) = A. De méme, on pose ensuite, B’ ={BeB:VAc A, Ax Be G} et
on déduit du point précédent que ¥ c 8’ c B8 et comme avant que B’ est une tribu d’ou 8 = 8.
Finalement, on a donc Ax B c G d’ou l'inclusion complémentaire de tribus.

108
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4.16.

Le cas particulier B(R™™M) = B(R") ® B(R™) est une conséquence immédiate du Corollaire

Pour le dernier point, comme C® D = 0'({E xF,EeC,Fe 1)}) il suffit de noter que

(f,) MEXF)=fYE)xg W (F)e AxBc A® B etle lemme 4.13 conclut. O

Mesure produit

Théoréeme 5.2 (définissant la mesure produit). Soient (21, 71, u1) et (Q2, 77, u2) deux
espaces mesurés o—finis. Alors il existe une unique mesure v sur 71 ® 7; vérifiant

pour tout A € 77 et tout B € 7; (avec la convention usuelle 0.(+x) = 0). Cette mesure est
notée ui ® up = v, et est o—finie.

V(AX B) = u1(A)u2(B)

Exemple 5.1. Si 1, désigne la mesure de Lebesgue sur R", alors on a toujours
Ansm=An®Am. On applique le corollaire 4.19 au lemme de classe monotone a
'ensemble des pavés &. Par définition, A p.m, An ® A, coincident sur les pavés. Or
Umen[-M, M]™M = RN et A pom([-M, M]™™M) = (2M)™™M = (Ap @ Am)([-M, M]"M) < +oo
donc on conclut a ’égalité voulue.

La preuve va étre basée sur le fait de montrer un cas particulier du théoreme de Fubini

suivant pour les fonctions indicatrices.

Démonstration. Unicité On applique le méme corollaire 4.19 au lemme de classe monotone.
ON prend E={Ax B,Ac 71, B e 7} qui engendre 77 ® 7; par définition. Deux mesures v, v,
vérifiant le théoréme coincident sur &. Or comme u, up sont o—finies, on obtient Q; =ULA; ,

avec Aj , e 7i et uj(Aj p) < +oo. Alors, on a A; , x Ay , € E et est de mesure

u1(A1 p)u2(Az ) < +o0 pour vy, vp. Ceci donne la derniere hypothése du corollaire 4.19 qui

conclut a uq = u>.

Existence Pour C € 71 ® 77, on pose Cx ={y € Q;, : (x, y) € C}. On cherche a voir que

Cx € 7. Supposons d’abord u; finie. On considére

C={CeTi®T; :YXCx €T, et x — u(Cx) est 77 — mesurable}.

Alors on a
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> C contient les pavés mesurables C=Ax B avec Ac7;,Be 7, car (Ax B)x € {0, B} en
distinguant le cas x € A, x ¢ Adonc u>(Cyx) = 1a(X)u2(B).

> C estune classe monotone carsi C'c C,C’'eC (C\ C')x = Cx\ C, d’ou la mesurabilité
et u2(C\ C')x = up(Cx) — u2(C%) par finitude de u; qui est mesurable par différence donc
C\ C’'eC. De méme si C, est une suite croissante (UpCp)x = Un(Cp)x qui est dans 7; et
12 ((UpCr)x) =sup, u2((Cpn)x) est bien mesurable.

Donc C contient la classe monotone engendrée par les pavés, donc (par le lemme de classe
monotone) est égale a 71 ® 73.

Si u, est o-finie, on regarde les mesures induites et déduit le méme résultat de
mesurabilité de u,;(Cy) par limite croissante.

On peut donc poser

v(C) =/Q 12(C) dpn (%).

Il faut voir que c’est une mesure en montrant la c—additivité : Soient C" des ensembles
mesurables disjoints, (en utilisant qu’alors les C7 sont disjoints), il suffit d’utiliser
Uinterversion série intégrale :

vJen= [ el Jendumo
= p2(Cy)du1(x)
LY

:Z/Q 12 (CPdu1(x) = 3 v(C™).

Enfin, v convient par le calcul précédent de u>((A x B)y) :

V(A B) =/Q 14Xz (BYdu1(x) = w1 (Aua (B).

Théoreme de Fubini-Tonelli et Fubini (admis)

La mesure produit u; ® u, étant définie a partir de u; et u,, on s’attend a ce qu’il en soit
de méme de Uintégrale d’une fonction mesurable relativement a u; ® uy.1 Et c’est
effectivement le contenu des théoremes de Fubini. On commence par le cas positif.

1. Cette sous-section reprend le cours de 2018-2019 de T. Blossier, M. Carrizosa et ].
Melleray.
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* Théoreme 5.3 (Fubini-Tonelli). Soient (Q1, 71, u1) et (Q2, 77, u2) deux espaces
mesurés o—finis. Soit f: Q1 x Q, — [0, +] une fonction 77 ® 7;—-mesurable. Alors :

1. y— f(x,y) estune fonction mesurable (sur (Q,,7;) dans [0, +o] ) pour tout

x e, etx »—>/ f(x, y)du>(y) est une fonction mesurable (sur (21, 77)).
Q
2. x— f(x,y) est urzle fonction mesurable (sur (Q1, 77) dans [0, +]) pour tout

yeQ,, ety |—>/ f(x, y)dui(x) est une fonction mesurable (sur (Q,,73)).
2

3. Ona

/ F(X, y)du1 @ u2(X, y)
Q]_XQZ

:/( f(x,y>duz(y))du1<x>
o, \Ja,

=/ (/ f(X,Y)d,ul(X))dﬂz(y)-
o, \Ja,

Exercice 5.1. Calculer Uaire du disque unité D = {(x, y) e R?: x2 + y2 < 1}.

Comme dans le cas des fonctions définies sur R”, on en déduit facilement un théoreme
qui s’applique a toutes les fonctions intégrables (et pour vérifier qu’une fonction est
intégrable, on peut commencer par appliquer le théoreme de Fubini-Tonelli a |f]).

% Théoréme 5.4 (Fubini). Soient (Q1, 71, u1) et (Q,, 73, uz) deux espaces mesurés
o-finis. Soit f: Q1 xQ, — R une fonction intégrable. Alors :

1. y— f(x,y) estune fonction intégrable (sur Q) pour presque tout x € Qq, et
X |—>/ f(x, y)du>(y) est une fonction intégrable (sur Q7).
Q;
2. x+— f(x,y) estune fonction intégrable (sur Q1) pour presque tout y € Q,, et

y +—>/ f(x,y)dui(x) est une fonction intégrable (sur Q;)
193]

3. On a

f F(x, y)du1 ® ua(x, ¥)
Q]_XQZ

=/( f(X,y)duz(y))dﬂl(X)
Q4 Q)

=/ (/ f(x,y>du1<x))duz<y>.
o, \Ja,
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Exercice 5.2. Soit f, g des fonctions mesurables positives sur R, on définit la

convolution de f, g par:

f+ g(x) =/Rf<x— Y)g(y)dA(y) € [0, .

On rappelle que
Il = [ 1Fe0ldaco.

1. Montrer que f x g est mesurable et que
1f = gl =Ifll1lIgll1-

2. Montrer que la définition de f « g s’étend pour presque tout x au f, g € LL(R, d2) et

que fxge LY(R, d1).
3. Montrer que pour f, g, h toutes mesurables positives ou toutes intégrables, alors

fs«(g=h)=(fxg)=h.

2 Une Ineégalité de convexité : 'Inégalite de
Jensen

La convexité (ou la concavité) est souvent utilisée pour établir des inégalités. ?

Voyons maintenant l'inégalité de convexité la plus importante de notre cours.

* Théoreme 5.5 (Inégalité de Jensen). Soit (X, A, u) un espace de probabilité, g une
fonction u—intégrable a valeurs dans un intervalle I, et ¢: I — R une fonction convexe.

90(/ gdu)sfcpogdu
X X

(Uintégrale de droite peut étre égale a +oo!).

Alors on a

Démonstration. D’abord, par le théoreme 3.9, ¢ est dérivable a droite et a gauche, donc
continue sur Uintérieur de I, donc borélienne sur I (exo) donc la composée po g est bien
mesurable. Posons m = /x gdu. Notons que m € I. En effet I est définie par une ou deux
inégalités, I=I;nI, avec (I1={x:x>a}ouI;{={x:x>a}oul; =R) et de méme

(I, ={x:x<b}oul,={x:x<b}oul,=R). Expliquons d’abord que si g est a valeur dans

2. Cette partie reprend le cours de 2018-2019 de T. Blossier, M. Carrizosa et J. Melleray.




2. Une Inégalité de convexité : ’'Inégalité de Jensen 113

I ={x : x > a}, alors comme lUintégrale préserve les inégalités larges fX gdu > /x adu = a car
u(X)=1etdonc me I;. De méme si I; = {x : x > a} si on n’avait pas /ng,u > @, on aurait
donc [, gdu=a= [, adudonc [, (g-a)du=0 mais alors g - a serait nulle u-presque partout,
donc {x € X : g(x) > a} = X serait de mesure nulle, contredisant ’hypothese que X est un
espace de probabilité. On conclut donc aussi dans ce cas /x gdu € I;. On raisonne pareil pour
I, (ou on applique le premier cas a —g pour changer le sens des inégalités).

Maintenant qu’on a vu que m € I, on distingue 3 cas. Si jamais m est le minimum de I
(s’il existe!) alors on a fx(g— m)du=0etg—m> 0, donc g— m est nulle presque partout, par

/Xsoogdu=/xw(m)du:go(m):(p(/xgd#) _

On traite de méme le cas ou m est le maximum de I; finalement, le cas qui nous reste est

conséquent on a

celui ou m appartient a Uintérieur de I.

Alors, on sait que ¢ (m) existe et en posant a = ¢;(m), le théoreme 3.9 donne que

Vtel o(t)—e(m)=a(t-m).

En particulier, pour tout x € X on a ¢(g(x)) > ¢(m)+a(g(x) — m). Comme g est intégrable
et les fonctions constantes sont intégrables (car u est finie), donc la borne inférieure est
intégrable, et on en déduit que la partie négative de ¢ o g est d’intégrale finie; et en intégrant
cette inégalité, on obtient aussi que

/XSDOQd#Z/XSD(m)d#"‘CY/X(g—m)dM

= @(m) +a(/X gdu—m)=¢(m).

Le corollaire suivant est un cas (tres) particulier de 'inégalité de Jensen, qui peut se
montrer élémentairement, sans théorie de la mesure.

n
Corollaire 5.6. Soit I un intervalle de R, a1, ..., a, des réels positifs tels que Za,- =
i=1
et ¢ une fonction convexe sur I. Alors, pour tout x1,...,xp€ I ona

n n
Zaixi) < Zai‘P(Xi) :
i1 i=1

2
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Démonstration. On fixe x1, ..., x, € I et on considere 'espace mesuré d’ensemble

n
sous—jacent X = {xq, ..., Xn}, ou toutes les parties sont mesurables et u = Za,-éxi, oU 6y,

i=1
désigne la mesure de Dirac en x;. Alors u est une mesure de probabilité; de plus pour toute

n
[ gdu=Yaigxi.
X i-1

fonction g: X > Ron a

n
En considérant pour g la fonction identité, on a donc / pogdu= Za',-go(x,-), et
X -
i=1

n
/ gdu = Za,-x,-. L’inégalité de Jensen nous donne donc comme attendu
X :
i=1

¢ (Z aiXi) < Zaiso(xi) :
i-1 i-1

Remarque 5.1. Dans le corollaire ci-dessus, le cas n =2 correspond exactement a la
définition de la convexité. En particulier, une application ¢ qui satisfait 'inégalité de
Jensen pour toute fonction intégrable sur un espace de probabilité, est nécessairement

convexe.

3 Théoreme de changement de variables

En pratique, pour calculer une intégrale multiple, on est souvent amené a faire un
changement de variables pour se ramener a un domaine plus simple sur lequel appliquer le
théoreme de Fubini. On énonce le théoreme dans le cadre le plus courant ou les fonctions que
Uon peut utiliser pour faire un changement de variables sont les difféomorphismes de classe

cl.

Cas affine

On commence par montrer le cas des fonctions affines. Nous allons baser la preuve sur
une caractérisation de la mesure de Lebesgue :
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Théoréme 5.7. (admis) La mesure de Lebesgue sur R" est invariante par translation, au
sens ol pour tout Ae B(R™ ettout x e R" ,onad,(x+A)=1,(A) avec
X+A:={x+a,aceA}.

Inversement, si u est une mesure sur (R", B(R")) finie sur les parties bornées et
invariante par translation, alors il existe une constante ¢ > 0 telle que u = ca,.

Exercice 5.3. On cherche a montrer Uunicité. On pose ¢ = u([0, 1["). Montrer en
utilisant des recouvrements par des translations d’'un ensemble fixé que

1. u([0, L") =c
2. pour dp,...,adp>0,0na

u([ Jro, 9 - Al

m mn

En déduire que u([17,[a;, bi[) = c[1.(b; — a;) et conclure (en utilisant un corollaire du

lemme de classe monotone).

Lemme 5.8. Soit b € R" et A€ M,(R) une matrice inversible. On pose f(x) = Ax+ b avec
f:R" - R", alors pour tout borélien Bde R", on a:

An(f(B)) =|det(A)|1n(B).

Exercice 5.4. Si A n’est pas inversible montrer que A(f(B)) = 0. (Indication : on pourra
montrer que f(B) est inclus dans un hyperplan affine, i.e. un sous-espace affine de
dimension n—-1, dans le cas b =0 dans un s.e.v. de dimension n - 1).

Démonstration. f(B) = (f~1)~1(B) est bien borélien car f~! est linéaire (en dimension finie
donc) continue donc borélienne. De méme A(f(-)) = f~1.1 est la mesure image par f~! donc
c’est bien une mesure finie sur les parties bornées (car f(B) est borné pour tout borné B, cf
chapitre 3 f(B(0, M)) c B(0,||b|| + M|||f|||) avec |||f||| la norme subordonnée de f). Montrons
qu’elle est invariante par translation.

OnapouraeR"A,(f(a+B))=Ap(b+A(a+B))=ap,(Aa+f(B))=1,(f(B)) par invariance
par translation de la mesure de Lebesgue. Le théoréme précédent montre donc que

An(F(B)) = cA,(B) pour tout borélien B. Il suffit donc de bien choisir le borélien pour chaque A

pour montrer que c = |det(A)]|.
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Par décomposition polaire, une matrice réelle s’écrit A= OS avec O orthogonale et S
symétrique. Cette matrice S peut se diagonaliser en base orthogonale S = O§DOZ donc,
ensemble, cela donne une décomposition A= O;D0, ou O; = OOé, O, sont orthogonales et D
est diagonale réelle.

Comme A, est invariante par translation, on est donc ramené au cas b = 0.
On est donc ramener au deux cas A orthogonale et A diagonale inversible.

Si A orthogonale, alors on choisit la boule unité euclidienne B = B, car une matrice
orthogonale laisse invariante cette boule (c’est par définition une isométrie pour la norme
euclidienne) donc 1,(f(Bp)) =1,(Bp) et c =1 =|det(A)| (vu AA! =1,
det(A)? = det(A)det(A!) = det(I) = 1).

Si A=diag(dy, ..., dy) alors on prend B =10, 1]" car A(B) =[],[0, d;] avec

[0, dj] =[d;, 0] si d; < 0. Dans tous les cas 1,(A(B)) =[], |d;| = |det(A)|A(B) comme voulu.

Dans le cas général, A= 0;S0O,, par composition, on obtient :

A(A(B)) =|det(0,1)||det(D)| det(0;)|1(B) = |det(A)|1(B).

Rappel (de L2) sur les diffeomorphismes

Définition 5.2. Soient U c R", V c RP. Une application f : U — V une fonction
différentiable. f est un difféomorphisme si f est bijective et que f~1 est différentiable.
On dit que f est un Ck-difféomorphisme (k e N*U ) si de plus f et f~1 sont de classe
ck.

Proposition 5.9. Soit f : U — V un difféomorphisme, alors Vx € U, df(x) : R" — RP est
un isomorphisme linéaire (en particulier nécessairement n=p) etona:

(df(x)~t=df 1 (f(x)).

Remarque 5.2. 1. Le résultat précédent montre que la dimension est invariante par
difféomorphisme. De méme des ouverts de R"” et R? ne peuvent étre
homéomorphes que si n = p mais c’est beaucoup plus dur (Théoreme d’invariance
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du domaine de Brouwer). Par contre, il existe des applications continues
surjectives de [0, 1] dans [0, 1]2.

2. Le théoreme d’inversion locale va donner des conditions pour la réciproque de la
proposition précédente

Démonstration. Comme f~1o f(y) =y, en différenciant f~1 o f par le théoréme des fonctions
composées en x, on obtient : df 1(f(x))o df(x) =id.

De méme en différenciant fo f-1(y) =y en z = f(x) on obtient : df(f~1(2))o df1(z) = Id.
Donc df(x) et df~1(f(x)) sont inverses l'une de l'autre, ce qui conclut. O

Définition 5.3. Soit f : U — RP une application différentiable sur un ouvert U c R".
f(x) = (fi(x), ..., fp(x)). La matrice de U'application linéaire df(x) dans les bases
canoniques de R" et RP est appelée, matrice jacobienne de f et notée J(f)(x) :

i
IO = (-0,
J

Remarque 5.3. Le théoreme de dérivation des fonctions composées donne donc :

J(g o £)(xe) = J(9)(f(x0))J(F)(Xa),

et le résultat pour les inverses de la proposition précédente s’écrit :

J(F Y (ye) = [J(H(F L(ye)] L.

Le théoreme suivant avec k = 1 permettra de vérifier ’hypothese du théoreme de
changement de variable.

Théoréme 5.10 (d’inversion globale). Soit f : U — R" une application de classe Ck
(avec k > 1) injective et telle que pour tout x € U, df(x) : R" - R" est un isomorphisme
linéaire, alors f(U) est un ouvertde R" et f : U — f(U) est un Ck-difféomorphisme.

Remarque 5.4. df(x) est un isomorphisme si et seulement si det(Jf(x)) # 0.
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Cas général (admis)

Nous pouvons maintenant énoncer le théoréme de changement de variables.3

* Théoréeme 5.11 (Théoreme de changement de variables). Soient U, V deux ouverts
de R", et ¢: U — V un difféomorphisme de classe C!. Rappelons qu’on note 1, la
mesure de Lebesgue surR". Alors on a:
1. Pour toute partie B borélienne de U, 1,(¢(B)) :/ |det(Je(x))|dAn(x).
B

2. Sif: V[0, +] est borélienne, alors
/f(X)dﬁn(X)=/ fop(y)ldet(Je(y)ldan(y) .
% 0]

3. Sif: V> Restintégrable, alors y — fop(y)|det(Jeo(y))| est intégrable sur U et
on a

/f(x)dznm:/fogo(y>|det<J¢<y)>|dan<y>.
Vv U

Remarque 5.5. Le cas affine est une conséquence du lemme 5.8 et du théoréme de
transfert appliqué f =1 : (V,8(V),1,) — (U,B(U)). Le 1 du théoréme ou le lemme 5.8
ci—-dessus, s’interprete comme le calcul de la mesure image de la mesure de Lebesgue
induite sur V : (1, v)x ayant une densité fx(x) =|det(Je(x))|1y(x) par rapporta 1,. Le
résultat correspond a h=f oy de sorte que :

/\/fdﬂ,,:/vh(X)d/l,,

=/Rn h(y) fx (Y)dan(y)
=/Ufogo<y>|det<J¢<y>>|dan<y>.

Exemple 5.2 ((changement de variables en coordonnées polaires)). On considére
'application ¢ : U =]0, +o0[x]0, 27[— R? définie par ¢(r,0) = (rcosd, rsiné).

cos6d -rsind

Alors, la matrice jacobienne de ¢ est , de déterminant r.

sing rcosé
De plus, ¢ est injective et ¢(U) =R? \ ([0, +oo[x{0}) = V.

Ainsi, ¢ est un Cl-difféomorphisme de U sur V. Comme 1,(R%\ V) =0, c’est-a-dire
R?\ V est négligeable, il n’est pas génant que ¢ ne soit pas un difféomorphisme de U sur

RZ2 tout entier.

3. Cette sous—section reprend le cours de 2018-2019 de T. Blossier, M. Carrizosa et ]J.

Melleray.
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Par exemple, calculons
I:/(x+y)2dxdy, ou D={(x,y): x>+y®<1}.
D

En utilisant le théoreme de changement de variables avec les coordonnées polaires (et
le théoréme de Fubini), on obtient ¢=1(D n V) =]0, 1[x]0, 27| et

~
1l

/ (x +y)?dxdy
DAV

/ (rcos@+rsin6)’rdrde
¢~1(DNV)

1 2n
/ (/ r3(cos7-0+sin29+2cos@sin@)d@) dr
o \Jo

1 2n
/r3(/ (1+sin29)d9)dr
0 0
1
/an3dr
0
T

5 -

Exemple 5.3. Calculons I'(3) = [ t"1/2e"tdt.
On commence par le changement de variable (pour les intégrales a une variable) u? = t,

dt=2udu : . . . .
F(—)=/ t‘l/ze_tdt=2/ e‘”zdu=/ e~ du
2 1) 0 —0o0

avec la derniere égalité venant de la parité de la fonction u — ev?,

Enfin, on calcule le carré de cette intégrale en utilisant d’abord Fubini-Tonelli pour
obtenir une intégrale double (on utilise R2\ ({0} x [0, +oo[) = V vérifiant 1,(V¢) =0
comme a '’exemple précédent).

([ o oy

_ [ dxdy e ¥V :/ dxdy e X~V
R2 %

2
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d’ou par changement de variable en coordonnée polaire (comme a 'exemple précédent
on utilise ¢~1(V) = U pour le domaine d’intégration) :

(I’(%))2 = (/@2” d@/@m dre"22r/2)
2n +00
_ (/0 del) e /2]

= (27r).% =7.

On a aussi vérifier que

/ e‘“zdu:\/E.

(o9

En faisant, le changement de variable linéaire u = x/V2, on obtient :

1 /+oo _X2/2
— e dx = /. (5.1)
V2 e "
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CHAPITRE 6
Introduction aux espaces LP

Soit (2,7, u) un espace mesuré (7 la tribu, u la mesure). On va travailler en identifiant
les fonctions si elles coincident u—presque partout. Autrement dit, on écrira f = g quand
u({x: f(x) # g(x)}) =0; en particulier, f = 0 signifiera que f vaut 0@ presque partout. Par
exemple, si f est la fonction caractéristique de Q, on pourra écrire f = 0. Ainsi, dit en mots, on
va en fait travailler avec les “classes d’équivalence de fonctions a égalité u—presque partout
pres". K sera égale a R ou C.

1 L’espace L*(Q, u)

* Définition 6.1. Soit f: Q — K une fonction mesurable. On dit que M € [0, +oo[ est une
borne essentielle de f ou que f est essentiellement bornée par M si
u({x: |[f(x)| > M}) =0, autrement dit, si f < M u—presque partout.

On définit leur ensemble :

L=(2, 7, u; K) =
{f; f:Q —>K, mesurable et 3C <o : |f|< Cu—-p.p.}

et la fonction (qui est une norme selon le lemme suivant) :
|fllee = inf{C : |f| < Cu—p.p.} =: €55 suppycqlf(X)|.

On note aussi plus brievement L*(Q;K) = L*(Q, u; K) = L®(Q, 7, u; K) et L*(Q) = L*(Q;R),
siil n’y a pas de confusion possible.

Exercice 6.1. (cf TD) Montrer que |f| < ||f||lwp.P-

Lemme 6.1. (L*(Q,7,u;K),||-|lw) €st un espace vectoriel normé.

122
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Démonstration. On montre qu’il s’agit d’un sous—espace vectoriel de '’espace des classes
d’équivalences de fonctions mesurables. Bien siir 0 est bornée donc essentiellement bornée.

Soient f, g e L*(Q,7,u;K), 1 € K. Par U'exo
pw : [f(w)| > [Iflls}) = 0, H{w : |g(w)| > I9ll-}) = 0.
Or par Uinégalité triangulaire des nombres on a :|(Af + g)(w)| < |A]||f(w)| +|g(w)| donc
{w :|f(w)] < Ifllo} N{w : [g(W)] < 119lle}
C{w: [(Af+g)(w)| < [Aflle + 1G]]0}

et en passant au complémentaire

p{w : [(Af+ g)(w)| > ||| fllo +1Iglle})

<p({w: [f(w)] > [[fllo}) + u({w : |g(w)| > ||gllw}) =0

Donc, par définition, Af + g est essentiellement bornée et ||[Af + || < ||| f||co + || G||c- ON
déduit que L*(Q;K) est bien un espace vectoriel et U'inégalité triangulaire. En fait

u{w : |f(w)| > C}) = u({w : |Af(w)| > |21|C}) donc en comparant les infima, [|Af||. = |1] ||f||« CE
qui donne la positive homogénéité. Enfin par définition, si||f|| = 0 alors f = 0 presque partout
donc sa classe d’équivalence est nulle. O

Théoréeme 6.2. (L*(Q,7,u;K),||-|lw) €st un espace de Banach.

Démonstration. Il reste a montrer la complétude : Soit f, une suite de Cauchy de fonctions
mesurables essentiellement bornées. Montrons que que f, converge vers

f(w)=limsup,_ fr(w) qui est une fonction mesurable comme lim sup de fonctions
mesurables et dont on va voir qu’elle est essentiellement bornée. Donc, par Uhypothése
d’avoir une suite de Cauchy, pour n > 0,e=1/n il existe N, tel que ¥p, g > Ny, ||fp - fll < %
Par définition de la norme, on peut donc fixer A, p q (pour p, g > Np) avec u(Aj , o) = 0 tel que

sup |fp(w) - fg(w)| <

w€An,p,q

S|

On va intersecter tous ces ensembles (une intersection dénombrable) pour avoir u—p.p.
une suite de Cauchy. On prend donc A =nN,.9 Np g>N, An,p,q- ON a

p(A€) < Z Z u(AL p.g) =0 (vu que A€ est une union dénombrable).
n>0 p,q=Np,

De plus pour w € A€, on a

1
Vn;Vpa q 2 an |fp(w)_ fq(‘”)l < H
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donc (f,(w)) est de Cauchy dans K donc converge. Sa limite est forcément f(w) et en passant a
la limite g — o ci dessus, pourtoutwe A :

S|

Vn;Vp 2 an |fp(w)_ f(w)| <

Comme u(A€) =0 on déduit

V1, Vp 2 No lify ~ flle <

Ceci implique ||f]|o < [|fpll + ||fp — fllo donc f est dans L*(Q, 7, u; K) et la convergence de f,
vers f dans cet espace. Comme toute suite de Cauchy converge, on a obtenu la complétude

voulue. O

2 Deéfinitions et propriétés élémentaires des
espaces LP(Q, )

On définit les espaces :
LP(Q,T,u;K)={f : Q - K mesurable |/ |[fIPdu < oo},
pour p € [1, [. Alors
1fllo = dulf?)t0s.
n’est pas une norme (mais une seminorme sur LP(Q, 7, u) car si [|f||, = 0 alors f est

seulement nulle presque partout. On considére donc l'espace des classes d’équivalences a
égalité presque partout pres de fonctions f et 'espace de Lebesgue :

% Définition 6.2.
LP(Q, T, u;K) = {f; f : Q@ > K mesurable et/ |flPdu < oo},

pour p e [1, oof.

Comme pour le cas p = o, on on note aussi plus brievement
LP(Q’ K) = LP(Q’ p; K) = LP(Q’ T, 1;K)
et LP(Q) =LP(Q;R), siil n’y a pas de confusion possible.

Par la suite, on identifie f a f dans ce contexte, on répéte que les égalités sont des
égalités u—p.p..

Montrons que ||.||, est une norme sur LP(Q, 7, n). La séparation et ’homogénéité sont
maintenant évidentes. On rappelle U'inégalité de Holder d’abord dans le cas le plus simple
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Proposition 6.3. Si f, g sont mesurables, |||, < +x et ||g]l. <+, alors
fg e LP(Q, T, u;K) et [|fgllp < Ifllpllglle-

Démonstration. Il suffit de noter que, u—presque partout, on a |g(x)| < ||9|l~, €t donc
IF(x)g(x)|P < |f(x)|?||g|l%. En intégrant cette inégalité, on obtient bien

||f9||Z=/Q|f(X)9(X)Ipd#S/Qlf(x)lpllgllfodu=IIfIIZIIQIIfo-

La version générale est la suivante

* Lemme 6.4 (inégalité de Holder). Sip,ge[1,o[telsque 1/p+1/g=1/r <1,
felP(Q,7,u;K),ge L9(Q,T,u;K) alors fge L"(Q, T, u; K) et

Ifgll: < Ifllpllgllq-

Démonstration. En remplacant f, g par |f|",|g|" on se raméne au cas r = 1.

Par hypothese danslecas r=1,1 < p <, on remarque que par concavité du
logarithme, on a poura, b >0

log (aP/p+ b9/q) > log (a”)/p+log (b%)/q
=log (ab) .

Donc on obtient en exponentiant (et en vérifiant directement les cas d’annulations),
Uinégalité d’Young :
[f(x)|P N lg(x)|9

IF(x)g(x)] < p 7

Donc en intégrant, on obtient fg € L et appliquanta Af, 1 > 0 :
p-1

p

1 A1
I1fgll1 < ||f||ﬁ+T||g||Z-

Comme le cas d’annulation [|f]||, =0 ou ||g||q = @ sont évidents (car alors fg=0 u—p.p.), 0

conclut en supposant ||f||, # 0, ||g||q # O et en prenant la valeur de A donnant le minimum
A=1fl15 191187,

Une conséquence importante est 'exercice suivant :

O]



126 Chapitre 6. Introduction aux espaces LP

Exercice 6.2. Si u est une mesure finie pour 1 < p < g < o0, montrer que :

L2(Q, T, u; K) c LYQ, T, u; K)
c LP(Q, T, 1;K) c LYQ, T, u; K).

On en déduit U'inégalité triangulaire :

* Théoreme 6.5 (Inégalité de Minkowski). Soient p € [1,+c] et f, g e LP(Q). Alors
f+gelP(Q)et|f+glp<Ifllp+Iglp-

Démonstration. On a déja traité le cas p =+, et le cas p=1 est simplement U'inégalité
triangulaire habituelle. Supposons donc p €]1,+o[ et f, g € LP(Q).

Commencgons par montrer que ||f + g||p < +o0. Comme x — xP est convexe et croissante,

) <|

En intégrant cette inégalité, on obtient que

on a pour tout x que

1
if(X) +

p
3900|) = 1F00P+ 3la00P

1 1
(‘f f(x)+ fg(x)

1 1
55 If+gllp < S5+ 19115 -
Ceci nous prouve que ||f + g|lp < +oo.

_P_
p-1
Uinégalité de Holder, et le fait que

e RG]

1-% .
~([iFear) T-ureai

/|f+g|Pdu

Q

/Q<|f|+|g|)|f+g|”-1du

/Q|f||f+g|”—1du+/ﬂ|g||f+g|p—1dﬂ
p-1 p-1

1711+ 9177+ lgl |17 + 917

(IFllp + gl 1f + 91772

(fllp+1glpIf +gll5™"

Maintenant, notons g = 'exposant conjugué de p. Ci-dessous, on va utiliser

Alors on a

If + g5

IA

IA
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Sijamais ||f + gll, =@ on n’arien a démontrer; sinon, en divisant des deux cotés par
||f+g||f;‘1 on obtient finalement ||[f + gll, < |Ifllp +19llp- O

Exercice 6.3. Soit (2,7, u) un espace mesure o—fini. Soit f > @ une fonction mesurable
positive, alors pour p €]0, oo

‘/fpd,u:‘/oo dtptPlu({w : f(w) > t}).
0

On rappelle d’abord la version LP du théoreme de convergence dominée.

% Théoréme 6.6 (Théoreme de convergence dominée LP). Soit p € [1, +oo[. Soit (Q, u)
un espace mesuré, et f, une suite de fonctions mesurables convergeant u—presque
partout vers f, et vérifiant la domination |f,| < g avec g € LP(Q, u). Alors, f,, f € LP(Q, )
et f, converge vers f dans LP(Q, u), C’est a dire.

lim I, = f1l, = 0.

Démonstration. On a |f, — f|[P — 0 u—presque partout. De |f,| < g on déduit que
fn, inLP(Q, u; K) en passant a la limite on obtient |f| < g et donc f € LP(Q, u; K). De plus, on a
la domination :

|fn = fIP < (Ifal +|f))P < (29)P = 2PgP

et comme g € LP(Q, u) et positive, on déduit que gP = |g|P est u—intégrable et sert donc de
domination pour appliquer le théoreme de convergence dominée usuelle qui donne le
résultat :

o= 115 = [ 1fo=FIPd—n-ws [ 0du=0.

* Théoreme 6.7 (de Riesz-Fischer). Soit (2, 4) un espace mesuré, les espaces
LP(Q, u,K) pour p e [1,] sont des espaces de Banach.

Démonstration. On vient de voir que LP(Q, u,K) est un espace vectoriel normé, et méme la
complétude dans le cas p = .

Il reste le cas p < «. En décomposant en partie réelle et imaginaire, on peut supposer et
donc on suppose K =R.
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Pour la complétude, on utilise la proposition 2.6. Soit Z Up qui est absolument
k
convergente, il faut montrer qu’elle converge dans LP. Soit g, = Z lUnl, 1Gkllp < Z llunllp et
n=1
|gk|P est croissante, donc par convergence monotone converge vers g avec ||g||p < Z llunllp-

Donc |g|? € L! qui donne une domination pour |Z unplP et Z Up est p.p. absolument
convergente, donc a p.p. une limite et par convergence dominée, converge donc dans LP.. [

Résultats de convergences

En suivant le méme raisonnement on obtient le résultat suivant :

* Théoreme 6.8. Soient (2,7, u) un espace mesuré, p € [1, +oo[, et (f;) une suite
d’éléments de LP(Q) qui converge vers f dans (LP(Q), |- |lp). Alors il existe une suite
extraite (f,,) telle que (fy,) tend vers f, u—presque partout et dans LP(Q).

Démonstration. On extrait (f,,) telle que ||f, fallp < 1/2k. (c’est possible car la suite est

k+l
de Cauchy dans LP donc on prend ny telle que [|fg — fp,|lp < 1/2% pour g > ny.)

n
Donc on pose g, = Z |fn,., — fn, | Qui est une suite croissante avec
k=1

19kllp < D e = fgllp < D 1725 = 1.
k k=1

On déduit donc en appliquant le théoreme de convergence monotone que g, a une limite

g= Z |fn.., — fn | telle que ||g||, < 1. On lutilise maintenant comme condition de domination.
k=1

Donc Z:(f,,k+1 — fn,) est absolument convergente sur A={w: g(w) <} eton a u(A°) =0, vu

k
[19llp < 0. Donc par série télescopique (fy, (w)) converge pour w € A. (et comme suite extraite

elle converge aussi dans LP mais en fait elle est dominée par |f,,| + g € LP et converge aussi
par convergence dominée). O

Proposition 6.9. Soient (2,7, u) un espace de probabilité et f: Q — [0, +o0] une
fonction mesurable. Alors on a

fllo= i fllp -
Ifll = Xim_ £l
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Démonstration. Commencons par remarquer que l'on a toujours

1l =( [ 1£71Pdr)” < (IF120)? = 1If]le .
Q

Par conséquent, si ||f||, — +c0 quand p — +co alors ||f|| = +c0. Pour voir la réciproque,
notons que pour t < ||f||» fixé, Uensemble A; = {x € Q: |f(x)| > t} est de mesure strictement
positive, par conséquent

1llp > (tPu(AD)? = tu(An)? — t quand p — +oo .
p

Ceci montre que si ||f||« = +co alors ||f]|, tend vers +c0; mais aussi que, si |[f||o < +c0 On a pour
tout £ > @ que pour p suffisamment grand ||fllc — < [|Ifllp < [|fllc- O

Résultats de densité

On rappelle le résultat suivant qui se déduit de la construction de Uintégrale (cf. lemme
4.21)

Lemme 6.10. Soit (2, u,7) un espace o-fini. L’ensemble S des fonctions étagées
intégrables est dense dans tous les LP(Q,u,7), 1 < p <. En particulier,
LYQ, u, T) N L®(Q, u, T) est dense dans LP(Q, u, 7) pour 1 < p < co.

Lemme 6.11. Soit (2, u,7) un espace o-fini avec 7 = (&) pour & une famille stable par
intersection finie et de mesure finie pour u, et contenant une suite A, avec u(A,) < « et
Q =UpAp,. Alors Uespace vectoriel E = Vect{l,, A € &} est dense dans tous les

LP(Q,u,T), 1 < p<oo. En particulier, si & est dénombrable, alors LP(Q,u,7), 1 < p <o

est séparable.

En général L*(Q, u,7) n'est PAS séparable, sauf si Q est un ensemble fini, par exemple
¢>(N) n’est pas séparable (c’est un exercice plus dur de niveau M1).

Démonstration. Soit A, € & avec u(A,) <o et Q =ULA,.

P
Soit M:={AeT :V¥n,1sna, € E }.Clairement & c M. On va montrer que M est une

classe monotone :

> QeMcarly, € E
> SiAc BetA,BeM,onalpgana, =1sna, - lana, parle TD 1 donc dans Uespace
—LP
vectoriel E .
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> Si Bm € M suite croissante d’union B alors 15,4, — 1gna, partout parle TD 1, Oron a
domination par 14, € LP(Q, pu, T) donc par convergence dominée 1g ~a, — lgna, dans
LP(Q, u,T) etdonc 1lgna, € E

Le lemme de classe monotone implique M > 7(&). Donc si B € 7(&) est de mesure finie,
ona lgna, eELp et par la méme application du théoreme de convergence dominée (par 1p
cette fois) on déduit 15 € ELP. Donc ELp contient toute fonction étagée intégrable et le résultat
précédent conclut. La séparabilité vient de la densité de 'ensemble dénombrable
Vecta(la, Ac ). O

Le support d’'une fonction continue f est le fermé supp(f) = f-1({0})¢. Un fonction sur R"
est donc a support compact quand elle est nulle en dehors d’'un ensemble borné. On note
C2(Q) est l'ensemble des fonctions a support compact sur un ouvert Q.

* Théoréeme 6.12. Soit Q c R" un ouvert et 1 la mesure de Lebesgue sur la tribu
borélienne B(Q2) = B(R™)q (tribu induite sur Q). Alors 'ensemble des fonctions continues
a support compact C2(Q) est dense dans LP(Q, B8(Q),1) pour 1 < p < oo, qui est
séparable.

Démonstration. Par le lemme précédent avec E={A=[],[a;, b;], a; < b;} 'ensemble des
pavés, il suffit de voir que les 1, sont approchés par des fonctions continues a support
compact pour A=[]",[a;, bj]. Par produit de fonctions (de variables différentes), cela se
ramene au cas n=1. Soit f =14 p et fy(t)=1site[a,b], fo(t)=1-max(n(t-b),1)sit>b,
fa(t)=1-max(n(a-t),1)sit<a.Alors il estfacile de voir que (f,),>1 e€st une suite dans
C%(Q) qui converge ponctuellement vers f (exo). Elle est dominée par 1/4-1,b+1] Qui estdans
LP(Q,B(Q2),1) pour 1 < p <o donc par convergence dominée, ||f, — f||, — 0. Donc on peut
appliquer le lemme précédent et conclure. O

3 Cas discret: espaces ¢/P(I), pe[1, o[ (cf.
TD)

Définition 6.3. Soit p € [1, o[. Une famille (z;)jc; de nombres complexes ou réels est
dite p-sommable si la famille (|z;|?);c; est sommable. On note ¢P(I,K) 'ensemble des
familles d’éléments de K p-sommable.
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Un examen de la définition indique que ¢P(I,K) = LP(I,P(I),v) avec v la mesure de
comptage, c’est donc un espace de Banach. On a aussi par définition (dans le cas positif puis

le cas quelconque) :
Za,-:/adv.
icl I

On note

121l = (Z |z,-|p)l/p :

iel

L’inégalité de Holder s’écrit donc pour x € £9(I), y € ¢P(I) : avec
1/p+1/g=1,p,q€]l,of:

inyi

iel

< (Z |x,-|q)1/q (Z |y,-|")1/p

iel iel




CHAPITRE 7
Espaces de Hilbert; bases hilbertiennes

1 Geénéeralités

Soit H un espace vectoriel surK=R ou C

% Définition 7.1. Un produit scalaire sur H est une application
(.,,)1HxH—>K

telle que :

1. pourtoutye H, (y,.): H— K est linéaire

2.-SiK=RVx,yeH,(x,y)=(y, xX) (symétrie)
-SiK=CVx,yeH,(x,y)={(y, x) (symétrie hermitienne)

3. pourxe H, (x, x) eR*

4. pour x € H, (x,x)=0 si et seulement si x=0.

Un espace H avec un tel produit scalaire est un espace préhilbertien réel (si K=R) et
complexe (si K =C).

On remarque que dans le cas complexe, (., y) est antilinéaire, c’est-a-dire avec 1 le
conjugué complexe,

VX,y,ze H 1 eC, Ax+2z,y)=A2(X,y)+(z,y).

Exemple 7.1. Sur H = ¢?(N,C) := L?(N, v;C) (espace L? avec la mesure de comptage v)
on a le produit scalaire (hermitien canonique) :

X, ¥) =) Xi¥i

iel

Dans le cas réel, la méme formule sans conjugaison complexe fonctionne.

132
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Exemple 7.2. Sur H=L?(Q, u;C) avec (Q, u) un espace mesuré o—fini, on a le produit
scalaire (hermitien canonique) :

(f, g)= /QWQ(X)O’/J(X)-

Exemple 7.3. Sur H= C%([a, b],C) on a le produit scalaire :

b___
(f, 9) :/ Fx) g(x)dx).

Proposition 7.1. Si H est muni d’un produit scalaire on a Uinégalité de
Cauchy-Schwarz :
(X5 Y12 <06 XY, y)

avec égalité si et seulement si x, y sont liés. De plus ||x|| = /(x, X) est une norme sur H
vérifiant U'identité du parallélogramme :

A P20 = gme ey

Démonstration. On a

(x+ty, x+ty) = |||+ t2||y]|I> + 2tR((x, y)) > O

c’est un polyndme de degré 2 qui est toujours positif ou nul, donc son discriminant

A = 4R((x, y))? - 4|x||2|lyl|? < 0. En remplagant y par uy avec u = 22 si (x, y) # 0 on

obtient
RUX, yyu) =[x, v < [IxI12Cuy, uy) = [Ix]P|lyl12au = [|x]]?]y]|%.

Le méme calcul donne pour u de module 1 la norme de

2
| iviix = wiixity | = 211y 211x112 - 211Xy IR (x, uy))

qui vaut @ si on choisit u tel que (x, y)u =|(x, y)| et que 'on est dans le cas d’égalité de C-S,
ce qui donne la relation de dépendance linéaire cherchée ||y||x — u||x||y = 0. (La réciproque,
c’est a dire 'égalité en cas de dépendance linéaire, est évidente).

Pour vérifier que 'on a une norme, la positivité vient de 'axiome 3, la séparation vient
du dernier axiome, ’lhomogénéité vient de

Ay, dy) = ALy, y) = 112y, y)
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et 'inégalité triangulaire vient d’'une application de C-S :

(X+y, x+y)y=IxI12 +1lyl12 + 2Rx, y)y < [IxI1> +ly[1® + 2[Ix1lllyll = (IxI[+1lyID2.

Enfin, on a aussi la relation :

(X=y, x=yy=IxIZ+lyll? = 2R(x, y)

soit en faisant la somme (avec U’égalité débutant le calcul pour U'inégalité triangulaire), on
obtient 'identité du parallélogramme. O

Remarque 7.1. L’identité du parallélogramme implique que ||¥||2 > L(1x112 + 1Iy11?)
avec égalité si et seulement si x = y ce qui donne un résultat de convexité (en faite
stricte car U'inégalité est stricte si x # y). (On a vu en TD que par continuité la convexité
a mi point implique la convexité).

Une autre identité importante s’établit en prenant la différence des égalités donnant la
preuve de l'identité du parallélogramme ci-dessus, c’est Uidentité de polarisation :

X + yI1> = 11X = ylI?

R{x,y)= 7

On retrouve aussi . .
X+ iyll© —lIx = iyll

4

3y, x) =Ry, x) =
d’ou la formule de polarisation complexe :

I+ ylI2 = lIx = ylI2 + illx +iyl]? = illx = iy|]?
4

<y! X> =
ou encore en bref

3
(v, x)=7 > i¥Ix+iky|)? (7.1)
i=0

NN

* Définition 7.2. Un espace pré-hilbertien complet est appelé espace de Hilbert.

% Théoréme 7.2. Soit (Q, 7, u) un espace mesuré. Alors H=L2(Q, 7, u;K) est un
espace de Hilbert sur K avec le produit scalaire défini pour f, g € H par:

<f,g>=/ﬂ?gdu-

Démonstration. On ne traite que le cas K=C. Si f, g € H, U'inégalité de Holder avec
p=q=2donne fge LY(Q, T, u;K) et donc l'intégrale définissant le produit scalaire est bien
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définie. On vérifie les axiomes des produits scalaires : 1/ (f, g) est linéaire en la deuxieme

variable g par linéarité de l'intégrale.

2/ la symétrie hermitienne vient du calcul suivant :

<f,g>=/§279du=/ﬂﬁdu=/ﬂf§du=m-

3/
(f, )= /Q Fdu = 1112 < [0, +oo]

4/ Comme on sait déja que ||.||> la séparation de la norme implique que si ||f||, = 0 alors
f=0 (u-presque partout c’est a dire) dans H = L%(Q, 7T, u; K).

On a donc bien un espace pré-hilbertien, et le Théoreme de Riesz-Fischer 6.7 dit que
L2(Q, 7, u;K) est complet, donc un espace de Hilbert. O

Exemple 7.4. ¢t2(N;C) sont des espaces de Hilbert (cf. chapitre 6 pour la complétude),
mais pas C%([a, b], C) dont la complétion est 'espace de Hilbert L2([a, b], 1;C). La
complétion d’un espace préhilbertien en tant qu’e.v.n. (cf. annexe A section 3) est
toujours un espace de Hilbert.

2 Projection sur un convexe fermeé

On va généraliser 'existence de projection orthogonale sur un sous—espace d’un espace
euclidien d’abord au cas des convexes fermés et en dimension infinie.

* Théoreme 7.3. Soit H un espace de Hilbert et C c H un convexe fermé non-vide.
Pour tout f € H il existe un unique u= P-(f) € C tel que

f—ul|=inf||f-v].

I1f = ull = inf IIf = v

De plus c’est U'unique vecteur u € C vérifiant la propriété caractéristique :
vveC, R{f-u,v-u))<0

Enfin, P- est une application 1-lipschitzienne appelée projection sur C.




136 Chapitre 7. Espaces de Hilbert; bases hilbertiennes

Remarque 7.2. Un théoreme de projection similaire sur un convexe fermé est valide
dans LP(Q, 7, u) pour tout 1 < p < o (et pas seulement p =2), mais il n’y a pas de
caractérisation aussi simple de la projection P. (en 'absence de produit scalaire) et la
projection P est seulement uniformément continue (et plus nécessairement Lipschitz).
Mais ce résultat est beaucoup plus dur (un exercice difficile de M1 Math).

Démonstration. On fait une preuve directe, utilisant Uidentité du parallélogramme.
Soit v, € Ctel que ||[f - vy|| > d=inf,cc||f - V]|
En appliquant Uidentité aa=f-v,, b=f - vy, on trouve :

Vh—Vm
2

Vn + va2 ‘

2 1
: | =S a1F = vall2 +11f = vanl®) - 0.

I7-

L 2
Or par convexité Y2t¥m ¢ C donc ||f - “3¥2|° > d? donc

On déduit donc que v, est de Cauchy, donc converge vers u et par continuité de la norme
d=|If - ull.

Va—Vm |2 1
| < S = Vall? + 11 = Vil ) - 0% — 0.

Soitg: v ||f- v||§. On peut calculer la différentielle dg(u) =R({(f-u,.)). Orsig
atteint son minimum en u, pourve C, t € [0, 1],

f —tv—(1-tull} =IIf - ull5+t3]lv-ull5 - 2tR(F - u, v—u)) > [If - ull}

donc 2R((f—u,t—u)) < t||v - u||§ et la limite t —» 0 donne U'inégalité caractéristique.
Réciproquement, onaent=1, 'inégalité qui conclut :

= ull3 = 1If = v[I5 = 2R(F —u, v—u)) —||v-ull5 <0.

Pour voir Uunicité, si uy, u; € C, on peut utiliser la convexité stricte sous la forme de
Uidentité du parallélogramme, on a

u1+u2“2+Hu1—u2

2 1
> 2| = S = w411 - wl?) = o

|-
soit comme ||f - %Hz > d? on déduit ||%||2 <0 donc uj = uy.

Par Uunicité, P est bien définie et il ne reste qu’a voir la lipschitizianité. En appliquant
la propriété caractéristique pour fi, f; :

R((fy = Pc(f1), Pc(f)) = Pc(f1))) <0,
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R((f, — Pc(f), Pc(fi) - Pc(f))) <0,

soit en additionnant :
R((f = L+ Pc(fy) = Pc(f1), Pc(fy) = Pc(f1))) <@
soit en utilisant Cauchy-Schwarz :

IPc(f) = Pc(f)II? < R((f — fo, Pc(fy) = Pc(f1)))
<|lfi = Bl IPc(f) = Pc(fIl.

% Théoréme 7.4. Soit H un espace de Hilbert et K ¢ H un sous espace vectoriel fermé.
Pour tout f € H, il existe un unique u= Pg(f) € K tel que

If — ullz = inf IIf — gllz.
De plus c’est 'unique vecteur u € K tel que
VveK, (v,f-uy=0

Enfin, Pk est une application linéaire bornée appelée projection orthogonale sur K.

Démonstration. Il reste a voir la nouvelle caractérisation équivalente car celle-ci étant une
relation linéaire, elle impose la linéarité de Px (1 Px(f) + Px(g) vérifie la relation pour Af + g et
doit donc étre par unicité Pg(Af + g)). La nouvelle caractérisation est plus forte.

Réciproquement, si R((f —u,v-u)) <0, en prenant v=2u et v=0, ontrouve R({(f-u, u)) =0
donc R({f —u, v)) < 0 pour tout v dans K donc aussi pour —v par linéarité d’ou l'égalité a 0. O

Exemple 7.5. Si H=L%(Q, u,R)
C={f>0p.p.}.

Alors Pc(f) = flfsp). (exo) Trouver aussi de méme la projection sur 'ensemble de
f:Q—1[0,1].




138 Chapitre 7. Espaces de Hilbert; bases hilbertiennes

3 Applications : Orthogonalité et Dualite

Orthogonalité

On peut définir dans un espace de Hilbert une notion d’orthogonal comme en dimension
finie.

* Définition 7.3. Si F c H est un sous—espace, alors U'orthogonal de F est

F-={xeH,VyeF,(x,y)=0}

On dit que x est orthogonal a F si x € FX. On remarque que

Ft= Wy, nt{ey
yeF
est toujours un sous—espace fermé comme intersection de sous—espaces fermé, comme
image inverse d’un sous-espace fermé par une application linéaire continue (le produit
scalaire). La proposition suivante décrit la décomposition en somme directe orthogonale. Tout
se passe comme en dimension finie pour les sous—espaces fermés, et sinon, il faut ajouter
une adhérence.

* Proposition 7.5. Si F est un sous-espace de Uespace de Hilbert H alors FX* = F, et
on a la somme directe orthogonale

H=FeF*

et alors pr et pr. =1 - pz sont les projections associées a cette décomposition.

Ici F*+ = (F*)* est Uorthogonal de 'orthogonal.

Démonstration. 1. Onremarque d’abord que F c F*t. En effet par définition de F* si
xeF,yeF*+ (x,y)=0etdonc comme c’est pour tout y € F* la définition du
biorthogonal donne x € F++.

2. Onremarque ensuite que Ft+n F+ ={0}. En effet, si x e F** n F* alors (x, x) = 0 donc
x =0 (par axiome de séparation).

3. Montrons ensuite que pr. = 1 - pz (les projections sont bien définies car on a des
sous—espaces fermés l'espace de Hilbert H donc on peut utiliser le théoreme de
projection). En effet, si y € H la relation caractéristique de la projection othogonale dit
que y — p(y) est orthogonal a F donc dans F* et comme y — (y - pe(y)) = pe(y) est
orthogonal a F*, on doit avoir y — pz(y) = pr:(y) par caractérisation de la projection.
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4. On en déduit la somme H = F + F* (par Uinclusion du 1 et Uintersection du 2, on sait que
cette somme doit étre directe). Le point précédent donne la relation

y =prL(y)+ pg(y)

ce qui montre que tout vecteur H se décompose comme somme d’un vecteur de F et
d’un vecteur de F*. L’énoncé sur les projections associées a la décomposition est
évident a partir de la.

5. Il reste a voir que F++ c F ce qui donne 'égalité avec le point 1. Mais si y € F*+,
y — Pe(y) € F++ par 1 et le fait fait que F** est un sous-espace vectoriel. Mais on vient
de voir au 3 que y — P=(y) = pr:(y) € F-. Donc y — Pz(y) € F+*n F+ = {0} par le 2. donc
y = P=(y) € F, ce qui conclut.

Dualité : le théoreme de représentation de Riesz

On en déduit maintenant le calcul du dual de H (voir sous—-section 9 pour des rappels).

* Théoreme 7.6 (théoreme de représentation de Riesz). Soit ¢ une forme linéaire
continue sur un espace de Hilbert H alors il existe un unique f € H tel que

YveH,p(v)=(f, V).
De plus, on a 'expression duale pour la norme :

Ifll = sup [Kf, v)I.

lvil<1

Remarque 7.3. (facultative) Dans le cas complexe, f — (f,.) est une isométrie

antilinéaire identifiant H et H’ (et donc identifiant linéairement H’ au conjugué H ayant
la méme structure normique et de groupe mais AV=1vsiveVestla bijection/identité
de H — H notée - pour le caractére suggestif de la relation a la conjugaison complexe).

Dans la cas complexe on a donc H’ =~ H et dans le cas réel H' ~ H.

Démonstration. Soit K = ¢~1({0}) le noyau de ¢. Si K = H alors f =0 convient. On suppose
donc K # H. Soitdonc gg ¢ K et g = m% un vecteur de norme 1 et orthogonal a K.
Comme ¢ est une forme linéaire, on s’attend a ce que K et g engendrent L2, sorte de

généralisation du théoréeme du rang (on va voir cela plus loin en utilisant U'orthogonalité). En
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effet, soitve H, w= v—%g vérifie ¢(w) :¢(v)—%¢(g) =0doncwe K=Kerpetv=21g+w

_ ¢v)
avecd = 49 "

On montre donc que f = ¢(g)g convient, en montrant '’égalité sur un v quelconque en
utilisant la forme précédente :

(F, v)=9¢(9)(g, V) =¢(g){(g,1g+w)
= ¢(9)A1gl15 = ¢(g)A = ¢(V).

L’égalité des normes vient de Cauchy Schwarz qui implique que > avec égalité en prenant
v="_F/||f||sif=+0. O

Remarque 7.4. (facultative) Il n’est parfois pas judicieux d’identifier un espace de
Hilbert a son dual, notamment quand plusieurs espaces de Hilbert sont considérés et
que les identifications sont incompatibles a des relations de sous—espaces. Soit

H=¢2(N)et K={ueH, Z n?|un|? < o} Si on considére 'ensemble des suites telles que
neN

1 .
L={(up) Z F|un|2 < oo}. Il est facile de voir que K c H c L et que La transposé de

neN
Uinclusion K c H s’identifie a H~ H' c K’ ~ L. Il vaut alors mieux identifier K’ a L (et pas

K) en ayant une identification compatible avec les inclusions avec H.

4 Bases Hilbertiennes

* Définition 7.4. Soit H un espace préhilbertien. Une famille (x;);c; est dite
orthogonale si pour tout i # j, (x;, x;) = 0.

Side plus ||x;|| = 1, elle est dite orthonormale.

Une base hilbertienne (ou base orthonormale) de H est une famille orthonormale
(ej)jcs telle que Vect(ej, i€ I) estdense dans H.

Exemple 7.6. e; la suite dont la seule coordonnée non-nulle est la i-eme égale a 1
donne une base hilbertienne de ¢2(I). (par construction de ¢2(I)) Les bases
hilbertiennes vont permettre d’identifier tout espace de Hilbert a cet exemple.
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Procédé d’orthonormalisation de Gram-Schmidt

Notons ! tout d’abord que la projection d’un point sur un sous—espace vectoriel de
dimension finie se calcule facilement a 'aide d’'une base (de préférence orthonormale) de F :

Proposition 7.7. Soit H un espace de Hilbert et F un sous—-espace vectoriel de
dimension finie avec (x1, ..., Xp) une base de F (non nécessairement orthonormale).
Soit Bj j = (x;, x;). Alors B estinversible et pour tout x € E, on a

pr(Xx) = Z (B™h)j,i{Xi, X)Xj.

f,j=1

Démonstration. Pour voir que B est inversible, il suffit de montrer que les vecteurs de ces
n

lignes ({(xj, Xj))j=1,...,n Sont linéairement indépendants. Si on a Zﬂ,-((x,-, Xj))j=1,...n=0,0na
i=1
n _ 1
(Z/l,-x,-, Xj) = @ pour tout j. En prenant une combinaison linéaire
i=1
n _ n . n _
0= ZM(Z/UX,', Xj) =l Zlixillz,
=1 =1 i=1
n . J—
donc Z/l,-x,- =0 donc comme x4, ..., X, €tait une base, on obtient 1; = @ pour tout i, ce qui

i—1
donne la liberté voulue.

Pour x e H,on a

(Xix = > (B™Y); X1, X)x5)
ij=1

= (Xpo X) = > (B7h idXi, X)X X;)

ij=1
n
= (Xg, X) — Z (B™1)j,i{Xi, X)By,; = 0
ij=1
n

donc x - Z (B‘l)j,,-<x,-, x)xj € F* donc par caractérisation de la projection orthogonale
ij=1

Pr(X)= > (B i{Xi, X)X;.

i,j=1
O

1. Cette sous—section reprend le cours de 2018-2019 de T. Blossier, M. Carrizosa et ].

Melleray.
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Remarque 7.5. Voici un cas particulier important du résultat précédent. Soit E un
espace de Hilbert et F un sous—espace vectoriel de dimension finie avec (e, ..., €p)
une base orthonormale de F. Alors pour tout x € E, on a

pE(X) =) (ej, x)e;.
i=1

Exemple 7.7. Soit H=L%(Q,7,u) et Ac7,onavuenTD que 7(A) ={0, A, A, Q}.

F =12(Q,7(A), n) et un espace de dimension au plus 2 engendrée par e; = 1,4, €; = 1 4c
(du moins si A, Q ont mesures finis). Cette famille est orthogonale mais pas
orthonormale. ||e1]||? :f 1adu=u(A),|lezl|? = u(A°). Supposons ces deux nombres non
nuls et finis de sorte que F a exactement dimension 2. Alors la matrice de la proposition
précédente est B = diag(u(A), u(A)) et B-1 = diag(1/u(A), 1/u(A°)), la formule de
projection donne donc pour f € L2(Q, T, p) :

P2, 7 A, (F) (7.2)

1 1
=|—— fdul 1 I fdul 1 ac.
(u(A)/A “) A+(#(AC) ac “) 2

v

Rappelons que le procédé de Gram-Schmidt permet de calculer une base orthonormale

d’un espace euclidien a partir d'une base donnée :

Proposition 7.8 (Procédé de Gram-Schmidt). Soit E un espace euclidien et (e, ..., €p)
une base (resp. une famille libre) de E. Pour chaque 0 < i < n, notons F; le sous-espace
vectoriel Vec(eq, ..., €;) engendré par eq, ..., e;. Alors, la famille (CUPEERCS) définie de
la maniére suivante est une base orthonormale (resp. une famille orthonormale) de E :

’ el
e —
! llexll
i-1
ei— ) (e}, e)e]
- ei— pr,_,(€)) i1

! llei — pr,_ (€l i-1

lei = > (e}, eneql
k=1

pourl<i<n.

Exercice 7.1. Vérifier que les vecteurs e; =(1,1,1), e,=(1,1,-1)ete3=(0,1,1)
forment une base de R3. Utiliser le procédé de Gram-Schmidt sur cette base pour
obtenir une base orthonormale.
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Théoreme des bases

Exemple 7.8. en(x) = exp(inx), n € Z définit une base hilbertienne de 'espace
pré-hilbertien C?H(R, C) 'ensemble des fonctions continues 2x périodiques, muni du
produit scalaire :

1 2r
(f, )= ﬂ/a F(Dg(tdt.

C’est la base des décompositions en série de Fourier (on montrera cela plus en détail
dans la section suivante). Le but est de décomposer de facon similaire tout vecteur de H
comme somme d’une série en fonction d’'une base.

% Théoréeme 7.9. Soit H un espace préhilbertien et I un ensemble dénombrable.

1. Une famille orthonormale (x;);c; est libre et vérifie 'inégalité de Bessel, pour tout

xXeH:

D106 x)? < 1x112

iel
2. De plus une famille orthonormale (e;);c; est une base hilbertienne si et
seulement si on a ’égalité de Bessel-Parseval, pour tout x € H :

DX, el =112

iel

De plus, dans ce cas, pour tout x € H, la série suivante converge (dans H mais

X = Z e,-(e,-, X).

iel

pas absolument)

3. Si H estun espace de Hilbert séparable, toute famille orthonormale peut étre
complétée en une base hilbertienne au plus dénombrable (e;);c; de H et
J:x— ((ej, x))jcs établit alors une isométrie surjective J : H ~ ¢2(I).

Remarque 7.6. De la formule pour x, on tire par continuité la formule pour le produit
scalaire (qui est une série absolument convergente par Cauchy-Schwarz) :

(v, Xy =Dy, enei, x).

iel

Démonstration. Comme I est dénombrable, on peut supposer et on suppose I =N.
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(1) Si Z/l,-x,- =0, on calcule 1; = (x;, ZA,-X,-) =0 donc x; est bien libre. Soit
V, = Vect(e;, i €[[0, n]]), on a déja vu la formule pour la projection orthogonale sur V, :

pn(x) = ei(e;, x).

i=0
Donc par la propriété de contraction de p, et Uorthogonalité
n n n
Ipa )11 = (D eitei, x), D ejej, x)) = > (e, x)I1? < Ix]|?
i=0 Jj=0 i=0

En passant a la limite n — o on obtient l'inégalité de Bessel pour la somme et on trouve en
particulier ((x, e;))jen € £2(N).

(2) Si (ej)jexn €St une base soit x, € Vect(e;, i € I) convergeant vers x.

De plus, pour n assez grand |||x||? - ||xnl|?| < €/2 et pour tout m,

1Pm OO = 11pm(Xa)l1] < [1Pm(Xn = X111 Xall +[1X]])

< Hxn =1 UIXnll +11X]]) < €/2

(avec la derniere inégalité pour n assez grand) d’ou en prenant m tel que pn,(xn) = X, (car x,
est dans un certain V,, comme combinaison linéaire finie des e;), on obtient

m

2 2
D Kej, )12 = [Ix|
i=0

et donc la somme de la série est ||x|| d’ou l’égalité de Parseval.

<€

Réciproquement, Si on a égalité, on a la limite

n
D Kej, X2 = 11pa(0)I1? = ne 1X112
j=0

et ceci implique par le théoreme de Pythagore :
1pn(x) = X113 = [IX113 = 11Pn (XI5 —noe O

donc tout élément de H est limite d’éléments de Vect(e;, i € I) d’ou la propriété de densité
manquante pour obtenir une base hilbertienne.

De plus un calcul donne la formule pour x :

X =) eier, 0l = > IKer, x)* — 0.

i=0 i=n+1
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(3) Soit O la famille othonormale de départ. Soit K = Vect(O), on cherche une base
orthonormale de K+ pour compléter O, il est bien séparable comme sous espace de H. Soit
(Xn)new une famille dénombrable dense de K*. Quitte a extraire une sous-suite, on peut

supposer que x, ¢ Vect(xg, ..., X,_1) de sorte que (xp)nen €st une famille libre.

On peut donc orthonormaliser (xg, ..., X;) et obtenir (eg, ..., e,) tel que
Vect(xg,...., Xn) = Vect(ey, ...., €,). Par la construction, on remarque que
Uorthonormalisation pour (xg, ..., X5,1) On commence par les mémes vecteurs et on obtient

donc une famille orthonormale (f;)pen. Comme

Vect(xp, n e N) =U? ,Vect(Xg, ..., Xn)

Us_gVect(fy, ..., fn)

Vect(f,, n e N),

ces deux ensembles sont denses et donc (f,) ey €St une base de K+. Maintenant, O et (fp)nen
forment une famille orthonormale de H et tout O est une base de K par définition de K, donc
la décomposition orthogonale x = Px(x) + Px.(x) permet d’approcher Pg(x) par un élément
yn € Vect(0O), Px.(x) par un élément z, € Vect(f,, neN) et y,+ z, € Vect(O, f,, n e N) tend
vers x, d’ou la densité voulue pour que {e,, n e N} = OU {f,, n e N} forme une base de H.

Une fois 'existence d’une base, l'lisométrie est évidente par le (2), et si on a une suite
(1)jer dans £2(I), on voit que Zﬂ,-e,- converge par complétude comme ci-dessus et on obtient
ainsi la surjectivité.

On vient de voir (en prolongeant la famille vide) qu’un espace de Hilbert séparable a une
base dénombrable. Réciproquement, un espace de Hilbert a base dénombrable est
isométrique a ¢?(N) pour lequel Vectg(en, n € N} donne une famille dénombrable dense. O

Exemples de base 1 : Séries de Fourier

On va obtenir un premier exemple de base en utilisant le théoreme d’approximation de
Weierstrass.

Vous pouvez voir dans la section de compléments le corollaire A.10 pour une preuve
probabiliste basée sur la loi faible des grands nombres.

* Théoreme 7.10 (d’approximation de Weierstrass). Soit K un compact de R”, les
fonctions polynomiales (a coefficients réels ou méme rationnels) sont denses dans
C%K,R).
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En conséquence, (C%(K,R), ||.||.) est séparable et sa tribu borélienne 8(C?(K, R)) est
dénombrablement engendrée (c’est a dire admet une partie génératrice au plus
dénombrable).

Remarque 7.7. Le mouvement brownien sur [0, 1], un objet probabiliste important (vu
en M1) peut étre défini comme une probabilité sur la tribu borélienne de
(CO([0, 11, R), |[-]leo)-

Exemple 7.9. Montrons que en(x) = exp(inx), n € Z forme une base hilbertienne de
L%([@, 2x],C) :

1 27
(f, g) = Z/@ F(Dg(t)dt.

D’abord, on sait que C?(]@, 2rn[,C) est dense car il contient C?(]@, 2r[) qui est dense par
le Théoreme 6.12. Il s’agit donc presque de la complétion de 'exemple précédent.
Ensuite on vérifie 'orthonormalité :

1 [ .
(enemr = 5= [ exp(itm=m0)dt =1 s,

Enfin, il reste a voir que Vect(e,) est dense. Or, on a

Vect(ep) = {P(e™*, e ™), PeC[X, Y]} = {P(cos(x), sin(x)), P € C[ X, Y]}. Soit

D ={(x,y) eR?, x?+y? =1}, soit f ¢ C? (R,C) On définit g: D — C par

g(cos(x), sin(x)) = f(x). Il est facile de voir que g est continue sur D (utiliser tan, cot
selon le point comme carte coordonnée) donc par le théoreme d’approximation de
Weierstrass 7.10, il existe un polyndome P tel que ||P - g||» < € donc, si

Q = P(cos(.), sin(.)) € Vect(ep),ona||Q-fll2 <|Q - fllo < ||P - gllw < €. D’ou la
densité voulue.

C’est la base des décompositions en série de Fourier.

Exemple de base 2 : Polynomes d’Hermite

L’exercice suivant est corrigé a 'annexe E en section 3. Vérifier qu’une famille est
orthonormée est toujours un exercice calculatoire.

Exercice 7.2. Soit H=L%(R, B(R), y) Uespace de Hilbert réel des fonctions de carrés
intégrables pour la mesure gaussienne standard définie pour un borélien B par
y(B) =fB\/%e‘XZ/2dx. H muni de la norme usuelle :
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—X2/2
||f||.z=\//R|f<x>|ze ey
Vi

x2/2 n )
Hn(x) = (- 1)”‘;_ (d%) (e /%)

(et donc Hy(x) =1). On appelle les H, les polynomes d’Hermite.

Soit

1. Montrer que pour n> 1, H, est un polynome de la forme :

XN
Hn(x) =
n

2. Montrer que (Hp)ns¢ €st une famille orthonormale de H.

Montrer le résultat de densité sous—jacent pour obtenir une base est souvent plus dur.
Quand on ne peut pas utiliser un résultat connu, on utilise souvent la méthode qui consiste a
montrer que Uorthogonale est {0} en utilisant la proposition 7.5. On va donc déduire le
résultat suivant de cela et du théoréme d’inversion de Fourier :

Théoréme 7.11. Soit y la mesure gaussienne standard sur R. Alors la famille des
polyndmes d’Hermite (Hp),-o €st une base orthonormale de L%(R, B(R), y). En
particulier, les polyndmes sont denses dans L?(R, B(R), y) qui est séparable.

n
Démonstration. Montrons d’abord que la série exp(-t2/2) Z () H, converge dans
n=0 \/I‘I_
L*(R, B(R), 7).
o (it)"
On calcule la norme du terme général de la suite Sy = exp(-t2/2) Z H, par
Nt
orthonormalité de s (Hp) :
it)"]?
ISNIIZ = exp(-t )Z o]

2n
) <exp(t’-t>) =1

= exp(- t)z(

2 n
Donc pourp>qg=> N, |[Sp,1 ~ q||2 < exp(- tz)z:u

—Now 0. Donc S, est de Cauchy

et donc converge dans L2. Quitte a extraire on sait qu elle converge presque partout, donc sa
limite ponctuelle sera aussi sa limite dans L?. Concluons que F;, définie par F(x) = exp(itx),



148 Chapitre 7. Espaces de Hilbert; bases hilbertiennes

est la limite. Il suffit donc de voir que pour tout x e R :

(=in"
N Hp(x).

Fe(x) = exp(-t2/2) )’
n=0

Ceci équivaut, vu la définition de H, a

Fitx) exp(t2/2 - x2/2) = exp(-(it - x2/2) = Y SIS (e
n=0 ’

ce qui est la somme de la série de Taylor en x évaluée en a =it de f(x) = exp(-x2%/2) (pour f

L. R - a” . . e .
somme de série entiere surC f(x+a) = Z Ff(”)(x). Ceci est bien vérifié car la fonction du
n=0
milieu est analytique par composée de fonctions analytiques sur C (un polyndome et exp sont

sommes de séries entieres sur C donc aussi leur composée).

Conclusion : on a F; € Vect(Hp, n € N).

On montre maintenant que toute fonction f € L2(R, B8(R), v), orthogonale a
K := Vect(H,, n € N) est nulle. On peut supposer f réelle en prenant partie réelle et
imaginaire. Si f orthogonale a tout H, on a (f, F;) = 0 et donc

u(t):/f(x)exp(itx—x2/2)=0.

Orsi g(x) = f(x)exp(-x%/2) g € LLY(R, 1) est équivalenta f € L1(R, B(R), y) ce qui est le
cas car y est une mesure de probabilité et donc L2(R, B(R),y) c L}(R, B(R), y). Donc on a
g(t) =0 et par le théoreme d’inversion de Fourier, g(x) = 0 presque partout, soit f =0 dans
L2(R, B(R), 7).

Bilan pour K = Vect(H,, n e N) K+ = {0} donc K = K*+ = {0}* = L2(R, B(R), y), d’ou la
densité voulue. O

On a utilisé le théoreme suivant (peut-€étre vu en cours de probabilité, cf. annexe E
section 4 pour la variante sur les mesures de probabilité, cf. aussi le livre de Rudin d’analyse
réelle et complexe [7, Thm 9.11 et 9.12] pour n=1)

( 3

Définition 7.5. Soit f € L1 (R", B(R™), 1) la transformée de Fourier de f est la fonction de
teR":
?(t):/ eSO f(x)A(dx).
RI‘I

On renvoie a la section E.4 pour une preuve du résultat fondamental suivant.
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* Théoreme 7.12 (Théoreme d’injectivité de la transformation de Fourier (admis)).
Soient deux fonctions f;, f, € LL(R", B(R"), 1) On suppose que pour tout t e R” les
transformées de Fourier sont égales :

f(t) = H(t), VteR".

Alors f; = f, presque partout.
De plus, si f; e L1Y(R", 1) alors f; est (égale presque partout a) une fonction continue :

1

100 = Gam

/ fl(t)exp(—i(x, t))dt.
RI’I

5 Une Application : Le théoreme de
convergence des martingales bornées dans
L%(Q, T, P) (facultatif)

Dans cette section, on conclut par une application en probabilité. On prend (Q,7, P) un
espace de probabilité. Une filtration est une suite croissante de sous-tribu (75)ps9. Un
exemple de telle suite est 7, = 7 ((Xp, ..., Xn)) de la tribu engendrée par un vecteur aléatoire.
On peut considérer les espaces de Hilbert H, = L2(Q, 75, P) c L2(Q, T, P). C’est un
sous—espace fermé car si H, > X = m_e X 0n a vu au chapitre précédent, que quitte a
extraire Xp,, converge p.p. vers X et donc X est aussi 7,-mesurable et donc est dans H,. Par
caractérisation séquentielle cela dit H, fermé. On dispose donc de la projection orthogonale
Py, . EN probabilité, vous noterez Py, (X) = E(X|7,) et vous interpréterez cette projection
comme une espérance conditionnelle.

Définition 7.6. Une suite (X,)pcn est une martingale dans L? (pour la filtration (7;) 50
si pour tout m > n Py, (Xm) = Xp.

Cette condition dit que la moyenne de la future variable X,,, conditionnellement au
présent H,, est égale a X, (si X, est la valeur d’'un gain au temps n, en moyenne on n’a rien
gagné a attendre le temps m > n). Une somme de v.a. i.i.d. dans L2 d’espérance nulle est une
telle martingale. Par exemple, la somme des n premiers termes d’une suite de variables
gaussiennes centrées indépendantes donne une martingale dans L2. On va montrer un
théoréme de convergence pour les martingales bornées dans L2.
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Théoréme 7.13. Soit (7;)ps0.S0it (Xp)new €St une martingale dans H = L%(Q, 7, P) qui
est une suite bornée, c’est-a-dire, qu’il existe M > 0 telle que sup, || Xnll> < M. Alors X,
converge dans L?(Q, 7, P) vers une variable X et X, = Py, (X).

Ce théoréme se généralise a un théoreme de convergence des martingales bornées dans
LP,1 < p <oo.Ilyaaussiune version pour les martingales L! mais il faut une hypothése
technique plus compliquée (dite d’uniforme intégrabilité). (On dit que X, est une martingale
fermée quand X, = Py, (X) comme ci-dessus).

Démonstration. On considéere la décomposition orthogonale H,,; = K, ® H, avec Hg = Kg On
voudrait dire que L2(Q, 7 (Unso7Tn), P) = ®p-0Kn €st une somme orthogonale infinie, mais
comme on n’a pas introduit la notion,on va donc faire une preuve directe.

Remarquez déja que X,,1 — Xpn = Xpy1 — Pu,(Xne1) € Kn par la condition de martingale.
Donc par le théoreme de Pythagore et une récurrence triviale, on obtient :

n

2 2 2 2 2

1 Xne1l13 = 11 Xne1 = Xall3 +11Xal13 = 1Xol13 + > 11 Xee1 = Xill3-
k=0

On déduit donc de la bornitude en prenant la limite ||Xg||§ + Z | Xke1 — Xk||§ < M? et donc la

k=0
série est convergente. On déduit aussi que pourp>qg=> N

p (o]
1Xpe1 = Xqll3 = > 11Xka1 = Xull3 < D 1Xku1 = Xill3 = noeo 0.
k=q k=N
Donc (Xp) est de Cauchy dans un espace de Hilbert donc converge vers X. Comme Py, est
1-lipschitz donc continue, on déduit en passant a la limite dans la relation
Xn = PH,,(Xm) —m—oo PH,,(X) = Xn
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ANNEXE A
Compléments facultatifs au chapitre 2 :
Topologie des espaces metriques

1 Théoreme de Tietze (niveau L3-M1)

Comme jolie application de la complétude, on va donner en exercice (corrigé), la preuve
du théoreme de Tietze

Exercice A.1. Extension de Tietze-Urysohn

Soit F un fermé de X espace métrique. Soit E = CZ(X,R) ’espace des fonctions
continues bornéesetp: E — CE(F,R) Uapplication de restriction ( pour f : X —» R,
p(f) = f|F est la restriction de f a F. On va montrer que p est surjective.

1. Est-ce que E est complet?

2. Soitge C?(F,R) avec ||9g|le < 1. Soient K7 := g~1([1/3, 1]) et
Ky := g~1([-1,-1/3]). Soit :

1d(x, Kp) = d(x, K1)

3d(x,Ky)+d(x,Kqp)’

d(x, Kj) :=inf{d(x, y), y € K;}.

f(x)=

(On comprend la valeur comme 0 si K1 et K, vides et sinon, -1/3 si K; vide, 1/3
si K, vide). Vérifier que f € E
3. Montrer que ||f|lo < 1/3 et ||p(f) - G|l <a=2/3..
4. Construire une suite f, par récurrence a partir du résultat précédent telle que
for=Fg+...+ Fy et ;
n
D Pkl < %(1+...+%)
k=0

et
n+1l

I1p(fn) = gl < Erh
5. Montrer que f, converge. En déduire, qu’il existe F € E, ||F||. < 1 telle que

p(F)=g.
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Extension de Tietze-Urysohn (Correction)

Soit F un fermé de X espace métrique. Soit E = C?(X,R) etp: E— C?(F,R)
Uapplication de restriction. On va montrer que p est surjective (et un peu mieux).

1. Soit g e C%(K) avec ||g||» < 1. Soient K; := g~1([1/3, 1]) et K, := g~ 1([-1, -1/3]). Soit :

ld(X’ KZ) - d(X’ Kl)
3d(x,Ky))+d(x,Ky)’

f(x)=

Vérifions que f € E, ||f|lo < 1/3 et ||p(f) - G|l < a=2/3. (on dit que p est presque
surjective)
f est continue car d(., K;) est continue et le dénominateur est non nul car K1 n K, =0 et
d(., Kj) >0 sur Kf.

2. Or par Uinégalité triangulaire :

F(x0)] < 1d(x Ky)+d(x, Ky) l
= 3d(x,Ky)+d(x,Ky) 3

donc f est bornée et ||f|| < 1/3.

1 1
p(H) = gl=1k13 - gl+ 1ol = 3 = gl+ (1k = 1k, = 1,)If ~ g
1 1
<1k (5 = Plle + LiG 11k (=3 = Plleo + (T = 1y = 1) (o +119ll0)

et tous les termes sont inférieurs a 2/3 par définition.
3. On construit construire une suite f, par récurrence a partir du résultat précédent telle
que fp=Fg+...+ Fp

2n
Z 1Pl < 3144 20)

et
n+l

I1p(fn) = glle < Iml
On prend fyg = Fg = f donné par 1 a partir de g. On prend F,/||p(f,—1) — gl|~ donné par 1 a
partirde —[p(f,_1) — 91/llp(fn-1) — gll~ (si le dénominateur est @ on s’arréte et on prend
la suite constante).

Donc on a les deux inégalités

n

12
1Flle < 311P(Fan) - glle < 357

et
2n+1

1P(Fn)+ p(fa-1) = Glle < 3Ilp(fn D)= 9lle < 555

La deuxieme inégalité donne ||p(f;) — G|l < 3,,+1 La premiere inégalité suit par
Uhypothése de récurrence.
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4. Déduisons qu’il existe F € E, ||F||~ < 1 telle que p(F) = g. Z F, est donc absolument

convergente dans E, donc par complétude convergente, donc soit F = Z Fn=Llimf,. En
n=0
passant a la limite on obtient (par la somme d’une série géométrique)

n+l

) 1 s 2 1 1
I1Flle < 3, IFalle < 3 0 357 < 37273 = 1

et||p(F)-9gl|le =0 donc p(F) = g par séparation.

2 Complément sur UEspace dual (niveau
début de M1)

Définition A.1. L’espace E’ := L(E,K) des formes linéaires continues sur un e.v.n. E
est munie de la norme duale

Ifller == sup [f(x)I.

xeE,||x]|<1

On a vu dans la section précédente que c’est toujours un espace de Banach. Il sera tres
utile dans ce cours pour étudier E lui-méme.

Le résultat suivant, conséquence de Hahn-Banach permet de décrire réciproquement la
norme de E en terme de celle de E’ (cela ressemble a la définition de ||f||g mais c’est un
théoreme difficile! que l'on exploitera pour relier E au dual du dual dans la section suivante) :

Proposition A.1. Soit (E,||.||e) un e.v.n., alors

Ixlle= sup [f(x)|= max [f(x)].
fEE’va”E’Sl fEE’,HfHErSl

Démonstration. Par définition, on a

sup |[f(x)| < sup |Ifllelixlle = Ix]le.
feE’,||fllgr<1 feE’,||f||lgr <1

Inversement, on applique le Théoreme de Hahn-Banach B.9 a G =Rx en posant
g(tx) = t||x||g de sorte que g(tx)|| < ||tx||e. Donc, il existe f € E’ tel que f(x) = g(x) = ||x||e et
f(y) <|lylle c’est-a-dire ||f||g < 1. En particulier, le sup est atteint en f et est donc un
maximum. O
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On rappelle deux exemples d’espaces classiques.

Exemple A.1. cy(I) est 'ensemble des suites (x;);c; qui tendent vers @ dans le sens ou
sie> 0, il existe une partie F finie telle que |x;| < e pour tout i ¢ F. On munit cy(I) de la
norme sup :

[[X]leo = SUP [X]] < 00.
iel

¢>(I) est 'ensemble des suites bornée (x;);jc; avec la méme norme ||X||w-

Exemple A.2. ¢t1(I) est lensemble des suites (x;)jc; sommables, tel qu’il existe une

constante C, tel que pour toute partie F finie telle que Z |xj| < C. On munit ¢1(I) de la
ieF

Ixll = sup D Ixil =: D Ixil < co.

ieF iel

norme :

On étudiera la dualité des espaces LP dans un chapitre ultérieur. Le résultat suivant
donne un exemple de calcul de dual :

Proposition A.2. Le dual de cy(I) estisométrique a

eI = (co(D))'.

Démonstration. On définit T : ¢1(I) — (co(I)) par:

T((u))(vi)l = ) ujvi.

iel
Bien siir, on a l'inégalité montrant que T est bien défini et contractant :

ITuNLOVvIl < D il [vil < llclls D lujl.

iel iel

Montrons que T est isométrique. Comme les suites a support fini sont denses dans ¢1(I)
il suffit de montrer ’égalité dans ce cas, et cela vient en posant (v;) = 1{vi¢0}% € co(I) si (uj)
a support fini de T((u))(v;) =|(uj)|l,». Donc comme ||(v})|l¢, < 1 on a U'inégalité manquante :

T Ui (coy = NUDl -
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Montrons que T est surjectif. Soit f € (cg(I))’ et e; la suite valant 1 en i et 0 ailleurs. Soit
u; = f(e;), montrons que (u;) € ¢X(N). Or par Uisométrie

N(uilicp)lla < HTUiLliceDlcey = T (U)o VEll(coy = I1f 0 VEll(cp)y < IIll(co)

car ve((xj)) = (1jcrx;) est une contraction sur cy pour F fini (et par le calcul a support fini qui
suit qui implique fo ve = T((u;)) o ve). Donc pour tout F fini :

D uil < [1fllicoy

ieF

ce qui donne la sommabilité u € ¢1(I).
Montrons enfin que f = T((u;)).

En effet, si v est a support fini, f(v) = T((u;))(v) par linéarité mais comme les deux cotés
sont continus en v et que (par définition) les suites a support fini sont denses dans cy(I), on
obtient f = T((u;)).

Un autre résultat de base permet d’associer a une application continue u: E — F une
application (dite transposée ou adjoint) entre les duaux u! : F" — E’.

Proposition A.3. Si u: E — F estune application linéaire continue u!(f) = f o u définie
une application linéaire continue u' : F” - E’ eton a

t
Il =11 ulll-

Démonstration. Par composition, si f € F’, u linéaire continue, f o u est linéaire continue
donc appartient a E’. La linéarité en f est évidente. de plus [[ut(F)(X)|| < ||Ifl|e|l|ullll|x||e donc

ut(Hller < 1l Nl

Ceci donne [||ul]|] < |||u]l].

Réciproquement on utilise la proposition précédente pour obtenir :

lu(Olle = sup [(W'(HHONI< sup [I(u (Hllellxlle < [lullllIx]E.
fllFr<1 fllFr<1

Ceci donne par définition de la norme subordonnée, l'autre inégalité : |||u]|| < |||ul]||.
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3 Bidual, Complété (niveau debut de M1)

Le dual du dual E” = (E’) est appelé bidual de E.

Définition A.2. L’application J: E — E” qui envoie J(x)(f) = f(x) pour f € E’ est
appelée injection canonique de E dans E”.

Proposition A.4. L’injection canonique J : E — E” est une isométrie (c’est pour cela
que c’est une injection).

Démonstration. En appliquant la définition de la norme du dual puis la conséquence de
Hahn-Banach de la section précédente (proposition A.1), on obtient :

1JCOler = sup [Jx)(Hl= sup [f(x)]=]xlle.

fller<1 [Ifller<1

On donne un exemple :

Proposition A.5.
(co(I))” = (£1(D)) = £=(I).

Démonstration. On définit T : ¢°(I) — (¢Y(I)) par :

T((u)[(v)l =) ujvi.

iel
Bien siir, on a l'inégalité montrant que T est bien défini et contractant :

I TuNLVvll < D il 1vil < llclls D lujl.

iel iel

Montrons que T est surjectif. Soit f € (¢1(I)) et e; la suite valant 1 en i et 0 ailleurs. Soit
u; = f(ej), alors |uj| < |[f||,1 donc (u;) € £*(I), montrons que f = T((u))).

En effet, si v est a support fini, f(v) = T((u;))(v) par linéarité mais comme les deux cotés
sont continus en v et que (par définition) les suites a support fini sont denses dans ¢1(I), on
obtient f = T((u;))).



4. Compléments sur la compacité et complétude (niveau L2-LB59

Montrons que T est isométrique. Mais || T(u;)|| > |T(u;)(e;)| =|u;| donc
I T(upll = [[(up)lle=(r) €t on obtient donc U'égalité.

Définition A.3. L’adhérence E := J(E)EN E dans E” est appelée complété de E.

Comme c’est un espace fermé d’un espace complet, c’est un espace de Banach muni
d’une injection i : E — E (qui est id si E est déja n espace de Banach). Il est caractérisé par
la propriété universelle suivante. Contrairement a la compacité qui est dure a trouver en
dimension infinie, la complétude est simple grace a cette construction, car il suffit de passer
au complété (mais, dans des espaces de fonctions, il faut travailler pour décrire plus
explicitement ce complété, comme espace de fonctions concréetes).

Proposition A.6. Soit F un espace de Banach et u: E — F une application linéaire
continue, il existe une unique extension U : E — F telle que Do i= u. De plus, on a
el = Mlulll-

Démonstration. pour U'existence on considére (u!)! : E” — F” et on regarde sa restriction u
a E. Sur E, U coincide avec u donc est a valeur dans F. Par densité de E, | existe une suite
Upn — ue E etdonc G(E) c F. Or comme F est complet il est fermé dans son bidual donc

F = F. Cela donne Uexistence. L'unicité vient de la densité de E dans E. Par la construction
on a|||]]] < [|lu]]]. L’autre inégalité vient par densité. O

4 Compléments sur la compacite et
complétude (niveau L2-L3)

Définition A.4. Un espace métrique (X, d) est précompact si pour tout e > 0, X peut étre
couvert par un nombre fini de boules ouvertes de rayon e.

On rappelle le résultat suivant (cf. e.g. Zuily-Quéffelec [6, Th I1.1 p135] ou Gourdon
d’Analyse [5, p 32]) :

Proposition A.7. Un espace métrique X est compact si et seulement si il est

précompact et complet.
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Démonstration. L’'implication, compact implique précompact vient de la définition.
L’implication compact implique complet vient de Bolzano-Weierstrass (vu qu’une suite de
Cauchy ayant une sous-suite convergente converge).

Réciproquement, on utilise aussi Bolzano-Weierstrass. On va construire une suite
extraite de Cauchy par extraction diagonale. Soit (x,) suite de X.X est recouvert par un
nombre fini de boules B(a, 1) donc par principe des tiroirs, il existe une sous-suite (xy,(n)) de
(xn) contenu dans une de ces boules B(ag, 1). Par récurrence, on obtient une suite extraite
(Xgpgo...00,(n)) CONtenu dans B(ap, 1/2P) en ayant choisi un recouvrement fini B(a, 1/2P) de
B(ap-1, 1/2P-1) et un terme de ce recouvrement contenant une sous-suite de la suite—extraite
précédente (Xpgo...0p,_1(n))- ON considere Uextraction diagonale yn = Xgpo...00,(n)- VU que
#i(n) > n car les ¢; sont strictement croissantes,

Yy(n)=¢go...opn(n)>¢go...0o¢p_1(N) > ¢go...o¢,_1(n—1)=y(n-1) donc y, = X, (n) est bien
une suite extraite telle que a partir du rang n, (yy)i>n extraite de (Xyy....0p,(k)) €St dans la
boule B(ap,,1/2"). Donc y, est de Cauchy donc converge par complétude. O

Théoréme A.8 (de Tychonov). Un produit [T;c; X; d’espaces topologiques compacts est
compact.

Comme le cas non-métrique, non-dénombrable utilise 'axiome du choix sous la forme

du lemme de Zorn, on reverra cela plus loin.

Exercice A.2. Si I dénombrable, X; métriques, montrer que [];c; X; est un espace
métrique compact. (Indication utiliser le résultat précédent.)

5 Théoreme d’approximation de Weierstrass
(niveau L3-M1)

Théoréme A.9 (de Bernstein). Soit f : [0, 1]" — C continue et définissons le polynome
de Bernstein :

N N
BN(F)(X1y .euy Xp) = Z Z
ki=0 k=0

k k
C,’\‘,l...C,f,"f(Wl, W”)xfl(l —xp)Nhxkn1 = xp)N-kn

Alors By(f) converge uniformément sur [0, 1]" vers f
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Démonstration. On interpréte de facon probabiliste By(f). Soit Q = {0, 1}N" avec la mesure

de probabilité

P(wy=i1, ..., wNn=in) = xlkl(l —x)Nhxkn (1 = x )Nk
avec k; le nombre de 1 parmi iy(j-1)+1, ..., ini- On note
Si(w) = Arton Sy (w) = Nl TN g (S5, ..., Sp) qui sont des variables de loi

binomiales indépendantes du point de vue probabiliste. Alors
/ dPf(S1,...,Sn) = BNy(f)(X1, ..., Xn), donc si w(h) = sup{|f(x) - f(y)|:|x-y| < h} estle
module d’uniforme continuité de f, on a :
[f(X1y eves Xn) = BN(F) (X1, «ouy Xp)| S (1F (X1, «ony Xn) = F(S)]]1
< w(6) + 2| fllP (I(X1, -+y Xn) = S| 2 6)

Or par union disjointe et l'inégalité de Markov :

n " E(x; - Sif?
P, s Xn) = S| 20) < Y Pxi= Sl 29 < Y, 2210
i=1 i=1
Or un calcul simple donne E(|x; - Si|?) = Var(S)) = X’(lN_X") < 4 donc
limsup sup [F(X1,.eey Xn) = BN(F) (X1, ...y Xn)|
Now  (X1,...,Xn)€[0,1]7
2n|[f]]e

< limsupw(s) + =w(d) =59 0.

N—co 4N(52

Corollaire A.10 (Théoreme d’approximation de Weierstrass). Soit K un compact de R”
les polyndmes (a coefficients complexes) sont denses dans C%(K,C). En conséquence,
C%K,C) est séparable.

Démonstration. Comme K est fermé borné, K c [-N, N]" et par le théoréme de Tietze D.3, f
continue sur K se prolonge en une fonction continue sur [-N, N]", il suffit donc du cas

K =[-N, N]™ que l'on obtient par translation et dilatation (qui conservent les polynomes) du
résultat précédent. Comme Q[i] :=Q+iQ est dense dans C, on voit facilement que les
polynomes a coefficients dans Q[i] sont aussi denses, et forment un ensemble dénombrable,
comme union dénombrable des polynomes de degré au plus m en chaque vanr,iable (c’est plus
simple a décrire qu’en terme de degré total) qui s’écrivent sous la forme Z /l,-xil...x,’;” et

il ..... i,,=0
qui s’identifient donc au produit Q[i]™" ~ Q2™", qui est dénombrable comme produit fini

d’ensembles dénombrables. O
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Remarque A.1. Plus généralement, le théoreme de Stone Weierstrass indique que
toute sous—algébre A (stable par conjugaison complexe) de C%(K, C) avec K compact
qui contient les fonctions constantes et sépare les points (au sens pour x # y il existe
P e A avec P(x) # P(y)) est dense pour la norme uniforme :A = C%(K, C).

6 Un réesultat de compaciteé : le Théoreme
d’Ascoli (niveau L3 Math)

Les compacts sont difficiles a trouver en dimension infinie, et la moitié viennent (ou sont
des variantes) du résultat suivant (’autre moitié sont des conséquences du Théoreme de
Tychonov), que l'on va déduire de la relation entre complétude et compacité.

Remarque A.2. Soit (Y, d) un espace métrique borné, d, (C?(Y,R)), dy(x)=d(y, x)
la distance a y. ||dy — d;|| = supycy |d(y, X) — d(z, x)| = d(y, z) (car < par Uinégalité
triangulaire inverse et > en prenant x=y ou x=2z) Doncd: Y — Cg(Y,R) est une

isométrie.

Définition A.5. Soient X, Y des espaces métriques, une partie F c C2(X, Y) est
équicontinue si pour tout e > 0, il existe § =6(e) > 0, tel que Vx, y € X,Vf € F, si
d(x,y) <¢éalors d(f(x), f(y)) <e.

. v

Par exemple une famille d’application K-lipschitziennes (comme une famille de la boule
unité fermé de rayon K des applications linéaires continues entre espaces de Banach) forme

une famille équicontinue.

Théoreme A.11 (d’Ascoli). Soient X, Y des espaces métriques compacts, si une partie
F est équicontinue alors F est compacte (pour la topologie de la convergence uniforme
donnée par la distance d(f, g) = sup,.x d(f(x), g(x))).

Exercice A.3. Montrer la réciproque facile.

Démonstration. Comme Y compactil est complet borné doncd: Y — C?(Y,R) est une
isométrie et d(Y) est complet donc fermé. Elle induit une isométrie de

C%X,Y) - C%X, C)(Y,R)) qui est un espace de Banach. Les équations f(x) € d(Y), x € X
montrent que U'image de Uisométrie est fermé (comme intersection de fermés nycxevy1(d(Y)),
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evx(f) = f(x)) donc complet. Donc C%(X, Y) est aussi complet (on aurait aussi pu reprendre la
preuve du cas Y Banach) et F aussi.

Il reste & voir que F est précompact. Or en recouvrant F par des boules de rayon ¢/2, F
est recouvert par les boules de méme centre et rayon ¢, donc il suffit de voir F précompact.
Soit € > 0, on fixe 6(e) > @ donné par ’équicontinuité et R les centres d’un recouvrement de X
par des boules de rayons §(e) donné par sa précompacité.

Remarquons que si d(f(r), g(r)) < e pour tout r € R, en prenant r avec d(x, r) <é(e), on a
par U'équicontinuité et inégalité triangulaire :

d(f(x), g(x)) < d(f(x), f(r))+d(f(r), g(r)+d(g(r), g(x)) < 3e
= d(f, g) < 3e.

Soit enfin S les centres des boules de rayon €/2 recouvrant Y. Nous allons indicer les boules
d’un 4e recouvrement par les applications SR de R vers S en nombre fini. Pour ¢ € SR, soit

Fs={fe F,YreR,d(¢(r), f(r)) <e/2}

Si f, g € F, alors U'inégalité triangulaire donne, d(g(r), f(r)) < e pour tout r donc d(f, g) < 3e et
si F4 est non-vide il estinclus dans B(by, 4¢).

Enfin, il suffit donc de voir que F c U, sr Fy. Or chaque valeur possible de f(r) est a
distance inférieure a €/2 d’un s = ¢(r) € S pour un certain ¢, ce qui conclut. O

Théoreme A.12 (d’Ascoli). Soient X un espace métrique compact et E un e.v.n. de
dimension finie, si une partie F est équicontinue et bornée de C%(X, E) alors F est
compacte (pour la topologie de la convergence uniforme donnée par la norme ||.||w)-

Démonstration. Si M = sup{||f|le, f € F}, F c C%X, BF(0, M)) et Y = BF(0, M) est fermé
borné donc compact comme E est de dimension finie. Le théoréme précédent conclut. O



ANNEXE B
Compléments facultatifs et hors programme au
chapitre 3 :Convexité

1 Propriétés des Cones tangents et normaux
dans R”

En pratique, on peut utiliser le résultat suivant pour se ramener a des cas plus simples :

Proposition B.1. Soient A, B des convexes de E.

1. Si Ac B alors pourtout x € A, Ta(x) c Tg(x) et Na(x) o Ng(x).
2. SiaeInt(A), Ta(a)=E et Na(a) ={0}.
n
3. Siug,...,une Nyg(x) alors {Z/l,-u,-,/l,- >0} c Na(x).
i=1
4. Sia=#balors Ny p(a)=(R(b-a))*+R.(a-b)
et pour u € [a, b] —{a, b} Ny p)(u) = (R(b-a))*.
5. Pourxe A, Ac x+ TA(X) et TX+TA(X) = TA(X) et donc NX+TA(X) = NA(X).

Démonstration. (1) Ta(x) =Ri(A - x) c Tg(x) est par monotonie de 'adhérence. Si f € Ng(x)
alors pour tout y € Tg(x) (en particulier y € Ta(x) on a {f, x) <0 et donc f € Ny(x). Doncon a
Uinclusion N4a(x) o Ng(x).

(2) ae Int(A) il existe une boule donc un convexe B(a,r) c Ar > 0 et donc par (1)
Ta(a) > Tga,n(a) DRy (B(a, r)-a)=R.B(0, r) = E par la définition. Vu E+ = {0} le résultat sur
le coOne normal s’en déduit.

(3) C’est la propriété de cone. Par hypothese pour x € T4(x) on a (u;, x) < @ donc pour
n n n

;>0 (Z/l,-u,-, X) =Z/1,-<u,-, x) < 0 etdonc Z/l,-u,- € Na(x).

i=1 i=1 i=1

164
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(4) Comme [a, b] est convexe, on obtient T,([a, b]) =R,[a-u,b-u]letu=1a+(1-2)b
donc(a-u)=(1-A)(a-b), b—u=2a(b-a)donc T,([a,b])=R,[a-u,b-u]=R(b-a)doule
calcul du cone normal par U'exo 3.2. De méme Tq4([a, b]) =R, (b - a) donc clairement
f e Ng([a, b]) se décompose selon la somme directe orthogonale R(b-a) ® (R(b - a))*
f=A(b—a)+veton (f,b-a)=21||b- all? qui est négatif si et seulement si 1 < 0. Donc si et
seulement si f € (R(b-a))* +R.(a—- b) comme annoncé.

(5) Par la formule x + T4(x) = x+Ri(A-x) > x+(A—-x) = A. Par Uinclusion
TX+TA(X) ) TA(X). Mais x + TA(X) - X= TA(X) donc TX+TA(X) =RiTA(X) = TA(X) car TA(X) estun
cone fermé. On déduit directement le cas des cones normaux. O

Exemple B.1. Soit A={(x,y)eR?: x>y >0,}. Calculons Na(0) le cone normal en
0=(0,0).
D’abord on essaye de borner supérieurement ’ensemble. En prenant [(0, 0), (1, 1)] c A,

on a
Na(0) c Nio,0),(1,1)](0)
= (R(li 1))L+R+(_11_1)
={A(1,-1)+u(-1,-1),2 eR, u > 0}
De méme

Na(0) c Ni0,0),(1,0)1(0)
= (R(1,0))" +R.(-1,-1)
={1'(0, 1)+ (-1,0),2" €eR, ' > 0}

Donc N4(0) estinclus dans Uintersection, résolvons le systeme (—u’,1’) = (1 — u, -1 — )
avec les conditions ci-dessus ,4,1" € R, u, ' >0 Il fautdonc -A —pu=-A+u-2u=p" - 2u
donc

N,0)(A) c {¢' (-1, 1) +u(0,-2), u, p’ > 0}.

Montrons qu’il y a égalité en montrant que (-1, 1) € N4(0) et (0, -1) € Na(0) (caron a
alors lautre inclusion par le 3 de la précédente proposition).

La formule du cas convexe donne T4(0) = A donc soit (x, y) € A, on calcule
((x,y),(=1,1))=y-x <0 dapres 'équation de A donc (-1,1) € Na(0).

Enfin ((x, y),(0,-1)) =-y <0 donc (0,-1) € Na(0) comme voulu.

On a donc

Na(0) =R.(-1,1) +R.(0, -2).

On est maintenant prét pour la :
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Preuve du Théoreme 3.6. On rappelle que

C={xeU:Vie{l,...,n}, gi(x)<0}.

On a supposé xg € Int(C) c U existe. Soit x € C tel que :

1. les [ premieres contraintes sont actives, c’esta dire : g;(x)=...=g;(x)=0
2. les autres contraintes ne sont pas actives, c’est a dire g;,1(x) <0,...g5(x) <0

Sil=0,0na
xelInt(C)={xe U:Vie{l,...,n}, gi(x) <0}

donc Nc(x) ={0} par la proposition B.1.2. Sinon, le but est de voir :

i=1

[
Nc(x) = {Z/liVQi(X),/li > 0} :

Etape 1 : inclusion o.

Par la proposition B.1.3. il suffit de voir que Vg;(x) € Nc(x) pour 1 <i < [, soit autrement
dit par définition de Nc(x), il faut voir :

(Vgi(x),u-x)<0,YueC
Or par le théoreme 3.12, onaVvu,x e U
(Vgi(x), u—-x) < gi(u) - gi(x) = gi(u) < 0,
carue C.
Etape 2 : inclusion c.
Soit f € Nc(x).

On remarque d’abord que si on prend hg = xg — x on a
dgi(x)(he) < gi(xp) = gi(X) = gi(Xxe) <@ pourtouti=1,..., 1L

Soit donc maintenant h tel que dg;(x)(h) <0,i=1, ..., [ (il en existe par la remarque),
alors gj(x+th) - g;j(x) =tdgij(x)(h)+ o(t) donc g;j(x + th) <@ pour t > 0 petit,eti=1,...[ De
plus pour t assez petit comme g;,1(x) <90, ...g,(x) <0, on déduit par continuité
gu1(x+th)<0,...9p(x+th) <0 dou x+the Apour tout t assez petit.

Par définition de N-(x), on a donc (f, x + th— x) < @ donc en particulier (~f, h) > 0 et on
ne peut pas avoir —(f, h) < 0. Donc -f, dg1(x), ..., dg;(x) vérifient la premiere condition de la
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Proposition B.15 (avec E =R") donc aussi la seconde et sont donc positivement linéairement
[

dépendants. On a donc des 1, positifs non tous nuls tel que —/lof+Z/l,-Vg,-(x) =0.
i=1

[
Montrons enfin que 15 # 0. Si on avait Z/l,-Vgi(X) =0, il n’y aurait pas de h tel que

i-1
dgi(x)(h) <@ pourtouti=1,..., [ ce quicontredit dg;(x)(hg) < 0.

On conclut a 'égalité voulu :

=2,

P

[
LVgi(x) € {Z/liVQi(X),/li > @}

0 i-1

P

[
i=1

2 Enveloppe convexe, cones tangents et
cones normaux pour tout e.v.n. E (Niveau
L3)

Comme pour les adhérences, la stabilité par intersection garantit 'existence d’un plus

petit convexe contenant A.

Définition B.1. L’enveloppe convexe d’un ensemble A, notée Conv(A) est le plus petit

convexe contenant A.

Lemme B.2.

n n
Conv(A) = U {Z tixi, x; €A, avecz t;=1,t > 0}
nete i1 i1

Démonstration. Soit Conv’(A) le membre de droite.
n

Convy(A) = {Z tixi, Xj € A, avecz ti=1,t; >0} Le cas n=1 dans l'union est A donc
i=1

n m

Ac Conv’'(A). Siy; = Z tixi e Conv,(A), y, = Z sjzj € Convp,(A) sont deux points
i=1 J=1

quelconques, alors pour 1 € [0, 1]

n m
/lyl +(1 —/l)yz = Z/ll',’X,'+Z(1 —ﬂ.)Sij.
i=1 j=1
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n m

Comme ZM,-+Z(1 -1)Sj=1+(1-2)ondéduitay; +(1-2)y, € Conv;, ,(A). Ceci montre
i=1 j=1

que Conv’(A) est un convexe qui contient A.

Il est facile de voir que tout ensemble convexe est stable par combinaison convexe
n

Z tix; avec Z ti=1,t; > 0 par récurrence sur n et ainsi Con}(A) c Conv(A).Sit,=1, les

i=1
n

autres sont nuls et rien n’est a montrer. En écrivant Z tixj=(1-th)(
i=1

n
T Zt,-x,-)+t,,xn on a
B

n n

par Uhypothése de récurrence 1_—1tn Z tix; € Conv(A) car yp := 1_—th ti=(l-ty)/(1-t,) =1
i=1 i=1

(et les coefficients sont positifs). Donc on a aussi la combinaison convexe

n

Zt,-x,-:(l—t,,)yn+t,,x,,e Conv(A). O
i=1

Dans R™ il ne suffit que du barycentre de n+1 points.

Théoréme B.3 (de Carathéodory). (admis) Si AcR", on a

n+1 n+1
Conv(A) = {Z tixj, Xj € A, avecz ti=1,t > @}.
i=1 i=1

Les deux ensembles suivant seront importants pour formuler des conditions pour des

problemes de minimisation sous contrainte.

Définition B.2. Le cone tangent de 'ensemble A c E e.v.n. au point g € A est

TA(a)::{beE:EIa,-—>a,a,-eA,t,->0,t,-—>@:b:limai_a

}

]

Le cone normal est son polaire, c’est a dire le cOne convexe fermé :

Na(a) :={f € E* :¥x € Txa(a), f(x) < 0}.

Exemple B.2. Ta(a) est toujours fermé. Si L estuns.e.vde EaclL, T;(a)=L et
N (a)=L*. SiaeInt(A), Ta(a) = E et Na(a) = {0}.

Le résultat montrer 'accord avec la définition du cas E =R" dans le cas convexe (avec
Uidentification usuelle de E’ a E comme pour tout espace de Hilbert.)
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Proposition B.4. Si S est convexe et x € S, alors T, (S) est convexe et S c x + Tx(S).
De plus, on a

To(S) = (==X

,ueS,s>0},
Nx(S)={feE" :YueS, f(u-x) <0}

Démonstration. R:(S - x) est convexe comme S — x donc en prenant 'adhérence, aussi
lensemble W =R:(S - x) que 'on veut montrer étre Ts(x). Si on a une suite

(Xn—X)/th — u € Ts(x) comme tous les éléments sont dan W, on obtient par fermeture aussi
la limite, donc Ts(x) ¢ W. Réciproquement, pour t >0, xp:=L(u-x)+x=Lu+(1-LxeS
pour n assez grand par convexité et (x, — x)/tp=t(Uu—-x) sitp,=1/n— 0 donc t(u - x) € Ts(x)
comme voulu. Les autres relations sont alors évidentes, car S— x c Ts(x) (car s=1) et par la
définition de Ns(x) comme polaire. O

3 Points selles (Niveau L2-L3)

Les points critiques a qui ne sont pas des extrema peuvent étre de différents types.
L’absence d’extrema peut étre visible sur une droite passant par a s’ily a un point d’inflexion
(comme pour x — x3 dans R) et il peut y avoir des points critiques qui sont des maxima dans
certaines directions et des minima dans d’autres. Ces points ont un certain intérét et seront
nommeés points selles.

Définition B.3. Soit UcR"etf: U —-Retaec U.

1. Soient deux sous—espaces vectoriels F et G supplémentaires R" = F o G (c’est a
dire FN G ={0} etR" = F + G) On dit que g est un point selle (resp. point selle
local) de f selon la décomposition R?" = F @ G si a est un minimum (resp.
minimum local) pour la restriction fj,.r de f au sous espace affine a+ F, etsi a
est un maximum (resp. maximum local) pour la restriction fig,c de f au sous
espace affine a+ G. On parle de point selle si il existe une telle décomposition.

2. Si f de classe CL. Soit @ un point critique de f, un sous espace vectoriel H c R”
est un plan d’inflexion si pour toute droite A passant par a inclus dans a+ H, fia
n’a pas d’extrema local en a.

Remarque B.1. La décomposition F & G d’un point selle n’est pas forcément unique et
on ne demande rien en dehors (a+ G) U (F + a), en particulier, il peut y avoir des plans
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d’inflexion en un point selle (ex f(x, y) = x2 - y2+(x - y)3, (0, 0) est un point selle local
dans la décomposition (R, 0) @ (0, R) car x2 + x3 a un minimum local en @ et —y2 — y3 un
maximum local, de méme (0, 0) est un point selle dans la décomposition
R(1,1/2)®R(1/2,1) mais R(1,-1) est une droite d’inflexion)

Proposition B.5. Soit f : U —» R de classe C!

1. Si g estun point selle de f, c’est un point critique de f.

2. Si f estC? et a est un point critique de f. Si D?f(a) est non-dégénérée, ni
positive ni négative, alors a est un point selle local de f.

3. Si a estun point critique de f H est un plan d’inflexion en a de dimension
dim(H) > n/2 alors a n’est pas un point selle local. De plus si f est C2 pour tout
heH, D?f(a)(H, H)=0.

Démonstration. Pour (1) on remarque qu’il suffit de montrer df(a) = 0 ce qui ne dépend pas
de la base de R" on peut donc supposer a point selle pour la décomposition F = R x {0},

G = {0} xR""k, Comme f restreint a a+ F a un minimum local, les k premiéres dérivées
partielles s’annulent, les n-k dernieres s’annulent a cause du maximum sur a+ G, d’ou
df(a)=0.

La preuve de (2) nécessite quelques bases d’algébre linéaire. Pour (2), comme D?f(a)
est non dégénérée, les valeurs propres de H(f)(a) (les racines du polyndme
X +— det(H(f)(a) - Xid)) sont non nulles. Comme la matrice D?f(a) n’est ni positive ni
négative, il y a a la fois des valeurs propres A positives et négatives. Soit F 'espace vectoriel
engendré par les vecteurs propres u (les u € R" tels que H(f)(a)u = Au qui existent car si
det(H(f)(a)-1id) =0, H(f)(a) - 1id n’est pas injective donc a un noyau) des valeurs propres
A strictement positives, et de méme G avec les négatives. D?f(a) restreint a F est positive
donc f|,.r admet un minimum local et de méme pour G.

Pour (3), si dim(H) > n/2 et supposons par 'absurde a point selle, on a
dim(F)+dim(G) = n, on a soitdim(F) > n/2, soit dim(G) > n/2, disons qu’on se trouve dans
le premier cas, alors n > dim(H+ F)=dim(F)+dim(H) - dim(F n H) implique
dim(FnH)>dim(F)+dim(H)-n>n/2+n/2—-n=0donc Fn H % {0} une contradiction car la
restriction de f a toute droite dans a+ F n H devrait avoir un minimum local en a et un point
d’inflexion a la fois. Si D?f(a)(H, H) # 0, on a vu que cela suffit a ce que f ait un extremum
local sur la droite a+RH, vu si ¢(1) = f(a+AH), ¢”(0) = D?f(a)(H, H). O
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Théoréme B.6. Soient Ac R" ¥, B c RK des compacts convexeset K: C=AxB >R
continue. Si pour tout (a, b) e C, a e R"k, b e Rk, x —» K(x, b) est convexe et

y — K(a, y) est concave, alors il existe un point de C qui soit un point selle (xg, yo)
selon la décomposition R" Kk x {0} ® {0} x Rk autrement dit :

VXEA,yEB K(ngy)SK(X@1y0)SK(vaO)- (Bl)
De plus, (B.1) est équivalente a ’égalité :

MinxeAMaXyeBK(X1 y) = MaxyeBMinxeAK(Xa y). (B.2)

Remarque B.2. On a des Min et Max au lieu d’inf et sup car des fonctions continues sur
des compacts atteignent leurs bornes (cf. la preuve pour la continuité de

X — Max,gK(x, y) et de facon similaire de y — MaxyxcaK(x, y).

Dans le cas ou f est bilinéaire, ce résultat s’appelle le théoreme du min-max de von
Neumann. Il a une signification en théorie des jeux. Si f donne la valeur que gagne un
joueur A en position x € U si f(x) > 0 et —f(x) la valeur que gagne le joueur B (et perd le
joueur A) si f(x) < 0. Si A ne peut influencer que la direction {0} xRX et B seulement la
direction R"~k x {0}. Alors un point selle est un "équilibre de Nash" c’est-a—dire un point
ou ni Ani B n’ontintérét a changer leur stratégie, car si A change sa stratégie celle de B
étant constante, étant donné que le point selle est un maximum, A va perdre en gain, et
de méme si B change sa position avec celle de A constante, le caractere de minimum
dans la direction du changement de B montre que B ne peut que perdre plus.

Démonstration. e Maxy,cgMinycaK(x,y) < Minyc.aMax,gK(x, y) esttoujours vrai.
Comme pour tout x € A, y € B, Min,caK(x, y) < K(x,y) <Max,caK(x, y), on déduit en
prenant le max : Max,cgMinycaK(x, y) < Max,.gK(x, y) soit en prenantun Min en x :

MaxyegMiny eaK(x, y) < MinycaMax,cgK(X, y).

e (B.1)= (B.2)
De plus, en considérant (xg, yp) de (B.1), on a:

K(Xg, Yo) < MinycaK(x, Vp)
< MaxyeBMinXGAK(X1 y)l

K(xa, Yo) 2 Max,gK(Xg, ¥)

> MinycaMax,cgK(x, y),

d’ou 'égalité complete en rassemblant les 3 derniéres inégalités.
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e g:x— Max,.gK(x,y) estcontinue.
Soit x, xp € A, X, — X, soit y, (resp t) atteignant le max pour x, (resp x) c’est a dire :
Max,cgK(Xn, y) = K(Xn, yn). Supposons que g(x,) = K(xn, yn) N€ cOnverge pas vers
g(x). Par compacité, on peut extraire une suite telle que y,, — Y. Par continuité de
K:

9(Xg(n)) = K(Xp(nys Yo(m) —
K(x,Y) < K(x, t) =Max,cgK(x, y) = g(x).
Or K(Xg(n), t) < K(X4(n)» Yocn)) donc en passant a la limite par continuité de K,

K(x,t) < K(x,Y)<K(x,t), une contradiction.
e (B.1) = (B.2) On prend xg € A réalisant le minimum c’est a dire tel que :

@ = MinxeAMaxyeBK(X; y)= MaXyGBK(XO’ y)

Il existe par la continuité du point précédent et par compacité. De méme, il existe
Yo € B réalisant le maximum :

MinyeaK(X, yo) = MaxycgMiny.aK(x, y) = a.
Donc pour tout x € A, y € B, en utilisant (B.2) pour 'égalité du milieu, on obtient :

K(X@, y) < MaXYeBK(XO’ Y)
=a=MinxcaK(X, yo) < K(X, yo).

En prenant x = xg, y = yg, on voit @ = K(xg, ¥g), ce qui dit donc que (xgp, yp) €st un point
selle.
e Montrons (B.2). Considérons, pour e > 0,

Ke(x, y) = K(x, y) +ellx]]3.

Comme x e||x||§ est strictement convexe, il en est de méme de K.(., y) pour tout

y € B (convexe plus strictement convexe donne strictement convexe).

Montrons que pour tout y, la fonction K.(., y) a un unique minimum. En effet, si x; # x,
sont deux minima, par stricte convexité :

Kc((x+y)/2,y) < Kc(x1,Yy)/2+ Kc(x2,y)/2 = K(xj, y) en contradiction avec le caractere
de minimum. Donc on a un unique E(y) atteignant le minimum de K.(., y) Par le
deuxieme point (appliqué a -K.(y, x)) f.(y) = K.(E(y), y) est continue, donc atteint son
maximum en y*. En conséquence, par la définition de f. et le choix de y*

fe(y*) = MaxyeBMinxeAKe(X; y) = Ke(E(y*)’ y*) = MinxeAKe(X: y*)-
Soitxe A,y e B, t€]0,1[, on a par concavité :

Ke(x, (L =t)y"+ty) > (1 - )Ke(x, y*) + tK (X, y) =2 (1 = D) f(y") + tK(X, y).
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En prenant x = E((1 - t)y* + ty), on obtient
fe(L-t)y*+ty) 2 (1 - O)f(y) +tK(E((1 - )y* +ty), ¥).
Vu que y* maximise f., en soustrayant et divisant par t, ona:

fe(y") 2 K(E((L-t)y"+ty), y) (x).

On veut prendre t — 0, voyons que y — E(y) est continue. Supposons y, — y, et

supposons E(yn) #~ E(y) par compacité, on a une suite extraite y, telle que
E(ys(n)) — Z # E(y). Par continuité K.(E(Vy(n))), Yom) — Ke(Z,y) > K(E(y), y),

173

Uinégalité stricte venant de l'unicité du minimum d’une fonction strictement convexe.

Or par définition Kc(E(Y)), Vocn) = Ke(E(Vy(n))), Yo(n)) donc en passant a la limite

K{(E(y),y) = Kc(Z,y)> K:(E(y), y), une contradiction.
On a donc montré la continuité de y — E(y).

Donc en passant a la limite dans lU'inégalité (x), on obtient : f.(y*) > K.(E(y*), y) et ce

pour tout y € B Par ailleurs par définition de f., f.(y*) < K.(x, y*). Autrement dit

(E(y*), y*) est un point selle de K.. Par U'implication (B.1) = (B.2), on déduit, vu

K(x,y) < Ke(x,y) < K(x,y)+eD (avec D = Maxycal|X||5 < o par compacité) :

MinycaMaxycgK(x, y) < MinycaMaxycgKe(X, y)
=MaxyegMinycaKe(x, y)

<eC+MaxycgMiny.aK(x,y).

En prenant e — 0, on obtient l'inégalité qui manque pour avoir (B.2) pour K.

4 Jauge de Minkowski d’un ensemble
convexe (Niveau M1)

L’un des objectifs principaux de ce chapitre est d’utiliser le théoreme de Hahn-Banach

pour séparer des convexes par des hyperplans fermés, lieu d’annulation d’une forme linéaire

continue. Pour cela, nous devons associer a un convexe une fonction (qui sera souvent une

semi-norme) et que l'on pourra utiliser comme domination dans le théoreme d’Hahn-Banach.

Définition B.4. Soit E un R-e.v., un convexe C c E est dit absorbant si pour tout
xe E,xeAC pouruna > 0.
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Définition B.5. Soit E un R-e.v. et C un convexe absorbant. La jauge de Minkowski de
C est la fonction :

pc(x):=infd >0 :2171xe C} [0, )

Théoreme B.7. Soit E un R-e.v. et C un convexe absorbant. Alors

pe(x+y) <pc(x)+uc(y).

uc(tx)=tuc(x)sit=>0.

Si—-C=C, uc estune seminorme.

SiA={x:uc(x)<1},B={x:puc(x) <1} alors Ac C c B sontdes convexes et

A W N R

HA=HUB =HC
5. Si E estune.v.n.et@ e Int(C) (ce qui implique C absorbant), uc est continue et
de plus
A=1Int(C),B=_C.

Démonstration. Soitt=uc(x)+e>0, s=uc(y)+e> 0 de sorte que x/t,y/se C. Or on peut

4eri T ; Xty _ t X, sy
écrire la combinaison convexe suivante =% = =¥+ L e Cetdonc uc(x+y) < s+t. Comme

€ > 0 est arbitraire, on déduit (1).

(2) est une conséquence directe de la définition. Si —-C = C uc(x) = uc(-x) d’ot on déduit
uc(tx) =|tluc(x), la seule relation manquante pour (3).

Les inclusions entre A, B, C viennent de la définition : x € C donne x/1 € C et donc
uc(x)<letsiuc(x)<1,alors x/1eC. Elles impliquent ug < uc <ua. Siug(x)<s<talors
x/s e Bdonc uc(x/s) <ldoncpuc(x/t)<s/t<1ldoux/teAdonc ua(x) <t soiten passanta
Uinfimum des t, ua(x) < mug(x) ce qui donne la derniere égalité de (4). A, B convexes sont
semblables a la convexité des boules en utilisant (1) et (2).

Pour (5), on remarque qu’il existe B(0,¢€) c C donc uc(ex/||x||) < 1 soit uc(x) <||x||/e.

De plus par Uinégalité triangulaire uc(x) < |uc(x — y)|+uc(y) et de méme en inversant
X,y donc

luc(X) —pucl < luc(x=y)l < lIx=-yll/e

donc uc est 1/e-lipschitzienne donc continue. On déduit que A est ouvert, B fermé et donc
A c Int(C),C c B. Or, soite, si x € Bx(1-1/n) e C et converge vers x € C donc Bc C. De
méme si x € AS, (L+¢e)x ¢ C donc x € C€ donc A€ c C¢ d’ou en prenant le complémentaire
Int(C) c A. O
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Vous pouvez aussi en exercice essayer de montrer le résultat suivant directement.

Corollaire B.8. Soit C un convexe d’intérieur non vide d’un e.v.n., Int(C) = Int(C) et
Int(C)=C.

Démonstration. En translatant, on peut supposer @ € Int(C),, Alors comme
Kc = HInt(C) = He, par le (5) ci-dessus, le calcul de Uintérieur/adhérence en terme de la jauge
donne que ces trois ensembles ont méme intérieur et méme adhérence. O

5 Séparation des convexes (Niveau M1)

Un élément f € E’ tel que f # 0 permet de construire un hyperplan fermé (translation de
Ker(¢), voir lemma 2.30) : {x € E, f(x) = c}. Les deux ensembles {x € E, f(x) < c} et
{x € E, f(x) > c} sont des demi-espaces. On dit que deux ensembles sont séparés (par
Uhyperplan) si chaque ensemble est dans un des demi-espaces. On parle de séparation
strictesi C;c{xe E,f(x)<c}etC,c{xeE,f(x)>d}pourd>c.

On va obtenir un résultat de séparation en utilisant un résultat abstrait de prolongement :

Théoréeme B.9 (de prolongement de Hahn-Banach) (admis). Soient E un espace
vectoriel, p : E — R une application positivement homogéene et sous-additive,
c’est-a-dire vérifiant :

> p(tx)=tp(x)xe E,t>0

> p(x+y)<p(X)+p(y), X,y €E.
Soient G c E un sous—espace vectoriel et g: G — R une application linéaire dominée
par p :

Vx e G, g(x) < p(x).

Alors il existe une forme linéaire f sur E qui prolonge g (c’est—a-dire
Vx € G, g(x) = f(x)) et encore dominée par p, c’est—-a-dire telle que

Vx € E, f(x) < p(x).

La version suivante du théoreme de Hahn-Banach permet de séparer des ensembles
convexes bien choisis.
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Théoréeme B.10 (de séparation de Hahn-Banach). Soient A, B deux convexes non-vides
disjoints d’un e.v.n. E, ils sont séparés par un hyperplan dans les deux cas suivants :

1. Si A estouvert, alors il existe f € E’ et c e R telle que
VxeA,ye B:f(x)<c<f(y).
2. Si A estcompact et B est fermé, alors il existe f € E’ et c < d € R telle que

VxeA,yeB:f(x)<c<d<f(y).

Démonstration. 1) Premier cas : B ={xp}.

On peut supposer que @ € A pour utiliser la fonctionnelle u4 comme fonctionnelle
sous-additive et positivement homogene p du théoréeme de Hahn Banach. Soit G =Rxg et

g(txe) = t.

On remarque que ua(xg) > 1 car A=Int(A) ={x:ua(x) <1} par le théoreme B.7 et
Xg & A.

donc pour t>0 g(txg) =t < tua(xg) = ua(txg) et pourt <0 g(txg) <0 < ua(txg). Donc on
obtient la domination hypothése de Hahn-Banach :

Vx e G, g(x) <pua(x).
En appliquant le théoreme, on obtient donc f linéaire étendant g et telle que (en
réutilisant la lipshitzianité obtenue dans la preuve du théoreme B.7 (5))

Vx € E, f(x) < ua(x) < M||x||.

Ceci implique en particulier f € E*, f(x) <1 pour x € Aet f(x) =1 sur B. Ce qui donne la
séparation.

Second cas : B quelconque.

On pose C = A- B qui est convexe, ouvert (comme union U,.gA—-y) et0@ ¢ C. Donc
d’aprés le premier cas il existe f € E’ telle que f(z) <@ pour z=a-b e A- B soit f(a) < f(b)
pour ae€ A, b € B. En passant au sup on obtient :

Supxeaf(x) < Inf,cpf(y) :=c.
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De plus, comme A ouvert on obtient Ac Int({x : f(x) < c})={x: f(x) < c}.

2)Vérifions qu’il existe e > 0 tel que A+ B(0,¢) et B+ B(0, ¢€) soient disjoints (ce sont
aussi des convexes ouverts comme au 1). Sinon, on trouve x, € A+ B(0,1/n)n B+ B(0, 1/n)
donc y, € A, z, € B avec ||yn — Xnll, |1Zn — Xnl| < 1/n. En extrayant par compacité une
sous-suite y, — y € A on obtient z,, — y € B, une contradiction.

Donc on peut appliquer le cas 1) a A+ B(0,¢) et B+ B(0,¢) . On obtient f € E’ non-nulle

telle que :
Vae A,Vze B(0,¢e),Ybe B: f(a)+f(z)<a<f(b)+f(2)

En prenant des sup sur la boule unité :

Vaec AVbe B: f(a)+|flle<a<f(b)—|flle.

Comme ||f|| # 0, il suffit de prendre c =a - ||f|le/2 < d =a +||f||e/2. O

Applications

Il vient de application directe au cas A ={x}, B={y} qui sont des compacts.

Proposition B.11 (separation des points). E’ sépare les points de E : Pour x # y € E il
existe f € E’ telle que f(x) # f(y).

Le deuxiéme cas particulier permet de séparer un point et un espace fermé F

Proposition B.12. Si F c E un sous—espace vectoriel de l'e.v.n. E. Si x ¢ F alors il
existe f € E’ telle que f(x)=1 et F c Ker(f).
En particulier, F- =0 ssi F est dense dans E.

La proposition précédente a des conséquences intéressantes pour comprendre
Uinjectivité et la surjectivité (ou plutot la densité de 'image) des applications linéaires en

dimension infinie.

On commence par un préliminaire algébrique sur Uorthogonalité dans les espaces de

Banach.

Définition B.6. Soit E un e.v.n. et F un sous—-espace de E et N un sous-espace de E’.
Les orthogonaux de F et N sont les sous—espaces fermés :

Ft:={feE' f(x)=0x € F},
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N :={x e E, f(x)=0Vf e N}.

Proposition B.13. Soient X, Y dese.v.net T € L(X, Y). Alors

Ker(TY =[Im(T)]* Ker(T)=*[Im(T")].

Démonstration. En effet, y € Ker(T?) ssi pourtout xe E, @ =[Ti(y)](x) = y(T(x)) ssi
y € [Im(T)]+.

De méme, y € Ker(T) ssipourtout x e E*, 0 =x[T(y)] = [T x)(y) ssiy e *[Im(TYH]. O

Proposition B.14. Soient X, Y dese.v.net T € L(X, Y).

1. Im(T) est dense dans Y si et seulement si T! est injectif.
2. SiXcY,*(X* =X estlafermeture normique de X dans Y.

Démonstration. Pour 1, T! est injectif si et seulement si Im(T)* = Ker(T?!) =0 (proposition
B.13) ssi Im(T) est dense par la proposition précédente.

Pour 2, X c *(X*) donc comme le terme de droite est fermé, ’adhérence est inclus.
Réciproquement, soit x ¢ X par la conséquence de Hahn-Banach ci-dessus, soit f € E’ telle
que f(x)=1, et f € X+, on déduit que x ¢ +(X?1). O

Le résultat suivant qu’on a utilisé pour les calculs de cones normaux est un exercice
typique d’application de Hahn-Banach.

Proposition B.15. Soit{f;:i=1,2,---, k} un ensemble fini dans E’ (pour un e.v.n. E).
Les affirmations suivantes sont équivalentes :

(1) Il n’y a aucun v € E tel que f;(v) < 0 pour toutic[1, n];
(2) L’ensemble {f;:i=1,2,..., k} est positivement linéairement dépendant : il existe
k
un vecteur non-nul A =(11,---,44) # 0 avec 1, > 0 tel que Z/l,-f,- =0.
i-1

Démonstration. Montrons premierement le sens facile : (2) = (1). A partirde 1; > 0, on
k k

obtient en appliquant a v, Z/l,-f,-(v) =0, Or fj(v) < 0 pour tout j implique Z/l,-f,-(v) < 0, donc
i=1 i=1
cela implique (1) par contraposée.
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Dans lautre sens (1) = (2), on utilise le théoreme de séparation de Hahn-Banach pour

Ki={yeRk:yi<0,vie{l,2,..., k}},
Ky ={(fi(v), HL(v),..., fy(v)) : v e E}.

Vu que p;(y) = y; est linéaire sur Rk de dimension finie, donc convexe continue, on
obtient que K; = mflepl.‘l(] — o0, 0[) est une intersection finie de convexes ouverts, donc un
convexe ouvert.

K, =Im(fy,---, f) >0 estuns.e.vdeRk doncun convexe non-vide. (1) indique qu’ils
sont disjoints. Par conséquent le cas 1 du théoreme B.10 s’applique et donne
A=(1,---,4;) € E' =Rk et c tels que :

Vx e Ky, y e Ky, (A, x) <c<(a,y)

Comme K; estuns.e.v.,pourt—0onacc<t{1,y)— 0,donc c<0.Deplus
c <+n{a,y)etdonc £n{(1,y) < —-c =|c| force [{1, y)| < % — 0 donc (1, y)=0.

De plus (-=1,---,-1,---, -1y e Ky so —A,-—%Zﬂj < c < 0. Donc en passant a la limite,
J#i
n — oo, on obtient —-1; < 0, donc 1; > 0. Et 1 # 0 vient de (1, (1,---,1)) <0.



ANNEXE C
Compléments facultatifs au chapitre 4 : Espaces
mesures.

1 Lemme de classe monotone

Définitions
Au lemme 4.3 iii), on a vu comment on remplace les unions dénombrables par des
unions croissantes d’une suite d’unions finies. Cela suggere que la notion d’union croissante

pourrait remplacer utilement (pour la théorie) celle d’'union dénombrable et suggere la
définition suivante de classe monotone.!

Définition C.1. Une classe monotone sur Q est une famille M de partie de Q contenant
Q et stable par différence et unions croissantes, c’est-a-dire M c P(Q) telle que :

1. QeM
2. SiA,Be Mavec Bc Aalors A-Be M.
3. Si{A;, n >0} c M est une suite croissante (i.e. A, c A,,1, alors U Ap e M.

n>0

Lemme C.1 (cf. TD). 1. Une tribu est une classe monotone.
2. Une classe monotone stable par intersection finie est une tribu.
3. Si (M,)jer sont des classes monotones, alors leur intersection ﬂM,- est une
classe monotone. !
On peut donc parler de la plus petite classe monotone contenant une famille A c P(Q),
qui est U'intersection de toutes les classes contenant A, elle est notée M(A) et appelée

la classe monotone engendrée par A.

1. Comme dans le livre de Barbe-Ledoux [1], on suit la tradition francaise pour cette
définition (différente de la tradition anglo-saxone venant du livre de Durett de Probabilités).
Attention, ce n’est pas la méme définition dans le cours du MGA.

180
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Le résultat principal

Théoréme C.2 (Lemme de classe monotone). Soit & une famille de partie de Q stable
par intersection finie, alors la classe monotone et la tribu engendrée par & coincident :
M(E) =0 (E).

Démonstration. Par le lemme C.1 1), o(&) est une classe monotone contenant &, donc
comme M(E) est la plus petite telle classe, on a M(E) c o (E).

M(E) est une tribu. Par le lemme C.1 2), il suffit de voir que M := M(E) est stable par
intersection binaire. On pose

K={AeM:VBe&E,An B e M}.

Comme E est stable par intersection finie, EcK.OnaQeMetsiAc Cavec A,CeK,Beé&,
alors (C-A) nB=(CnB)-(An B) e M par différence d’ensembles de M. Enfin, de méme
comme intersection distribue sur les unions croissantes, K est stable par intersection
croissante et donc une classe monotone. Or elle contient & comme ona vu, donc M(&E) c K et
comme par définition K c M(E). on a égalité.

On est maintenant prét a définir la classe qui va vérifier la stabilité voulue par

intersection :
L={AeM:¥CeM,AnC e M}.

On montre comme avant que £ est une classe monotone (exo). Montrons que & c £. Soit donc
B e &, alors C € M c K donc, par définition de K, pour Bn C € M. Et comme c’est vrai pour
tout C € M, on en déduit par définition de £ que B € £, comme voulu.

Finalement, £ est une classe monotone telle que & c £ c M(E) donc, par définition de la

classe monotone engendrée, £ = M(E).

Inclusion réciproque. Comme M(E) est une tribu contenant & et que o (&) est la plus
petite telle tribu, on obtient M(&) > o (&). O

Corollaire C.3 (au lemme de classe monotone). Soient 4 et v des mesures finies de
mémes masses (i.e. u(Q) = v(Q)) sur un espace mesurable (2, 7). Soit & une famille
stable par intersection finie qui engendre 7. Si u et v coincident sur & (i.e.
u(E)=v(E),YE € &) alors u et v sont égales (i.e. u(B) =v(B),VYB € T).
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Démonstration. Soit M={B c E : u(B) =v(B)}. Par 'hypothése, M contient &. Vérifions que
c’est une classe monotone :
> Qe M car u etv ont méme masse.
> Si A, Be M, Ac B, alors par la proposition 4.3 v) on a
u(B—A) = u(B) - u(A) = v(B) - v(A) = v(B - A).

> SiAjcAyc---c ApC---,A, €M, estune suite croissante, par la proposition 4.3 iii),
u( [ An) = lim u(An) = lim v(An) = v( [ ] An).
nx1 n>1
Bilan, M est une classe monotone qui contient &, donc M(E) c M. Or par le lemme de classe
monotone M(E) =0 (&) =7 d’ou le résultat. O

Preuve du corollaire 4.19 au lemme de classe monotone
sur Uunicité des mesures sigma-finie

On commence par le cas ou la suite de parties A, € & est croissante.

Notons un, vy les mesures induites par u, v sur A, respectivement. On a deux mesures
finies avec up(E)=u(En Ap) =v(EnN Ap) =vy(E) pour tout E € & donc par le corollaire au
lemme de classe monotone pour les mesures finies, on déduit u, = v,. Pour tout Be 7, on a
B=Bn (U Ap) = U(B N A,) donc par union croissante :

n n

p(B) = lim pn(B) = lim vn(B) = v(B).

Dans le cas ou la suite A, n’est pas croissante, on utilise B, = U7 | A; qui est une suite
croissante, mais pas forcément dans &, donc il faut travailler plus pour vérifier Uhypothese
pour la mesure induite sur B,. D’abord, par la formule de Poincaré :

n
pUI A =Y (DK 3T (A N Ay < Hoo.
k=1

1<ij<---<ig<n
Et comme toutes les intersections sont dans & tous les termes de la formule sont égaux aux
termes correspondants pour v donc u(Bp) =v(Bp). On considere les mesures induites pour
BeT(E),un(B)=u(BnBp),v(Bn By) =vy(B). On vient de voir que upn, vy sont finies. Montrons
que pour E € & up(E) =vn(E) En effet En By =U}_(ENAy) eten appliquant la formule de
Poincaré encore (en remarquant que les intersections sont celles d’éléments de E.

pUI(EnA) =Y (=Dt 3 w(EnAgn-nA)
k=1

1<ij<---<ig<n

= Z(_1)k-1 Z V(ENA;LN--NA;) =v(UT_ (E N Ap).
k=1

1§i1<.~<ik§n
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On conclut comme avant du corollaire au lemme de classe monotone pour les mesures finies,
que up =vy. Puis pourtout Be7,ona B=Bn (U Bn) = U(B N B,) donc par union croissante :
n n

p(B) = lim up(B) = lim vn(B) = v(B).

2 Compléments sur les Boréliens

On rappelle que la tribu des boréliens d’'un espace métrique (X, d) est la tribu engendrée
par 'ensemble des ouverts 7. (cf. définition 4.6). En pratique, il est difficile de décrire tous
les boréliens (les ouverts sont déja difficiles a décrire), mais on n’a pas besoin de description
explicite (juste de familles génératrices simples, et stables par intersections finies).

Remarque C.1. Il existe des ensembles qui ne sont pas boréliens sur R, et donc des
fonctions non-boréliennes. Ils ne sont pas si faciles a définir, donc en pratique, tous les
ensembles qu’on rencontrera seront boréliens.

Espaces meétriques séparables et leurs boréliens

Définition C.2. Une partie A est dite dense dans E si A= E. Un ensemble est dit
séparable si il admet un sous—-ensemble au plus dénombrable dense (ou autrement dit
une suite dense).

Lemme C.4. Un sous-ensemble F d’un espace métrique séparable est séparable.

Démonstration. On peut supposer F non-vide, sinon, c’est évident (la partie vide donc finie
est dense). On fixe donc xg € F

Soit u, une suite dénombrable dense. Soit am,n € B(um, 1/n) N F si cet ensemble est
non-vide, et sinon on pose am, n = Xg. La famille {am n, m, n € N} est finie ou dénombrable et
dense carsi x € F il existe d(um, X) <1/2n donc ay », existe car B(um, 1/2n) N F est non vide
et par inégalité triangulaire d(um, am 2,) < 1/n. O

Proposition C.5. (R",||.||-) €st séparable.
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Démonstration. On a vu que Q" est dénombrable comme produit d’ensembles

dénombrables. Montrons qu’il est dense dans R". En effet si x = (x1, ..., X5) on pose

Xp = (%, . %) avec | x| la partie entiére de x. Donc | px;] < px; < | px;] + 1 et
253

donc ||Xp — X[l < 1/p = pe 0. DONC vu xp, € Q", X € Q". Comme x est arbitraire. R" c Q"

CQFD. O

Exercice C.1. Montrer que Q¢ est dense dans R.

Proposition C.6. Soit (X, d) un espace métrique séparable, alors la tribu borélienne est

engendrée par les boules ouvertes B8(X) = a(B : Boule ouverte de X).

Démonstration. Toute boule ouverte est un ouvert donc {B : Boule ouverte de X} c B8(X) et
donc en passant a la tribu engendrée : a(B : Boule ouverte de X) C B(X).

Le contenu de la proposition est la réciproque. Il suffit de montrer que
T C O'(B : Boule ouverte de X) car alors, en passant a la tribu engendré, on obtient

B(X) c O'(B : Boule ouverte de X).

Montrons qu’en fait, tout ouvert U est union au pus dénombrable de boules ouvertes.
Comme X est séparable, c’est aussi le cas de U. Soit D = {x, : n €e N} c U une suite dense.
Comme U est ouvert, il existe r, € QN]0, +oo[ tel que B(x,, rp) c U. Soit donc
A={(xp, rp) : rp €QN]0, +oo[, B(xn, rn) c U} estdonc a.p.d comme sous-ensemble d’un produit

d’ensembles dénombrables. Donc en passant a 'union on a : U B(xn, rp) c U. Montrons
(Xn,rn)eA
que

U= U B(x,,,r,,)eo-(B:BouleouvertedeX)

(Xn,rn)eA

Soit x € U, il existe r > @ avec B(x, r) c U. Puis il existe n tel que d(x, x,) < £ et soit
r.€eQavecr/3 <r,<r/2 (pardensité de Q dans R= donc
x € B(xp,r/3) c B(xp, rn) c B(xn,r/2) c B(x,r)c Udonc (xp,r)eAetxe U B(xn, rn).

(Xn,rn)€A

Comme x est arbitraire, on a l'insclusion réciproque qui conclut: U c U B(xn, rp). O
(Xn,rn)€A

Preuve du Corollaire 4.17. Il suffit de remarquer que
B(R) = 0'({{+00}, {-o}}U{]a,bl:a< b< a+2}), car R est séparable ({+o, -0} UQ est dense car
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la densité sur R coincide avec la densité usuelle vu qu’on a les méms ouverts, cf TD 1) et que
les ensembles de la partie génératrice sont les boules ouvertes pour d.

. 1 1
Il suffit de noter que ]a, b[= ﬂ [a- = b+ﬁ] € 0'({{+oo}, {-o}}U{[a, b] : a< b}) pour

n>1
déduire que

B®) = ({{+e}, {-eo}} U{[a, b] : a < b})
Par le lemme 4.13, on a alors que f est mesurable si et seulement si

1. f1{eo)) eT
2. fl{-o})) eT
3. Pourtouta<beR, fi(a,b])eT

C’est exactement le résultat voulu (et on a vu que le dernier point équivaut a la mesurabilité
de la restrition de f a R.

Preuve du lemme 4.6

Pour rappel, on veut montrer que
n
B®M =o([1ai, bil, ai < by € R).
i=1

Comme les produits d’intervalles ouverts sont des ouverts, et que les boules ouvertes pour la
norme infini sont des boules ouvertes, on a

{B :Boule ouverte de R", || - ||co}

n
C {l—l]a,-, bil, a; < b; ER} cT.
i=1
Donc en prenant la tribu engendrée et en appliquant la proposition C.6 sachant que R” est
séparable par la proposition C.5, on obtient :

B(R") = 0'({8 : Boule ouverte de R, || - IIOO})

c 0'( la;, bi[, a; < b; ER) c (7(7') =BR".

n
i=1
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3 Stabilite des fonctions mesurables

Lemme C.7. Un supremum d’une suite f, : (Q,7) — R de fonctions mesurables est
mesurable.

Démonstration. On note f =sup,.; f, et on remarque que

fH([-e0, a]) = {w € Q 1 sUp fr(w) < @} = Npz1 ([0, a)).
n>1
Or par le corollaire 4.17, on sait que f,1({-c} est dans 7 et aussi
fr1(] -0, al) =Ups1f,1([-n, a]) € T par union dénombrable. Donc chaque f;1([-w, a]) € T et
donc par intersection dénombrable, on a f~-1([-, a@]) € 7. Par le corollaire 4.16, on déduit
que la restriction de f A R est mesurable et donc pourtout a< b, ona f1([a, b]) e T.

Enfin, f~1({-00}) = Npa1fyt({-o0}) € T et F1({+eo}) = () F71(In, +o0]) € 7. OF
n>1
f~1(1n, +e]) = f~1([-, n])€ € T donc par intersection dénombrable, on a bien f~1({+w}) € 7.

Par la réciproque du corollaire 4.17, on déduit que f est mesurable. O

Lemme C.8. La limsup, liminf d’'une suite f, : (Q,7) — R de fonctions mesurables est
mesurable.

Démonstration. Comme inf, f, = —-sup,—f,, on déduit qu’un infimum d’une suite de
fonctions mesurables est mesurable. Or, comme rappelé au chapitre précédent,

limsup f, = infsup fi, liminf f, = sup inf f;
n nz0 k>np n n>0 kxn

est donc mesurable en utilisant le résultat du lemme précédent sur le suprémum (ou
Uinfinimum) de fonctions mesurables. O

Proposition C.9. Une limite simple d’une suite f, : (Q2,7) — R de fonctions mesurables
est mesurable.

Démonstration. Siune suite converge simplement, on a lim,_, f, = limsup, f, qui est donc
mesurable par le lemme précédent. O
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4 Compléments sur la construction de
'intégrale

Intégrale des fonctions étagées

La définition 4.11 est motivée par le résultat suivant :

n

Lemme C.10. L’intégrale fB fdu ne dépend pas de la décomposition f(w) = Z a;ila (w)
i=1

en somme d’indicatrice d’ensembles deux a deux disjoints mais seulement de f.

n
Démonstration. Pour f = Z aijly,, il existe toujours une (unique) représentation canonique
i=1
de f envoyant b; <--- < by, tel que 'image f(Q) - {0} ={b1,---, by} et en prenant
n

B; = f"1({b;}) € T car f est mesurable. Alors, on a f(w) = Z bilpg,(w). Comme les A; sont2 a
i=1
deux disjoints, on voit B; comme union disjointe de A; et donc u(B;n B) = Z u(A;n B)
{j:aj=b;}
donc, en regroupant par paquet :

n

/ fdu =" aju(A;jn B)
B i
m

ZZ Z bju(A;n B)

i=1 {j:aj:b,-}

3

b,-,u(B,- N B).
i=1

C’est la formule qui ne dépend que de f (comme sa représentation canonique). O

Preuve du lemme 4.20

n n
1.Si f(w) = Z a;la,(w) avec les A; deux a deux disjoints, alors 1gf(w) = Z a;ila,ng(w).
i=1 i=1

n
Donc fB fd,u:ZG,'/l(A,'ﬂB):/S;lgfdﬂ.
i=1

n n
2. De méme, cf(w) = Z cajly,(w), alors fB cfdu = Z caju(Ain B) = c/ fdu.
-1 i=1 5
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m
3.Side plus h= Z bjlg;(w) avec les B; deux a deux disjoints, et soit
j=1

m n
B@:Q—UBJ-,A@:Q—UA,-,alors les A;n B; deux a deux disjoints i=0,---,n,j=0,---, m.

j=1 i=1
m n m n
De méme, avec ag = by =0, f(w) = ZZ ailang;(w), h(w) = ZZ bj1a;n;(w). Donc
Jj=0 i=0 j=0 i=0
m n
f(w)+h(w) =) > (a;+b))1ans ()
j=0 i=0

On obtient donc :

/f+hd,u=

Mz

(aj+ bj)u(A;jn Bj)

L EM=

aip(Ain B+ > > bju(A;n By)

j=0 i=0

Il
~.
INagt
&

i

/fd,u+/hd/,¢
B

4.Si0<f<halors h=(h-f)+f estlasomme de deux fonctions étagées positives et par le 3,
fB fdu < fB fdu+fB(h - fydu = /B hdu.

Preuve du lemme 4.22

On va utiliser que toutes les propriétés sont vraies si f, h sont étagées par définition de
Uintégrale dans ce cas.

1. Soit g étagée avec g < f alors g < h, donc par définition 0 < [, gdu < [, hdu. En
passant au sup sur les g, on obtient @ < [, fdu < [, hdpu.

2. Soit g étagée avec g < f, alors 1gg < 1gf. Or par le cas étagé du lemme 4.20, on a
[39du = [, 1pgdu et donc par définition : [, gdu = [, 1ggdu < [, 1gfdu. En passant au sup, on
obtient [, fdu < [, 1gfdpu.

En sens inverse, g étagée positive avec g < 1gf < f vérifie donc glg = g et par définition
Jo9du=J,91gdu= [;gdu < [, fdu soit en passantau sup [, 1gfdu < [, fdp.

Le cas particulier vient du 1. appliqué a Uinéaglité 1,f < 15f sous la forme :
0 < fA fdu = fQ 1,fdu < /Q lgfdu = /B fdu.

3. Si c=0 c’est évident, on suppose donc ¢ > 0. Alors pour g < f avec g étagée positive,
ona cg < cf donc par le cas étagé du lemme 4.20, on a ch gdu = fB cgdu < fB cfdu. En
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passant au sup, on a obtenu :

c/fd,us/cfd,u
B B

mais en appliquant) cf a la place de f et f = %cf, on obtient :

1 1
L[ ctd s/c—fd =/fd
C./B K BC'u B'u

d’ou l'inégalité dans l'autre sens [, cfdu < c [, fdu et donc 'égalité.

4.Sif=00<g<fimplique g=0 et en passant au sup de 0, on obtient le résultat.

n n
Siu(B)=0, [;gdu=[,1pgdu et si g(w) :ZailA;(‘”)’ ona [,1lggdu :Za,-,u(BnA,-) =0
i=1 i=1
car chaque u(Bn Aj) < u(B)=0.

5.Siona@®@<g<f,0<k<havec g, k mesurable positive, alors g+ k < f + h est
mesurable positive, donc [, f+ hdu > [, g+ kdu= [, gdu+ [; kdu. En passant au sup, on
obtient le résultat.



ANNEXE D
Compléments facultatifs et hors programme au
chapitre 6 : Espaces L?

1 Formule alternative de la norme (niveau L3)

On va en déduire 'expression alternative suivante dont 'inégalité triangulaire se déduit
facilement. Cette méthode a l’avantage d’étre utile pour le calcul du dual.

Proposition D.1. Soit u o—finie, pe [1,~], gtelque 1/p+1/g =1 le coefficient
conjugué, alors pour tout g mesurable

11gllq ZSUP{‘/ fgd,u’ Il < 1,

fge LY(Q, ), fell(Q,un L°°(Q,,u)}.

Démonstration. Soit A, croissant telle que UA, = Q, u(Ap) < . On commence par le cas
geLi(Q,p.

Par Holder, fg e L1 donc Uintégrale est définie (avec la condition ||f]|, < 1 seule) et

[ e

d’ou ||g||q est plus grand que le sup de 'énoncé. Mais, pour p €]1, o[, si on prend
f=91g19-2/1gl13"" on a |f|P = |gIP @~V /||gl159" Y = g]9/I|gl|§ car p(g-1) = gp(1-1/q) = g, donc
felLPet||fllb=E(flP)=1lgll3/Igllg = 1. Donc [|f14,ll5 <|Ifll5 <1 donc comme

LP(Ap, ) c LY(Ap, p) car u(Ap) <coonafly, e L1(Q, u) et donc

< lIfgllx < Ifllpllgllq

f1 ) -
Gnm(F) = Lis1,,00) 77 MMM, [F1a,D) € L7(2,50 0 LR, )
d’ou le sup est supérieur a

V gn,m(f)gdﬂ‘ — Mmoo

/ flAngd:u‘ —n—ooo

190
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(par convergence dominée par |gn, m(f)g| < |fg|) et le sup est supérieur a
|[ fgdu|= [ |g|‘7d;1/||g||g‘1 =19llq- On déduit donc l'égalité énoncée.

Sip=1, g=o, soit

C > sup{‘/ fgdu‘ JIflly < 1fg e LY(Q, ),
fe LM (Q,mn L, p)

et A={x :|g(x)| > C}. Supposons par 'absurde que u(A) > 0 soit B c A avec u(B) €]0, .
Alors f = 13% est dans L! et ||f||; =1 (et borné par 1/u(B) donc dans L®) mais

|[ fgdu|= [ 13% > C en contradiction avec le choix de C donc u(A) =0 ce qui implique
[|gl|l < C ce qui donne le résultat en prenant U'inf des C.

Si p=o,q=1, il suffit de prendre f = 19:&0\% eL>(Q) etfly, € L¥(Q)nLY(Q) de sorte
que fla,g9=1f|1a, et lanorme [[fly,|lo < 1. Donc le supremum, est supérieur a
/|f|1And,u — ||f||; par convergence monotone.

Si on ne suppose plus g € L9(Q2, ) mais ||g||g = 0. Soit alors
In.m = 1{g¢@}|—g|min(m, 1914, € L9(Q, p) on obtient f, ,, € L} N L* de norme < 1 dans L” tel
que
[ foumkGnml =i g mlla:

Comme on a l'inégalité par Holder,

‘/ fn,m,k(Gn,m = 91a)| < [1fn,m illpll(Gn,m = g1la,)llq

<(gn,m—9gla)llg >m-e O

par convergence monotone car | min(|g|, m) —|g||9 décroit vers 0, on trouve une suite m; tel
que
[ frumek L4l =i 191, g

(fini ou infini). Enfin comme par convergence monotone ||gla,llq — I|gllg, On trouve une suite
[ frpmekLar] =i liglla =

Comme [|fy, m . kla,llp <1, etfy m kla,€linl®etf, n «gla,c L celadonne lasolution:

sup{’/ fgdu‘ fllp <1, fge L} (Q), fellnl®=c=]gllg.
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Exemple D.1. Dans le cas ou u est la mesure de comptage sur I (o—finie si I
dénombrable), u(A) = Card(A), on obtient 'espace ¢P(I,K) des suites indicées par I de
puissance p sommable, i.e. telles que

D UIxilP < o0
iel

pour p € [1, [ et 'ensemble des suites bornées, c’est-a-dire telles que

[[X]leo = sSUP [X] < 00
iel

pour p = .

2 Premiers résultats de densité (niveau M1)

On rappelle qu’une fonction étagée intégrable sur (Q, u, 7) est une combinaison linéaire
(finie) de fonctions indicatrices 14 avec u(A) < .

Lemme D.2. Soit (Q, u,7) un espace o—fini. L’ensemble S des fonctions étagées
intégrables est dense dans tous les LP(Q,u,7), 1 < p < . En particulier,
LYQ, 1, T) N L®(Q, u, T) est dense dans LP(Q, u, T) pour 1 < p < co.

Démonstration. Cela vient de la construction de Uintégrale, et du fait que les fonctions
étagées sontdans LY(Q, u, 7) N L®(Q, u, T7), mais rappelons une preuve. En décomposant en
parties réelle et imaginaire puis parties positive et négative, on se raméne a approcher f € L?
avec f > 0. Si Q=UApu(Ap) <o, 0onallfly, - f||p > 0 par convergence dominée, donc on
prend h=1f1,, .

On prend

a (h(x) = Z S Ln1(i 4y, ki (X0 < h(X)

N‘»

hn(x)zzz_ [,
k=0

Comme h mesurable, il est facile de voir que h € S,

1
[1h = hnllp < 1h1ps20llp + ||1h(x)52n1Am||pF

et le premier terme tend vers 0 par convergence dominée (par |h|P), le second car
u(Am)l’P < . Donc h puis f sont dans 'adhérence.



2. Premiers résultats de densité (niveau M1) 193

Pour obtenir un résultat de densité des fonctions continues, on a besoin d’un résultat de
continuité sur un grand ensemble pour les fonctions mesurables. On a besoin d’'une
compatibilité entre théorie de la mesure et topologie qui fait 'objet de la définition suivante.
L’essentiel est que la mesure de Lebesgue sur R" est un exemple de mesure de Radon, ainsi
que toutes les mesures a densité par rapport a la mesure de Lebesgue (et aussi les mesures
discretes).

Définition D.1. Une mesure de Radon positive sur X localement compact est une
mesure positive définie sur une tribu 7 contenant la tribu borélienne 8 et telle que :

1. u(K) < o pour K compact (on parle de mesure de Borel).
2. u estextérieurement réguliere au sens ou pour tout E€7,0na:

u(E) =inf{u(V)|E c V, V ouvert }
3. u vérifie pour tout E ouvertet E € 7 avec u(E) <o, 0na:
u(E) =sup{u(K)|E > K, K compact }

4. 7 est complete pour yau sensousi Ec7,Ac Eetu(E)=0alors Ac 7.

On va utiliser deux lemmes topologiques (en fait reliés) :

Théoréeme D.3 (de prolongement de Tietze). (exo en section A) Soit X un espace
métrique, F un fermé de X et f : F — R une fonction continue bornée par C, alors il
existe une fonction g : X — R bornée par C et prolongeant f.

On rappelle qu’un espace topologique est dit localement compact si tout point a un
voisinage (d’adhérence) compact. [Rmq : pour nous, un voisinage d’un point n’est pas
forcément ouvert, c’est seulement un ensemble contenant un ouvert contenant le point] Par
exemple c’est le cas de X =R"!

Lemme D.4 (d’Urysohn). Si X est un espace métrique localement compact, V un ouvert
contenant un compact K, alors il existe f continue a support compact tel que
ly <f<ly.

Démonstration. Pour tout x € K, soit Uy voisinage ouvert d’adhérence compact inclus dans
V (pour voir que 'adhérence peut étre inclus dans V il suffit d’intersecter le voisinage avec
{y :d(y, V) >¢€/2} poure=d(x, V). On recouvre K par un nombre fini de Uy,

K c U:=U" Uy, et U=U" U, estcompact et on trouve un ouvert d’adhérence compact W,
Vo W>Uetonpose F=W UK. Ondéfinitg: F>Rparg=1.Sixpe F, x, > xeK
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nécessairement pour n grand x, € U donc x, € K donc g(x,) = g(x) =1. De méme si x € W€,
pour n grand, x, € (U)<, donc x, € W€ et g(x,) = g(x) = 0. Donc g est continue sur F et s’étend
en une fonction f : X — R continue par le théoréme précédent et en centrant on a méme,
@<f<1(f-1/2]<1/2).Donc le supportde f estdans W compactetly <f<1ly <1y ce qui
conclut. O

Théoreme D.5 (de Lusin). Soit X un espace métrique localement compact. u une
mesure de Radon positive. Soit f une fonction complexe mesurable sur X s’annulant en
dehors de A avec u(A) < . Alors, pour tout e > 0, il existe g continue a support compact
avec sup,cx 1g(x)| < sup,cx [f(x)] et telle que :

pu({x : f(x) # g(x)}) <e.

Démonstration. Cas A compact, ® < f < 1. On pose

2!7
k
fa(X) = géﬁl[zkn,kﬁ[(f(x)) < fann (%) < f(X).
2n+1 1
Remarquons que t, := f,,1(x) = fp(x) = 2,}+1 1[5%7%15[”()()) = mlrn, (f_1 :=0) avec

k=0
Tn c Ade sorte que :

[ee)

Fx)= > ta(X).

n=-1
Comme dans la preuve du lemme d’Urysohn, il existe un ouvert A c V avec V compact, puis
par régularité extérieure, on trouve V, ouvert avecT, c V, c V et enfin par intérieure
régularité sur les ensembles de mesures finies K, c T, avec u(V, — K,) < 27" 2¢. Par le
lemme d’Urysohn, on trouve h, continue a support compact avec 1¢, < h, <1y, . On pose

[0e]

g = > 27" hy(x).

k=-1
Par convergence uniforme (car normale) de la série, g est continue, a support compact car
inclus dans V. Enfin 2-""1h,(x) = ta(x) sauf sur V, - K, donc f = g sauf sur U,(V, - K,) qui est
de mesure au plus e

Cas A quelconque, 0 < f < 1. Par régularité, on prend A c V ouvert, K c V compact
avec u(AN K <u(Vn K <e/2 eton applique a flg (vu {flgx # f} c AnK¢) le cas précédent
en remplacant € par €/2.

Cas général Soit B, = {x|f(x)| > n} de sorte que NnB, =0, comme u(B;) < « en utilisant le
TCM sur 1g, — 1, u(Bn) — 0, on applique a (1 -1g,)f en décomposant la fonction en somme
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de 4n fonctions a valeur [0, 1] (4 pour décompositions en parties positives, négatives des
parties imaginaires et réelles, et ces fonctions sont dans [0, n] d’ou la décomposition en
somme de n fonctions a valeurs [0, 1]). Enfin pour avoir U'inégalité on remplace g par ¢o g
avec ¢(x) = X, [x| < R=sup,cx [f(X)], ¢(x) = Rx/|x|,|x] > R. On a g(x) = ¢ o g(x) pour tout x tel
que f(x) = g(x), donc on naugmente pas ’ensemble sur lequel f et g different. O

Corollaire D.6. Soit (X, u, 7) un espace métrique localement compact avec u mesure de
Radon o-finie. L’ensemble C.(X) des fonctions continues a support compact est dense
dans tous les LP(X,u,7), 1 < p <oo.DeplussifelP(X,uT) etf f¢ =0, pour tout

¢ € Cc(X)alors f=0p.p.

Démonstration. Par le lemme précédent, il suffit d’approcher les éléments de S. Par le
théoréme de Lusin D.5, pour chaque fe S, e>0,0nage Cc(X) avecu(g# f) <eet

sup|g| < sup|f| = C donc ||f — g||p, < 2Cu(g # f)}/P et cette quantité est arbitrairement petite.
Pour le résultat d’annulation, si p > 1, On utilise la densité dans L9, q exposant conjugué,
pour obtenir f fg =0 pour ge L9, d’ou on déduit ||f||, = @ par la proposition D.1. Si p=1, on
remplace f par f|y avec V ouvert V compact, qui couvrent X par locale compacité de sorte
qu’on peut supposer u(X) < c. On peut supposer f réelle. Soit f; € Cc(X) avec ||f - f1]]1 <€,
Ky = fl‘l([e, oo[) et K_1 = fl‘l(] — o0, €]) sont compacts, on prolonge par le Théoreme de Tietze
D.3, ue Cc(X) valant e sur K, et soit K=K U K_7. Donc

||f1||1=/f1u+/ |f1|£/ f1u+2/ |f1|Se+/ fu+2u(X -K)e<e+2u(X)e
K X-K X X-K X

car |[fi| < esur X — K. Donc ||f||; < 2e+2u(X)e pour tout e > @ ce qui donne f =0. O

Donnons une application.

Proposition D.7. Soit 1 < p < w et soit t,f(x) := f(x + h) pour h, x eR?, f € LP(RY). La
translation 7, : LP(RY) — LP(RY) est isométrique et pour tout f € LP(RY) h — 7,(f) est
continue de RY — LP(RY).

Démonstration. L’isométrie est évidente par invariance de la mesure de Lebesgue par
translation. Montrons que ||t4f - f||p, —=p_¢ 0. En effet pour € > 0, par densité du lemme D.6, on
trouve f; € C.(RY) avec ||f; - fllp < €/3 donc comme 7, est une isométrie : on obtient:

lltnf = Fllp < lltnfr = 7nfllp + lltnfo = fillp + 11 = fllp

< 2¢/3+Leb(B(O, ||hll)+ Supp(f))Plltnfr - fillw
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Pour h assez petit, comme f; est uniformément continue (car continue a support compact
et par le Théoreme de Heine), on peut trouver 1 > § > 0 de sorte que si ||h]|| <6,
llthfi — Filleo = SUP, [f1(X + h) — f1(X)| < €/[3Leb(B(0, 1)+ Supp(f1))Y/P] ce qui conclut. O

3 Dualite des espaces de Lebesgue LP(Q)
(Niveau M1)

On rappelle que (Q, u) est un espace mesuré o—fini. On se souvient que pour p € [1, o],
gtelque 1/p+1/qg=1la proposition D.1 donne pour g mesurable :

||g||q=sup{’/ fgdu

fell(Q,unl>Q,uw,fgell(Q,u).

s Ifllp <1,

On a méme le théoréme suivant (on notera que p < oo contrairement au cas de la formule

pour la norme) :

Théoréme D.8 (de représentation de Riesz LP). Soit 'application définie grace a
Uinégalité de Holder :

I:feldQu e (ge LP(Q,mH/ fgdy)

Alors I : L9(Q, u) — (LP(Q, n)), réalise une isométrie SURJECTIVE pour pe [1,[ et g
exposant conjugué c’est-a-dire tel que 1/p+1/g=1.

Attention le cas p = o est EXCLU... L*(Q2)’ est un espace trés gros de mesures sur un
espace stonien compact X tel que L*(Q) = C%(X).

Démonstration. Une premiere preuve classique utilise le théoreme de Radon-Nikodym qui
est au programme du cours de Th de la mesure (cf. par exemple le cours de Probabilités de
Philippe Barbe et Michel Ledoux [1]). Il existe aussi une preuve par 'uniforme convexité dans
le livre d’Haim Brezis d’analyse fonctionnelle pour p # 1 et avec une preuve directe n’utilisant
que le cas p =2 (cas Hilbert simple) pour le cas p=1. On donne ici une méthode d’analyse

fonctionnelle plus abstraite.
On a déja montré isométrie, il reste a voir la surjectivité.

On fixe A, avec u(Ap) < o et U A, =Q, A, croissant.
neN
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Le cas p =2 a été traité par le théoréme de représentation de Riesz.

(1) cas p = 1Soit ¢ € (L1(Q, n))’ avec ||¢|| < 1. D’abord on définit T application linéaire
continue sur L2(Q) (en fait a valeur dans son dual identifié a lui méme) par:

(Tx, y)=¢(xy)
vu que Xy € L1(Q) par Holder et on a
TNl = sup{l| Tx|l2, lIx]l2 < 1}
= sup{KTx, V), lIxll2 < 1, llyll2 < 1} < Il 1q) -

La premiere égalité est la définition de la norme des applications linéaires bornées, la
deuxieme est le résultat de dualité du cas p =2, la troisieme utilise Holder et la définition de
la norme du dual. Notons que si z € L¥(Q),

(Tzx,y)=¢(zxy) =(Tx, zy) =(zTx,y)

la deuxieme relation en utilisant la commutativité des espaces de fonctions soit la relation
ZXy =xzy et la seconde la définition du produit scalaire (Tx, zy) = fﬂ?yd,u. donc on déduit
si m, est la multiplication par z e L*, Tm, = m,T. Montrons que T = mg pour g € L*. (on dit
que cette algébre est son propre commutant dans B(L%(f)), ou qu’elle est maximale
commutative).

En effet, soit x, = T(1a,) € L2. Ona||T|| < 1 car ||¢]| < 1.

Pour g e L* avec||g||1 £ 1,
]/ T(l)gdy] - ]/(|g|1/2 T)(l)glgl‘l/zd#‘

- ]/ T(Igll/z)glgl‘l/zdu‘
< gl*?11211g1g17 Y2112 = llgll1 < 1

ou on a utilisé a la deuxieme égalité la commutation avec m,g12. On voit donc par la formule
de la proposition D.1 que |[[T(14,)|lo < 1. Comme T(1la,,)=T(1a,1a,)=14a,T(1a,) doncon
définit g(x) = T(14,)(x) pour x € A, de facon cohérente de sorte que gls, = T(1,,) d’ou

19llee = SUPL11G1a,lle < 1.

Et pour zee LN LY c L2 T(z1a,) = mg(z1,,) donc par densité dans L2 T = m;. Enfin
pour f € L1(Q) f = |f|Y/2g avec g € L2, on obtient
o(f) = ¢(If|*?g) = (T(If1'?), 9)
=(z(If1"%), g) = IZ)(If|"? g) = I(Z)(f).
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donc ¢ = I(Z) d’ou la surjectivité de I.

(2) cas p>1 u(Q) < oo utilisant les cas p=1, 2. (On l'appliquera ensuite a Q = A,.)
Apres normalisation, on peut supposer u(Q) = 1.

On commence par montrer que via I, LP(Q)’ c L1(Q). Si p < 2, c’est évident par
Uinclusion L2(Q) c [LP(Q)] et par restriction et théoréme de representation de Riesz, on
obtient g € L2(Q) c L1(Q) tel que

¢li2(q)(f) =(g,f)

Sip>2pourxel® etge(LP),

-2 -2
|¢<x>|Ps/|x|pdus/|x|2||x||él du < [IX11311x1187°.

Par U'inégalité d’Young (cas particulier d’Holder utilisé dans sa preuve)
lab| < aP/P + b?/Q utilisé avec 1/P+1/Q=1,P=p/2,Q=p/(p-2),
a=Ix|12/" /€12, b = (€] X]|)V/?, on obtient :

€

1
lp(X)| < Q||X||°°+ BerrglXllz-

En incluant {(x, x), x € (L®(Q))} c L®(Q) x L2(Q) avec norme |[|(x, y)|| = 5||x||oo+ﬁ||y||2
on étend par Hahn Banach ¢ a L®(Q) x L2(Q) donnant un élément de (¢1, ¢2) € L¥(Q) x L2(Q)
avec ||¢1]| < €/Q, ||g2]] < ﬁ (car en calculant la norme duale on a
max(Qllp1ll/e, PeP/Qp21]) < 1) Donc [|¢|1~a) = J(¢)Il(1=()y = l1#1ll(1=(q)) < €/Q et ¢, € L1(Q).
Orparlecas p=1, (LY(Q))” = L*(Q) etil contient L1(Q) comme espace fermé
isométriquement via J (comme tout espace de Banach est inclus isométriquement comme

, . , L L. (L))"
espace fermé dans son bidual). Comme le résultat précédent indique ¢ € L2(Q) , on

déduit ¢ € J(L1(Q)) comme voulu. On a donc une fonction g telle que pour tout f € L*(Q)

o(F) = /Q gfdu

Soit donc g 'image dans L! de ¢ (on revient au cas général p €]1, «[). Or dans le cas
d’un espace avec mesure finie, ’équation de la proposition D.1 donne :

161l Lry = sup{é(xl, lIxllp < 1, x € L)
- SUD{I/QXdul, IXllp < 1, x € L) = [lgllq

On déduit donc g € L9 comme on voulait et ¢ = T(g) (en étendant la relation depuisL>(Q) par
densité dans LP(Q).
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(3)cas 1 < p <o et u o-fini. Soit ¢ € (LP(Q2, u))’, il faut montrer qu’elle vient d’un
élément de L9(Q, u). On pose ¢,(f) =¢(fla,) pour f e LP(Ap, p) c LP(Q2, ). Par le cas
précédent, il existe g, € L9(Ap, n) telle que

VFeLP(Anp), [ gufdu=0(fla,).

et
1gnllg = sup{|e(Fla,)|;lIfllp < 1, f € L®(An, )} < [16ll(Lp) < oo.

Or par unicité dans le cas (2) et vu les A, croissant pour n > m, gpla, = gm et donc |g,|
est croissant et g = sup|gn| vérifie par convergence monotone ||g|lg < |I¢l|(Lry , VU |gn] < |g]| et
comme g, — g p.s., on déduit par convergence dominée ||g, — g||q — 0 et en passanta la
limite gn = gla,.

Or f1a, — f dans LP et donc par continuité la relation ¢(fla,) = T(g)(f1l,s,) devient
¢(f)=T(g)(f) pour tout f € LP donc ¢ = T(g).

4 Convolution

Dans cette section, on considére 'espace mesuré (Q, u,7) = (R9, Leb, B) muni de la
tribu borélienne et de la mesure de Lebesgue. On note alors LP(R?) = LP(RY, Leb, B). Vu
laccord avec lU'intégrale de Riemann, on note aussi dy = di(y).

Théoréme D.9 (définissant la Convolution). Soient f € L}(RY), g € LP(RY),1 < p < co.
Pour presque tout x e RY, y — f(x — y)g(y) est dans L} (R?). La convolution de f et g est
la fonction f « g définie par :

(Fr9)00= [ Fx=y)gndy.

Alors f = g e LP(RY) et :
I1f = gllp < [Ifll1119]lp-

Démonstration. Si p =0, comme |g| < ||G|lop-pP-, F(X=Yy)g(y) <||Gllx|f(x —y)| d’ou
Uintégrabilité et la borne souhaitée en intégrant (comme la mesure de Lebesgue est invariante
par translation).
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On suppose d’abord p =1 et on utilise le Théoreme de Fubini Tonelli pour calculer:
[ axifiigico = [ dx [ ayitoe-pligl
- [ ay [ axifx=pligyl
= ||f||1/ dylg(y)l=1lfll1 llgll1 < oo

On déduit du théoreme de Fubini que pour presque tout x, y — f(x — y)g(y) est intégrable et
on obtient la borne souhaitée

1f = gllx < Ifll11191]1-

Pour 1 < p < o, soit g 'exposant conjugué. Du cas p =1 on déduit y — [f(x - y)||g(y)|P
estdans L! donc y — |[f(x — y)|/P|g(y)| est dans LP pour presque tout x. Or
y — |[f(x - y)|Y9 € L9 donc par Holder, y — [f(x = y)llg(y)| = |f(x = Y)[MPIg(y)l.If(x — y)[*9 est
dans L1 et

p
|(f % g)(X)|P < (/ |f(x - y)llg(y)ldy)
< (/|f<x—y>||g<y>|pdy)||f||‘1’/q.
Par 'inégalité précédente du cas p =1, on obtient donc en intégrant :

1+ glls < 1119011+ 1Pl < LFIE 2N gliRN Ll = 1111 glS.

Exercice D.1. (cf TD) Soit f e LY, ge LP, h e LY, f(x) = f(-x) Montrer que :

/mh:/ﬁ(?*h).

5 Supportde la convolution

Si f continue, Supp(f) = {x : f(x) # 0}. Le résultat suivant permet d’étendre la définition
aux fonctions mesurables.

Lemme D.10. Pour f : R — K mesurable, soit (wj);c; la famille de tous les ouverts tels
que, pour chaque i, f =0 p.p sur w;. Si w=Ujcjw; alors f =0 p.p. sur w. De sorte que w
est le plus grand ouvert sur lequel f =0 p.p.
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Démonstration. Il faut écrire w comme union dénombrable car I n’est pas forcément
dénombrable. Soit Kp={xcw :||x]| £ n,d(x,w > 1/n} comme la distance a un fermé est
continue, on voit que K, fermé borné de R"” (e.v.n de dimension finie) donc est compact et

w =UpenKp. Par compacité, K,, recouvert par une union finie K, c Wi, V. Vwi, donc

w = Upen,j<r,wj,j €st union dénombrable d’ouvert sur lesquels f =0 p.p. d’ou le résultat. O

Définition D.2. Soit f : R - K mesurable, On pose Supp(f) =R - w ol w est le plus
grand ouvert sur lequel f =0 p.p. Si f € LP(R%), on pose Supp(f) = Supp(f;) pour
n'importe quel représentant f; € f de la classe d’égalité presque partout.

Proposition D.11. Si f € L}(RY), g € LP(RY) alors :

Supp(f * g) c Supp(f)+Supp(g).

Démonstration. On fixe x e R avec y — f(x — y)g(y) € L1. Si x ¢ Supp(f) + Supp(g), on a
(x —=Supp(f)) nSupp(g) =0 donc en intégrant f = g(x) = 0 sur

Int((Supp(f)+Supp(g9))¢) = (Supp(f) + Supp(g))¢. Donc f* g est 0, p.p. sur cet ouvert de sorte
qu’il est inclus dans Supp(f = g)€. O

6 Reégularisation par convolution

On étudiera plus systématiquement au chapitre suivant certaines classes importantes de
fonctions continues. Pour Q c R? un ouvert. On note Ck(Q) Uensemble des fonctions k-fois
différentiables avec leurs dérivées continues et CX(Q) les fonctions a support compact de

C*(Q). Pour simplifier si @ € N9, on note
9&1 a)ad
f

Dwfz—"'—a/d .
axd

a1
axl

On note |a| = |a1| + ... + |ag4|. On note

C®(Q) = kew CK(Q),  C2(Q) = Nk CK(Q).

Proposition D.12. Soit 1 < p < . Si f € CKRY), g € LP(RY), k e NU {0} alors
frge CkRY etsilo| < k:
D(f » g)=D"(f) = g.




Annexe D. Compléments facultatifs et hors programme au chapitre
202 6 : Espaces LP

De plus, si p < o, on a aussi la formule comprise comme intégrale de Riemann a valeur
LP(RY), si Supp(f) c [-C, C]9 :

f*g=/ dyf(y)r_yg.
[-C,C]d

Démonstration. Par récurrence il suffit du cas k=1. On applique le théoreme de dérivation
avec condition de domination. aixif(x -y)g(y) = ((%Xif)(x - ¥)g(y).

omme (-5 f) est a support compact et continue, il est borné par ||(:%-f)||. €
C 5 f) est t t et cont lestb 7o Pl €t

9
0X;j

9
[—f(x-y)g(y)l < IIWfllwlx(X— y)g(y),

avec K le compact support de f. Or par Holder f 1g_k(y)lgl(y)dy < Leb(B - K)/9||g||p, donc
on a une domination par une fonction intégrable clg_xg si x € B avec B compact. Le théoreme
de dérivation 4.39 conclut donc. De plus, par changement de variables linéaire si

Supp(f) c [-C, C]9, on a

fra00= [ fix=yatndy
=/ f(y)g(x-y)dy
Rd
=/ F(y)(ry 9)(x)dy
[-C,C]d

avec 74(g)(x) = g(x+ h). On a vu a la proposition D.7 que y — f(y)(r-,g) est continue a valeur
LP(R?) on peut donc parler de son intégrale de Riemann, sur [-C, C]9 (calculée
successivement variable par variable). On obtient une suite (de sommes de Riemann) qui
converge dans LP(RY), donc quitte a extraire une suite qui converge p.p. et donc p.p. la limite
f[_c’c]d dyf(y)(r-yg) coincide avec lintégrale de Riemann f[-c,C]d dyf(y)(r-y9)(x) par
exemple si g est continue a support compact et cette intégrale vaut l'intégrale de Lebesgue
donc f + g(x). On en déduit ’égalité voulue dans LP si g continue a support compact. Or par
densité, on a une suite de fonctions g, continues a support compact convergeant dans L” vers
g. Et comme supga|lt—ygn —71-y9llp — 0, f(.)(7-.gn) converge uniformément vers f(.)(r_.g) et
comme l'intégrale de Riemann est continue pour la convergence uniforme

./[—C,C]d dyf(y)(r-yg) est la limite de /[—C,C]d dyf(y)(r-ygn) dans LP qu’on a déja vu valoir

f + gn, qui a pour limite f + g donc /[-c,(:]d dyf(y)(r—yg) = f = g. O
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7 Suites regularisantes et densité par
convolution

Définition D.3. Une suite régularisante est une suite de fonctions p, € C*(R?) avec
Jfapn=1,pn=0etSupp(pn) C By ,(8,1/n).

Exercice D.2. Montrer que si pn(x) = Cn%p(nx) avec Cfp =1 et
p(X) = 1(x|,<1} exp(HX”+1) alors p, est une suite régularisante sur RY.
7

Lemme D.13. Soit p, suite régularisante et f € LP(R?) pour 1 < p < . Alors

llpn s+ f—fllp — 0.

Démonstration. On a comme ||.|[, est une norme on a par U'inégalité triangulaire (de
Uintégrale de Riemann et la proposition D.12) :

llon = f—fllp= II/ dypn(y)(r—yf = Dllp S/ dypn(llt—y f = DHllp
B(0,1/n)

Or si n assez grand, on a vu a la proposition D.7 que |[r_,f — f)||, < e pour y € B(0,1/n) de
sorte que la derniére intégrale est bornée par 5/3(0 1m dven(y) =e. O

Proposition D.14. Soit Q c R? un ouvert, alors C®(Q) est dense dans LP(Q) pour

1<p<o.

Démonstration. Soit fe LP(Q) et Kp={xe Q :||x|| <n,d(x,Q% >1/n}. On a déja remarqué
que K, compact et UK, = Q donc flg, — f p.p. et par la domination |f1k, — f| <|f| on conclut
parle TCD a ||f1k, - f|l, — @. Soit m > n, si on considére pp, * (flg,) € C*(RY), on a par la
relation sur les supports des convolution,

Supp(pm * flg,) € Supp(pom) +Supp(flg,)
cB©,1/m+K,cQ

(vu que pour K, F compacts K + F est compact et en comparant les distances pour la derniere
inclusion). Donc pm * (flg,) € CX(RY). Mais on a vu

llom* (flg,) — flg,lliec) = llom = (flk,) — flk,llp ®m—e 0. Donc flk, puis f sont dans
Uadhérence de C?(Q). O
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Le théoréeme des bases ne nécessite pas ’hypothése I dénombrable ou H séparable,
voici la version générale.

Comme l'existence de base algébrique d’un espace vectoriel de dimension infinie, elle
requiere un lemme général de théorie des ensembles :

1 Rappel sur le lemme de Zorn

Si on était en dimension finie, on voudrait faire une récurrence sur le cardinal d’une
famille orthonormale en ajoutant un vecteur de plus pris dans un ensemble dense. Une facon
de rédiger la preuve est de considérer un sous-espace de dimension maximale et d’obtenir
une contradiction en construisant une famille libre de cardinal 1 de plus.

Dans le cas de la dimension infinie on pourrait faire une récurrence transfinie en
complétant une base de G en une base de E et mettant un “bon ordre" sur la base. En analyse
(ou en algebre), on préfere souvent utiliser la conséquence suivante de 'axiome du choix, le
lemme de Zorn, qui utilise une notion de maximalité pour obtenir une contradiction comme
dans la preuve par induction.

Soit P muni d’un ordre partiel <. Q c P est dit totalement ordonné si tout a,bec Q on a
soit a < b, soit b< a. ce P estun majorantde Qsivae Q,a<c.

m € P est un élément maximal de P si tout x ¢ P tel que m < x ona x = m.

Enfin P est dit inductif si tout ensemble totalement ordonné de P admet un majorant.

Lemme E.1 (de Zorn). Tout ensemble ordonné, inductif, non vide admet un élément
maximal.

204
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2 Théoreme des bases dans le cas général

Théoreme E.2. Soit H un espace préhilbertien.

1. Une famille orthonormale (x;);c; est libre et vérifie l'inégalité de Bessel, pour tout
XeH:

U106 X P < 1x112

iel
2. De plus une famille orthonormale (e;);c; est une base hilbertienne si et seulement
sion a l’égalité de Bessel-Parseval :

2 2
D106 X2 = 11xl
iel

De plus, dans ce cas, pour tout x € H, la série suivante converge (dans H mais

X = Z ei(ej, X).

iel
3. Si H estun espace de Hilbert, toute famille orthonormale peut étre complétée en
une base hilbertienne de H et J : x — ({x, €;))jcr établit alors une isométrie
surjective J: H =~ ¢2(I).

pas absolument)

Remarque E.1. De la formule pour x, on tire par continuité la formule pour le produit
scalaire (qui est une série absolument convergente par Cauchy-Schwarz) :

(v, Xy =D (v, enei, x).

iel

Démonstration. (1) Si Z/l,-x,- =0, on calcule 2; = (xj, Z/l,'X,') =0 donc x; est bien libre. Si F
iel iel

est une partie finie de I, et V = Vg = Vect(e;, i € F), on a déja vu la formule pour la projection

orthogonale sur Vg :

pv(x) = Z ei(ej, X).

ieF
Donc par la propriété de contraction de pg et U'ortogonalité

IpE(ONZ = () eilei, x), Y. ej(ej, x)) = > [Kej, x)I* < ||x||?
ieF JjeF ieF
la famille est donc sommable et on a l'inégalité de Bessel pour la somme (en passant au
supremum) et on trouve en particulier ((x, €;))jcs € £2(I).

(2) Si (ej)jc; est une base soit x, € Vect(e;, i € I) convergeant vers x.
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De plus, pour n assez grand |||x]||2 - ||xn||?| < €/2 et pour tout J,

1Py, O = 1oy, (X)lI2] < 1Py, (Xn = 111Xl + 1X])

< xn =1 IXnll +11X]]) < €/2

d’ou en prenant J tel que py,(xn) = X, on obtient

<€

D Kej, )12 = 11x112
ie]

et donc la somme de la série est ||x|| d’ou l’égalité de Parseval.

Réciproquement, Si on a égalité, on trouve J, tel que

D Kej, X012 = llpy,, COIF — [1x]12

j€Jn

et ceci implique par le théoréme de Pythagore :

lpv,, ()= XI5 = 1IXII5 = 1Ipv,, (X115 — 0

donc tout élément de H est limite d’éléments de Vect(e;, i € I) d’ou la propriété de base
hilbertienne.

De plus un calcul donne la formule pour x :

lIx =" eier, II* = ) IKej, x)I* — 0.

ieF igF

(3) Considérons ’ensemble des familles orthonormales contenant une famille
orthonormale donnée, et ordonné par inclusion. C’est un ensemble non-vide. Si on a une
famille totalement ordonnée de familles orthonormales, l'union est un majorant, donc
Uensemble ordonné est inductif, il admet donc par le lemme de Zorn un élément maximal
(ej)icr- Si ce n’était pas une base (complétant la famille orthonormale de départ), on aurait un
X avec

DoKX, el < [IxlIP.
iel

Comme H est complet la somme y = Z e;j{ej, X) converge car si (I,) croissante telle que
iel

Z I(e;, X}|? — Z I(e;, x)|° la suite y, = Z ej(ej, x) est de Cauchy car pour g > p

iely iel iely

lyp—valls = > Kei, ) < > (e, x)1 — 0.

ielq-1I, i¢l,



3. Correction de U'exercice sur les polynémes de Hermite 207

On déduit que y — x est orthogonal a tout e; car tout i tel que (e;, x) # @ est dans un I, et
que (yn — X, €;) = 0 pour n assez grand pour un tel i. Donc par orthogonalité
ly = X113 = 11x112 = > 1{x, xp|? > @
iel

donc ajouter (y — x)/||y — x|| a la famille orthonormale contredit la maximalité et conclut.

Une fois 'existence d’une base, l'isométrie est évidente par le (2), et si on a une suite
(1)jer dans ¢2(I), on voit que Z/l,-e,- converge par complétude comme ci-dessus et on obtient
ainsi la surjectivité. O

3 Correction de U’exercice sur les polynomes
de Hermite

Soit H=L2(R, u) Uespace de Hilbert réel des fonctions de carrés intégrables pour la

-1

2 .
ﬁe"‘ 2dx, muni de la norme usuelle :
T

mesure gaussienne standard u(dx) =

e—Xz/Z
fll, = /fx 2 dx.
[1F]]2 \/R| (x)] TS

Soit

K\
Hn<x)=<—1>"em (a) (e™x"/2)

(etdonc Hy(x)=1)

1. Montrons par récurrence que pour n > 1, H, est un polynome de la forme :
n-1
VnlHn(x) = x"+ 3" ayx*.
k=0

En effet Hy(x) = (-1)eX*/2(-xe~**/2) = x et si on suppose hypothése au rang n

V(n+1)!Hp1(x)
- _eX’2 (d%) (e **12nTH,(x))

Or (d%) (e=¥*12xky = _xk+l@=x*/2 4 kxk-1a-X*/2 donc I'hyp. de rec. donne

n-1 n-1
V(n+ Dl Hpa(x) = -eX/? (d%) (e 2 (x"+ )" apxk) = (X =nx"H+ Y ap(xF - kxk
k=0

k=0
qui a la forme souhaitée.
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2. Montrons que (Hp),s¢ €st une famille orthonormale de H.

On calcule pour m> n:

_(_1\m 1 i " -x2/2
(Hn, Han) = (~1) —mm/””(")(dx) (e */2)dx

En intégrant par partie
m
[ Hota (4 (e dx

m-1
= [Hn(x) (dix) (e,

d\™! 2
- [ Hat0 (a) (e 12)dx

le crochet est @ vu que P(x)e"‘z/2 pour P polynome tend vers 0 en +co.

Par induction si m > n
H,, Hp) = (-1 mn__ 1 H+D im_m X212y dx = 0
(Hn, Hm) = (=1) V] ,,(x)dx (e ydx
VItV H

et si m=nvu H." (x) = Vn!l en appliquant le 1.

(Hn, Hn)
_1 m-n n d m=n _XZ
“amim | 10 (G) e

1 / -x2/2
V2n

comme voulue.

4
Fourier

Théoreme d’injectivité de la transformée de

Définition E.1. La fonction caractéristique (f.c. ou transformée de Fourier) du v.a.

(X1, ..., Xn) : Q > R" est définie par

®xq,..., Xn)(tl,...,t,,):E[ei<t,X)]’

n
pour tout t =(tq, ..., ty) € R" et en notant le produit scalaire (t, X) := Z tiX;.
i=1

7

La fonction ¢x caractérise la loi de X par le théoreme d’injectivité de la transformée de

Fourier/ théoréme d’inversion de la transformée de Fourier ci-dessous. On utilisera aussi plus
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tard au chapitre 2 la fonction caractéristique pour caractériser une notion de convergence, au
chapitre 3 pour Uintroduction des vecteurs gaussiens qui seront la base du chapitre 5 sur le
mouvement brownien. C’est une notion FONDAMENTALE...

Lemme E.3. Soit X ~ N(m, o?) de loi normale alors ®x(t) = exp(——+ imt).

Démonstration. On a vu une preuve a l’exercice 8 du TD 3 de MASS 31 utilisant que la
partie imaginaire est nulle par parité et le calcul de la partie réelle en établissant une
équation différentielle par intégration dépendant d’'un parametre.

On donne ici une autre preuve par prolongement analytique. Par transfert, on doit

_(xfm)
montrer f e'“ 202 = exp(—— +imt) en faisant le changement de variables

=(x- m)/o- on serameneaucasoc=1,m=0.

En prenant m = z dans le calcul de la densité, on a pour z e R
e 1 x2+2%-2xz 0 1 (x=2)2
dx——e™ 2 :/ dx——e 2 =1.
-/—oo V2r —o0 V2n

Pour z € C, en appliquant le résultat précédent
n n
Z/d 1 |zx| o2 _ llm/dX lexl s
s/dx—e 5 +l2x]
R

|2|?
< exp(H5-) <

La premiere bornitude permet d’appliquer le TCD pour les séries (ou Fubini pour la mesure
discrete) et intervertir somme et série :
s 1 x" x2 1 x2
Zz” dx——e‘2=/dx—e‘2+z"
n: R V2nm
la fonction de droite est donc la somme d’une série entiere exp(%z) pour z € R, donc par

identification des coefficients, elle vaut cette valeur pour tout z € C, en particulier pour z = it

et on trouve le résultat. O

On démontrera le théoreme suivant dans la prochaine section puisque la preuve utilise
des propriétés générales de l'indépendance importante a noter pour elles-mémes :
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Théoreme E.4 (Théoreme d’injectivité de la transformation de Fourier). Deux v.a.
(X1, «eey Xn), (Y1, ..., Yn) tels que

D xy xm) () =P(yy, Ly (DVEER

Pixy,....xa) = Povy,..,va)

De plus, si ®x € LY(R", Leb) alors P(x,
Lebesgue donnée par (la transformée de Fourier inverse) qui est une fonction continue :

x,) @ une densité par rapport a la mesure de

.....

Sommes de variables aléatoires indépendantes
(Rappels)

Vous avez probablement vu en TD de théorie de la mesure la définition de la convolution
que Uon rappelle ici et relie aux sommes de variables aléatoires indépendantes.

Définition E.2 (Convolution). Soit x une mesure de Proba sur ScR? et f : R —» R une
fonction mesurable telle que pourtout x € S, y — f(x — y) est dans L1(RY, u), la
convolution de f et u est la fonction f = u définie par :

(Frm00= [ FOx=y)duty).

Si u est absolument continue par rapport a la mesure de Lebesgue de densité g, on note
aussi fxg.

Proposition E.5. Soient X, Y : Q —» R? des v.a. indépendantes :

1. VteRY, O,y (t) = dx()Dy(t)

2. Si Xj, Y;sontdans L2(Q), Cov(X;+ Y, Xj+Yj)=Cov(X;, Xj)+ Cov(Y;, Y)).

3. Si Px(dx)=f(x)dx, Py(dx)=g(y)dy alors Px.,y est absolument continue par
rapport a Lebesgue (sur R9) de densité f = g définie Lebesgue p.p. :

Px.y(dz) = (f « g)(2)dz.

4. Siseulement X est de loi absolument continue mais de densité continue bornée f,

alors quel que soit Y, Px,y est absolument continue par rapport a Lebesgue (sur
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RY) de densité f = Py (définie partout). De plus, pour tout h continue bornée :

E((h+f)(Y)) = E(h(X +Y)).

Démonstration. 1. On a ®x,y(t) = E[e/fX*V)] = E[e/XetY] = E[e/X]E[e/Y] = dx (1) Dy (1)
'avant derniére égalité par indépendance car f(x) = e/™ est bornée donc intégrable (par
rapport a une probabilité).

2. En général par bilinéarité
Cov(Xi+ Y, X;j+Y;) = Cov(Xj, X;)+ Cov(Y;, Y;)+ Cov(Y;, X;)+ Cov(Y;, X;), mais ici par
indépendance les deux derniers termes sont nuls.

3.1l faut d’abord vérifier que f = g est bien définie. Par Fubini-Tonelli vu le caractere

/Rn dX/Rn dyf(x-y)g(y) = /R; dy(/Rn dxf(x -y)g(y) = /R dyg(y)=1
donc fR,, dyf(x - y)g(y) existe et est fini p.p.

positif :

En prenant h mesurable positive et en appliquant le transfert, on obtient par changement
de variables z = x + y dans lUintégrale sur y obtenue par Fubini :

E(h(X+Y))= /RZd h(x+y)f(x)dxPy(dy)
:/ h(z)f(z—y)dzPy(dy)z/ h(z)(f x Py)(z)dz
RZd Rd

ce qui donne le calcul de densité (égalité de la loi avec seulement le cas h=1g). Dans le cas
de 4. on raisonne pareil sauf que f continue bornée donne x — f(x — y) intégrable par rapport
a la proba Py directement. L’application de Fubini vient de /de lh(2)f(z-y)|dzPy(dy) < ||h]|-
L’égalité intermédiaire donne aussi E(h(X +Y)) = fRd(h « F)(y)Py(dy) = E((h=f)(Y)) par

transfert. O

Preuve [Facultative] du Thm d’injectivité de la
transformée de Fourier

On va utiliser les lois gaussiennes pour se ramener au cas avec densité tout en
exploitant leurs propriétés de stabilité par cette transformée.
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Lemme E.6. Soit g, la densité sur R" d’'un n-uplet de variable gaussienne i.i.d.
N(0, c?). Pour tout h : R" — R continue bornée, (h = g,)(Xx) >, h(x). On a méme
convergence uniforme sur tout compact.

En terme de convergence en loi, cela signifiera au chapitre 2 que si (X1(o), ..., Xp(0))
sont les variables de densités g,, alors x + (X1(o), ..., Xn(0)) —,_0p X €n loi en utilisant la
proposition E.5.(4) au cas Y = x.

Démonstration. Par transfert et changement de variables
(h*gs)(x) = h(x)= /Rd(h(x -02z)-h(x)g1(z)dz.
En prenant, en prenant le supremum sur un compact K :

sup|(h*gs)(x) - h(x)| < /Rd sup[(h(x —o2z) - h(x))|g1(2)dz

xeK xekK

la limite vient de la convergence dominée par une constante 2||h||. puisque une constante est
intégrable par rapport a une probabilité comme g;(z)dz, et la limite ponctuelle en z vient de
la continuité de h qui est donc uniformément continue sur K+ B(0, |z|) et donc pour

o] <1, x -0z, x sont dans ce compact de distance o|z| tendant vers 0. Si h est uniformément
continue sur R on a méme convergence uniforme sur RY. O

On a aussi besoin de la conséquence suivante du lemme de classe monotone :

Proposition E.7. Soient X, Y : Q — R" des variables aléatoires. Les propriétés
suivantes sont équivalentes

1. X, Y sont égales en loi : Py = Py.

2. Pourtout h: R" — R, continue bornée, [ h(X)dP = [ h(Y)dP
3. Pour tout ouvert O de R", Px(0O) = Py(0O).
4. pour tout (X1,...,Xp) €R":
Px(] — oo, x1] X ...X] =00, Xp]) = Py (] — 00, X1] X ...X] = 00, Xp]).
La fonction Fx (X1, ..., Xn) = Px(] =0, X1] X ...x] — 0, x,]) appelée fonction de répartition

caractérise donc la loi.

Démonstration. Les produits d’intervalles | — o, x1] X ...x] — o, X,] et les ouverts sont des
familles stables par intersection finie et engendrent la tribu des boréliens de R” (car par
intersection et complémentaire on obtient les boules carrées de la norme infini et que tout
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ouvert de R" est union dénombrable de telles boules, de centre un point de Q" par densité de
Q".) On applique donc le lemme de classe monotone pour obtenir les 2 dernieres
équivalences. 1 implique 2 vient du th de transfert plus bas comme ’équivalence de 2 avec :
Pourtout h : R > R, [, h(x)dPx(x) = [, h(X)dPy(x).

Pour montrer 3 a partir de 2 et conclure, il suffit de remarquer que
h,(x) =max(1, nd(., O°)) sont des fonctions continues bornées par 1 (car la distance a un
fermé x — d(x, O =inf{d(x, y), y € O¢} est continue, cf. MASS 31). Si x € O¢, h,(x) =0 et
sinon, h, est une suite croissante qui tend vers h,(x) - 1o(x) (carsi x e O, nd(., O°) — o
donc > 1 pour n assez grand donc h,(x) =1 pour n assez grand). Donc par convergence
monotone, fRd hp(x)dPx(x) — Px(0O) d’ou 'égalité du 3. par celle du 2. O

Preuve du Thm E.4. Pour montrer Uinjectivité, par le lemme E.7, il suffit de montrer que
'égalité des transformée de Fourier implique égalité de E(h(X)) pour tout h continue bornée.

Or par le lemme précédent, (h* g,)(x) — h(x) tout en étant borné par ||h||.. donc par
TCD :
E(h(X)) = liﬁ;) E((h=*g,)(X)) = liﬂga E(h(X+Y5))

la derniere égalité avec Y, de densité g, et indépendant de X par la proposition E.5 (4)
puisque la densité g, est continue bornée. Or la transformée de Fourier de X + Y, est
Sx.y, (1) =dx(H)dy, (t) par la proposition E.5 (2) et donc

[t]150°2
Py, (1) =dx(t)exp(- > )

par le calcul du lemme E.3. Comme ceci est intégrable, on s’attend a avoir la formule
d’inversion de Fourier de la deuxieme partie qui va donner E(h(X + Y,)) en fonction de
®x,v, (1), nous allons donc la montrer a la main dans ce cas pour conclure la preuve.

Or en interprétant la densité comme une variante de la transformée de Fourier dans le
cas gaussien :

1 X = ylI3
(92 PO = | |~ gmexp(-—5 2)Px(dy)

2
S e )

/ Px(dy)dv—— exp(~

d(z )d
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soit par le changement de variables u = v/o de jacobien o9 on obtient
E(h(X+ Yo)) = [ dxh(x)(gr* PX)(x)
R

:/ dxPx(dy)dv
R3d

1 a?||v]|?

h(x)(zn)deXp(— 5=+ Iy =X, v)))

soit en appliquant Fubini sur les intégrales en y, v

h v .
E(h(X + YC,))=/RM dxdv(z(ﬂ);zjexp(—a- ||2V|| — i, V) D x(V)
B h(x) .
= [, dxdv 3 exp(-itx, v)oxer, (v

qui est la formule souhaitée qui ne dépend bien que de la transformée de Fourier ¢ x et
conclut Uinjectivité.

Maintenant si ® x est intégrable |[h(x)® .y, (V)| < h(x)|®x(Vv)| est une domination (si h est
a support compacte) et puisque ®x,y (V) >, Px(v) par les formules précédentes, on
obtient par le TCD la formule souhaitée pour la densité a la limite. La continuité de la densité
vient du Théoreme de continuité des intégrales a parametres. On remarque qu’en utilisant
E(h(X))) = .[Rd dxh(x)fx(x) pour tout h positive continue a support compact, on déduit fy
positive (sinon par continuité elle est négative sur un ouvert dans lequel on peut prendre le
support de h pour contredire positivité de l'intégrale) et par convergence monotone et faisant
tendre h — 1, on déduit fyx intégrable et densité de proba. D’ou on peut utiliser
E(h(X))) = /Rd dxh(x)fx(x) (maintenant valable pour h continue bornée car fx peut servir de
domination) pour identifier Px(dx) = fx(x)dx en utilisant le lemme E.7. O

5 Théoreme de Radon-Nikodym et Théoreme
de Dunford-Pettis (Niveau M1-M2)

Ce complément pourrait pour U'essentiel étre ajouté comme application du théoreme de
Riesz ou du théoreme de dualité des espaces LP. Nous expliquons un théoreme de théorie de
la mesure qui permet de dire quand une mesure provient d’'une densité dans L1(Q, ). On en
déduit une application a un théoréeme de compacité qui est utile pour la preuve du cas
uniformément continue du théoréme de convergence des martingale dans L1, le théoréme de
Dunford-Pettis E.9.
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Définition E.3. Si u, v sont des mesures de probabilités sur (2, 7), on dit que u est
absolument continue par rapport a v et on note u < v si pour tout A< 7, v(A) = 0 implique
que u(A)=0

Définition E.4. Si u, v sont des mesures de probabilités sur (Q,7), on dit que u admet
une densité h e L1(Q, v) par rapport a v et on note h = % ,Si h>0p.s. et pour tout
AeT :

‘/QlAhdv:,u(A).

Les définitions s’étendent aux mesures o-finies, mais on considere seulement ici le cas
de probabilités.

Théoréeme E.8 (de Radon-Nikodym). Pour toutes mesures de probabilités u, v sur
(Q,7), ily a équivalence entre u < v et Uexistence d’'une densité h = % e L1(Q,v) de u
par rapport a v, et la densité est alors unique v-p.s.

Démonstration. Sion a deux densités h, k, fQ 1a(h-k)dy =0 pour tout A7 mesurable, donc
par la construction de Uintégrale aussi fQ fhdv = /Q fkdv d’abord pour f mesurable positive
(par TCM) puis pour f mesurable bornée donc par dualité h- k =0 dans L1(Q,v) donc v-p.s.

De plus, si on a existence d’une densité et si v(A) =0, par TCM,
folah=limy o [ 1athAan)y=0car| [, 1athAnydv] <|I(hAnl2111all2 < nv(A)Y2 =0 par
Cauchy-Schwartz. Donc u(A) =0 c’est a dire on a montré u < v.

La partie difficile est 'existence d’une densité si u < v. On va utiliser le théoreme de
représentation de Riesz (ou sa variante pour la dualité de L1, le théoréme D.8). Soit

Ue = +av avec a > 0. L’idée est simple on s’attend a avoir une densité dd“v” =a + h strictement

iti dv _ _1_ 4 2 i @)y — g h
positive et donc d = o bornée par 1/a donc dans L ensuite a(1 - -%) = a1 =, h eton

devrait pouvoir retrouver h ainsi.

Appliquons cette idée, si f € L1(Q, du,), on a
‘/|f|dv:l/|f|davsl/|f|d,u(,
(07 (04

Donc f e L1(Q, dv) et f — [ fdv définit une forme linéaire continue sur L1(Q, du,), donc
par le théoréme D.8, il existe h, € L®(Q, du,) telle que pour tout f € L1(Q, du,) on a

/fdv:/fhadua.
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Et de plus, on a [[hyllr=u,) < 1/a. Sif =1, gy, On obtient f max(0, h,)du, = 0 donc vaut
0, donc )
v({hs < 0}) < E/Ja({ha <0})=0

donc h, > 0, v p.s.

On montre maintenant la monotonie attendue pour h, (si on veut qu’elle soit égale a un
ﬁ) SiB > a, on a pour f positive bornée en utilisant u,(g) < usg(g) pour g positive v-p.s,

/fhﬁdyﬁ=/fdv=/fhaduas/fhad,uﬁ

car fh, posivite v—p.s. par le résultat précédent, donc comme c’est valable pour tout f > 0, on
a hg < houg-p.s. donc v-p.s.

Finalement, on a l'identité
/fd,u=/fdua—/fa/dv=/f(l—aha)du(,:/fa(l—a/ha)dv+/f(1—aha)d,u.

Par [|hyll(ou,) < 1/@.onal—-ah, > 0 p,—p.s. donc v—p.s. En raisonnant comme avant on
obtient (1-ah,) > (1-pBhg) v—p.s. Donc, par 'égalité précédente, aprés simplification de f (et
toujours pour f positive en utilisant la croissance de @ —» ah, v-p.s. par ce qu’on vient de voir
donc u-p.s. par Uhypothese u < v) , on obtient

/fa(l—aha)dv:/fahadus/fﬁhﬁdu:/fﬁ(l—ﬁhﬁ)dv

soita(l-ah,) <B(1-pBhg), v—p.s. donc converge vers un h en croissant et par convergence
monotone et ’égalité avant on obtient

/fhdv: lim/fa(l—aha)dv=lim/fdu—/f(l—aha)d,us/fd,u.

Donc pour f =1 on trouve h e L1(Q, dv). Or par la monotonie de la limite définissant h, on a

(1_aha):M§ h

— Da—o0 0
a

v—p.s. puisque h est fini v—p.s. donc en utilisant encore ’hypothese, aussi u-p.s. Comme on a
vu la monotonie en « par convergence monotone, on déduit f f(l1-ah,)du — 0 et donc
finalement 'égalité attendue qui conclut la preuve :

/fhdv: lim/fd,u—/f(l—aha)dp=ffd,u.

On peut maintenant rappeler et prouver le théoréeme E.9 :
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Théoréme E.9 (Dunford-Pettis). Soit une suite (X,) dans L1(Q, 7, P) avec 7 une tribu
dénombrablement engendrée (donc 7 =7 (&) avec & dénombrable, en particulier
7 = B(R™). On a ’équivalence entre

1. (X;) est uniformément intégrable
2. (Xp) admet une sous-suite (Xp,) ayant pour limite faible X € L1, c’est-a—dire :

Vf e L™(Q), E((Xn, - X)f) — 0.

3. (Xp) est bornée dans L! et pour tout e > 0, il existe n > 0 tel que si A € 7 vérifie
P(A) < n alors pour tout n, E(14|Xn|) <e.

C’est surtout ’équivalence entre 1. et 2. qui est difficile et porte le nom de théoreme de
Dunford-Pettis. L’hypothese “dénombrablement engendrée" n’est pas nécessaire (cf.
Delacherie-Meyer Probabilités et Potentiel Vol 1 p 27) mais nous la faisons pour simplifier.

Démonstration. On commence par '’équivalence entre 1 et 3. Supposons 3. et fixons e > 0,
t.q. P(A) <7 implique E(14|X,|) < e. Par Uinégalité de Markov P(|X,| > ¢) < S¥Rrer E0XD) )

$UPan BIXD en appliquant alors & A = {|X,| 2 c}, on déduit

des que ¢ >
sup, E(1(|Xnl > c}|Xn]) <e. Etdonc limc_o E(1(|Xn| > c}| Xn]) = 0 qui est Uuniforme

intégrabilité recherchée.

Réciproquement, pour € < 0 fixé, on prend ¢ > 0 tel que sup, E(1{x,>c;|Xnl) <€/2, (en
particulier
E(IXnl) = E(1(x,12c} 1 XnD) + E(Lgx,<c} [ Xnl) < C+€/2

donc X, et bornée dans L1, de sorte que

E(L1alXnl) = E(1alyx, 231 Xnl) + E(Lal{x,1<c} 1 XnD)
<SE(gx, 231 Xn) + E(Lalyx, <€) <€/2+ P(A)C

qui est borné par e deés que P(A) <n=¢€/2c qui convient.

On suppose maintenant 3 et on montre 2. Si 7 =0 (Ap, n € N), A l'algebre engendré par
les A, C’est a dire les unions finis d’intersections finis de A, AS (qui n’est en général pas une
o algebres) qui est stable par, complémentaire union finie et intersection finie. Il est facile de
voir que A est dénombrable.

En séparant les parties positives,négatives, on peut supposer X, > 0 et par extraction
diagonale, on trouve ny telle que E[Xp, 14] — u(A) converge pour tout A € A.
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Il est facile de voir que u(Q) < « vu que (X,) est bornée dans L! (par 3.) u est additive
sur les unions disjointes finies (par additivité de 1 — E[Xj,14] qui est une mesure et passage
a la limite). De plus, par 3., soit e positive, on a un n tel que P(A) <n implique E[Xp, 14] <€
donc u(A) <e.

En particulier si P(A) =0, on a u(A) = 0.

Un résultat classique de théorie de la mesure dit que u s’étend de facon unique sur o(A)
en une mesure u* (cf. par exemple Barbe-Ledoux [1, Thm 1.49]). Il est facile de voir que U'on
a encore si P(A)=0, on a u*(A) =0. Donc, u* < P et par le théoreme de Radom-Nikodym, il
existe X € L1 telle que E(X1,) = u(A) = lim,_, nry E[Xn,14]. Il en est donc de méme pour toute
fonction étagée f, (resp. gm) d’une suite décroissante (resp. croissante) convergeant vers f
mesurable positive bornée

D’ol on a les deux inégalités donnant l’égalité

lim sup E[Xp, f] < lim E[Xp, fm] = E(Xfm) — E(Xf)

n—oo

liminf E[ X, f] > ,!,im E[Xn,gm] = E(Xgm) — E(XT).

n—oo

On a donc obtenu 2.
On laisse en exercice 'implication de 3. vers 1. que 'on n’a pas utilisé dans le cours.

O]
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