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CHAPITRE 1

Ensembles denombrables
et Familles sommables

Un espace de probabilité discret (disons dénombrable) associe des nombres, les probabilités aux événements de base
{w;}, correspondant aux éléments w; de I'espace des réalisations et en sommant a des événements plus compliqués.
Comme ces nombres vont étre associés a des ensembles, 'ordre de sommation de ces nombres ne doit pas importer. On
va donc étudier une notion de sommation de série ou 'ordre de sommation n’importe pas. Le but est donc pour une
famille de nombres (u;);cs, indicée par un ensemble infini / (le plus souvent dénombrable) de définir la somme :

2,

iel

en conservant les propriétés de commutativité et d’associativité des sommes finies.

Méme dans le cas 7 =N, le but est d’obtenir une notion de sommation qui ne privilégie pas les sous-ensembles finis
[[0,7]] comme la notion de somme de série usuelle. On verra que dans ce cas, cette notion de sommation coincide avec
la convergence absolue que vous connaissez déja.

Le but de la Théorie de la mesure sera d’étendre cette construction a des espaces dits mesurés (de probabilité ou de
masse totale différente de 1), incluant les espaces probabilités continues. Le principe de la construction sera le méme et
généralisera le cas plus simple de ce chapitre.

1 Ensembles (au plus) dénombrables

Rappels sur les ensembles

Définition 1.1. La fonction indicatrice d’une partie A est I’application 14 : Q — {0;1} définie par

1 siwed
1 -
4(@) {0 siwed

On a admis en L1 Pexistence de 'ensemble N des entiers naturels et d’'un ensemble constitué des parties de Q (ce
sont des axiomes de base de la théorie des ensembles).

Définition 1.2. U’ensemble des parties de Q est noté £ (Q). Une famille F de parties de Q est une partie de P(Q)
(soit ¥ € P(Q) ou F € P(P(Q)). Les éléments de 7 sont des parties de Q.

Lemme 1.1. La fonction indicatrice A — 14 réalise une bijection entre P (Q) et {0,1}? (Uensemble des applications de Q
dans {0,1}).
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Démonstration. Linverse est k — A~1({1}). La vérification que c’est bien un inverse est facile, et laissée en exercice. [

Rappel 1.1. Si A et B sont deux parties de Q (i.e. deux éléments de P (Q)).

1. On a les relations ACc BouB C Aou (A¢ Bet B¢ A). A C B s’écrit aussi B D A.

2. On a défini en L1 : 4 X B I'ensemble des couples (a,b) a € 4,b € B, l'intersection 4 N B (ensemble des
éléments a la fois dans 4 et dans B), 'union 4 U B (ensemble des éléments a la fois dans 4 ou dans
B), le complémentaire de B dans 4 :4 - B = ANB° = {x € A: x ¢ B} et la différence symétrique
AAB = (A — B) U (B — 4). On remarquera la relation de ces opérations avec les connecteurs logiques de
base.

3. Plus généralement on définit 'union d’une famille 4; € P(Q),i € I :

UAiz{xEQ:EIieI:xeA,-},
iel

et de lintersection d’'une méme famille :

ﬂAiz{er:\ﬁeI:xeAi}.

iel

qui vérifie les relations de distributivités :

(UA,-)nC:U(A,ﬂC)

iel iel
(ﬂA,») uC=(4uc)
iel iel

et plus généralement

iel JjeJ iel,jej
iel jeJ iel,jej

A et B sont disjoints si AN B = 0.
5. On a les relations fondamentales du complémentaire (4°)° = 4 et pour le complémentaire des unions

() ()

iel iel

=

et (de facon équivalente) des intersections :

(Q4) =U

iel iel

* Rappel 1.2. Soit A C E et f : Q — E, on rappelle que 'image réciproque f~1(4) est définie par :
f A ={weQ: f(w) € 4}.

On a vu en L1 les relations

fHAuB) = U (B,
[AnB) =) n fH(B),
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1A =[]

f
fl(UAz) Uf (4r), (1.1)
4

iel iel

iel iel

Un ensemble A qui n’est pas fini est dit infini.

Ensembles infinis dénombrables

% Définition 1.3. Un ensemble infini A est dénombrable s’il existe une bijection f : 4 — N.
Un ensemble 4 est au plus dénombrable s’il existe une injection f : 4 — N.

Remarque 1.3. Certains auteurs disent dénombrable pour ce que nous appelons au plus dénombrable et infini
dénombrable avec le sens de dénombrable ci-dessus.

On va utiliser librement le lemme suivant :

Lemme 1.2. 1. Toute partie non-vide de N a un minimum.
2. Une application strictement croissante f : N — N (resp. f : [[0,n]] — N) vérifie f(p) > p pour tout p dans son
domaine.

Démonstration. 1.Si P est non-vide et donc, disons, contient #, alors [[0, z]] NP est aussi non-vide et FINI, donc a clairement
un minimum. 2. II suffit de voir le deuxiéme cas (en restreignant aux segments initiaux), on le montre par récurrence sur
n.Sin=0, f(0) € N donc c’est évident. En supposant ’hypothése vraie au rang =, on considére f : [[0,n +1]] - N, la
restriction a [[0, n]] vérifie 'hypothése de récurrence, donc f(p) > p pour p < net f(n+1) > f(n) > n mais dans N cela
implique f(n+1) > n+1 et conclut 'étape d’induction. O

On peut représenter les éléments d’un ensemble dénombrable A a I’aide d’une suite infinie en écrivant 4 = {x,; 7 > 1}
(x est P'inverse de la bijection f).

% Proposition 1.3. Les ensembles au plus dénombrables sont soit finis, soit dénombrables. De plus, pour une partie infinie
P C N, il existe une bijection strictement croissante et une seule de N — P.

Démonstration. Les ensembles au plus dénombrables sont par définition en bijection avec les parties de N. Dans le cas
infini, il suffit de voir le second point pour obtenir la bijection avec N. On définit par récurrence la bijection f : N* — P.
Plus précisément, on construit par récurrence sur z une application strictement croissante f, : [[1,n]] — P telle que
pour tout x € Im(f,),y € P —Im(f,), x <y et fulj1r) = fr- Comme P, infini, il est non-vide donc admet un élément
ap = min(P) On pose fy(0) = ap d’ou I'initialisation.

On suppose construit f,, et on prend a,+1 = min(P —Im(f,)) qui existe car cette partie est infinie de N donc non vide
(si elle n’était pas infinie, P serait finie comme union finie de parties finies). On pose f41(k) = fo(k).k < n, fs1(n+1) =
an+1 de sorte que par 'hyp de rec sur f;, a1 > fu(k),k < n ce qui donne la stricte croissance de f,41 en combinant avec
celle de f,. Enfin, si y € P — Im(fy+1) € P — Im(f,) on a par hyp de rec y > f,(k)k < n et y > a,41 car c’est le min donc
> etonay # a,4 par construction. Donc la relation demandée a I’étape suivante est vérifiée.

On obtient f strictement croissante donc injective en rassemblant les valeurs des f, qui s’accordent (f(n) = f,(n) =
Ju(n),m > n).

Pour voir que f bijective, par ’absurde, sinon il existe 4 € P —Im(f) mais par stricte croissance d’entiers f(n) — oo
donc il existe » minimal tel que 4 < f(n) = f,(n) ce qui impose par minimalité 4 > f(n — 1) et contredit f,(n) =
Min(P —Im(fy-1)) vab e P —Im(fy-1).
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Pour l'unicité, si g est une autre telle bijection g% o f est une bijection strictement croissante de N — N ainsi que
sa réciproque et le lemme 1.2 donne donc g7 o f(n) > n,f 1 o g(n) > n et donc, d’out par croissance de g, f appliquée
encore a ces relations : f = g.

% Proposition 1.4. Un ensemble P est au plus dénombrable si et seulement si il existe une surjection f : N — P.

Démonstration. Pour 'implication directe, si P est dénombrable, la bijection de la définition convient, si P est fini, en
bijection avec [[0,7 — 1]] alors le reste modulo z donne la surjection N — [[0,7 — 1]] qui composée a la bijection donne
la surjection cherchée. Réciproquement, 'ensemble f~1(p),p € P est une partie de N qui a un plus petit element a, :
a: P — N est I'injection cherchée. O

On va obtenir des exemples d’ensembles dénombrables les plus courants. Pour cela on a besoin de quelques méthodes
de constructions.

Lemme 1.5. 1. La réunion d’une suite (X,)y>0 d’ensembles finis 2 @ 2 disjoints est au plus dénombrable.
2. Un ensemble X est au plus dénombrable si et seulement si il admet une suite exhaustive de parties finies, c’est @ dire
une suite croissante de parties finies dont l'union est X.
3. Le produit cartésien d’un nombre fini d’ensembles au plus dénombrables est au plus dénombrable.

n
Démonstration. 1. Soit a, = Card(X,) et A, = Z ar (A-1 =0). On a des bijections &, : [[4,-1+1,4,]] = [[1,a,]] = X,
£=0

qui induisent une application 4 : N* — U, X, dés qu'un nombre infini de X; n’est pas vide, ou 4 : [[1,4,]] — U, X, qui
est par construction surjective. L'injectivité des 4, et le fait que les X,, sont disjoints donne 'injectivité de A. 2. Si X est
fini on prend la suite constante, sinon, pour une bijection 4 : N — X on prend X, = £([[0,z]]) comme suite croissante
cherchée. Réciproquement, la suite croissante X,, donne une suite disjointe Xy, X,+1 — X, de parties finies, donc 1 donne
que I'union est au plus dénombrable.

3. Une récurrence triviale raméne au cas du produit de 2 ensembles A4, B. Soit £ : N — 4, ¢ : N — B des surjections
données par la proposition 1.4. f = £ x g : N> — 4 x B est une surjection qui raméne au cas N? qui admet pour suite
exhaustive d’ensembles finis [[0, z]]2. L]

% Proposition 1.6. Les ensembles NF k € N, Z et Q sont infinis dénombrables.

Démonstration. On a vu le cas du produit NF au lemme précédent. [[—n,n]] est une suite exhaustive d’ensemble fini pour
Z qui est donc au plus dénombrable par la proposition précédente, il est infini car il contient N. Enfin (p,q) — p/q est
une surjection de Z X N* — Q, donc, par la proposition 1.4, Q est au plus dénombrable, et infini car il contient N. ~ [J

Enfin, on améliore le lemme précédent.

[ Proposition 1.7. Une réunion au plus dénombrable d’ensembles au plus dénombrables est au plus dénombrable. ]

Démonstration. Soit (X,),>0 une suite d’ensembles dénombrables (si la suite est finie, on peut la prolonger en une suite
infinie.). Soit f, : N — X,, une surjection donnée par la proposition 1.4. Petite subtilité, on a besoin de former une suite

(fa)nen, C’est a dire une application de N —

U X,,) , ce qui n’est pas complétement anodin et utilise 'axiome du choix

neN
dénombrable). On pose f : N2 — U X, défini par f(n,p) = f,(p) et en composant avec une surjection N — N2 on
neN
obtient le résultat par la réciproque dans la proposition juste citée. O

Les ensembles au plus dénombrables serviront de base aux probabilités discrétes.
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Ensembles infinis non dénombrables

Les ensembles qui n’appartiennent pas aux catégories précédentes (finis ou infinis dénombrables) sont dits infinis
non dénombrables. On va voir que par exemple, R et C, [a,b], a < b sont infinis non dénombrables.
Le résultat clef est toujours un argument diagonal :

% Lemme 1.8 (Théoréme de Cantor). I n'existe pas de surjection h : E — P (E) entre un ensemble E et ensemble de
ses parties.

Démonstration. En effet une application 4 : £ — P (E) permet de considérer 'ensemble 4 = {x € E : x ¢ h(x)}. Il n’existe
pas de y tel que A(y) = 4 car par I'absurde, si il existait, soit y € 4 et alors y ¢ A(y) = 4 une contradiction, soit y ¢ 4 et
alors y € h(y) = 4 encore une contradiction. O

Remargue 1.4. En conséquence de ce lemme et de la proposition 1.4, £ (N) n’est pas dénombrable (il est infini
a cause de l'injection x — {x} défini sur N), car sinon on aurait une surjection de N — P (N). En conséquence
{0,1}", en bijection par la fonction indicatrice n’est pas non-plus dénombrable.

% Théoréme 1.9. [0,1] et R ne sont pas dénombrables.

En conséquence un intervalle quelconque [a,b], pour @ < b, en bijection avec [0,1] ne I'est pas non plus. et un
intervalle quelconque contenant au moins deux points (qui contient donc aussi un [a,b]) est aussi non-dénombrable.

Démonstration. On construit une injection ¢ : {0,1}" — [0,1] (le cas R s’en déduit. ('image de cette injection va étre
ensemble triadique de Cantor). On fixe a = (a,) € {0,1}"' on définit une suite de segments emboités, on pose Jy = [0,1]
et si J, = [%4,yx] alors on découpe l'intervalle en trois en posant u, = (2x, + y,)/3 et v, = (%, + 2y,)/3. Si a, = 0, on
pose Ju+1 = [Xn,uy], et si a, =1, on pose Jyi1 = [04,9,]. On obtient par construction une suite de segments emboités,
Xy, yn sont des suites adjacentes et y, — x, < 1/3" (récurrence facile) donc I'intersection est un singleton N, /, = {¢(a)}.

Pour voir que ¢ est injective on note que si @ # a’ sont deux suites et z le premier indice avec a, # a;, alors /N[, =0
et les images sont donc distinctes.

Remarque 1.5. L'ensemble triadique de Cantor a plein de propriétés intéressantes. Topologiquement, il est fermé,
totalement disconnecté (les composantes connexes sont les singletons). Il est de longueur nulle (car inclus dans
I'union sur tous les cas possibles des /, dont la longueur perd un facteur 2/3 a chaque z). Le sens de cette longueur
sera vu au chapitre 3 (c’est la mesure de Lebesgue). Il est en fait fractal de dimension de Hausdorff In(2) /In(3) < 1
(ce qui réexplique la longueur nulle, mais c’est un sujet beaucoup plus avancé des mesures intermédiaires entre
discret et continue).

Exemple 1.1. L'ensemble des nombres irrationnels R —Q est non-dénombrable, car sinon son union avec Q a savoir
R serait dénombrable, ce qui n’est pas le cas.

2 Familles sommables a termes positifs

Rappels

Rappel 1.6. La somme x + y avec ¥,y € R, est définie a I'exception du cas ot x = +c0 et y = —x.
Contrairement au cas des limites, on pose 0. 4+ co =0, ¢. + co = +0c0 pour ¢ > 0.

Pour un ensemble 4 non-vide (non-nécessairement borné), on utilise sup 4 pour le plus petit majorant M € R de 4
et inf 4 pour le plus grand minorant m € R de 4.
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On utilisera aussi inf @ = +oc0, sup @ = —co.
Si (a;)i=1,.., est une suite finie (disons de nombres complexes) et o : [[1,z]] — [[1,z]] une bijection.
La propriété de commutativité de la somme donne :

n n

=Y ar

i=1 i=1

Démonstration. En voyant o comme produit de transpositions, il suffit de montrer le résultat pour o = (jj£) une transpo-
sition avec j < k.
Mais par commutativité (a + b = b + a) et associativité ((a +b) + ¢ =a+ (b +¢)) de la somme :

n Jj-1 k-1 n Jj-1 k-1 n n
Z Ao (i) = Z ao(i) T ag(j) + Z Ao (i) Q5 (k) + Z g (i) = Z a; +ap + Z a;+a; + Z a; = Z a.
i=1 i=1 i=j+1 i=k+1 i=1 i=j+1 i=k+1 i=1
O
n
Corollaire 1.10. Si E est fini et ¢ : [[1,n]] — E une bijection, f : E — C alors Zf(ei) ne dépend pas de la bijection
i=1
e. On note .
D)= fle.
eckE i=1

Démonstration. Si on prend une autre bijection ¢’ on considére la bijection o = ¢~} o ¢’ de sorte que ¢ o o = ¢’. La formule
de commutativité de la somme conclut :

n n

WO if(eﬂi)) = > FeD.
i=1

i=1 i=1

Le résultat suivant résume les propriétés de manipulation de ces sommes :

Proposition 1.11. 1. Si E fini, on a

Card(E) = 21.

33
2. (Sommation par paquet) Si E fini est une union disjointe finie E = U E; (cestadirel finiet E;NE; =0 sii# j)
iel

Df@=>%" f(e.

¢eE i€l eckE;

et f : E— C alors:

En particulier, on a Card(E) = Z Card(E;).
iel
3. (interversion de sommes finies) Si E, F sont finis et a : EX F — C, alors :

T

e€E feF (e.f)eEXF fEF ¢cE

En particulier, on a Card(E X F) = Card(E)Card(F).

\. J

n
Démonstration. 1. Si Card(E) = n, E = {e1,...,¢,} pour une bijection ¢ : [[1,z]] — E, on a donc Z 1= Zl = n par
ecE i=1
définition. '
2. On pose j : [[1,m]] — I une bijection et n; = Card(E;;)) On note Ny = 0,N; = Z ny.
=1
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On a N; — N;_1 = n;,i > 1 donc on a une bijection (en composant la soustraction de N;_1 : [[N;-1 +1,N;]] — [[1, n;:]]
avec la bijection donnée par la définition du cardinal [[1,7;]] — E;(), g : [[Ni-1 +1,N;i]] = E;;). On pose g(k) = g;(k),
si k£ € [[N;-1 +1,N;]]. Montrons que g réalise une bijection de [[1,N,]] — E. En effet, par hypothése, £ est 'union des
E;(i), dont tous les éléments sont atteints par g;, donc par g qui est donc surjective. De plus, si g(k) = g(/) € E;, comme
I'union décrivant E est disjointe, on a £,/ € [[N;_1 + 1,N;]] et g;(k) = g:(]) et comme g; est injective, on déduit £ = [ et
donc comme £,/ sont arbitraires, on déduit que g est aussi injective.

Donc par définition de la somme sur un ensemble (au début et aux deux derniéres lignes) :

Ny
DFer = flgk)
=1

eckE k

M Ny N

=D Fgkn+ D flgtkn+-+ > fgk)
k=1 /C=N1+1 k=Nm,1+1
m N;

-, fg(h))
[=1 k=N;_1+1
m N;

=2, £ (g (k)
1=1 k=N;_1+1

=2, 2. f©
I=1 e€E()

=2 . f)
icl ecE;

Le résultat sur le cardinal est une application du 1. et de la sommation par paquet pour la fonction f =1 constante :

Card(E) = Z 1= Z Z 1= Z Card(E,).

¢cek i€l eck; iel
3. Il suffit d’appliquer la sommation par paquet aux unions disjointes
EXF =U,cp{e} X F=UrcrEX{f}.

Pour le cardinal on a par le 1 et la distributivité de la multiplication par rapport a I’addition :

Card(Ex F) = Z 1= Z Z 1= Z Card(F) = Card(F) Z 1= Card(E)Card(F).

(e.f)EEXF ¢cE feF ¢cE 23

Définition et premiéres propriétés

Définition 1.4. Une famille (a;);c; de nombres réels positifs est dite sommable si

sup Zaj:jcl,ﬁni < 00
jeJ

et alors on note

Zai:sup Zajzjcl,ﬁni

iel jeJ

Tout d’abord, le résultat simple suivant raméne au cas / dénombrable, ce que 'on supposera par la suite :
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[ Lemme 1.12. Si (a;);er est une famille sommable, alors le support Iy = {i € I : a; # 0} est au plus dénombrable. ]

Démonstration. Si S = Z a; =0, alors Iy = (. Sinon si § = Z a; >0etsil,={iel:a; >S8/n},alors [ = U,>11, est

iel iel
au plus dénombrable comme union d’une suite d’ensembles finis car Card(1,) < n. En effet, si j € I, a; > §/n donc si
Jcl,fini$ > Z aj 2 8Card(J)/n donc Card(J) < n et donc Card(l,) < n. |

JE€Jn

On résume les propriétés générales dans I’énoncé suivant :

Proposition 1.13. 1. (critére des suites exhaustives) Si (_J,)n>0 est une suite exhaustive de parties finies de I, alors la
famille (a;);cr est sommable si et seulement si la suite (Z a;) >0 est bornée et alors on a
i€y
ZaizsupZaiz lim a;.
i€l neN e, "_woiej,,

2. (lemme de domination) Si a; < b; pour tout i et (b;) sommable, alors (a;);cr est sommable et alors Z a; < Z b;.
iel iel
3. (lemme de permutation) Si (a;);cr est sommable et o : I — I est une bijection, alors (as(;))icr est sommable de
méme somme.

J

Démonstration. 1/ La famille Z a; étant inclus dans la famille des sommes finies, il est clair qu’elle est majorée si la
i€ fn

famille est sommable (et on a en passant au sup la partie > de I’égalité énoncée). Mais réciproquement toute famille finie
est inclus dans un certain J,, par définition d’une suite exhaustive, d’out la borne inverse et la réciproque.

o/ 11 suffit de borner les sommes partielles finies Z a; < Z b; et passer au sup.

ief ief
3/ Pour tout J fini, o(J) est fini donc Z Ar(i) = Z a; < Z a;. D’ot la sommabilité et la premiére inégalité en
ief ico(f) iel

passant au sup. En considérant la bijection réciproque o' on obtient de méme I’autre inégalité. O

Le dernier résultat généralise la commutativité des sommes.

(9]

Corollaire 1.14. Une famille a termes positifs (a,)nen est sommable si et seulement si la série Z ay est convergente.
n=0

Sommation par paquet et applications

On conclut avec les deux résultats importants, le premier généralise I’associativité des sommes finies. On rappelle
qu’une partition (1) ea de I est une famille d’ensembles 2 a 2 disjoints d’union égale a 1.

% Théoréme 1.15 (de sommation par paquets - Cas Positif). Soit (1)) ca une partition de I. Une famille (a;);cs
est sommable si et seulement si on a a la fois les deux propriétés suivantes :

7. pour chaque A € A, (a;)icy, est sommable, disons de somme o)
2. et (0))en est sommable.

Dans tous les cas (méme en labsence de sommabilité), on a Uégalité :

Z“FZ‘UEZ(Z@).

iel LeA XeA \iel,
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Démonstration. Commencons par la condition nécessaire. Si (a;);c; est sommable alors les sommes finies d’une sous
famille (a;);c;, sont bornées par les sommes de la famille totale donc on a la premiére condition de sommabilité et

oy < Z a;. Plus si on a des sous ensembles finis /1 C Iy,,..., Ju C I, pour des A; distincts, ils sont disjoints et leur
iel

n
union J = Ujk est un sous-ensemble fini de / donc
k=1

IITEDIWEPIY
k=1ieJ; ief iel
Donc en passant successivement au sup sur les J; fini, on obtient :
S Y
iel

Donc la famille (071)ea est sommable et on obtient la premiére inégalité > en passant au sup.
Réciproquement, pour tout J partie finie de / on définit J; = J N I; et on obtient un nombre fini de A tel que
n

J =) /1, On déduit
k=1

PICED I IED N 318

ief k=1i€J; AeA

D’oti la bornitude sur / qui donne la sommabilité, et 'autre inégalité en passant au sup. O

Un cas particulier est la “version famille sommable” du théoréme de Fubini (qui se généralise a un théoréme d’inté-
gration). Le cas positif est nommé théoréme de Fubini-Tonelli. Il correspond a la décomposition

Ix J=VUer{i} X J =Uje I x{j}.

Il donne un résultat d’interversion des sommes.

% Théoréme 1.16 (de Fubini-Tonelli). Une famille double (a;;)icy jcj @ termes positifs est sommable si et seulement
si on a l'une des deux propriétés équivalentes suivantes :

7. pour tout i € I, (a;;) e est sommable et la famille des sommes (Z aij)ier est sommable
jeJ

2. pourtout j € J, (aij)icr est sommable et la famille des sommes (Z aij)jey est sommable
iel

Dans tous les cas (méme en labsence de sommabilité), on a Uégalité :

% =3 Sa)- %[5

(i,j)eIx]J iel \jeJ jejJ \iel

Démonstration. C’est une application directe du résultat de sommation par paquets avec les partitions ci-dessus. O

1

Exemple 1.2. Calculons la somme [ = Z Z m
1+

i=0 j=0
Comme c’est une série a coefficient positifs, chaque somme est somme d’une famille sommable, donc par Fubini-
Tonelli, on obtient une somme sur le produit :

1
SN s B e

ieN jeN (i,j)eN?
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Comme chaque terme de la somme ne dépend que de n = i + j + 1, on a envie de considérer la partition de
N? = Uyene A, avec A, = {(i,7) € N2 : i + j +1 = n}. Par le théoréme de sommation par paquet, on a :

E 1
1= 2 Gager

n=1 (i,j) €A,
1
11 suffit donc de calculer Z ————— Mais A, est fini de taille  vu A, = {(i,n—-1-4):0<i <n-1} =
(gren, EHIHD)
1 Card(A 1
[[0,7 — 1]], donc Z — 5 = ar E ») = —. C’est le terme d’une série de Riemann divergente, donc
(i+j+1) n n

(i.j) €N,
I = +c0 et les familles ne sont pas sommables.

3 Familles sommables a termes scalaires

Comme pour les séries, on se raméne au cas a valeur positif en prenant le module. On pourrait traiter de fagon
semblable le cas a valeurs vectorielles (par exemple dans R” ou dans ce qu'on appelera au chapitre suivant un e.v.n. ot
toute suite de Cauchy converge, un e.v.n dit complet) en prenant la norme a la place du module. On note K =R ou K =C
le corps de référence.

% Définition 1.5. Une famille (2;);c; de nombres complexes ou réels est dite sommable si la famille (|z;]);cs est
sommable. On note ¢1(7,K) Pensemble des familles sommables d’éléments de K indexées par 1.

On note

2l = > Jal.

iel

Lemme 1.17. ¢1(1,K) est un espace vectoriel et de plus on a pour u,v € {1 (I,K),u,v € K :

|4 + polly < |A]|[ully + |ulllo]l-

Démonstration. On voit que c’est un sous-espace vectoriel de ensemble des fonctions K. D’abord, la famille nulle est
sommable et de plus si A,u € K, (a;),(d;) des familles sommables, pour J fini, on a par I'inégalité triangulaire (des
nombres) :

D lAai+ubil < Y Allail +1ullbd = 121 el +1ul Y 16 < [A]llall + |ull]lly

ief ief i€f ie]
donc comme la valeur est bornée, on obtient, la sommabilité de la famille (1a; + ub;), donc £1(1,K) est stable par
combinaison linéaire et est donc un sous-espace vectoriel de K/, puisqu’il contient aussi la famille nulle (0).

De plus en passant au sup sur J on obtient |[1a + ub||1 < [A]]]all1 + |ul]|]]1- |

Comme d’habitude pour définir I'intégrale (ici on va définir de méme la somme), on sépare les parties positives,
négatives des parties réelles et imaginaires, pour définir la somme. On note donc (a;)+ = max(a;,0), (a;)- = max(—a;,0)
de sorte que

z; = (Rzj)y — (Rzj)- +i(Tz;)s —i(Tz;)-

Comme (Rz;); + (Rz;)-,(Jz)) + (Jz))- < |z;| on déduit que si (z;) est sommable, alors

((Rz;)+), ((Rz;)-,((T2;)+),((I2;)-) le sont aussi par domination.

Définition 1.6. La somme d’une famille sommable (z;);c; est la valeur :

Z 2= Z(mj)+ - Z(*sz)_ +i Z(szj)+ - iZ(sz,)_.

jel jel Jjel jel jel
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Exercice 1.1. Vérifier que la somme d’une famille sommable est une application linéaire. (indication : considérer
une suite exhaustive de parties finies pour se ramener au cas des sommes finies).

On a le résultat qui résume les propriétés élémentaires :

Proposition 1.18. 7. Une famille (z;);c1 est sommable si et seulement si (Rz;);er et (3z;)ier sont sommables.
2. (z;)ies est sommable si et seulement si (z;);icy est sommable et on a :

24 = 2%
Jjel jel

3. Pour (2;)ier sommable, on a Uinégalité triangulaire généralisée :

R EDNELE

jel jel

4- (lemme de permutation) Si (z;)icq est sommable et o : I — I est une bijection, alors (24 (;))icr est sommable de méme
somme. En particulier, si Z ay est une série absolument convergente et o une permutation de N alors Z Ao (n) €St
absolument convergente de méme somme.

Démonstration. 1/ Les bornes |Rz;| < |z]| et |Jz;| < |z;| donnent la condition nécessaire par domination. Réciproquement
|zi] = V|Rz|2 + |82z < |Rz|+|Tz]| et comme ! est un e.v, on a vu que Phypothése implique (|Rz;|+|Jz|);c; sommable
d’ou le résultat a nouveau par domination.

o/ I’équivalence est évidente en utilisant 2 fois le 1. I’égalité vient directement de la définition.

3/ On fixe une suite exhaustive J, de /. D’aprés le critére des suites exhaustives pour les quatre séries a termes
positives intervenant dans la somme, Z z; = 7}1_{1‘30 Z zj,z 2| = nh_r)rgo Z |z;| donc par I'inégalité triangulaire pour les

jeI JE€Jn jeI jeSn
sommes finies (et continuité du module)

| =11 il =1 1< 1 | = .
27| =|lim ) x| = m | ) 5| < Jim D Izl = )1l

jel j€Sn JEJu JE€Jn Jel

4/ Tout vient du cas positif, soit par la définition de sommabilité soit par la définition de la somme en terme de
somme de familles a termes positifs. Le cas particulier vient du fait que si la famille est indicée par N, le critére des suites
exhaustives (appliqué a la suite [[0,#]]) implique qu’étre sommable équivaut a étre absolument convergente. O

Remarque 1.7. Une série Z a, telle que pour tout o~ permutation de N on ait Z ag(n) convergeant est dite incon-
ditionnellement convergente. Un résultat classique qu’on trouve par exemple dans Bourbaki Topologie Générale
III.44 dit qu’une série numeérique inconditionnellement convergente est absolument convergente. Il n’y a donc pas
d’extension possible du dernier énoncé.

On finit avec les résultats de sommation par paquets et de Fubini. Dans les deux cas, on n’a plus d’équivalence comme
dans le cas a terme positif. On utilise alors souvent/toujours le cas a terme positif pour montrer la sommabilité nécessaire
a appliquer le cas avec signe/complexe.

% Théoréme 1.19 (de sommation par paquets - Cas Général). Soit (1})ca une partition deI. Si une famille (2;);cr
est sommable alors on a les deux propriétés suivantes :

1. pour chaque A € A, (2;)icq, est sommable, disons de somme o,
2. et (0)),en est sommable.
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De plus, on a Uégalité :

Y= Yme (%)

iel AeEN AeN \iely

Démonstration. Comme (|2;]);cr, la sommabilité de (|2;]);e7, vient du cas positif. De plus, par I'inégalité triangulaire des

familles sommables (proposition 1.18), | Z zi| < Z |2;| et le théoréme de sommation par paquets assure la sommabilité
iely iely

du membre de droite, donc par comparaison, celle de (07;)1ea comme voulu. L’égalité vient du cas positif appliqué aux

parties positives et négatives des parties réelle et imaginaire.

En appliquant la sommation par paquets a la méme partition que dans le cas positif, on obtient :

% Théoréme 1.20 (de Fubini). Si une famille double (zij)ier,jey est sommable alors on a les deux propriétés suivantes :

7. pour tout i € I, (2, ;) ;e est sommable et la famille des sommes (Z 2ij)ier est sommable
jeJ

2. pour tout j € J, (2 ;)ier est sommable et la famille des sommes (Z 2ij)jey est sommable
iel

T e Z(Z Z/) =2, (Z Z’) |

(i,j)elIx] iel \je] jejJ \iel

De plus, on a Uégalité :




CHAPITRE 2
Introduction a la

Topologie des Espaces
Métriques

Dans tout le cours, K = R, (le corps des nombres réels) ou C (le corps des nombres complexes). || est la valeur
absolue ou le module de 1 € K.

1 Distance et Norme sur un espace vectoriel

% Définition 2.1. Soit X un ensemble (en général supposé non-vide). Une distance sur X est une application
d: X XX — [0,+c0] telle que :
i Vx,yeX, d(x,y) =d(y,x) (symétrie)
ii Vx,9,2€ X d(x,2) <d(x,p)+d(y,z) (inégalité triangulaire ou sous-additivité)
iii Vx,y € X d(x,y9) =0 &= x =y (séparation)
Un couple (X, d) est appelé espace métrique (em).

% Définition 2.2. Soit £ un K-e.v. Une norme sur E est une application n : E — [0,+co] telle que :
i Vxe E, 1 e Kn(dx) = [2|n(x) (homogénéité)
ii Vx,y € E n(x+y) < n(x)+n(y) (inégalité triangulaire ou sous-additivité)
iii Vx € E n(x) =0 & x =0 (séparation)
Souvent on note n(x) = ||x||, sauf dans 'exemple E = K, n(x) = |x|. Un couple (E,||.||) est appelé espace vectoriel
normé (evn).

Exemple 2.1. Soit X C E une partie (non-vide) avec d(x,y) = ||x — y||, alors (X,d) est un espace métrique et tout
espace métrique est de cette forme.

Exemple 2.2. Si E =R" on a trois normes classiques, si X = (x1,...,%,) :

n

X1 = |xl

i=1

17



18 CHAPITRE 2. INTRODUCTION A LA TOPOLOGIE

n
[|X|]o = \ Z |x;|?> (norme euclidienne)
=il

[[X]lo = max |x;]
i=1l..n

Exercice 2.1. Montrer que ce sont des normes (cf. TD de L2).

* Exemple 2.3. Si E = C°([a,b],R) 'ensemble des fonctions continues sur [a,5], on a trois normes :

b
£l = / F(0)ldt

b
11l = 4] / £ (0)[2de

1/ 1o = SUP]|f(t)|

telab

Cette derniére norme est la norme de la convergence uniforme (la convergence pour ||.||c coincidera avec la
convergence uniforme)

Le lemme 1.17 se reformule en disant :

Lemme 2.1. (¢1(1,K),|| - ||1) est un espace vectoriel norme.
Démonstration. || - ||1 vérifie I'inégalité triangulaire (cas A = g = 1 du lemme 1.17). De plus || - ||; est positif. Comme
la;| < |la]l1, a; = 0 si||a]|1 = 0, pour tout i donc a = 0 ce qui donne ’axiome de séparation. Enfin Z [da;| = 1] Z la;|
ie] ie]
donc en passant au sup : |[4] ||a||1 = ||1al|l1 (d’ott 'homogénéité). ]
( D

Exemple 2.4. Si Z = X XY avec (X,dx), (Y,dy) des espaces métriques. On définit :

dz((x.).(x".y")) = max(dx (x,x").dy (3.y"))-

C’est une distance sur Z (exo) que l'on utilisera dans cette situation ultérieurement (distance produit).

Exemple 2.5. R = R U {—00,00} est un espace métrique avec la distance

min(1, |x — y|) si x,9€R
dz(x,9) =1 0 si x =9 € {—0co,+0}
1 sinon

Proposition 2.2. (Inégalité triangulaire inverse) Soit (X,d) un espace métrique.

Va,p,z € X| d(x,2) —d(p,2) | < d(x.).

Démonstration. Cas d(x,z) > d(y,z) : Comme d(x,2) < d(x,y9) + d(y,z) par I'inégalité triangulaire, on en déduit
| d(x,2) —d(y,z) | =d(x,2) —d(y,z) < d(x,).
Dans le cas d(y,z) > d(x,z), on échange x et y par symétrie. O
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2 Meétriques équivalentes

% Définition 2.3. Soit X un ensemble. Deux distances d; et dy sur X sont dites équivalentes si
e, C > 0,Vx,9 € X, cdi(x,y) < do(x,y) < Cdi(x,y).

On note alors d; ~ do. Des normes sont équivalentes si les distances induites le sont.

Remarque 2.1. I’équivalence des distances est une relation d’équivalence, c’est a dire qu’elle est réflexive (d1 ~ 1),
symétrique (di ~ dy = dy ~ dj) et transitive (d ~ do,dy ~ d3 = di ~ d3). Si deux normes sont équivalentes les
notions d’analyses (limite, continuité, ...) sont les mémes pour les deux normes.

Exemple 2.6. Dans R", ||.||1,].||2,]|.|| sont équivalentes (cf. TD de Lg). On verra plus tard qu’en dimension finie
toutes les normes sont équivalentes.

3 Boules dans un espace métrique

% Définition 2.4. Soient a € X et r € [0,00].
On appelle boule ouverte de centre a et de rayon r de X la partie :

B(a,r)={x € E, | d(x,a) < r}.
et boule fermée de centre a et de rayon r de E la partie :

Br(a,r) ={x € E, | d(x,a) < r}.
On appelle sphére de centre a et de rayon r de E la partie :

S(a,r) ={x € E, | d(x,a) =r}.

Dans le cas r =0, B(x,0) = 0,Br(x,0) = {x}.

Exercice 2.2. Dessiner les boules de R? pour [|.]|1,|].|]2, ]|

Parties bornées

Définition 2.5. Un ensemble 4 C X est dit borné si AM € [0,00[,a € XVx € A,d(x,a) < M, c’est a dire s’il est
contenu dans une boule.

4 Suites dans un espace métrique

On rappelle qu’une suite de £ est une application # : N — E notée (#,),>0.
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r

Définition 2.6 (Convergence). Soit (u,) une suite d’'un espace métrique (X,d). On dit que u, converge vers! € X
(et on note [ = lim,_,o %, OU Uy — e ) sila suite numérique d(u,,[/) converge vers o, c’est-a-dire :

Ve > 0,3ny € N,Vn > ny, d(u,,l) <e.

Remarque 2.2. Ceci équivaut a Ve > 0,3ny € N,Vn > ny, u, € B(l,e). Comme dans R on a unicité de la limite
(justifiant la notation). En effet si on a deux limites /;,/y pour n grand u, € B(l1,€) N B(ly,€) donc par inégalité
triangulaire d ({1,02) < d(l1,uy)+d(uy,,ly) < 2e Comme € > 0 arbitraire d(/;,l3) = 0, soit par ’axiome de séparation
L =1.

\.

Proposition 2.3. (i) Siu, — u, alors pour tout x, d(u,,x) — d(u,x).
(ii) Toute suite convergente est bornée (réciproque fausse).
(iii) Si E est un evn u, — u,v, — v alors pour toute suite 1, € K, tel que 1,, = A on a Ayuy + v, — Au+ 0.

Démonstration. (i) Par I'inégalité triangulaire inverse |d (u,,x) — d(u,x)| < d(uy,u)

(ii) Par (i) et le cas réel.
(i) Vu Ayuy, + 0, — (Au+0) = A, (uy — u) + (v, —0) + (1, — A)u, homogénéité et inégalité triangulaire implique :

[ Anun + 00 = (Au+0)|| < |Aulllun — ull +|lon — 0l + 15 — A[|u]| = 0.

Suite extraite, valeur d’adhérence

Définition 2.7. Soit (#,) une suite de X on appelle suite extraite ou sous-suite une suite de la forme v, = ug(,),
pour ¢ : N — N une application strictement croissante

Définition 2.8. On appelle valeur d’adhérence d’une suite (u,) toute limite d’une suite extraite convergente.

\.

Proposition 2.4. Toute suite extraite d’une suite convergente converge vers la méme limite. (Autrement dit, toute suite
convergente n’a qu’une seule valeur d’adhérence, sa limite.)

7

Démonstration. Supposons u, — [ et si v, une suite extraite, d(v,,[) est extraite de d(u,,/) ( le résultat est donc une
conséquence du cas réel).

5 Suite de Cauchy, Complétude

O

Définition 2.9. Une suite (u,) de X est dite de Cauchy si :

Ve > 0,3N e N,¥(p,q) eN*p> N et ¢ > N = d(up,u,) < €.

La proposition suivante est similaire au cas réel (cf. cours de L2).

Proposition 2.5. Toute suite convergente est de Cauchy. Toute suite de Cauchy est bornée. Toute suite de Cauchy possédant
une valeur d’adhérence est convergente.
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Définition 2.10. Un espace métrique X est dit complet si toute suite de Cauchy de X converge dans X. Si un evn
E est complet on dit que c’est un espace de Banach.

On a vu en premiére année que K est complet (mais pas Q). Vous avez vu en L2 que (R”,|| - ||2) est complet. On
verra que tout evn de dimension finie est complet.

% Proposition 2.6. Un evn E est complet si et seulement si toute série absolument convergente est convergente.

Y4
Démonstration. SiE est complet et (x;) est absolument convergente, la suite des sommes partielles S, = x; vérifie, pour
i=1
g-1 q
g > p, 1Sy = Syl < Z [|x;]| donc comme Z [|lx;|| est convergente donc de Cauchy, on déduit que (S,) est de Cauchy
k=p k=1

donc converge.
Réciproquement, si toute suite absolument convergente converge, soit (x;) une suite de Cauchy. Il suffit de montrer

qu’elle admet une sous-suite convergente pour voir qu’elle converge. Par la propriété de Cauchy, on trouve par induction
1
oF
et donc la sous-suite (x,,) converge. O

[ %0, || avec |[xy,,, — %5, || < of de sorte que la série télescopique »  xy,,, — Xy, est absolument convergente donc converge,

Exemple 2.7. Dans le cadre de I'exemple 2.3, vous avez vu en L2 que toute série normalement convergente
de (C°([a,b],R),||.||c) converge uniformément. D’aprés le résultat précédent, c’est équivalent a dire que
(C°([a,b],R),||.||) est un espace de Banach (aussi vu directement en L2 en analyse 2 Prop 7.6). Par contre
ce n'est pas le cas de (C°([a,8],R),||.||;), ¢ = 1,2. On verra qu’ils sont denses dans les espaces de Lebesgue
L'([a,b],R) qui seront eux complets, et sont les constructions de base de la théorie de I'intégration de Lebesgue.

Proposition 2.7. Si X,Y sont des espaces métriques complets. Alors X XY (munie de la distance produit de Uexemple 2.4)
est complet.

Démonstration. Si (uy,v,) est de Cauchy dans X X Y, de méme, (u,) est de Cauchy dans X, et (v,) dans Y, donc
par complétude (u,) converge vers u et (v,) vers v. En conséquence (u,,v,) converge vers (#,v) vu d((uy,v,),(u,0)) =
max(d(uy,u),d(v,,v)) — 0. O

Théoréme de Point fixe

% Théoréme 2.8 (du point fixe de Banach). Soit (X,d) un espace métrique complet, et f: X — X une application

telle que
Jk<1Vx#yeX d(f(x),f(y) <kd(x,y).

Alors [ admet un unique point fixe.

Démonstration. Soit xyp € X on définit par récurrence x, = f(x,-1) = f°"(xp). Donc

d(xn+1,xn) = d(f(xn)’f(xn—l)) < kd(xnsxn—l) < knd(xl,xO)- (2.1)
n—1

Montrons que x, est bornée en voyant par récurrence que d(x,,Xp) < Z k'd(x1,x0). Cest évident pour n = 1. Et
i=0

par I'inégalité triangulaire et (2.1) :

n—1 n
d(xp1%0) < d(xpe1,) + d(x0,%0) < K d(x1,30) + ) K d(x1,%0) = ) K'd (31, %0)
i=0 i=0
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Or on reconnait une série géométrique convergente, d’out la borne : d(x,41,%0) < ﬁd (x1,%0).
Montrons que x, est de Cauchy. En effet, pour m > n,

Akaoim) = A" (). 7" Gin2)) < KA 0) < K31, 30)

Comme k”ﬁ — 0, on déduit que pour N grand et m > n > N d(x,,%y,) est arbitrairement petit, donc x, est de Cauchy.
Par complétude de X, on obtient donc que x, converge, disons vers x. Maintenant, en passant a la limite dans (2.1), on
obtient d(f (x),x) =lim, d(f (x,),x,) < limsup, d(f(x,),%x,) < limsup, k"d(x1,x0) = 0 donc par séparation f(x) = x et
x est le point fixe cherché.

O

6 Ouverts dans un espace métrique

Soit (X,d) un espace métrique.

% Définition 2.11. Une partie O C X est un ouvert (ou une partie ouverte) si

Vx € 0,3r >0, B(x,r) CO.

Exemples d’ouverts et propriétés

X, 0 sont des ouverts de X. [a,b],[a,b[ ne sont pas ouverts dans R mais ]a,b[ lest.
[ Proposition 2.9. Les boules ouvertes sont ouvertes. ]

On remarquera que le mot ouvert a deux sens dans "boules ouvertes” et "parties ouvertes” mais qu’ils sont cohérents
grace a la proposition (les boules fermées ne sont pas des ouverts, cf. TD).

Démonstration. Soit @ € X,r > 0 montrons que B(a,r) est un ouvert (B(a,0) est vide donc ouvert). Soit x € B(a,r),
r —d(x,a) > 0, il suffit donc de montrer que :

B(x,r —d(x,a)) C B(a,r).

C’est une conséquence de I'inégalité triangulaire. En effet, si y € B(x,7 — d(x,a)), alors d(y,a) < d(y,x) +d(x,a) <
(r—d(x,a)) +d(x,a) = r,donc y € B(a,r). O

% Proposition 2.10. 1. La partie vide O et X sont des ouverts.
2. la réunion d’une famille douverts est ouverte.
3. lintersection d’une famille finie d'ouverts est ouverte.

Remarque 2.3. On appelle topologie une famille de parties d’'un ensemble, qui, comme la famille des ouverts d’un
espace métrique, vérifie ces trois propriétés. La famille des ouverts de X est donc appelée topologie (métrique)
de X. NyenB(a,1/n) = {a} qui n’est pas ouvert dans X montre que ’hypothése "finie" est cruciale dans 3.

Démonstration. 1. évident.

2. Soit (0;);er une famille d’ouverts. On peut supposer I non vide (sinon 'union vide étant vide on est ramené a 1).
Soit x € O = U;¢;0;, donc il existe j € I, x € 0;. Comme 0; est ouvert il existe r > 0, B(x,7) C 0; C 0. Donc 0
est ouvert.

3. Soit 0q,...,0, une famille finie d’ouverts. Soit x € 0 = 01 N --- N 0,. Comme x € 0;, et O; ouvert, il existe
r; > 0,B(x,1;) C 0;. Soit r = min;—;_,7; > 0. On déduit de la définition que B(x,r) C B(x,r;) € 0; donc
B(x,r) C 0, ce qui montre que O est ouvert.

O
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Exemple 2.8. Soit O = {(x,9),x > 0}. Montrons que c’est un ouvert de R? pour la norme ||.||o. En effet

0= U 10,2x[X]y — %,y + x[= U By 1. ((%,9),%),

(x,9)€0 (x9)€0

est ouvert comme union d’ouverts.

% Proposition 2.11 (Ouverts pour la métrique induite). Soit A C (X,d) avec la métrique induite, O est un ouvert
de A, si et seulement si il existe un ouvert U de X tel que O = U N A.

Démonstration. On suppose O ouvert de 4. Pour chaque x € 0, on fixe r, > 0 tel que B4(x,7,) C 0. On pose alors

U=|JBx(xr)

x€0

qui est un ouvert de X par union de boules ouvertes. Or O c U N 4 car r, > 0 donc pour tout x € 0, x € Bx(x,7,) C U.
EtUNA= UBX(x,rx) NA= UBA(x,rx) c 0.Donc UNA=0.

x€0 x€0
Réciproquement, comme U est ouvert soit x € O C U, il existe r > 0, Bx(x,7) C U donc B4(x,7) = Bx(x,r) N4 C
U N A =0 donc O est ouvert dans A4. O
Intérieur

Définition 2.12. Soit 4 C X, on dit que x est intérieur & A (ou A est un voisinage de x) si 3r > 0,B(x,r) C 4.
On note Int(4) ou 4 ’ensemble des points intérieurs a A.

% Proposition 2.12. Int(4) est le plus grand ouvert contenu dans A.

Démonstration. 1. Int(4) contient tous les ouverts inclus dans A.
Soit U un ouvert contenu dans A. Soit x € U, alors comme U est ouvert, 3r > 0,B(x,7) C U C A, donc x est
intérieur 4 A. Ainsi U C Int(4)
2. Int(4) est un ouvert. Soit x € Int(4). Soit donc r > 0 tel que B(x,7) € A. Comme B(x,7) est ouvert, tout
y € B(x,r) est intérieur & B(x,7) donc intérieur a 4. En bilan, Vx € Int(4),3r > 0, B(x,r) C Int(4), ce qui conclut.
O

N

Corollaire 2.13 (exo, cf TD). 7. A ouvert si et seulement si A = Int(A).
2. Ac B = Int(4) c Int(B)
3 Int(4) UInt(B) c Int(4U B)
4. Int(4) N Int(B) = Int(4 N B)

Exemple 2.9. Soit F' = {(x,y),x > 0}. Montrons que /2n{(F) = O := {(x,y),x > 0}. On a vu a 'exemple 2.8 que
O est ouvert, donc comme O C F,on a O C Int(F). Il reste a voir que Int(F) N {(x,y),x = 0} = O (car alors
Int(F) C F—{(x,y),x = 0} = 0). Mais soit (—€,y) € By . ((0,9),€) N F* pour tout € > 0, donc B .. ((0,),€) ¢ F
donc (0,y) n’est pas intérieur a F, ce qu’il fallait démontrer.

7 Fermés dans un espace métrique.

Soit (X,d) un espace métrique.
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Rappel 2.4. Soit A C X, on note A° = {x € X | x ¢ A} le complémentaire de A. On rappelle que 0° = X, X* =
0,(4°)° =4, AU A° = X, AN A° = 0. Les lois de De Morgan impliquent que pour une famille (4;);cs

) =)

il il
c
(ﬂ A,-) = U AL
iel iel
Définition 2.13. Soit F € X. On dit que F est un fermé de X si F* est un ouvert de X.

Le résultat suivant est obtenu en passant au complémentaire le résultat sur les ouverts.

% Proposition 2.14. 1. La partie vide O et X sont des fermés.
2. Uintersection d’une famille de fermés est fermée.
3. lunion d’une famille finie de fermés est fermée.

% Proposition 2.15 (Caractérisation séquentielle des fermés). Une partie F' d’un espace métrique X est fermée si et
seulement si toute suite convergente (x,) d’éléments de F a sa limite dans F.

Démonstration. Supposons F fermé. Soit (x,) une suite d’éléments de ¥, convergente vers x. Soit y € F°, comme F*° est
ouvert il existe € > 0 B(y,e) C F¢, dou x, ¢ B(y,€) Donc d(x,,y) > €. En passant a la limite on déduit

d(x’_y) = | d(xn’x) - d(xm,y) | > €— d(xmx) —n—oc0 € > O,

Donc d(x,y) > € donc x # y. Comme y était arbitraire dans F*, x € F.

Réciproquement, supposons que ' n’est pas fermé et montrons que la seconde caractérisation est fausse. Soit x € F*
montrant que F° n’est pas ouvert, donc pour tout z € N, B(x,1/n)NF # 0. Soit x, € B(x,1/n)NF d(x,,x) <1/n =0 0,
donc (x,) est une suite d’éléments de F* qui converge vers x € F*. O

Exemple 2.10. Montrons avec la caractérisation séquentielle que 4 = {(x,y),x > 0,y > 0} n’est pas fermé pour la
norme ||.||e. En effet 4 5 (1/n,1/n) — (0,0) ¢ A, ce qui contredirait ’hypothése que 4 fermé. Montrons de méme
que B = {(x,9),x > 0,y > 0} est fermé. En effet, Soit (x,,9,) € B tel que (x,,y,) — (x,y) ona x, — x,9, —
donc comme x, > 0, on déduit x > 0, et de méme y > 0 donc (x,y) € B . Ainsi, comme toute limite de suite de B
est dans B, on déduit que B est fermé.

Vous avez vu en Lg le résultat suivant :

Proposition 2.16 (Relations Fermé-Complet). Soit E un espace métrigue.

7. 8i C C E est complet alors il est fermé.
2. 8i C C E est complet et F C C est un fermé de E, alors F est complet.

\. J

Démonstration. 1. Si C C E est complet alors si on considére une suite (x,) convergente vers x dans E, elle est de
Cauchy, donc converge dans C, donc x € C par unicité de la limite.
2. SiC C E est complet et F C C. Soit x, une suite de Cauchy de F, elle converge dans C, donc comme F est fermé,
la limite est dans F, donc toute suite de Cauchy de F converge dans F.
O

En passant au complémentaire la proposition 2.11, on obtient :
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Proposition 2.17 (Fermés pour la métrique induite). Soit A C (X,d) avec la métrique induite, F' est un fermé de A,
si et seulement si il existe un fermé C de X tel que F = C N A.

Adhérence

Définition 2.14. Soit 4 ¢ X. Un point x € X est dit adhérent a A si Ve > 0B(x,e) N 4 # 0.
On note 4 (ou Adh(4)) 'ensemble des points adhérents a A.

Exemple 2.11. X=X,0=0,ACc A Sir >0, B(a,r) = Br(a,r). Si A = {x,}nen les valeurs d’adhérence de la suite
(x,) sont dans 4 qui est 'union de ’ensemble des valeurs d’adhérence et de 4 (exo).

Proposition 2.18.
(Adh(4))‘ = Int(A4°).

(Int(B))* = Adh(B°).

Démonstration. Un point x € X n’appartient pas a Adh(A4) si et seulement si 3¢ > 0,B(x,e) N4 =0 & e > 0,B(x,€) C
A°. C’est par définition équivalent a dire que x est un point adhérent a A°.En appliquant le premier résultat a 4 = B¢, on
en déduit le second. O

On en déduit toutes les propriétés en passant au complémentaire celles de 'intérieur.

Corollaire 2.19. 1. A est le plus petit fermé contenant A.
2. A fermé si et seulement si A = A
3 ACB=>ACB
4 ANB>ANB
5 AUB=AUB

Démonstration. 1. A est fermé vu que son complémentaire est louvert Int(4°). Si F est un fermé contenant 4, F* est un

ouvert contenu dans 4° donc dans Int(4°) le plus grand ouvert contenant A°. En passant au complémentaire, F > 4. Les
résultats 2.3.4.5 sont analogues, par passage au complémentaire, de résultats sur I'intérieur. O

% Proposition 2.20 (Caractérisation séquentielle de ’adhérence). x € A si et seulement si il existe une suite (a,)
d’éléments de A vérifiant a, — x.

Démonstration. Si x est adhérent a A pour tout entier n B(x,1/n) N 4 est non vide donc contient un élément a,. La suite

(a,) € A converge vers x vu ||a, — x|| < 1/n — 0. La réciproque vient de la caractérisation séquentielle des fermés vu 4
fermé. O

% Exemple 2.12. Montrons que si 4 = {(x,9),x > 0,y > 0} alors A=B= {(x,9),x > 0,y > 0}. On a vu a 'exemple
2.10 que B est fermé, donc comme 4 C B, on en déduit ACB

Il reste @ montrer que B — 4 = {(x,9),x =0,y > 0 ouy = 0,x > 0} C A. Or (0,9) = limy—eo(1/m,y +1/n) et si
>0, (1/n,y+1/n) € 4, donc (0,y) € A. De méme (x,0) = limy_eo(x +1/n,1/n) € A six > 0.
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Densité, Frontiére

Définition 2.15. Une partie 4 est dite dense dans X si A = X.

Exemple 2.13. Q et Q° sont denses dans R.

Définition 2.16. Un point x € X est dit point frontiére d’une partie 4 si pour tout r > 0, B(x,r) est d’intersection
non vide avec 4 et 4°. On note Fr(4) ’ensemble des points frontiéres de A.

Remarque 2.5. D’aprés la définition, Fr(4) = Fr(4°) = AN A° est un fermé.

Exercice 2.3. Montrer que Int(A4°),Fr(A4),Int(4) forment une partition de X (i.e. sont disjoints deux a deux et leur
union est X).

8 Fonctions continues

Définitions équivalentes

On considére (X,dx = d) et (Y,dy = d) deux espaces métriques.

% Définition 2.17. Soient 4 C X,Y des espaces métriques et f : 4 — Y.

1. Soit a € 4, f est dit continue en a si lim,_,, f(x) = f(a), soit
Ve > 0,36 > 0,Vx € Adx (x,a) <6 = dy (f(x),f(a)) <e.
2. f est continue sur A si [ est continue en tout point de 4. Autrement dit,

Va € A,Ve > 0,36 > 0,Vx € Adx(x,a) <6 = dy(f(x),f(a)) < €.

Remarque : 6 = §(a,€) dépend a la fois de € et de a. Vous avez vu en Lg, le résultat suivant.

% Proposition 2.21 (Caractérisation séquentielle de la continuité). Soit f : X — Y. Lapplication f est continue
en x € X si et seulement si pour toute suite (x,) d’éléments de X : si x,, converge vers x, alors [ (x,) converge vers f (x).

Démonstration. Supposons que f tend vers [ = f(x) en x. Soit € > 0 il existe n > 0 tel que f(B(x,n7)) € B(l,€). Vu que
x, — a il existe N, tel que Vn > N,d(x,,a) <n donc Vu > N,d(f(x,).l) < €. Ceci indique que f(x,) — [.
Réciproquement, supposons par contraposition, qu’il existe € > 0 tel que pour tout n > 0 f(B(x,n)) N B(l,€)¢ # 0.
Donc, en prenant, = 1/z, on obtient x, € B(x,1/n), tel que d(f(x,),l) > €. Pour tout n, donc x, — a et f(x,) ne
converge pas vers / comme voulu. O

% Proposition 2.22 (Caractérisation topologique de la continuité). Soit f : X — Y. Les assertions suivantes sont
équivalentes :

1. [ est continue sur X.

2. Pour tout ouvert O de Y, l'image inverse f ~1(0) est ouverte dans X .

3. Pour tout fermé F de Y, Uimage inverse f ~1(F) est fermée dans X .
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Démonstration. 2. < 3. vient de (f~1(B))‘ = (f 1(B°)) et de la relation fermés/ouverts.
1. = 2. Soit O un ouvert de Y et x € O, il existe et on choisit €(x) > 0 tel que B(x,e(x)) C O. Par continuité de f,

soit y € £71(0), f(y) = x € 0, il existe 5(y) > 0 tel que f(B(y,6(»))) C B(x,e(f(»))) € 0. Donc B(y,6(y)) € £71(0) et

comme y est arbitraire, £ ~1(0) est ouvert.
2. = 1. Soit @ € A. Montrons que lim,_,, f(x) = f(a). Soit € > 0. Par 1. V = f~1(B(f(a),€)) est un ouvert X. Or
a € V donc 36 > 0 tel que B(a,6) C V. En conséquence

f(B(a,6)) c f(V) = f(f 1 (B(f(a).€)) C B(f(a),e),

ce qui conclut. O

Corollaire 2.23 (Stabilité par composition de la continuité). Si f : X — Y et g : Y — Z sont continues, alors
gof X — Z est continue.

Démonstration. Pour tout ouvert U de Z, g 1(U) est ouvert de Y par coninuité de g, puis £ (g 1(U)) est ouvert par
coninuité de f, mais f~1(g 2 (U)) = (g o )"} (U). Comme c’est vrai pour tout ouvert U/, on déduit de nouveau du
théoréme précédent que g o f est continue. O

Exemple 2.14. 1. f: X — R définit par f(x) = d(x,z) est continue sur E car |d(x,z) — d(xp,2z)| < d(x,x0)
(inégalité triangulaire inverse).
2. Soit0 < p<m=r+s,p:R" — R® définie par si x = (y,2) € R" =R" X R’, p(x) = z. On munit R” et R*
des normes ||.||1, on voit ||p(x)||1 < |[x|[1, donc comme p est linéaire, p est continue car |[p(x) — p(y)||1 =
[lp(x =l < [lx =yl

Remarque 2.6. 11 résulte des théorémes sur les limites que les opérations algébriques usuelles (somme, produit,
composition) préservent la continuité. En particulier si P est une fonction polynomiale P : R* — R c’est a dire

de la forme P(x) = Z iy, xf ... x," est continue comme somme et produits des projections (x1,...,x,) > x;.

finie

% Théoréme 2.24 (de prolongement des identités). Si f,g : (X,d) — (Y,d) sont deux applications continues et
D C X est dense. Si [ et g sont égales sur D, alors elles sont égales (sur tout X ).

Démonstration. Soit x € X, on sait par caractérisation séquentielle de ’adhérence qu’il existe a, € D avec a, — x. Par
continuité de f,g en x, et caractérisation séquentielle de la continuité : f(a,) — f(x),g(a,) — g(x). Mais on sait que
f(ay) = g(a,) par hypothése, donc par unicité de la limite dans ¥, f(x) = g(x). Comme x est arbitraire, ona f = g. O

Homéomorphismes, Continuité uniforme, Lipschitzianité

Définition 2.18. Une application f : X — Y est dite un homéomorphisme (ou une application bicontinue) si elle
est bijective et si f : X — Y et f~1:Y — X sont continues.

% Définition 2.19. Une application f : X — Y est uniformément continue si :
Ve > 0,36 > 0:V(x,x") € X2,d(x,4') <6 = d(f(x),f())) <e.

Une application f : X — Y est K-lipschitzienne avec K € [0,+co] si :

V(x,y) € X%,d(f(x).f () < Kd(x.).

Remarque : dans la continuité uniforme, 6 = §(¢) ne dépend PAS de x, contrairement au cas de la continuité.
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[ Proposition 2.25. Une application uniformément continue est continue. ]
[ Proposition 2.26. Un application K-lipschitzienne est uniformément continue. ]
Démonstration. Pour € > 0 dans la définition il suffit de prendre 6 = €/K. O

Exemple 2.15. f : Ry — R f(x) = y/x est uniformément continue mais pas lipschitzienne (cf TD.). Toute ap-
plication uniformément continue est continue mais la réciproque est fausse : g : R — R g(x) = x? n’est pas
uniformément continue sur R (cf TD.).

x = d(x,z) est 1-lipschitzienne X — R, (x,y) — x + y est o-lipschitzienne £ x £ — E.

Le résultat suivant ne doit pas étre confondu avec le Théoréme 2.24qui ne donne que I'unicité d’un prolongement
mais pas son existence.

% Théoréme 2.27 (de prolongement des applications uniformément continues). Si f : (D,d) — (Y,d) est une
application uniformément continue, D C (X,d) est dense et (Y,d) est complet. Alors f admet un unique prolongement
continue g - (X,d) — (Y.d) et celui-ci est uniformément continue.

Démonstration. L'unicité vient du Théoréme 2.24.

Soit ¥ € X, et par densité x, € D, x, — x. Comme f est uniformément continue soit € > 0 et § > 0 tel que
dx(x,y) <6 = dy(f(x),f(y) <€.Sionprend N tel que d(x,,%,) <8, pour n,m > N, on voit que dy (f(x,), f (xn)) < €,
donc comme € est arbitraire, (f(x,)) est de Cauchy. Donc (f(x,)) converge vers z € Y par complétude.

Soit y, — x une autre telle suite, alors d(f (y,),2) < d(f (%), f (ya)) + d(f (x),2) — 0, car d(f (x,), f (y2)) < € dés
que d(x,,y,) < det on voit donc que d(x,,y,) — 0 implique que d(f (x,),f (y,)) — 0. Donc la limite z ne dépend pas de
la suite choisie. On pose g(x) = z.

En particulier, g étend f (en considérant la suite constante). Soit z € X avec d(x,z) < § et z, — z alors pour =
assez grand d(x,,z,) < 6 donc dy (f(x,),f(z,) < € et on déduit en passant a la limite dy (g(x),g(z)) < €. Donc g est
uniformément continue (avec méme constantes que f). O]

Fonctions continues bornées

Exemple 2.16. Soit X un espace métrique, /' un e.v.n. et C;(X,F) ensemble des fonctions continues bornées sur
X a valeur dans F, on a la norme uniforme (exo : vérifier que c’est bien une norme) :

[1flleo = sup||f (x)||7
xeX

Le résultat suivant a été vu en L2 pour F =R.

% Théoréme 2.28. Les espaces (Cy(X, F),||.||e), pour X espace métrique et F espace de Banach est un espace de Banach.

Démonstration. On a vu que ce sont des espaces normés. Montrons qu’ils sont complets. Soit f, une suite de Cauchy,
donc comme ||f,(x) — f5b(0)I|lFr < |Ifp = f3lleo, pour tout x € X, (fy(x)) est de Cauchy, donc par complétude de F,
converge vers une valeur f(x). Soient p,g tels que pour tout x ||f,(x) — f;(x)|| < € en prenant la limite ¢ — o, on déduit
[1/p(x) = f(x)]| < € donc [|f, — f|| < €. Donc f, converge uniformément vers f, donc f est continue (résultat de L2 ou
exo). De plus, |[f;||~ est convergente, donc de Cauchy, donc bornée, disons par M. En passant a la limite dans I'inégalité
[1/p(x)||[r < M , on obtient || f(x)||z < M et donc f est aussi bornée par M. Donc la limite f est continue bornée et f,
converge vers f dans C;(X,F). Ce qui donne la complétude. O
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9 Applications linéaires continues

On considére (E,||.||) et (F,]].]|]) deux evn.

Rappel 2.7. Une application u : E — F est dite linéaire si :

(i) Va,y € E,u(x+y) =u(x)+u(y)
(i) Yo € E,A € K u(Ax) = Au(x).

Proposition 2.29. Siu: E — F est une application linéaire, les assertions suivantes sont équivalentes :

1. u est lipschitzienne.

u est continue.

u est continue en o.

u est continue en un point.

1l existe a € Ep > 0 tel que u(B(a,n)) € B(u(a),1).

u est bornée sur la boule unité fermée Br(0,1)

SHB R QN

Démonstration. (Preuve facultative) 1. = 2., 2. = 3.,3. = 4.,4. = 5. sont évidentes (et n’utilisent pas la linéarité). Si on
suppose 5., il existe 7 > 0 tel que si ||x — a|| < 5 alors ||u(x) — u(a)|| < 1. Soit h € E, h # 0, x = a + hn/||k|| de sorte
que ||x — a|| < 1, on déduit donc [|u(h)||n/]|4]] = |lu(x — a)|| < 1 c’est-a-dire ||u(h)|| < ||&||/1 (ce qui est aussi vrai pour
h =0). En particulier, si ||4]|| < 1, on obtient donc 6.

Si on suppose 6., on montre finalement 1, on pose C = SUP| /<1 [lu(k)|| < co et on obtient de méme pour 4 # 0,
[lu(k/1|R]])|] < C donc [lu(h)]| < C||&]|| (ce qui est aussi vrai pour £ = 0). Donc pour tout x,y en utilisant encore la
linéarité u(x — y) = u(x) — u(y), on obtient :

lu(x) —u(Il < Cllx = yll,

donc u est C-lipschitzienne. O

Proposition 2.30. Si ¢ : E — K est une application linéaire (forme linéaire), ¢ est continue si et seulement si son noyau
H =Ker¢ = ¢~ 1({0}) est fermé.

Démonstration. Si ¢ est continue, ¢~1({0}) est fermé comme image inverse d’un singleton, qui est fermé. Réciproquement,
supposons ¢ non nulle, soit ¢ tel que ¢(¢) = 1. Comme le complémentaire de H est ouvert soit 7 > 0 tel que B(e,r) C H*.
Montrons par I’absurde que pour tout x € B(e,7), ¢(x) € B(1,1). En effet, sinon soit x avec |¢(x) — 1| > 1. Si
t=-¢(x)/(1-¢(x)), on p(te+(1—1)x) = i1+ (1 -)p(x) = t(1-¢(x)) +¢(x) = 0. Or [|[te+ (A - t)x —e|[ = [1-¢|[|x—e]| =
[|x —el|/|¢(x) — 1| < r une contradiction car alors y = te+ (1 - ¢t)x € B(e,r) N H.
On a donc vu ¢(B(e,r)) € B(¢(e),1) d’ont ¢ continue par la proposition précédente.
O

Définition 2.20. L'espace E’ := L(E,K) des formes linéaires continues sur un e.v.n. £ est munie de la norme duale

IAlle == sup  [f(%)].

x€E||x||p<1

% Définition 2.21. L'espace L(E, F) des applications linéaires continues d’un e.v.n. E vers un e.v.n. F est munie
de la norme subordonnée (ou norme dopérateur) :

WA= sup  [If (Ol

x€E||x||p<1

Remargue 2.8. La preuve de 6. implique 5. dans la proposition 2.29 montre en fait que si f € L(E,F) alors f est
[11£1|-lipschitzienne.




30 CHAPITRE 2. INTRODUCTION A LA TOPOLOGIE

Un espace dual est toujours complet par le résultat suivant :

[ Théoréme 2.31. Si E est un e.v.n. et F un espace de Banach, alors (L(E,F),|||.|||) est un espace de Banach. ]

Démonstration. Soit B la boule fermée de E de centre o et de rayon 1 et i : L(E,F) — Cy(B,F) la restriction a la boule.
Par définition des normes, c’est une isométrie qui identifie donc L(E,F) a un sous espace de Cy(B,F). Montrons que ce
sous espace est fermé (il sera donc complet par complétude de C; (B, F) par théoréme 2.28).

Montrons que

i(L(E,F))={uc Cy(B,F):VYA,uec K|A|+|u| <1,Vx,y € Byu(Ax + uy) = du(x) + pu(y)}.

Cela suffit car cela décrit i(L(E, F)) comme une intersection de fermé vu que u — u(y) est une application continue sur
Cy(B,F). Linclusion C est évidente. Réciproquement si « est continue sur B donc en 0 et dans I’ensemble indiqué, pour
x € E\ {0}, on pose ug(x) = ||x||Eu(m) et up(0) = 0. D’abord, si ||x|| < 1 on remarque que ug étend la précédente
valeure de u sur B (en prenant y = 0 dans la relation). De méme, up est positivement homogéne. Donc, si (x,y) # 0, on
pose x’ = x/max(||x|[,||]]),y" = y/max(||x][,||pl]), 2" = A/(JA] + |u]), 1" = p/(|A| + |u|) pour obtenir par homogénéité et
la relation appliquée a x’,y’, A", " :

up(Ax +uy) = (|A] + |u]) max(|[x|[,[|p|)u(2'x" + u'y")
= (JA] + |u]) max([|x], [IpID [ u(x") + (' u(y")]
= Aug(x) + pug(y)

Donc uyp est linéaire continue en o, donc linéaire continue et u = i(#g) comme souhaité. O

Définition 2.22. Une application linéaire u : E — F est une isométrie (linéaire) si :

Vx € E.|lu(x)|] = |[x]].

Proposition 2.32. Une isométrie (linéaire) est toujours injective.

Une isométrie u : E — F identifie donc £ au sous-espace vectoriel u(E) C F avec la norme induite.

Démonstration. Si u(x) =0 alors 0 = ||u(x)|| = ||*|| donc par séparation x = 0. O

10 Propriétés particuliéres des evn de dimension finie.

Complétude

% Théoréme 2.33. Tout evn de dimension finie est complet.

Démonstration. C’est bien connu en dimension 1. On montre donc le résultat par récurrence sur la dimension. On suppose
donc le résultat acquis en dimension strictement inférieure & =, soit (£,||.||) de dimension z. Soit ¢ une forme linéaire
non nulle sur £, son noyau F est de dimension (z —1), donc par hypothése de récurrence (F,||.||) (muni de la restriction
de la norme de E) est complet. Par conséquent F est fermé dans £, donc ¢ est continue.

Soit ¢ € E avec ¢(¢) = 1. L'isomorphisme linéaire « : (1,f) — de¢+ f de KX F (avec la norme produit donc complet
par la proposition 6) sur £ est continue ((1 + [|¢||)-lipschitzien). Son isomorphisme réciproque est donné par :

Vx e E, ut(x) = (6(x),x — ¢(x)e).

u~1 est donc aussi continue comme ¢ . 2”1 étant lipschitzienne (car linéaire continue et par la proposition 2.29 ), si (x,),
suite de E, est de Cauchy u71(x,) € K x F Dest aussi donc converge par complétude de K x F, ot x, = u(u"1(x,))
converge aussi par continuité de ™. ]
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Applications linéaires

Rappel 2.9. Si E de dimension n et ' de dimension p. Soit (ej,...,¢,) une base de E, (fi,...,f;) une base de F.
n

Une application linéaire u est décrite par sa matrice 4 = (a;;)ic[1p]je[1..] dans ces bases. Alors, si x = Z x;e; et
J=1

?
y=u(x) = Zyif,», on rappelle que :
i=1

_yi = Z a,jx]

=

On définit aussi la base duale (e],...,¢,) de I'ev des formes linéaires sur £ caractérisés par e;(ek) =1lsij=ket0
sinon. En conséquence, pour tout x € E :

n n

u(x) = iju(ej) = Ze;(x)u(ej).

J=1 J=1

% Théoréme 2.34. Toute application linéaire entre evn de dimensions finies est continue (et méme lipschitzienne).

Démonstration. En utilisant la représentation du rappel

n
u= Z u(e;)e;,
i=1

il suffit de montrer que les formes linéaires ¢; sont continues. Mais Ker ¢; est un sous-espace vectoriel de dimension fini
donc complet (Théoréme 2.33), donc fermé (proposition 2.16) dans £, d’ou la continuité voulue (proposition 2.30). La
lipschitzianité vient de la proposition 2.29. O]

Equivalence des normes et conséquences.

% Théoréme 2.35. Toutes les normes d’un espace vectoriel normé de dimension finie sont équivalentes.

Démonstration. Sil|.||1 et ||.||2 sont deux normes sur E, Papplication linéaire identité u = Idg vu de (£, ||.||1) vers (£,]].|]2)
est continue ainsi que son inverse 2! (théoréme 2.34), donc elles sont C et 1/¢-lipschitzienne respectivement (proposition
2.29). On en déduit, pour tout x € £ :

l1x]l2 = [lu(x) = u(0)[lo < Cllx]]1,
- _ 1
[xll =l (%) = 271 (0) |1 < —llxla,

d’ou I’équivalence des normes souhaitée. O

Remarque 2.10. Sur R” on peut donc parler de continuité, limite etc. sans préciser la norme.

Proposition 2.36. Soient E un evn, A CE, f : A — R". Six € A, on note f(x) = (f1(x),.... fn(x)) o les f; sont les
Jfonctions composantes de f : f; : A — R.
Soitx € A et b = (b1,....b,) € R, alors on a Uéquivalence :

lim f(x) =b & Vi=1...nlim f;(x) = b;.
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Démonstration. On a f; = p; o f, ou p; est i-éme projection p; : R* — R définie par p;(x1,...,x,) = x;. p; est continue
d’apreés 'exemple 2.14.2.

Si limy_,, f(x) = b, on déduit lim,_,, f;(x) = b; d’aprés le Théoréme de composition des limites.

Réciproquement, on munit R” de la norme |[|.||c. Si pour tout i lim,_,, f;(x) = b; on a donc pour € > 0, 'existence
de 6; > O tel que si ||x — al| < &;, ||fi(x) — b;]] < €. On pose § = min;=1._,(5;) > 0. Donc si ||x — a|| < 6, pour tout i
|1/i(x) — bil| < € donc || (x) = blle = max||fi(x) — bl < €.

O
Corollaire 2.37. Soient E un evn, A C E, f : A — R". Six € 4, on note f(x) = (fi(x),.... fu(x)) 0@t les f; sont les
fonctions composantes de f : f; : A — R. f est continue sur A (resp. en a € A) si et seulement si les f; sont continues sur A
(en resp. a € A).

- v
La preuve du résultat suivant est semblable et omise.

Proposition 2.38. Soit X, = (x,(,l), ...,x,(lp)) une suite de R? et soit L = ({1, <sly). Alors X, converge vers L si et seulement
si pour tout i =1...p xff) — 4.

( )
Proposition 2.39. Soient A c R", p; : R" — R la i-éme projection définie par p;(x1,...,x,) = x;. Alors A est bornée dans
R" si et seulement si pour tout i, p;(A) est bornée dans R.

o, » ” °

11 Compacité dans les espaces métriques
% Définition 2.23. Soit K une partie de (X,d) espace métrique K est dite (séquentiellement) compacte si elle
posséde la propriété suivante (dite de Bolzano-Weierstrass) : De toute suite de K, on peut extraire une suite
convergente dans K.

( A
Rappel 2.11. Dans R le théoréme de Bolzano-Weierstrass indique que toute suite bornée admet une sous-suite
convergente et donc que tout fermé borné est compact.

( 3
Proposition 2.40. Un compact K d’un espace métrique X est un fermé borné de X. Un sous-ensemble fermé d’un compact
est compact. Le produit de 2 espaces compacts est compact.

Démonstration. 1. Un compact K est fermé, car si une suite (u,) converge vers [ dans E, elle admet une sous-suite

convergeant vers £ € K, dont la limite est nécessairement / = k£ (proposition 2.4), donc / € K.

2. On montre par contraposée qu’un ensemble non borné 4 ne peut pas étre compact. Si 4 non-borné, soit x, € 4
tel que d(x,,y) > =, si une suite extraite x4(,) — x convergeait, elle serait bornée, ce qui n’est pas le cas car
d(x¢(n)v,y) > ¢(”) —n—00 0.

3. SiFF C K avec K compact, F' fermé, une suite de /¥ admet une sous suite convergeant dans K par compacité, donc
sa limite est dans F par fermeture, d’ott ' compacte.

4. Si K,L sont compacts, pour une suite (x,,y,) € K X L, on extrait une suite (x4(,)) convergente dans K, puis
on réextrait (y4(y(a))) convergente dans L (et a fortiori (x4(y(»))) est aussi convergente) donc (X4(y(n))»Ye(u(n)))
converge dans K x L.

O

Exemple 2.17. Soit F = {(x,y) € R?,xy = 1} est fermé mais pas compact. En effet, si f(x,y) = xy est polynomiale
donc continue R> — R donc F = f~1({1}) est fermé comme image réciproque d’un fermé par une application
continue. Mais F' n’est pas compact car pas borné. x, = (1/n,n) € F et ||x,||cc = 2 — c0.
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2 Remarque 2.12. En général dans un evn un fermé borné n’est PAS toujours compact. Dans C°([0,1],R),
montrons que la boulde unité fermée n’est pas compacte. f,(x) = x* vérifie || f, ||« = 1, mais comme f,(x) — f(x)
(on dit converge simplement vers f) avec f(x) =0six <1, f(1) =1, donc f non continue. Toute suite extraite
de f devrait converger vers cette limite qui n’est pas continue, donc elle ne peut pas converger dans C°([0,1],R)
vers cette limite qui n’est pas dans C°([0,1],R). En général, on peut montrer que les boules fermées d’evn sont
compactes si et seulement si ’evn est de dimension finie, on montre une implication ci-dessous.

% Théoréme 2.41. Siu: E — F est continue et K C E est compacte alors u(K) est compacte.

Démonstration. Soit y, une suite de u(K) donc y, = u(x,) ,avec (x,) suite de K, on extrait donc une suite x4(,) convergeant
vers x € K. Par continuité, la suite extraite yg(,) = u(xXp(n)) — u(x) € u(K). O

% Corollaire 2.42 (Thm. de Weierstrass). Si K C X espaces métriques est compacte et f : K — R est continue, alors
la fonction f est bornée et atieint ses bornes : 3xg,x1 € K,Vx € K f(x9) < f(x) < f(x1).

Démonstration. f(K) est compacte donc fermée et bornée. Donc f est bornée, et le f(K) contient son sup et son inf (par
fermeture) c’est-a-dire, il existe yo,y1 € f(K) yo = infreg f(X), y1 = sup, g f(x). Finalement y; = f(x;) avec x; € K. [

Corollaire 2.43. Soit X,K deux espaces métriques avec K compact et f : K — X une bijection continue, alors f est une
homéomorphisme (c’est-a-dire f =1 est continue et X est aussi compacte).

Démonstration. Comme f bijective, pour un fermé # c K, donc un compact, (f1)"1(F) = f(F) est I'image directe
du compact F dans X, donc est compact donc fermé. f~! envoie donc un fermé sur un fermé, donc est continue par
caractérisation topologique de la continuité (Proposition 2.22). O

% Théoréme 2.44. Dans un evn de dimension finie, les compacts sont exactement les fermés bornés.

Démonstration. Il reste & montrer que les fermés bornés sont compacts. D’aprés le théoréme 2.34 un isomorphisme linéaire
u de E sur K" est continu de (£, ||.||) sur (K",||.]|e), et =1 également. u(K) est fermé comme image réciproque d’un
fermé par u~! continue, u(K) est borné comme image d’un borné par une application lipschitzienne. Donc L = u(K) est
un fermé borné de (K,||.||c). Il suffit de voir que c’est un compact, car alors K = u~!(L) est compact comme image

continue d’un compact (theoréme 2.41). Soit (x,) = (x/(,l), ...,x/(]")) une suite de L, par définition de la norme (xj(,i)) sont

bornés, elles admettent donc, par le théoréme de Bolzano-Weierstrass dans K, une sous-suite simultanément convergente.
(i) (1)

Xo(p) 6(p)

qui conclut. O

— x Doncsix = (xV,....x") ona [1%p(p) — x|| = max;=1._n |x — x| > 0 et comme L est fermé; x € L ce

Exemple 2.18. Soit K = {(x,y) € R%x? + y2/2 = 1} est compact. En effet, si f(x,y) = x> + y?/2 est polynomiale
donc continue R? — R donc F = f~1({1}) est fermé comme image réciproque d’un fermé par une application
continue. De plus K C By .r(0, V2) donc K est borné, donc fermé borné dans R? de dimendion finie, donc K
est compact.

Exemple 2.19. Soit g : K — R définie par g(x,y) = x? +y2 g est continue donc atteint ses bornes sur X compact.
En effet g est la distance euclidienne a I'origine, il est facile de voir qu’elle atteint son maximum 2 en (0, +V2) sur
K et son minimum 1 en (+1,0) sur K. Le théoréme des extremas liés permettra de retrouver ce résultat pour des
g et des K plus généraux.

% Théoréme 2.45 (de Heine). Toute fonction continue f sur un compact K C X est uniformément continue.
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Démonstration. Soit g : (x,9) — d(f(x),f(y)) de K? dans R elle est continue (pour la distance produit sur X? par
composition) donc g(K?) est compact. Soit € > 0 reste a trouver un ¢ de continuité uniforme.

A={(x9) € K* | d(f (). (7)) = €} = g7 ([e,+e0])

est fermé dans K? donc compact. Donc application continue (,y) — d(x,y) atteint sa borne inférieure m. On a m # 0
car sinon on aurait un (x,x) € 4, ce qui n’est pas possible vu € > 0.
Finalement si 6 > 0 est tel que § < m, si d(x,y) < J,ona (x,y) ¢ 4, donc d(f(x),f(y)) <e. O

Complément : un résultat reliant complétude et compacité (facultatif)

Proposition 2.46. Tout espace métrique compact X est complet. ]

Démonstration. Soit (x,) une suite de Cauchy de X, elle admet par compacité une suite extraite convergente, donc elle
converge (proposition 2.5). O

Définition 2.24. Un espace métrique (X, d) est précompact si pour tout € > 0, X peut étre couvert par un nombre
fini de boules ouvertes de rayon e.

On rappelle le résultat suivant (cf. e.g. Zuily-Quéffelec Th II.1 p135 ou Gourdon d’Analyse p 32) ou la proposition
Ay

[ Proposition 2.47. Un espace métrique X est compact si et seulement si il est précompact et complet. ]

Complément : Compacité topologique (facultatif)

On rappelle le résultat suivant (cf. e.g. Gourdon d’Analyse Thm 1 p 28)

Théoréme 2.48 (Propriété de Borel-Lebesgue). Pour un ensemble K d’un espace métrique X est compact, si et seulement

si, pour tout (U;)icr est un recouvrement de K par des ouverts U; de X, au sens o K C U U; alors K admet un sous-
iel

recouvrement fini : il existe Iy C I fini tel que K C U U,.

i€l

En passant au complémentaire et a la contraposée, on obtient aussi la version équivalente :

Théoréme 2.49. Pour un ensemble K d’'un espace métrique X est compact, si et seulement si, pour tout (F;);er est un fermé
de K, si pour toute intersection finie (i.e. avec Iy fini) est non-vide ﬂ F; # 0 alors Uintersection compléte est aussi non-vide

iely
ﬂFi £ 0.

iel

12 Intégrale de Riemann a valeur Espace de Banach

Nous référons par exemple au Gourdon d’Analyse (chapitre 3 secion 1) pour cette section. Soit / un evn complet.
Soit I = [a,b] C R un segment. On rappelle les définitions :

Définition 2.25. Une subdivision de [a,b] est suite finie (a;);=0... » de la forme a = ap < a1 < --- < a, = b. Une
fonction continue par morceaux sur I est une fonction f : I — F telle qu’il existe une subdivision (&;);=o... », telle
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que pour i € [0,z — 1]], chaque restriction fj,, 4,,,[ est continue et admette des limites en a;,a;+1. Une fonction
f I — F est dite en escalier si il existe une subdivision (a;)i=0... », telle que pour i € [[0,7 — 1], fj4,4,.,[ €St
constante.

On définit £ = CM(I,F) 'ensemble des fonctions continues par morceaux sur / a valeur /. Comme chaque pro-
longement par continuité de f, 4,,,[ est continue sur un compact [a;,a;+1], donc bornée, les fonctions continues par
morceaux sont bornées. On note D C E ’ensemble des fonctions en escaliers.

E est donc un Evn (PAS complet) pour la norme de la convergence uniforme, si f € E :

I/ lle = sup|lf (O)IlF.
tel

On va utiliser le théoréme suivant de prolongement des applications linéaires continues pour définir 'intégrale a
valeur dans F. C’est une application immédiate du Théoréme 2.27 :

Proposition 2.50. Toute application linéaire continue u d’un sous-espace vectoriel dense D d’un evn E vers un evn complet
F se prolonge en une unique application linéaire continue v : E — F, ayant la méme constante de lipschitzianité que u.

Démonstration. Comme u est continue donc K-lipschitzienne (par proposition 2.29) donc uniformément continue, 'unique
prolongement est donné par le Théoréme 2.27.

Six, — x,y, — y en passant a la limite dans la relation u(ax, +8y,) = cu(x,) + Su(y,), on déduit que v est linéaire
et avec ||u(x, — yu)|| < K||xy — ynl|, on déduit que v est K-lipschitzienne. O

Pour une fonction en escalier ¢ : [a,b] — F de subdivision (a;);=... - On définit

I(¢) = / o(t)dt = Z(al —a 1)¢(az 1+a,)

a

I est une application linéaire continue, car par 'inégalité triangulaire

HOTE Zm, — il o252 < glisle - al

Comme les fonctions en escalier sont denses dans les fonctions continues par morceaux (exo. TD), la proposition précé-
dente permet d’étendre I'intégrale comme quand ' =R etona:

Définition 2.26. L'intégrale des fonctions continues par morceaux CM (4, F) est 'unique prolongement linéaire
q g q q , b b
continu de 'intégrale des fonctions en escaliers, noté fa dtf(t) = fa f(t)dt.

Proposition 2.51. (Inégalité triangulaire) || /ab dtf(t)||lr < fab dt||f )|#-

Démonstration.
b
1)l <Z|a,—az (=), = [ nolira

pour ¢ en escalier et on prolonge par continuité. O

On a toutes les propriétés usuelles, Chasles, linéarité, en particulier si F = R* et f = (fi,....[n) fabf(t)dt =
b b
(] Andt,.... [} fu(vdd).
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Rappel sur les Intégrales impropres

( 3
Définition 2.27. Pour une fonction f continue sur un intervalle / — R qui n’inclut pas toutes ses bornes ou qui
n’est pas borné, on définit I'intégrale impropre de la maniére suivante :

1. Dansle cas I = [a,b[ avec a < b, b € RU {+c0}

‘/abf(x)dlei}li‘/acf(x)dx

2. Dans le cas I =]a,b] avec a < b, a € RU {—c0}

b b
/a f(x)dxz}ig;/c [ (x)dx

3. Dans le cas I =]a,b[ avec a < b, a € RU {—c0}, b € RU {+co} on prend a < ¢ < b et on pose

/abf(x)dx=/acf(x)dx+‘/cbf(x)dx.

Dans tous ces cas, on dit que I'intégrale est convergente si la limite existe et est finie.

\ 7

Dans tous les cas, on s’occupera surtout du cas I = [a,b[ puisque le cas I =]a,b] est similaire en remplagant f par
x> f(—x)

Le cas le plus important est le cas suivant (car on va disposer de théorémes de comparaison avec des fonctions
positives de références) :

Définition 2.28. Pour une fonction f continue sur un intervalle I (comme dans la définition précédente) est dite

.o c . b
intégrable sur I si /a |/ (x)|dx converge. Dans ce cas on dit aussi que fa [ (x)dx est absolument convergente.

Exercice 2.4. Convergence et valeur de
1
1
—dx.
%

La limite infinie est en 0. Donc Soit ¢ > 0 on Calcule /tl \/%dx = [2v/x]} = 2 - 2V¢. La limite en ¢ — 0 est finie
donc 'intégrale converge et vaut 2.

Exemples de référence (a connaitre TRES BIEN)

A

_ 4 _ _
1. fow ¢ *dx converge et vaut 1. En eﬂ'et,/o e Ydx=1-¢ >4, 1.

(o) . .
Plus généralement, fo ¢~“*dx converge si et seulement si a > o, et vaut alors 1/a.

2. flw t%d ¢ converge si et seulement si @ > 1 (intégrale de Riemann) et vaut

© 1] 1
/—dtz—,a>1,
1 A a—l
* 1
/—dt:+oo,a§1.
1 ¢

. A —a+l _ _ . —

En effet, si @ # 0, fl %ﬂdt = Af;lrll et pour a > 1, 4 o+l 5 e 0, tandis que pour a <14 A+l o 400
. A

Sia=1, [" 1dt =1n(4) > g0 +

1 . . . . .
3. /0 t%,d ¢t converge si et seulement si @ <1 (intégrale de Riemann) et vaut

1
1 1
/ —dt=——,a <1
0 A l—a/




13. ESPACES METRIQUES SEPARABLES 37

11
/ —dt =+o0,a >1
0o ¢

—a+l

a+l a+l

: 1
En effet si a # 0, /a Ly =1

1 te —a+1
Sia=1, [ 1dx=|In(a)] >4me .

4. /Om t%,dt = +oo diverge toujours pour tout @ € R(en combinant les 2 points précédents).

et poura > 1, a” — 40 +00, tandis que pour @ <1 a~ —4,500

Théorémes de comparaison

Le contexte est le suivant : on se donne une fonction continue f : I = [a,b[— R et on étudie la nature de I'intégrale

impropre fab f(x)dx
La méthode la plus simple consiste & chercher une fonction convenable continue et positive g : I = [a,b[— [0,00[ et
de comparer f a g. Les trois résultats de base a utiliser sont les suivants (avec C>0 une constante).

Théoréme 2.52. Théoréme de comparaison .

5. Si|f(x)] < Cg(x),Vx € [a,b], et si fab g(x)dx converge, alors fab f(x)dx converge (absolument).
6. Sif(x)>Cg(x),Vx € [a,b] etsi fabg(x)dx = +o0 alors /abf(x)dx = +o00.

13 Espaces métriques séparables

Définition 2.29. Une partie 4 est dite dense dans E si A = E. Un ensemble est dit séparable si il admet un
sous-ensemble au plus dénombrable dense (ou autrement dit une suite dense).

Lemme 2.53. Un sous-ensemble F' d’un espace métrique séparable est séparable.

Démonstration. On peut supposer F' non-vide, sinon, c’est évident (la partie vide donc finie est dense). On fixe donc
X0 € F

Soit #, une suite dénombrable dense. Soit a,, € B(uy,1/n) N F si cet ensemble est non-vide, et sinon on pose
amn = x0. La famille {a,, ,,m,n € N} est finie ou dénombrable et dense car si x € F il existe d(up,x) < 1/2n donc a9,
existe car B(uy,1/2n) N F est non vide et par inégalité triangulaire d(uy, anoy) < 1/n. O

Proposition 2.54. (R",||.||«) est séparable.

Démonstration. On a vu que Q" est dénombrable comme produit d’ensembles dénombrables. Montrons qu’il est dense

dans R". En effet si x = (x1,...,x,) on pose x, = (Lp’%]’ e %) avec | x] la partie entiére de x. Donc [ px;| < px; < |[px;]+1
et

‘LﬁxiJ _xi| < 1
b p
donc ||xp — %[l < 1/p =y 0. Donc vu x, € Q", x € Q. Comme x est arbitraire. R* c Q" CQFD. O

Exercice 2.5, Montrer que Q° est dense dans R.




CHAPITRE 3

Ensembles et fonctions
convexes, Introduction a

l'optimisation

Vous avez vu en L2 qu’une fonction C! f qui atteint un minimum sur un ouvert en x satisfait une condition nécessaire
du premiére ordre V£ (x) = 0 et si f est C? on peut garantir que c’est un minimum local si sa hessienne est définie positive.

I1 reste les questions : comment avoir un minimum global? comment avoir unicité du minimum? Une réponse va
étre obtenue en étudiant une notion, qui, dans le cas des fonctions C2, sera équivalente a une positivité globale de la
hessienne. L’avantage est qu’on peut trouver une définition : la notion de fonction convexe, sans hypothése de dérivabilité
et qui va étre robuste et permettre d’obtenir aussi des critéres d’optimisation du premier ordre, sur des ensembles eux
aussi convexes (pas forcément ouverts).

On suppose donc que E est un espace vectoriel (e.v.) sur R.

1 Ensembles Convexes

Soit x,y € E, on appelle segment d’extrémité x et y la partie
[x,9] = {Ax+ (1 -2)y,4 € [0,1]}.

On retrouve bien sur la définition usuelle du segment dans R. (avec la notation inhabituelle [-1,-2] = [-2,-1])

% Définition 3.1. Un ensemble C C E est dit convexe si Vx,y € C,[x,y] c C.

Par convention , C = () est convexe méme si les convexes intéressants sont les convexes non-vides...

Proposition 3.1. Si E est un e.v.n., les boules (ouvertes et fermés) sont des convexes.

\

Démonstration. Considérons le cas des boules ouvertes. Soient x,y € B(a,7), z=4Ax+ (1 - 1)y, 1 € [0,1].
Par I'inégalité triangulaire et homogénéité, on a :

Iz —all = llA(x —a) + A = D)y - a)|| < [A][|x —al| +[1 = A|ly —al| < [A|r+[1-A]r =7

Donc z € B(a,r). Le cas des boules fermées est similaire.

Exemple 3.1. On pose |[(x,9)[|1/2 = (1212 + |y]'/?)2. On note B = {(x,y) € R?: [[(x,9)]l12 < 1}. On remarque que
(1,0),(0,1) € B, (1/4,1/4) € B mais (1/2,1/2) ¢ B donc B n’est pas convexe et || - ||;/2 n’est PAS une norme sur
R

38
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Exercice 3.1. Montrer que les ensembles convexes de R sont exactement les intervalles.

Le résultat suivant est laissé en exercice.

Proposition 3.2. Si C est convexe, alors son adhérence C et son intérieur Int(C) sont convexes. Une intersection (finie ou
infinie) d’ensembles convexes est convexe. Si C1 C E,Cy C F sont convexes, alors Cy X Cy est convexe dans E X F.

Cones tangents et normaux dans R”

On suppose £ = R" (ou un espace préhilbertien comme au dernier chapitre pour avoir un produit scalaire). On

n
rappelle (f,x) = Zﬁxi, pour f,x € E.
i=1
Les deux ensembles suivant seront importants pour formuler des conditions pour des problémes de minimisation
sous contrainte. On rappelle que pour 4,B € E,C Cc Rox € E, A+ B ={a+b:a¢€ Ab e B},CA = {ca,c € C,a €

Ay, A—x={a-x:a€ A}, x+A={a+x:ac A}.

% Définition 3.2. Le cone tangent (au sens de I'analyse convexe) du convexe S C E e.v.n. au point x € S est

u-—x

Ts(x) :={ ,u€eS,s >0} =Ri(S-x),

S

Le cone normal est son polaire, c’est a dire le cone convexe fermé :

Ns(x):={f e E:Vue S,(fiu—x) <0} ={f € E:Vve Ts(x)(f,v) <0}

Exercice 3.2. Si L est un s.e.v de E (de dimension finie), a € L. Montrer que 7z(a) = L et Ny(a) = L+ = {y € E :
(y,a) = 0Vy € L}, est Porthogonal de L.

Exercice 3.3. Si S convexe et a € Int(S). Montrer que Ts(a) = E et Nz(a) = {0}.

2 Fonctions convexes

11 est pratique de considérer des fonctions f : E —] — 0o,+00] = RU {+c0}. Dans ce cas on parle de domaine de f :

D(f)={x€ E: f(x) < co}.
Les propriétés que I'on considére dans cette section vont étre déterminées par 'ensemble des valeurs au dessus du
graphe de f, que 'on appelle épigraphe de f :

Epi(f) = {(x,0) e ExR: f(x) < A}.

On utilise les conventions co + 0o = o0 et A.co =00 si A > 0, 0.00 = 0.

% Définition 3.3. Soit C un ensemble convexe.

1. Une fonction f : C —] — oo,+00] est dite convexe si pour tout A €]0,1[,x,y,€ C,

fAx+A-)y) <Af(x)+ A -1 f(Q).

2. Une fonction f : C —] — co,+0c0] est dite strictement convexe si pour tout A €]0,1[,x,y,€ C, avec x # y

JAx+ (1 -2)y) <Af(x)+ A=) f ().
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3. Une fonction f : € — [—oo,+00[ est dite concave si —f est convexe.

n

Exemple 3.2. Une fonction affine f(x1,...,x,) = Z a;x; + b est convexe et concave mais pas strictement convexe !
i=1

Une norme sur E est convexe.

Remarque 3.1. Si f est convexe, alors C N D(f) est convexe car si f(x) < +0o, f(y) < oo alors

fx+(1=-2)y) <Af(x)+ (1 -2)f () <co.

On peut donc toujours remplacer soit C par E soit C par C N D(f) selon votre gott (pour les fonctions infinies
ou les ensembles convexes).

Proposition 3.3. Soit E un e.v. et f : C —] — 00,00].

7. f est convexe si et seulement si Epi(f) est convexe

7. Si f est convexe alors pour tout t € R, f~1(] — co,t]) est convexe. La réciproque est fausse.

Sipu >0, f,g convexes alors uf + g est convexe. De plus, elle est aussi strictement convexe si f ou g Uest.

Si fi,i € I sont convexes alors Uenveloppe supérieure f(x) = sup,; fi(x) est convexe.

(facultatif) [ est convexe ssi g : E —] — 00, +00], définie par g(x) = f(x) six € C et g(x) = +0o sinon, est convexe.

Si f est strictement convexe, alors f a au plus un minimum sur C.

SN b

Le dernier point donne la premiére relation simple des fonctions convexes a 'optimisation.

Démonstration. Pour (1), I’énoncé est vide si f(x) ou f(y) = oo. Soit donc (x,4),(y,#2) € Epi(f) (comme on veut ¢ < oo
cela utilise la réduction précédente). On remarque que (Ax + (1 — )y, A1 + (1 — A)te) € Epi(f) ssi f(Ax+ (1 —-2)y) <
At + (1 - /l)tz.

Si les épigraphes sont convexes, cette propriété est vérifiée et donc en prenant infimum sur #,# (qui donne
f(x).f(y)) on ale résultat. Si f vérifie I'inégalité, on utilise f(x) < &1, f(y) < & pour conclure :

FAx+A=-)p) <) +A-DFQ) <A+ (1= Dty

(1)’ On montre la convexité de D = {x : f(x) < {} comme ci-dessus. Soit x,y € D alors pour 2 € [0,1] : f(Ax +
A-)y) <Af(x)+1-2)f(y) <At+ (1 -2)t =t. Donc Ax + (1 —2)y € D. Par contre si g = 1o alorssi t <0,
g ] -o00t])=0,5i0<t<1,g71(]—oc0,t]) =] — ,0[ et sinon pour ¢ > 1, g7(] — 00,#]) = R et ce sont 3 intervalles
donc 3 ensembles convexes. Mais g n’est pas convexe g(0) =1 > 1/2g(-1) +1/2g(1) =1/2.

(2) est évident en utilisant I'inégalité :

ufAx+ A=)y +g(Ax+ (1 =2)y) S pu(Af(x)+ Q- f () +Agx)+(1-2)g)
=Auf+9)x)+A-)(uf+2)H).

(3) vient de la stabilité des convexes par intersection et de Epi(f) = N;erEpi(f;).
(4) est évident car Epi(f) = Epi(g).
(5) si x # y sont deux points atteignant le minima, f((x +y)/2) < (f(x) + f())/2 contredisant la minimalité. O

Une propriété importante des fonctions convexes est le fait qu'on peut les caractériser en terme d’accroissements :

Proposition 3.4. Soit f : E —] — co,+c0] une fonction. f est convexe si et seulement si pour tout x,h € E la fonction
Acnf(2) = M est croissante sur R%.

Démonstration. 11 suffit de noter que g(¢) = A uf (1) = w

0 <t < s si et seulement si on a I'inégalité de convexité :

est croissante si et seulement si g(¢) < g(s) pour

Flx+th) =f(§(x+s/z) +x(l- f)) < f(x+slz)§ +f(x)(1- f).
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Donc la convexité de f implique la croissance énoncée et réciproquement en prenant s = 1 on écrit toute paire x,y sous
la forme y = x + & et 'inégalité ci-dessus se réécrit en I'inégalité définissant la convexité de f :

F(A=tx+ty)=f(x+ih) < fx+h)t+ f()A-2) =)+ f(x) (1 -12).

Cela implique une régularité minimale des fonctions convexes :

Corollaire 3.5. Si f : E —] — 00,00] est convexe, pour tout x € D(f) et tout h € E, la dérivée directionnelle D) f (x)
existe dans [—o0,00] au sens oi la limite suivante existe et vaut :

f(x+th) — f(x) :inff(x+”l)_f(x).

t t>0 t

/o) =

]M est croissante donc admet une limite pour ¢ — 0* qui

Démonstration. Par la proposition précédente g(t) =
coincide avec 'infimum. O

Calcul des cones normaux courants

Soient gi,...,g, des fonctions convexes C! définies U — R avec U ouvert convexe tel qu’il existe xg € U avec
gi(x0) < 0 pour tout i.
Soit la contrainte :
C={xeU:Vie{l,..,n},g(x) <0}

On sait que chaque g;° 1(] = 00,0]) est convexe comme image réciproque d’un intervalle borné supérieurement par

une application convexe. Par intersection, on sait donc que C = ﬁ;‘:lgi_l(] —00,0]) € U est aussi convexe.

% Théoréme 3.6 (admis, cf Section B.1). Soit x € C tel que :

1. les | premiéres contraintes sont actives, c’est @ dire : g1(x) = ... = g;(x) =0
2. les autres contraintes ne sont pas actives, c’est a dire g.1(x) <0,...g,(x) <0

Sil =0, on a Nc(x) ={0} et sinon, le cone normal @ C en x est donné par

l
Ne(x) = {Z A,V (x),4; > 0} .

i=1

Exemple 3.3. Soit A = {(x,y) € R? : x > y > 0,}. Si on pose g1(x,y) = y — x,g2(x,9) = —y qui sont linéaires donc
convexes et C1, on a :

A={(x,9) eR?: g1(x,9) <0,g(x,y) <0}

Calculons N4 (0) le cone normal en 0 = (0,0).
On a g1(0,0) =0 = g2(0,0) donc toutes les contraintes sont actives.
On calcule donc Vg;1(0,0) = (-1,1),Vg2(0,0) = (0,—1). D’aprés le théoréme, on a :

N4(0) = Ry (-1,1) + R, (0,-1).

Exercice 3.4. 1. Pour 4 de 'exemple précédent, si a = (x,x) pour x > 0. Montrer que Ny(a) =R (-1,1).
2. Pour b = (#,0), x > 0. Montrer que N4(b) =R, (0,-1).
3. Y-a-t-il d’autres valeurs de N4(¢) et si oui, pour quels points ¢ € 4?
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Fonctions convexes sur R

Soit 7 un intervalle de R. Pour une fonction f : I — R et a € I, on considére la fonction (taux d’accroissement de f
(%) - f(a)
x—a

en a) A,f définie par A, f(x) = pour tout x € I \ {a}. La proposition 3.4 se reformule sous la forme :

Proposition 3.7. Une fonction [ : I — R est convexe si et seulement si pour tout a € I, la fonction A, f est croissante sur

I\ {a}.

On en déduit les inégalités suivantes (inégalité des pentes, cf dessin en cours) sur une fonction f :

% Proposition 3.8. Une fonction convexe f : I — R vérifie I'inégalité des pentes :

@) -fla) _fl)-fla) _fl)-f(b)

b-a c—a c—b

Ya,b,cel, a<b<c¢c=

% Théoréme 3.9. Soit I un intervalle ouvert deR, et f: I — R une fonction convexe. Alors pour tout a € I, f admet
des dérivées a droite et a gauche en a. On a pour tout x € I : f(x) > f/(a)(x —a) + f(a) et f(x) = f/(a)(x—a) + f (a).
En particulier, il existe une fonction affine g telle que g(a) = f(a) et g(x) < f(x) pour tout x € I. De plus, si a < b sont
dans 1, on a fj(a) < f/(a) < f;(b).

Démonstration. Soit a € I. Dans le cas d’une fonction a une variable, le corollaire 3.5 implique I'existence de dérivées
a droites et & gauches (pour I'instant peut-étre infinies). Dans I'inégalité des pentes en faisant ¢ — 6* ou a — 57, on

obtient : '
oo < IS ;:Z(d) < 1),

£ ) < w < 400

Pour a < 5,0 < €; < (b—a)/2, I'inégalité des pentes appliquée aux points ¢ < a+ €1 < b — €9 < b donne :

fla+er)- f(a) <f(b—62)—f(a+61) S —e) - f(0)

€1 (b-a-e1-€) —€9

et en passant a la limite €7 — 0" ou €y — 0% puis les deux, on obtient :

f(b—ey) - f(b)

—€9

fla+e) - f(a)
€1

Ji(a) <

< f1(b).
(@) < £ (8).

Donc f](a) < +oo, fg’(a) > —co, ce qui termine la preuve des dérivabilités a droite et a gauche, et on a 'inégalité attendue.

-/ _
el

< ];'(a) ; en multipliant par x — ¢ (qui

De plus, la formulation comme infimum, dans le corollaire 3.5, montre que pour tout x > a que
f(x) - f(a)
x—

est négatif!) on a donc que pour tout ¥ < a f(x) > f(a) +}fg’(a)(x —a).

De plus, ]fg’(b) < f](b) (en passant aux limites @ — b7,¢ — b* dans I'inégalité des pentes) ; par conséquent, pour
x < a f{(a)(x—a) > f/(a)(x — a), et on voit finalement que I'inégalité f(x) > f/(a)(x — a) + f(a) est valide pour tout
x € R. Le méme raisonnement s’applique pour montrer que ’autre inégalité est vraie pour tout x € R. O

et donc f(x) > f/(a)(x — a) + f(a). De méme, pour tout x < a on a

[ Corollaire 3.10. Soit I un intervalle ouvert de R, alors une fonction convexe f: I — R est continue. ]
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Exercice 3.5. Trouver une fonction convexe f : [0,1[— R qui n’est pas continue en {0}.

Proposition 3.11. Si E =R et f est dérivable sur un ouvert convexe U C E (donc un intervalle ouvert) alors f est convexe
si et seulement si [’ est croissante.

Démonstration. =) Supposons f convexe, 'inégalité qu’on a montrée au (2) du théoréme précédent s’écrit (f'(u) —
[ (v))(u—v) >0donc (f'(u) — f'(v)),(u —v) ont méme signe et f” est croissante. On peut alternativement utilisé pour
a<b, f'(a) = f;(a) < f{(b) = f'(]) grace a I'inégalité vue au théoréme 3.9.

&) Réciproquement si f’ croissante, montrons que f convexe, on veut voir f(la+(1-2)b) <Af(a)+ (1 —-2)f(d)

pour a < b,4 €]0,1[. Par I’égalité des accroissements finis, la pente W est atteinte par f’ en un point de

la,da+ (1 - 2)b[, et de méme W est atteinte par f’ en un point de J1a + (1 — 1)b,b[ donc par croissance
de la dérivée :

fa+A-Db) -~ f(a) _ f(b) - f(dat+A-1)b)

(1_/1)(b_a) - ﬂ(b—a)
f(a) f(b)
‘=>f(’m+(1_/l)b)((1—/l)(b—a) +/1(b—a)) SA-DG-a  Ab-a
a b
= [Qar A= DD (=) < ({(_;) +f; )
Ceci conclut. :

3 Propriétés différentielles des fonctions convexes.

Rappel sur la différentiabilité (au sens de Fréchet)

On rappelle que pour E,F des e.v.n. I'ensemble des applications linéaires continues L(E,F) est un e.v.n. avec la
norme d’opérateur (dite aussi norme subordonnée) ||| f]|| = SUP| |4, <1 [Lf(x)]|F.

Définition 3.4. Soit E,F des e.vin.,, U C E un ouvert, f : U — F est différentiable (au sens de Fréchet) en x si
il existe I' € L(E,F) notée df (x) telle que

1f (x+ k) = f(x) = df () (W) = o(l|&]]), si [[h]] = O.

f est C! (ou continuement différentiable) sur U si f est différentiable en tout x € U et df : U — L(E,F) est
continue. On note aussi Dy f (x) = df (x) (k)
f est C?si f est C! et df est aussi C1. On note d2f (x)(h,k) = D (D f)(x).

Onrappellequesig: U — V C F,f : V — Z sont différentiables, alors f og aussi et d(fog)(x) =df (g(x))odg(x).
De plus si Z =R et f a un minimum local en x € VV avec V ouvert, alors df (x) = 0.

Remarque 3.2. 11 est important de noter que df (x) est une application linéaire, donc df (x)(£) est linéaire en £,
mais pas forcément en x. Pour insister sur ce point, on note parfois de fagon équivalente :

df (x) () = df (x).h = df (x).[A]

Dans le cas le plus fréquent pour nous ou E = R*,F = R, si f est différentiable, alors elle admet des dérivées
partielles, le gradient de f en a est noté Vf (a) = (af (a),..., %(a)). Alors, on a :

Ox1

S
S @B =T @0 = L,
=
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Caractérisations différentielles des fonctions convexes

Le théoréme suivant résume les 3 caractérisations principales de la convexité en terme de différentiabilité, par la
position relative des plans tangents et du graphe, par la monotonie de la dérivée premiére ou par la positivité de la
dérivée seconde (le résultat n’est pas optimal, il suffit en fait d’une dérivabilité directionnelle appelée dérivée au sens de
Gateaux) :

% Théoréme 3.12. Soit E un e.v.n. et U un ouvert convexe, f : U — R une fonction différentiable en tout point de U .

1. f est convexe ssi pour tout u,v € U :
f(u) = f(0) = df (v).[u~0]
2. [ est convexe ssi pour tout u,v € U :

[df (u) - df (@)].[u ~ 0] 2 0

3. Si f est en plus C2, fest convexe ssi d’f (x) est positive pour tout x € U au sens ow d*f (x)(h,h) > O pour tout
x € U,h € E. De plus, si E = R" avec la norme euclidienne, ou plus généralement si E est préhilbertien (cf. chapitre
5) si df (x) est définie positive, pour tout x € U (Cest-d-dire pour tout h # 0, df (x)(h,h) > 0) alors f est
strictement convexe.

Remarque 3.3. (Rappel d’algébre linéaire) Si £ = R”, alors d2f (x) est positive si et seulement si la matrice hessienne
2
H f(x) est positive (rappel (H f(x));; = (%(x))). Comme elle est toujours symétrique et donc diagonalisable

en base orthonormale, cela équivaut a ce que ces valeurs propres soient toutes positives. Dans le cas n = 2

H(f)(x) = ( : i ) (C’est a dire on prend les notations de Monge r = ?T{(x),s = gj—a];(x),t = (;27];()6)) alors

H(f)(x) est positive si et seulement si 7¢ — s> > 0etr > 0.9

a. En effet D2f(x)((/11,/z2),(/z1,h2)) = rh% + 2sh1ho + t/z% = (/z%)P(/zg//zl) sihy #0, avec P(1) = 7+ 254 + {12
le polynome de second degré de discriminant A = 452 — 4r¢. Si A < 0 pas de racine et selon le signe de 7, P est
soit toujours positif (cas D?f (a) définie positive) soit toujours négative (D?f(a) définie négative). SiA=0,ily a
une racine double et on a la méme conclusion sur la positivité. Si &1 = 0, alors D% £ (x)((h1,hg), (h1,h))) = 2sh1hg
n’est positive que si s = 0 car sinon en (/1,A9) = (s,—1), on a la valeur strictement négative —2s2 et c’est aussi le
seule cas ou le déterminant r¢ — s2 est positif pour 7 = 0). Si A > 0 on a 2 racines réelles et P prend a la fois des
valeurs positives et négatives.

Remarque 3.4. Un cas particulier du (3) est le cas ou il existe ¢ > 0 telle que d?f(x)(h,k) > c||4||> pour tout
x € U,h € E =R". Le cas de stricte convexité se déduit donc en décomposant f = g + §||x||2. Linégalité donne
que d’g = d*f — ¢ est positive donc g convexe et on verra au dernier chapitre que I'identité du parallélogramme
implique que §||x||2 est strictement convexe, donc par somme f est strictement convexe (de fagon trés uniforme).
C’est une situation intéressante pour les problémes de minimisation qui permet d’obtenir la convergence de suites
minimisantes et des stratégies algorithmiques de minimisation (cf. cours de recherche opérationnelle au S6).

Démonstration. (1) Si f convexe, I'inégalité vient du corollaire 3.5 en comparant 'infimum a la valeur en ¢ = 1 pour

h=u-uv:
4f ().[u - o] = inf JM

< flu+h) = f(u)=f(u) - f(v).
Réciproquement on applique I'inégalité en z = £x + (1 — £)y € U par convexité de U pour x,y € U d’ou :
(A4) f(x) = f(2) 2df (2)[x—z], (B) f(»)—f(2) 2df(2)[y -2l
et £(4) + (1 - £)(B) donne
tf(x)+ A -0)f) - f(2) 2df ()[t(x—2)+ (A -8)(y —2)] =df (2)(0) =0

ce qui donne I'inégalité de convexité.
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(2) Si f convexe, on utilise de méme les inégalités du corollaire 3.5 :

df (u)(v —u) < f(0) = f(u), df (v)(u—-2) < f(u) - f(v)

En sommant, on obtient I'inégalité (df (#) — df (v))(v — u) < 0. Réciproquement, on utilise ¢(¢) = f(¢x+(1—1¢)y) qui par
composition est dérivable de dérivée ¢'(¢) = df (ix+ (1 —£)y)(x — ). Orsit <s

¢'(s) —¢'(2)
=[df (p+s(x—y) —df (9 +t(x—)](x—y)

:ﬁ[df(y“(x—y))—df(y+t(x—y))](y+s(x—y)—(y+t(x—y))) >0

Donc ¢’ est croissante et par un résultat a 1 variable (proposition 3.12) ¢ est convexe.

(3)Si f est C?, on dérive en ¢ la relation du (2) avec v = x, u = x + th une fois divisée par 2 et on obtient
d%f (x)(h,h) > 0. Réciproquement, en dérivant en ¢, la fonction g définie par g(¢) = df (v + t(u — v))(u — v) (qui est C!
car df est C1) et en appliquant le théoréme fondamental du calcul :

1
[df ) = df @] u=o] = (1) = g(0) = [ dedfo+t(u=o)(w=vu=0) 20

et on retrouve le critére du (2).

Pour la stricte convexité, commencons par le cas £ = R, donc U = I un intervalle ouvert. Soit [a,5] C [ il suffit de
voir f strictement convexe sur [a,b]. On fixe [a,b] c]a’,b’[C [a’,0'] C I

On suppose dans ce cas f”(x) > 0 pour tout x € et f” continue (vue f de classe C?). Donc f” atteint son minimum
sur [a’,0’] en xy de sorte que " (x) = ¢ = f""(x9) > 0 pour tout x €]a’,d’[C [a’,b’]. Donc comme a la remarque 3.4
implique f = g + c% avec g” > 0 donc g convexe et donc f strictement convexe sur ]a’,b’[.

On pose g,5(¢) = ta+ (1 — ¢)b. Soit maintenant le cas général E = R". Par définition, f est strictement convexe si
et seulement si pour tout segment [a,b] € U,a # bk, = f o g, est strictement convexe sur [0,1] (ou sur |0,1[ en
élargissant les intervalles comme avant). Or }l;ib(t) =df*(g.s(t))(a—b,a—b) > 0 pour tout ¢ €]0,1[. On déduit donc du
premier cas que £, est strictement convexe sur ]0,1[ et donc aussi f. Comme U ouvert, on peut trouver a’,6” € U avec
[a,b] c [a,0'] —{a’,b'},[a’,0'] C U.

Pour montrer Comme g, ; est continue bijective de [0,1] — [a’,8’] si @’ # &', [a’,d’] est compact comme image
direct du compact [0,1] par une application continue.

t— h;”b(at +(1-t)(b-a))=d*’f(at+(1—1t)(b—a))(b—a,b— a) est continue sur [a’,4’] donc atteint son minimum
en xo € [a’,8’] qui est donc h;”b(x) =d’f(x0)(b—a,b—a)> ¢x,(b — a,b — a). En appliquant a 'intervalle ouvert Ja’,’[
le premier cas, on déduit que %, 4 est strictement convexe sur ]a’,5’[, donc aussi par restriction 4,;. Comme a # b € U
arbitraires, f est aussi strictement convexe. ]

Exercice 3.6. Montrer que f(x) = x* est strictement convexe sur R mais que sa dérivée seconde n’est pas bornée
inférieurement par ¢ > 0.

Convexité, Critére d’extremum global

On retrouve d’abord un critére d’optimisation du premier ordre

Proposition 3.13. Si f est de classe C sur un ouvert convexe U et f est convexe, alors tout point a € U est un minimum
global de f si et seulement si c’est un point critique de f (c’est @ dire un point a tel que df (a) = 0).

Démonstration. On sait déja par le cours de L2 que si f a un minimum local en « alors df (a) = 0. En effet, rappelons la
preuve, pour tout £ € E, il existe € > 0 : B(a,€l||h||) C U (car U ouvert) et f(a +th) > f(a) pour tout ¢ €] — €,€[. Donc,
en divisant par ¢ > 0 on obtient :

f(a+th) - f(a)

t

f(a—th) - f(a)
-t

— 0+ df (a)(h) 20

— 1m0 df (@)(h) <0
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donc df (a)(h) = 0 pour tout & ce qui veut dire df (a) = 0.
La nouveauté est la réciproque, on suppose f convexe. Il suffit de noter par le théoréme 3.12 que pour ¢ € C,
f(e)—f(a) =df(a)(¢c —a) =0donc f(a) =inf,cc f(¢) et a atteint 'infimum de f sur C. O

On a un critére d’optimisation plus général sur un convexe C C R”. On rappelle que Vf (a) = (%(a), s %(a))

% Théoréme 3.14. Soit C un convexe de R™ avec C C U un ouvert et f : U — R une fonction de classe C*, convexe
sur C. Alors a est un minimum global de f sur C si et seulement si =V [ (a) € N¢(a) cest a dire si et seulement si

Ve e C,(Vf(a),c—a)>0.

Démonstration. On rappelle la définition N¢(a) = {f € E : V¢ € §,(f,c — a) < 0} ce qui donne la derniére reformulation.
Si a est un minimum global f(a) < f(¢c+(1—-1¢)a) pour ¢ € C,t €]0,1[ vu que par convexité {c+(1—¢)a € C. En prenant

la limite, on obtient
fUe-a+a-f@
t

(Vf(a),c—a)= tlir{)k

Réciproquement, si I'inégalité est vérifiée donc on peut utiliser le théoréme 3.12 (dont la preuve du 1 s’applique méme
si C n’est pas ouvert) et on obtient :

0<(Vf(a),c—a)=df(a)(c—a) < f(c) - f(a).

donc f(¢) > f(a) pour tout ¢ € C et donc a est un minimum de f sur C. O

Exemple 3.4. On prend g(c¢) = ||f — c||§ le carré de la distance euclidienne & f € E. Alors Vg(a) = -2(f — a) et
donc on obtient que @ € C minimise la distance de x a C si et seulement si :

Ve e C,{x—a,c—a) <0.

Ce sera le critére du théoréme de projection sur un convexe fermé C ou 'on verra 'existence d’un tel point a au
dernier chapitre. Dans R” on peut aussi voir ’existence par compacité de C N B pour une boule fermée B assez
grande pour qu’une inégalité grossiére permette d’assurer que tout minimum doive s’y trouver. On obtient ainsi
le résultat suivant.

% Théoréme 3.15 (théoréme de projection sur un convexe fermé de R"). Soit C C R" = E un convexe fermé
non-vide et ||.||o la norme euclidienne. Pour tout f € R”, il existe un unique u = Pc(f) tel que

IIf = ulle = inf ||/ - 2]l2.
veC
De plus, c’est U'unique vecteur u € C tel que :
Vo e C,{(f —u,v—u) <O0.

De plus, pour tout ¢ € C, ¢ + N¢(c) = Pc?l({c}) et forment une partition de R".

La preuve suivante par compacité ne fonctionnera pas en dimension infinie, mais le résultat sera encore vrai dans un

espace de Hilbert (cf. chapitre 7).

Démonstration. Comme C non vide r = inf,e¢ ||f — v||lg < o0. Soit D = C N B(f,r +1). Comme la boule fermé est un
convexe fermé, D est un convexe fermé comme intersection de convexes fermés, et il est aussi borné par définition, donc
c’est un compact de R”. De plus, D C C, donc inf,c¢ ||f — vl|2 < infyep ||f — v|lo par définition de I'infimum. Mais soit
1>e>0etveC tel que ||f —v|ls < r+ € alors par définition v € D et donc infyep ||f — d||2 < ||f — v|l2 < 7 + €. Donc
en passant a la limite € — 0, on a obtenu :

inf — o]l £ 7= inf —vl||g < inf —l|o.
inf |If = olly < v = inf |1 - ollz < inf I1f - oIl
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Or v — ||f — v||2 est continue sur le compact D, donc atteint son infimum en # € D c C. Par croissance du carré,
C’est aussi le point ou ||f - z)||% atteint son infimum. La hessienne de v — ||f — v||§ est 'identité, donc cette application
est strictement convexe, elle a donc un unique minimum P¢(f). La caractérisation du minimum a été vue a I’exemple
précédent. Enfin cette caractérisation donne (en retraduisant avec la définition de N (¢)

P'{cH)={f€E:VoeC(f-coo-c) <0} ={feE:f-ceNc(c)} =c+Nclc).

Le fait que P¢ : E — C est une application surjective (vu que P¢(¢) = ¢ pour ¢ € C) implique le résultat sur la
partition. O

4 Premiéres Inégalités de convexité

Citons un exemple important et simple.

Exercice 3.7. Soit f: [0,+c0o[— [0,+oo[ une fonction concave. Montrer que pour tout x,y > O on a f(x +y) <

F&)+f0).

Démonstration. Fixons y > 0 et considérons la fonction g: [0,+c0[— R définie par g(x) = f(x) + f(9) — f(x +y).
Alors, pour tout @ < b € [0,+o[, on a

g)-g@ _fO)-fla) [fO+y)-flaty)

b-a b-a b-a
b - b -
Puisque Al +}’Z — {:(a *)) = fﬁb :ﬁ; - {a(:l_;)y) est le taux d’accroissement de f entre (b +y) et (a+y), 'inégalité des
g(b) - g(a)

pentes nous donne donc que > 0, autrement dit g est croissante.

a
Par conséquent, on a pour tout x que g(x) > g(0) = f(0), et donc f(x)+ f(»)— f(x+y) = f(0) > 0, ce qu'on voulait
démontrer. 0

On verra au chapitre intégration section 5.2 I'inégalité la plus importante, I'inégalité de Jensen, quon appliquera
ensuite au chapitre Espace L’.
Voici en exercice un cas (trés) particulier de I'inégalité de Jensen (cf. Corollaire 5.6 pour une preuve).

n

Exercice 3.8. Soit I un intervalle de R, @1,...,a, des réels positifs tels que Z a; = 1, et ¢ une fonction convexe
i=1

sur /. Alors, pour tout x1,...,x, €/ ona

(% (z": aixi) < Z": a;p(x;) .
i=1 i=1




CHAPITRE 4

Intégration de
Lesbesgue : Construction
de l’intégrale et grands
théoremes

Le but de ce chapitre “ Construction de 'intégrale et grands théorémes" est de donner le cadre pour votre cours de
probabilité du second semestre, en pensant ’espérance comme une intégrale, tout en généralisant I'intégrale de Riemann
et la somme de séries vues en L1 ou en L2. Ce seront aussi les 2 exemples importants unifiés dans ce chapitre (qui
donnent les exemples des variables aléatoires continues et discrétes).

On va se concentrer dans ce chapitre sur la construction de I'intégrale et les grands théorémes qu’il faut apprendre a
utiliser. On verra le minimum des définitions requises pour formuler cette construction. Pour cela, on va s’appuyer sur les
similarités avec vos cours de probabilités et avec le chapitre 1. Ce sont des constructions importantes dont la démarche
sera reprise par exemple au semestre prochain pour la construction de ’espérance conditionnelle. On reporte au deux
chapitres suivants les résultats plus techniques dont il est moins important de retenir une idée des preuves.

Dans ce chapitre, le corps est K = R ou K = C. Pour I'intégration, on a aussi besoin de la droite réelle étendue :
R = R U {00,400} avec les mémes conventions qu’au chapitre précédent : co + co = oo et 1.c0 = co si 4 > 0, 0.c0 = 0.

Rappels

Droite réelle étendue

Rappel 4.1. La somme x + y avec x,y € R, est définie a Iexception du cas ot x = +co et y = —x.
Contrairement au cas des limites, on pose 0. + c0 = 0, £. + 00 = 400 pour ¢ > 0.

Pour un ensemble 4 non-vide (non-nécessairement borné), on utilise sup 4 pour le plus petit majorant M € R de 4
et inf 4 pour le plus grand minorant m € R de 4.
On utilisera aussi inf () = +co, sup ) = —co.

Exercice 4.1. Soient A, B parties non vides de R. Montrer que :

1. M = supd ssi M est un majorant de A et il existe une suite (x,), avec x, € 4 telle que x, — M .
Caractérisation analogue de inf A .
2. Tout A (non-vide) admet une borne supérieur sup 4 €] — oo, 0] et une borne inférieur inf 4 € [—oco, c0].

48
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sup A et inf A sont uniques.

sup(—tA) = —tinf A, Vt €]0,00[. Formules analogues pour sup(¢4),inf(¢4),inf(—¢4).

5. sup(4+ B) =sup A+sup B et inf(4 + B) = inf 4 +inf B (avec la somme usuelle d’ensemble A+ B = {a+5:
a € Abe B}

6. Si 4 C B, alors inf B < inf4 < sup4 < sup B.

7. Si (x,)n>0 est une suite croissante de réels, alors lim x,, = sup{x,;27 > 0} = supx, . Enoncé analogue pour
une suite décroissante.

8. SisupA > x € R, alors il existe un y € 4 tel que y > x.

5 &8

Limites inférieures et supérieures

% Définition 4.1. Pour une suite x, € R, sa limite supérieure est le nombre :

lim sup x,, = inf sup x; = lim sup x;
n 2l k>n 0 k>p

(L’égalité vient de la décroissance de la suite des sup, et c’est aussi la plus grande valeur d’adhérence :exo), sa
limite inférieure est le nombre :
lim inf x, = sup inf x; = lim inf x;.
n n>1k2n n—00 k>n

(C’est aussi la plus petite valeur d’adhérence exo)

Lemme 4.1. On a les formules suivantes (pourt > 0) :
lim sup —x, = —liminf x,,liminf —x, = —lim sup x,
lim sup ¢x, = tlim sup x,,liminf ¢x, = ¢ liminf x,
lim sup x, + y, < limsup x, + lim sup y,
liminf x, + , > liminf x, + liminf y,

Enfin, limsup x, =liminfx, = € R si et seulement si x, — £.

Démonstration. Toutes les (in)égalités sont des conséquences des propriétés des sup,inf puis un passage a la limite :

sup —x, = — inf x,, inf —x, = —sup x,
k>n k>n k>n k>n

sup tx, = t sup x,, inf tx, = tlinf Xn

k>n k>n zn zn
sup X, +y, < sup X, + sup y,
k>n k>n k>n

inf x, + 9, > inf x, + inf y,
k>n k>n k>n

Enfin, le sens intéressant est celui ou lim sup x, = liminf x, = £ € R et alors Xy = infy>, x; < x; < sup;., x, = Y; etle
théoréme des gendarmes permet de conclure que la limite commune de X, Y} est aussi la limite £ de x;. Réciproquement,
si x, — £, alors pour tout € > 0, pour z grand, £ —€ < x, < {+¢€ d’ot on déduit £ — € < liminfx, < limsupx, < {+e€ et

€ — 0 conclut.

1 Tribus, fonctions mesurables et mesures

Tribus

O

Vous avez I’habitude de parler d’événement d’un espace de probabilité et de considérer la famille 7 c P(Q) des
événements d’un tel espace. Souvent (pour les probabilités discrétes), on peut prendre 7~ = £ (£2), 'ensemble de toutes les
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parties de €, mais cela ne sera pas possible pour généraliser I'intégrale de Riemann, on ne pourra pas définir I'intégrale
de n’importe quel ensemble. La définition suivante retient donc les propriétés essentielles de la famille des événements
que 'on veut pour définir une probabilité sur une telle famille.

% Définition 4.2. Une ¢ribu (ou o-algébre) sur Q est une famille 7 de partie de Q, soit 7 c P(Q) telle que :

1. 0eT
2. Side7 alors A° € T .
3. Pour toute suite infinie (dénombrable) (4,),>1 de parties de 77, alors leur union est aussi dans la tribu

UA,,GT.

Un ensembe 4 € 7 est appelée partie 7 -mesurable ou simplement mesurable.
Un espace mesurable est une paire (Q,7") formée d’un ensemble Q et d’une tribu 7 sur Q. Les enembles 4 € 7~
sont appelés ensembles mesurables (pour la tribu T ou T -mesurables).

Le résultat suivant est assez évident

Lemme 4.2. Pour toute suite finie A,--- ,A, de T, alors A;U---UA4, €T.
Pour toute suite infinie (dénombrable, resp. finie) (Ay)n>1 (resp. A1, - - - ,Ay) de parties de T, alors leur intersection ﬂ A, €T

n>1

(resp. ﬂ A; €T)
i=1

Démonstration. Pour le premier, il suffit de prolonger la suite en A = 0 € 7 pour £ > n+1 et alors 4;U---U4,, = U A, €T

n>1

Pour P'intersection, il suffit de combiner union et complémentaire, par exemple dans le cas dénombrable : ﬂ 4, =
n>1

(UA;,)”e(r. O

n>1

Remarque 4.2. On verra au chapitre suivant la notion plus élémentaire d’algébre de parties (ou clan) ou l'on
demande seulement la stabilité par union finie, mais elle ne suffira pas pour la construction de I'intégrale. Il
faut comparer la notion de tribu a celle de topologie de la remarque 2.3, qui était 'axiomatisation des parties
ouvertes d’un espace métrique. Comme une topologie, une tribu est stable par intersection finie, mais méme plus
elle est stable par intersection dénombrable. Mais par contre, elle n’est pas stable par union quelconque, mais
seulement par union dénombrable. Donc aucune des notions n’est plus générale que I'autre. Enfin, la nouveauté
est la stabilité par complémentaire, ou autrement dit par toutes les opérations logiques de bases sur les ensembles
(complémentaire, intersection et union binaires), et c’est la clef pour son application en probabilité (on veut aussi
que les événements soient stables par toutes les opérations logiques). On va cependant traiter dans beaucoup
d’aspect la notion de tribu comme la famille des ouverts d’un espace métrique (ou plus généralement topologique).

Mesure et Probabilité sur une tribu

D’intégation va dépendre d’un objet de base qui permet la “mesure du volume" (ou en physique la “mesure de la
masse” ou d’autres grandeurs extensives) et qui va généraliser la notion de probabilité.

% Définition 4.3 (Définition d’une mesure). Soit (,7") un espace mesurable.
On appelle mesure (positive) est une application u : 7 — [0,+co] ayant les propriétés suivantes :

1. u(0)=0
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2. (o-additivité) Pour toute suite au plus dénombrable (4;);cr * d’éléments de 7 deux a deux disjoints,
#(U 4;) = Z u(4s).
iel iel

Une mesure de probabilité P est une mesure positive P vérifiant en plus P () = 1. Un espace mesuré (resp. de probabilité)
est un triplet (Q,7, 1) (resp. (Q,7,P)) formée d’une mesure positive u (resp. une mesure de probabilité P) sur
un espace mesurable (,7).

n
a. c’est a dire soit 7 = [[0,z]] et dans ce cas Zp(A,») = Z u(A;), soit soit 7 = N et dans ce cas ZM(A,») =
iel i=0 iel

(o)

Z u(A;) est la somme de la série, finie ou +co
i=0

Une mesure a des propriétés trés similaires a celle d’'une probabilité dont vous avez I’habitude (exo).

% Proposition 4.3. i) Si A C B alors u(A) < u(B) (u est croissante).
ii) Pour toute suite au plus dénombrable (4;)cr, ,u(U A;) < Z u(A;) (u est sous-additive).

iel iel
iii) Si (Ay)a>1 est une suite croissante,

w40 = lim () = sup u(4y).
n>1 n—00 n>1
iv) Si (Ay)n>1 est une suite décroissante avec p(Ay) < oo,

ﬂ(ﬂ 4,) = lim p(4,) = }lgf;u(An).

n>1

v) Sip(Q) est finie : u(A°) = p(Q) — u(4).

Ensembles u-négligeables

% Définition 4.4. Soit (Q,7,u) un espace mesuré, un ensemble A C Q est u-négligeable si il existe B € T
contenant 4 C B et avec u(B) = 0.

Attention, 4 n’est par forcément mesurable donc on ne peut PAS déduire 1(4) = 0. Mais la seule extension possible,
si A devenait mesurable, serait la valeur 0.

Lemme 4.4. Une union au plus dénombrable d’ensembles pi-négligeables est pi-négligeable.

Démonstration. Si (A,)x»0 est p-négligeable, alors il existe une suite B, € 7 avec u(B,) =0 et 4, ¢ B,, donc

| Jduc UB,,e‘i',,u(UBn) < > u(B,) = 0.

n>0 n>0 n>0 n>0

Exercice 4.2. Montrer que le seul ensemble v-négligeable pour la mesure de comptage v est I’ensemble vide.
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Définition 4.5. Une propriété P(w) des points w € Q est dite vraie presque partout (par rapport a i, ou p-presque
partout, ou u-.p.p) si {w € Q: ~P(w)} est u-négligeable. Autrement dit, si il existe B € 7 avec u(B) = 0 telle que
P est vraie sur B°.

Exercice 4.3. Montrer que I'indicatrice de Q 1g est nulle A-p.p.

Un ensemble peut donc étre dense et A-négligeable.

Exemples de tribus

Exemple 4.1. T = P(Q) est une tribu (appelée tribu discréte) et T = {0,Q} est aussi une tribu (appelée ribu
grossiére).

Tribus engendrés par une famille d’ensembles

En pratique, on n’a pas besoin de connaitre en détail, tous les éléments contenus dans une tribu, il suffit de savoir
qu'on a assez d’élements voulus (les générateurs de la tribu). Ceci est permis par le lemme suivant.

Lemme 4.5. Si (7;)icr est une famille de tribus, alors (\;c; T; est une tribu. On peut donc parler de la plus petite tribu
contenant une famille A C P(Q), qui est Uintersection de toutes les tribus contenant A, elle est notée o (A) et appelée la
tribu engendrée par A.

Démonstration. C’est une conséquence directe de la forme de la définition. ) € 7; pour tout i, donc 0 € ;¢ 7;.

De plus, si 4 € ();¢; 7;, alors A € 7; pour tout i, donc comme 7; est une tribu, 4° € 7; pour chaque i et donc
A€ (Wiell7;

Enfin, si pour chaque n > 1, 4, € (),¢; 7;, alors 4, € 7; pour tout i, donc comme 7; est une tribu, U A, € 7; pour

n>0
chaque 7 et donc U A, € ﬂ‘]{. O]
n>1 iel
Exemple 4.2. Si A C Q, la tribu engendrée par 4 est o ({4}) = {4,4°,0,Q}.
Exemple 4.3. Si A1,---,A, C Q forment une partition (c’est a dire sont 2 a 2 disjoints et d’union ), la tribu
engendrée o ({41, - ,4,}) = {Userd; : I C [[1,2]]}.

% Définition 4.6. Pour (X, d) un espace métrique dont 7~ est la topologie des ouverts, on appelle ¢ribu borélienne
sur X, notée B(X) = 0 (7) la tribu engendrée par les ouverts de X.

Le résultat suivant est montré en annexe C en section 2.

% Lemme 4.6. SurR", la tribu borélienne a le systéme de générateurs :

n

B(R") = 0'( [ T1as.bil.ai < b € R)

i=1

A partir de 1a, on obtiendra en TD les autres générateurs usuels.
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% Lemme 4.7 (cf. TD). SurR", la tribu borélienne a les différents systémes de générateurs :

— o0, b;],b; ER)

=o([]

0'( . [a;,+oo, aleR)
0'( : la;,b;],a; < b; ER)
(

i=

=0 |F : F fermé de R")

Tribu engendrée par une fonction

Lemme 4.8. Soit f : Q — (E,B) une fonction, o(f) = f~H(B) = {f1(B),B € B} C T est une tribu sur Q. On
Uappelle tribu engendrée par f.

Démonstration. C’est essentiellement une application des rappels sur 'image réciproque de fonctions (1.1). D’abord
L0y =0eo(f), fHUE)=Qeo(f).Pour 4 € B (resp, A, € B,n > 1) :

1A = fHA) e o (f) car 4° € B,

Uf_l(An)=f_1(UAn) € o(f) car UA,, ]

n>1 n>1 n>1

Exemples de mesures

Exemple 4.4. Sur tout ensemble Q, on définit sur P (€), la mesure suivante (dite de comptage)

Card(4) si A fini

+00 sinon

v(4) = {

Exemple 4.5. Sur tout ensemble dénombrable Q = {w,,n € [[1,z]|}, pour (u;) € [0,+0co[" on définit sur P (L) :
p(d)= )
w;€A

C’est une mesure sur £ (Q). Une fois connue I'intégration pour la mesure de comptage (ou de facon équivalente
si on connait la notion de famille sommable, on pourra généraliser cet exemple au cas £ dénombrable)

Enfin, exemple fondamental est le théoréme donnant I’existence de la mesure de Lebesgue (admis)

% Théoréme 4.9 (définissant I'intégrale de Lebesgue). (admis) Il existe une unique mesure A sur (R, B(RY)) inva-
riante par translation® telle que

/I([O,l]”) -1
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Cette mesure est appelée mesure de Lebesgue sur R? et notée A = A et elle vérifie pour a; < b; :

n

A( ﬁ[ai,bi]) = ([ Tresil) = ]l[(bi - a).
i=1

i=1 i=1

a. au sens ou pour tout @ € R?, B € B(R?), si on note a + B = {a + b,b € B}, alors 1(a + B) = A(B)

Proposition 4.10 (définissant la mesure image). Soit f : Q — (E,B)une fonction et (Q,o(f),u) un espace mesuré
alors la formule u/ (B) = u(f~Y(B)) for B € B est une mesure sur T, appelée mesure image de u par f.

Démonstration. Pour voir que u/ est une mesure sur B, il faut noter u/ (0) = u(0) = 0. Puis pour la o-additivité, pour
A; € B,i € I deux a deux disjoints avec / au plus dénombrable, on a :

W (J4) = (7 () = w(U @) = Y uer o = 3 uf (40,
iel iel iel iel iel

vu que les f71(4;) € o(f) sont aussi deux & deux disjoints par (1.1), on a pu utilisé & 'avant-derniére égalité la o-
additivité de u.
O

Fonctions mesurables

I1 nous reste a spécifier les fonctions qu’on va pouvoir intégrer. Il faut lire la définition suivante comme I’analogue de
la définition topologique de la continuité (proposition 2.22)

Définition 4.7. Une fonction f : (Q,7) — (E,B) entre espaces mesurables est mesurable si f~1(B) C T c’est a
dire si pour tout B € 8, f1(B) € 7. Si (Q,7) = (X,8(X),(E,B) = (Y,8B(Y)), on appelle fonction borélienne une
fonction mesurable f : (X,8(X)) — (Y,B(Y)).

On déduit immédiatement de la définition comme le corollaire 4.11 :

% Lemme 4.11 (Stabilité par composition de la mesurabilité). Si f : (D, A) — (E,B) et g : (E,B) — (F.,C)
sont mesurables, alors, g o f : D — F est mesurable.

Démonstration. Pour tout ensemble mesurable U € C, g1 (U) € B est mesurable de Y par mesurabilit¢ de g, puis
(g X(U)) € T est mesurable de X par mesurabilité de f, mais (g 1(U)) = (g o )1 (U) € A. Comme cest vrai
pour tout ensemble mesurable U, on déduit de la définition précédente g o f est mesurable. O

Comme en probabilité, 'intérét principal de la notion de mesurabilité est de permettre de définir la notion de mesure
image (analogue de la loi d’une variable aléatoire).

Proposition 4.12. Soit f : Q — (E,B) une fonction, la tribu engendrée par f du lemme 4.8 o(f) = f~1H(B) =
{f~Y(B),B € B} est la plus petite tribu rendant f mesurable. Autrement dit : Si T C P(Q) est une tribu, f : (Q,T) —
(E,B) est mesurable si et seulement si o(f) C T .

Démonstration. On a vu au lemme 4.8 que o (f) est une tribu. f : (Q,0(f)) — (E,B) est mesurable par définition, car
pour tout B € B, on a f1(B) € o(f) par définition de o (f), et cela veut dire f : (Q,0(f)) — (E,B) est mesurable par
définition de la mesurabilité. L’équivalence f : (Q,7) — (E,B) est mesurable si et seulement si o(f) C 7 vient aussi
directement des deux mémes définitions. L'inclusion o (f) € 7 dit justement que o (f) est plus petite (pour I'inclusion)
que toute tribu rendant f mesurable. O
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Exemple 4.6. Si A € T, la fonction indicatrice 14 : (Q,7) — (R,B(R)) est mesurable, car o(14) = o({4}) =
{4,4°,0,Q} par 'exemple 4.2 et donc o(14) C 7 par la définition d’une tribu.

En pratique, on a besoin d’une description en terme de parties génératrices :

Lemme 4.13. Une fonction [ : (Q,7) — (E,0(A)), vers un espace mesurable engendré par une famille A, est mesurable
si et seulement si f L (A) C T Cest a dire si pour tout A € A, f~1(A) € T.

Démonstration. Si f mesurable, vu que A C o (A), le fait que f~1(4) € 7 est une conséquence directe de la définition.
Le contenu du lemme est donc la réciproque.
On introduit une fammille B (qui va se révéler étre la plus grande tribu de £ rendant f mesurable, la preuve est

donc trés similaire a celle sur o (f)) :
B={BePE): f B eT).
Par hypothése A C B. Vérifions que B est une tribu (par la définition) :
> DeBcar fLO)=0eT
> Si B e B,alors f1(B) = f1(B)‘ € T car T est une tribu donc B° € B
> Sid, € B,n >1, alors f_l(U A,) = Uf_l(An) € 7 car 7 est une tribu donc UA,, €eB
n>1 n>1 n>1

En conséquence, B est une tribu qui contient A, donc o-(A) C B ce qui dit exactement : VB € o-(A) : f1(B) € T soit
la définition de f mesurable. O

Corollaire 4.14. Une fonction [ : (7 ) — (Y,B(Y)) vers la tribu borélienne d’un espace métrique est mesurable,
si et seulement si pour tout ouvert U (vesp. tout fermé F) on a f~2(U) € T (resp. f~(F) € T). En particulier, si
(Q,7) = (X,B(X)) pour un espace métrique X, alors, toute fonction continue f est borélienne.

Démonstration. Le premier résultat est une conséquence directe du lemme vu que 8(Y) = o-({U cY:U ouvert}) =

o-({F cCY:F fermé}). Par la proposition 2.22, f~1(U) est ouvert (resp. f1(F) est fermé) donc dans B(X) pour tout
ouvert U de Y, on déduit que la continuité implique la mesurabilité. O

En composant, avec les produits et sommes qui sont des applications continues, on obtient les mémes stabilités
algébriques que pour les fonctions continues :

Corollaire 4.15. Les fonctions mesurables (Q,7) — R sont stables par combinaisons linéaires, produits, fractions ration-
nelles & dénominateur non nulle, passage a Uexponentielle (etc.)

On tire de méme immédiatement des lemmes 4.6 et 4.7 :

Corollaire 4.16. Une fonction f = (fi,-- .fn) : (QT) — (R*,B(R")) est mesurable si et seulement si l'une des
assertions suivantes est vérifiée :
n
1. Pour tout b1, -+ ,b, € R, f’l(l—[] - oo,bi]) eT

i=1
n

2. Pour tout ay,--- ,a, € R, f_l(l_[[di,+°°[) €T

i=1
n

3. Pour tout ay < by,--- ,a, < b, €R, f_l(l_[[ai,bi]) eT
i=1

n
4. Pour tout ay < by, ,a, < b, €R, fﬁl(n]ai,bi[) eT.
i=1
5. Pourtouti=1,---,n, fi,--- ,fu: (QT) — (R,B(R)) sont toutes mesurables.
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Corollaire 4.17. Une fonction [ : (Q,7) — (R,B(R)) (@ valeur dans Uespace métrique (R, dz) de Uexemple 2.5) est
mesurable si et seulement si les trois assertions suivantes sont vérifiées :

7. f1({o}) €T

2. fl({-}) €T

3. Pour touta < b eR, f_l([a,b]) eT

On renvoie aussi a ’annexe section 3 pour le résultat important suivant

% Théoréme 4.18. Les constructions suivantes sont mesurables :
1. Un supremum d’une suite f, : (Q,T) — R de fonctions mesurables
2. Lalimsup,liminf d’une suite f, : (,7) — R de fonctions mesurables
3. Une limite simple d’une suite f, : (Q,7T) — R de fonctions mesurables

Unicité des mesures o-finies

Définition 4.8. Soit (Q, A, u) un espace mesuré. On dit que (X, A, u) est o-fini s’il existe une suite de parties
mesurables (4,),en telle que p(4,) < +co pour tout z, et Q = UA”'

Cette hypothése est par exemple vérifiée quand u(Q) < +co (donc en particulier quand y est une mesure de proba-
bilité), quand € = N muni de la mesure de comptage, ou quand € = R” muni de la mesure de Lebesgue.

On renvoie a 'annexe C en section 1 pour une preuve d’un corollaire trés classique au lemme de classe monotone
pour les mesures dans le cas des mesures o-finies.

Corollaire 4.19 (au lemme de classe monotone). Soient y et v des mesures sur un espace mesurable (2, 7). Soit & une
Sfamille stable par intersection finie qui engendre T . Si p et v coincident sur & (i.e. u(E) = v(E),VE € &) et si il existe une
suite de parties A, € & telle que Q = U, A, et (1(A,) = v(A,) < +00 alors p et v sont égales (i.e. u(B) = v(B),YVB € T).

2 Les fonctions étagées (mesurables) et leur intégrale

Comme les fonctions en escalier sont la base pour I'intégrale de Riemann, on considére ici la classe des fonctions
étagées (mesurables) qui sont la base de I'intégrale de Lebesgue. Les fonctions en escaliers sont les combinaisons linéaires
des indicatrices d’intervalles 1j,;7. On les prend pour base de I'intégrale de Riemann car on sait définit Ai 1y, (x)dx =
(b —a).

On fixe a partir de maintenant un espace mesuré (2,7, u).

Maintenant, qu'on dispose d’une mesure y, on veut définir de méme pour 4 € 7 :

/ Lady = / Li(w)d(w) = u(A).
Q Q

Plus généralement, on définit :

Définition 4.9. Pour 4,B € T, lintégrale de 14 sur B par rapport @ u est notée et définie par :

[ rin= [1a@aduto) = utan ).
B B

Les combinaisons linéaires de fonctions indicatrices (mesurables) vont donc étre de méme la base de I'intégrale de
Lebesgue :
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Définition 4.10. Soit (€2,7) un espace mesurable, on appelle fonction étagée f : (Q,7) — R? une fonction de la
forme

pour a; € RYet A, € T.Pourd =1, la représentation est dite canonique si a1 < --- < ay,, tous non nuls (Vi,a; # 0)
et les 4;,--- ,4, sont deux a deux disjoints et non vides.

n

f@) =) aly ()

i=1

Exercice 4.4. Les fonctions étagées sur (Q,7") forment un sous espace vectoriel des fonctions Q — R

Comme on veut que I'intégrale soit linéaire, on est conduit a la définition suivante :

Définition 4.11. Soit f une fonction étagée positive f(w) = Z a;14,(w) avec A; € 7 des ensembles mesurables

i=1
deux a deux disjoints (a; > 0), on définit [’intégrale de f sur B € T par rapport a y par :

n

[rtn= [ riu@) =Y anains).

i=1

On reporte a ’annexe C section 4 la preuve facile mais fastidieuse du lemme suivant :

Lemme 4.20. Soit (Q, 7, 1) un espace mesuré, et f,h: (Q,7) — [0,+00] étagées positives, B € T :

7. Sif >0, alorszfd,u =f913fdu.

2. 85if>0,¢>0, alorszcfdp = chfdp.

3 (additivité)/Bf+hdy = fod,u +/B/ldu.

4. (monotonie) Si0 < f < h alors 0 < /deu < /B/Ld,u.

Le résultat crucial qui va permettre 'extension de I'intégrale est le résultat suivant :

% Lemme 4.21. Soit (Q,7) un espace mesurable. Toute fonction mesurable positive f : (Q,T) — (R, B(R)) est limite
simple d’une suite croissante de fonctions étagées positives.

Démonstration. On prend

1.

2.

41 Eosi E<fx)<BLo<k <4
" 2 2 R 2
ﬁl('x) =2 1{x:f(x):+oo} + Z ﬁlf—l([%ﬂ’%[) (X) = 0 si §”+ =2" < f(x) < 400 < f(x)
k=0 2" si f(x) =+0c0
k. k+1

Comme [ mesurable, chacun des f‘l([g—,,, o) €T et f71({+o0}) € T et donc f, est étagée (comme combinaison
linéaire de fonctions indicatrices mesurables).

La suite est croissante 0 < f, < f,, pour n < m. Sur £~1([0,2"]), on découpe chaque intervalle de définition de f;
en 2" " ensembles dans la définitions de f,. Si f,(x) = QL,,, < f(x) < %,O < k < 2™" on trouve k = k2™ " + [

pour 0 </ < 2™7*,0 < k < 4" par division euclidienne et

K k [+1 [+1

k !
ﬂmz%smm=ﬁ=ﬁ+ﬁsﬂM<ﬁ+3;sM@+%

Sur f71(]2",+c0[) on a f,(x) =0 < fr(x). Vu fo(x) < f(x) < f(x) + 2%1 on en déduit f(x) — 2% < fulx) < f(x) si
f(x) < 2", on déduit la convergence simple.

O
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3 Intégrale des fonctions mesurables positives

On peut maintenant définir I'intégrale des fonctions mesurables positives :

% Définition 4.12. Soit f : Q — [0,+co] une fonction mesurable positive sur un espace mesuré (2,7 ,4), on
deéfinit lintégrale de f sur B € T par rapport & p par :

‘/depE‘/Bf(w)dp(w)zsup{‘/Bgdu:gétagée,OSgSf} € [0,+].

Remarque 4.3. Pour la mesure de comptage v sur /, toute suite @ : I — [0,+0c0] est mesurable positive et I'intégrale
correspond a la définition de la somme d’une famille sommable :

/Ifdvzz:a,»zsup Zaj:jCI, fini

iel JjeJ

Remarque 4.4. Si f est étagée positive, pour chaque g < f étagée positive, on a vu au lemme 4.20, fB gdu < /B fdu
donc

/fd,uZsup{/gdu:gétagée,()ﬁgSf}.
B B

Et comme f fait parti des g du sup, on a en fait égalité, et la valeur de la définition du cas étagé positif coincide
avec la nouvelle valeure.

Premiéres propriétés

On reporte a 'annexe C section 4 la preuve facile mais fastidieuse du lemme suivant :

Lemme 4.22. Soit (Q,7, 1) un espace mesuré, et f,h: (Q,7) — [0,+0c0] mesurable positive, A,B € T :
(monotonie) Si0 < f < h alors 0 < fod,u < fB hdu.

Sif >0, alorszfdy = lede/J. En particulier, pour A C B, 0 < fAfd,u < fody.
Sif>0,¢>0, alorszcfd,u:chfd,u.

Sif=0oupu(B)=0, alorszfd/J =0.

(sur—additim’té)/Bf + hdu > /de,u + /B hdu.

SN Qo bdoN

La derniére propriété n’est pas optimale, nous verrons I’additivité en utilisant le théoréme de convergence monotone.
Nous la mentionnons ici pour signaler que 'additivité n’est pas évidente & partir de la définition.

Théoréme de convergence monotone de Beppo Levi

% Théoréme 4.23 (Théoréme de convergence monotone ou TCM). Soit Z, : (Q,7) — [0,+0], une suite
croissante de fonctions mesurables positives qui tend simplement vers Z. Alors Z est mesurable et pour tout B € T :

lim Z,,d,uszd,uE/ lim Z,du.
B B B

n—oo n—oo

Démonstration. La mesurabilité de Z vient du théoréme 4.18. Posons a = sup,, /B Z,du.
Comme Z, < Z,, < Z pour n < m, la monotonie de I'intégrale (du lemme 4.22) montre que

/anMS/ZmduS/Zdu
B B B
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Donc, comme la suite fB Z,du est croissante, elle converge vers son sup et :

lim [ Z,du=a < /de.
B B

n—oo

m

Pour la réciproque, soit 1 > € > 0 et une fonction étagée g(w) = Zb,—lgi(w) < Z(w). On pose 4, = {w € Q :
i=1

Zy(w) > Z(w) — €Z(w)}. Par la monotonie de 'intégrale et la formule pour les fonctions étagées :

/Z,,d,u > /Z,,lAndu > (1-¢) / gladu=(1-¢€) Z biu(B; N A, N B). (4.1)
B B B

i=1
Remarquons finalement que U A, = Q vu que pour tout w € Q, Z,(w) = Z(Q) > Z(w) — €eZ(w). Comme Z, est

n=0
croissante, 4, est aussi croissante donc par la proposition 4.3,

w(B;NA,NB) - ,u(UB,- NA4,NB) = u(B;NB).
n

En passant a la limite dans (4.1), on obtient :

aZ(l—e)Zbi/J(BiﬂB)=(1—e)/Bga'/,t
i=1

soit en passant au sup sur g < Z puis a la limite € — 0, on obtient I'inégalité voulue o > fB Zdu.
O

On obtient un résultat concret d’approximation pour ﬁg fdu.

Corollaire 4.24. Soit f mesurable positive. Pour toute suite croissante de fonctions étagées telle que f, — f, ona /B Jfudu —

/de,u.

Corollaire 4.25 (Linéarité de I'intégrale : cas positif). Soient f, g mesurables positives et ,8 > 0, on a :
/af+[>’gdﬂ =a/fdﬂ+ﬁ/gdu-
B B B

Démonstration. Par le lemme 4.21, on a des suites croissantes de fonctions étagées f, — f.g, — g donc af, + Bg, est
une suite croissante de fonctions étagées et af, + 8g, — af + Bg. Par le TCM ou le corollaire précédent, en passant a

la limite dans I’égalité du lemme 4.20 :

/Bafn+ﬁgndﬂ=a/3ﬁ1dﬂ+ﬁ/8gnd/~t—>/Baf+ﬁgd#=a/8fd#+/3/3gdﬂ-

% Corollaire 4.26 (Interversion Série-intégrale : cas positif). Soient f, : Q — [0,+00] une suite de fonctions

mesurables positives alors la somme Z Ja: Q — [0,+00] est mesurable et on a pour tout B € T :

n>0
[ putu=, [ fudu.

n>0 n>0

n

Démonstration. La suite des sommes partielles S, = Z J# est croissante mesurable (par somme finie). Le résultat est donc
k=0
O

une application du TCM.
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Lemme de Fatou

% Théoréme 4.27 (Lemme de Fatou). Soient B € T et X, : (Q,7) — [0,+0], une suite de fonctions mesurables
positives alors lim inf, o, X, est mesurable et

/limian,,d,u Sliminf/Xnd,u.
B B

n—oo n—oo

Démonstration. La mesurabilité de liminf,_,. X, vient du théoréme 4.18.

Par définition, lim inf,_,. X, = sup,, Z,, pour la suite croissante Z,, = inf,>, X, < X,,. En particulier, par monotonie
de I'intégrale, fB Zndu < fB X,dy pour n > m, donc en passant a 'infimum : fB Zpdu < infysp, fBX,ld,u.

Par le théoréme de convergence monotone, on obtient (en combinant a 'inégalité ci-dessus) :

/limian,,dy: lim /Zmdyzsup/Zmd/,t < sup inf/XndyEIiminf/Xndu.
B n—oo m—oo B m B n>m B n— 00 B

m

4 Intégrale des fonctions intégrables

Comme pour les séries et les intégrales impropres en Lg, le deuxiéme cas aprés le cas positif est celui qu'on appelle
“absoluement convergent” pour les séries ou “intégrable” pour les intégrales. Ils ont en commun de considérer la méme
opération (somme de série ou intégrale) pour la valeur absolue, et si la grandeur obtenue est finie, on peut alors définir
l'opération sans valeur absolue. On suit la méme stratégie pour 'intégrale de Lebesgue.

On aura besoin de la :

Remarque 4.5. Soit f : (Q,7) — (R,B(R)) une fonction mesurable, sa partie positive est fi = max(f,0) et sa
partie négative est f- = max(—f,0). fi, f- et la valeur absolue |f| sont mesurables par composée de f avec des
applications continues. Elles vérifient f = fi — f- et [f]| = fi + f-.

De méme, pour f : (2,7) — (C,8(C)) une fonction mesurable, son module |f]|, et ses parties réelles et imagi-
naires R(f),3(f) sont mesurables et

F=R()+i3(f) =R+ = R()-+iT () —i3(f)-.

% Définition 4.13. Soit (Q,7,u) un espace mesuré, une fonction mesurable f : (Q,7) — R) est intégrale par
rapport @ p sur B € T si son module |f| : (Q,7) — [0,+c0] est d’intégrale finie sur B, i.e. | |f|du < +co. On
B

note £1(Q,7,u) 'ensemble des fonctions intégrables a valeur R.

Si f:(Q7)— (R,B(R)) est intégrable sur B, on a donc /ﬁd,u,/f_d,u < / |fldu < +co et on peut définir
B B B
Uintégrale de [ par rapport a p sur B :
[ rau=[ fdu- [ fau
B B B

Si on dit f est intégrable, c’est qu’on veut implicitement dire sur €, son ensemble de définition. Dans ce cas, on écrit

aussi:ffd,uzfgfd,u.

Définition 4.14. Soit (2,7, ) un espace mesuré, une fonction mesurable f : (Q,7) — C (resp. f = (fi,- -+ . fa) :
(Q,7) — R")) est intégrale par rapport @ 1 sur B € T si ses parties réelles et imaginaire Rf, I f : (Q,7) — R (resp.

ses coordonnées f;) sont intégrables sur B, i.e. de facon équivalente si / |fldu < +oo. On note L1(Q,7,u;C)
B

I’ensemble des fonctions intégrables a valeur C.
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On pose alors :

/deu=/3%fdp+i/33fduec, (resp./de,,lz(Aﬁdﬂ,...,/gﬁdﬂ)eRn)

Léquivalence vient de [, |R fldu, [, |3 fldu < [, |fldu < [y IR fldu+ [, 15 fldu.

Premiéres propriétés

Lemme 4.28. Si f : (Q,7,u) — R est intégrable (sur Q), alors u({w : |f|(w) = +0}) = 0

Démonstration. En effet, si 4 = {w : [f|(w) = +o0}, on a (+0)14 < |f] et donc +cou(A4) < fB |fldu < +c0 ce qui n’est
possible que pour u(4) = 0. O

% Lemme 4.29. Soit (Q, 7, 1) un espace mesuré, et f,g : (Q,7) — K des fonctions intégrables sur B € T, alors

1. 1pf est intégrable sur Q et ﬂ;fa’u = fg 1pfdu.
2. (linéarité) Si ., € K alors af + B g est intégrable sur B et

Laf+ﬁgd#=a£fdu+ﬁ/3gdu-

3. (domination) Si h : (Q,T) — K est mesurable et dominée par |f| au sens |k| < |f| alors h est intégrable sur B.

4. (inégalité triangulaire) SIK =R, on a :
V ra < [ 111dn.
B B

On verra le cas complexe de I'inégalité triangulaire un peu plus loin.

Démonstration. 1. Vu |1pf| = 1p|f|, en utilisant le cas positif du lemme 4.22, on a fQ 1pfldu = fB |fldp < +co d’ou
I'intégrabilité. Le calcul de I'intégral se déduit alors du méme résultat en prenant partie positive et négative des parties
réelles et imaginaires.

2. Par l'inégalité triangulaire @ f + Bg| < |e||f| + |B|lg|, donc en passant & I'intégrale et utilisant le cas positif de la
linéarité de l'intégrale (Corollaire 4.25) :

/Blaf+ﬁglduﬁ/B|01I|f|+lﬁllgldu=IQI/BIfldu+IﬂI/BIgIdu<+0°-

De méme, I’égalité des intégrales vient en prenant partie positive et négative des parties réelles et imaginaires.
3. Il suffit d’utiliser la monotonie de I'intégrale fB |Aldu < ﬁ} |fldp < +oo.
4. Dans le cas réel, on a utilise juste I'inégalité triangulaire :

'/deﬂ'=‘/3ﬁd#—/3f—dﬂ S/Bﬁdy+/8f_d#=/3|f|dﬂ_

Théoréme de Convergence dominée de Lebesgue

% Théoréme 4.30 (Théoréme de Convergence dominée ou TCD). Soient Z,,Z : (Q,7,1) — K des fonctions
mesurables et A € T avec u(A°) = 0 satisfaisant :

1. (Condition de domination) il existe une fonction Y intégrable (positive) telle que |Z,| < Y,
2. pourtout w € A, Z,(w) = Z(w)
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alors on a :

3. Z est intégrable
4 Jo|Zu—=Zldu -0
5. on peut intervertir limite et intégrale

lim Z,m’y:/Zdy:/ lim Z,du.

Définition 4.15. Si une propriété est vraie sur un ensemble 4 € 7 avec p(A4°) = 0, on dit que 4 est vraie presque
partout.

J

L’hypothése 2. se formule en disant que Z, converge vers Z presque partout. On étudiera cette notion avec plus de
détail au chapitre suivant.

Démonstration. En appliquant aux parties réelles et imaginaires, il suffit de montrer le cas K = R.

1. Dinégalité |Z,| < Y implique en passant a la limite |[Z| < Y sur 4, ou autrement dit par domination, Z est
intégrable sur 4. Comme p(A4°) = 0, on a aussi |Z| < Y + o0l et ¥ + o0l est aussi intégrable, donc Z est méme
intégrable.

3. Linégalité |Z,| < Y se traduit aussi par ¥ — Z,,Z, +Y > 0 et on peut appliquer le lemme de Fatou 4.27 :

/(Y—Z)duz/liminf(Y—Z")dﬂ Sliminf/(Y—Zn)d,u:/Ydu—limsup/Z,,d,u,
4 4 " nJa 4 n 4

/(Y+Z)d,u=/liminf(Y+Z,,)d/1S1iminf/(Y+Zn)d;1=/Yd,u+liminf/Z,,a’/1,
4 4 " nJa 4 nJa

donc en soustrayant le terme en Y,

/Zd,u Sliminf/anu Slimsup/any < /Zd,u
A n n A

et on en déduit donc I’égalité et la derniére convergence.

2. Enfin, par I'inégalité triangulaire, on déduit |Z, — Z| < |Z,| + |Z]| < 2Y sur 4 et il satisfait la méme condition de
domination et pour tout w € 4, |Z, — Z|(w) — 0. En appliquant le reste du résultat, on obtient donc fg |Z, — Z|du —
Jo, 0du =0 O

% Corollaire 4.31 (Interversion Série-intégrale : cas général). Soient f, : Q — K une suite de fonctions mesurables

telle que Z/ |frldu < oo pour B € T, alors la somme an : Q — K converge (absolument) pour presque tout w dans

n>0 n>0
B et est intégrable sur B et on a :

[ pdu=, [ fda.

n>0 n>0

n
Démonstration. On considére la suite des sommes partielles .S, = Z Jr qui vérifie, grace a I'inégalité triangulaire, la
£=0

n oo
condition de domination |.S| < Z Ifx < Z |fx] = Z. Or par le cas positif de I'interversion, / Zdu = Z/ |fuldu < o0
k=0 k=0 5 n>0YB
donc Z est intégrable sur B. Soit 4 = {w € B : Z(w) < oo}, de sorte que ka converge absolument sur 4 donc S,
k

converge simplement vers la somme (qui est donc mesurable par le théoréme 4.18). Par le lemme 4.28 on a u(A4°) =0
donc le TCD s’applique (sur B a la place de Q) et donne le résultat. O
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5 Théoréme de transfert

% Théoréme 4.32 (Théoréme de transfert). Soit f: (Q,7, 1) — (E,E) une fonction mesurable de mesure image y y
eth: (E,E) — (R,B(R)) une autre fonction mesurable. Alors, si h est a valeur positive :

[ oy au= [ 1) dusio.

De plus, si b west pas a valeur positive ho f € LY(Q, T, u) si et seulement si h € L* (E,&,pur) et on a encore /(h of)du =
flz(x)dyf(x).

Autrement dit, on raméne une intégrale sur Q a une intégrale sur R :

[ @ndut@) = [ )diay 3.
Q R

Démonstration. On procéde comme pour la construction de I'intégrale. Si A =1p avec B € &, ho f =1,-1(p) et donc

[ horau=ntr ) =y ® = [ hx1diay 0

Par linéarité, on obtient le cas de % étagé. Si A positive, & est la limite croissante d’une suite de fonctions étagées #,
(du lemme 4.21). Comme 4, (x) — £(x) par construction, on applique le théoréme de convergence monotone aux deux
mesures :

/lz of du = lim /(/z,, o f)du = lim //z,,(x)dpf(x) = / h(x)dur(x).
Le dernier résultat du cas intégrable est évident par le cas positif pour ’équivalence et par linéarité pour I’égalité. [J

Le résultat similaire suivant est important en probabilité. Nous avons vu la tribu engendrée par f : o (f) au lemme
4.8. Le résultat suivant donne une interprétation concréte des fonctions o (f)-mesurables.

Proposition 4.33 (Lemme de Doob-Dynkin). Soit f une fonction mesurable, f : (Q,7 ,u) — (E,E), et soit o(f) =
{4 = f~Y(B),B € &} la tribu engendrée par f. Alors g : Q — (R*,B(R")) est o ( f)-mesurable si et seulement si il existe
h:(E,E)— (R",B(R")) mesurable telle que g = h o f.

Démonstration. La condition suffisante est évidente car pour un borélien 4, (ko f)~1(4) = f~1(h71(A)) qui est mesurable
car h71(A) € & car h borélienne et I'image inverse par f est alors par définition un élément de o (f).

Réciproquement, on raisonne comme pour le transfert par le cas étagé g = Z/lilAl. et A; = f1(B;) et alors
i

h = Z:/lilj_z;x convient. Sinon, si g positive, on la prend pour limite simple de g, étagée de la forme £, o f par le cas
étagé,l et on pose
h(x) =liminf £, (x).
n—oo

h convient car mesurable positive (comme liminf de fonctions mesurables) et car g(w) = lim, £,(f(w)) = A(f(w)) vu
qu’en f(w) la suite (4,) converge d’apres le choix de g,. Le cas général se montre par linéarité a partir du cas positif. [

6 Comparaison aux constructions de L2

Intégrale de Riemann des fonctions continues par morceau

Comme on a vu au chapitre 2, la base de I'intégrale de Riemann est la notion de fonction en escalier. Ce sont des
combinaisons linéaires d’indicatrices d’intervalles de forme 1,5 et 1(.. Or les intervalles sont des boréliens, donc les
fonctions en escalier sont boréliennes étagées. On a

/l]a’b[d/l =(b-a)= / 1]a,b[(x)dx,‘/ 1{c}d/1 =0= / l{x}(x)dx,
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donc par combinaison linéaire, intégrale de Riemann et de Lebesgue par rapport a la mesure de Lebesgue coincident.
Soit f continue par morceau sur [a,b], 'intégrale de Riemann est construite en choisissant f, en escalier convergent
uniformément vers f et donc simplement, donc f est borélienne comme limite simple de fonctions boréliennes (cf. le
théoréme 4.18). De plus, elle est bornée donc intégrable sur [a,5].
Quitte & décomposé en partie réelle et imaginaire, on suppose f réelle. DOnc pour tout x € [a,b] ona |f(x)—f,(x)| <

I1fa = flleo soit
Jo(®) = 1fa = flleo < f(x) < fu(x) + 1o = [l

En intégrant au sens de Lebesgue, et en utilisant que les deux cétés coincident avec celle de Riemann, on obtient
Iinégalité :

b b
/ ﬁ(x)dx—llﬁ—fllm(b—a)S/ fda s/ Fu@)dx +11f, — fllo(b - a).
a [ab] a

a

En passant a la limite # — oo, on a ||f; — ]l — 0 et fabfn(x)dx — fab f (x)dx par définition de I'intégrale de Riemann.
On a donc obtenu :

% Théoréme 4.34. 1. Toute fonction continue par morceau sur un segment [a,b] est intégrable par rapport @ la
mesure de Lebesgue A et son intégrale de Riemann coincide avec celle pour la mesure de Lebesgue :

lbf(x)dxz /[a’bj fda.

2. Toute fonction continue par morceau intégrable sur un intervalle I (1a,b),]a,b| ou [a,b|) est intégrable par rapport

a la mesure de Lebesgue A et son intégrale de Riemann coincide avec celle pour la mesure de Lebesgue : fa ’ [ (x)dx =

/[, faa.

On pourra donc appliquer les théorémes précédents aux intégrales (de Riemann) usuelles vues en Le.

Remarque 4.6. Pour les fonctions f : [a,b] — R, on peut définir une notion plus générale de fonction “Rie-
mann intégrable”, elle méme plus générale que I'intégrale des fonctions continues par morceaux. ’intégrale de
Lebesgue généralise aussi cette version plus générale, cf. e.g. http:/math.univ-lyoni.fr/homes-www/mironescw/
resources/cours_mesure_integration.pdf section 6.8.1

Mesures a densité

Le résultat suivant est laissé en exercice

% Proposition 4.35 (Mesures a densité (ou absolument continue)). Soit f: X — [0,+co] une fonction mesurable.
On définit une application v : A — [0,+c0] par

y(4) = /Afdﬂ .

Alors, v est une mesure sur X, appelée mesure de densité fpar rapport a p. De plus b est intégrable par rapport a v si et

seulement si fh est intégrable par rapport a u et :
/ hdv = / fhdu .
X X

Pour une mesure a densité v par rapport a y, si u(A4) = 0 alors v(4) = 0. En fait, cette propriété caractérise les
mesures a densité (c’est un théoréme beaucoup plus dur, le théoréme de Radon-Nikodym cf. section 5)
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Exemple 4.7. On peut définir une mesure de probabilité sur les boréliens de R en posant
U=—2= [ % aw
u =—— [ e ZdA(x).
Var Ja

Cette mesure s’appelle la mesure gaussienne. C’est un exemple de probabilité a densité par rapport a la mesure de
Lebesgue. Pour vérifier qu’il s’agit bien d’une probabilité, il faut vérifier que :

1 _% =]

On le vérifiera plus loin par changement de variable a la fin du chapitre 5 a la formule (5.1)

Lien avec les Séries

Soit © un ensemble. On considére 'espace mesuré (Q,#(L2),v). Tout fonction f : Q — R est P(Q)-mesurable. On
peut donc ignorer la mesurabilité pour le cas des séries.

Cas Q={w1, - ,wy,} fini

n n
Toute fonction s’écrit f = Zf(a)k)l{wk} et est donc étagée. On déduit que /fdv = Z [ (wg), d’abord pour les

k=1 Q k=1
fonctions étagées, puis positives, puis quelconques (on peut prendre toutes les limites constantes).

Cas Q=N

Lemme 4.36. 7. 8Sif>0 alors/fdv = Zf(n)
Q n=0

2. f est intégrable si et seulement si Z [ (n) est absolument convergente et encore

‘/Qfdvzg(:)f(n).

n
Démonstration. 1) Soit f, = Zf(k)l{k} est une suite croissante de fonctions donc par le TCM /fdv = lim/ Judv =
= Q "Je

tim ) FB =Y ()
k=0 n=0

(o]
2) L’équivalence vient du 1) f est intégrable ssi |f| a une intégrale fini, donc ssi Z |f(n)| c’est & dire ssi Zf(n)
n=0
est absolument convergente. La définition de I'intégrale et de la somme coincident alors

/Qfdv=/gﬁdv—Lf—dv=gf(n)+—;f(n)_ =§f(n).

Cas Q = {w,,n € N} dénombrable

On a w : N — Q une bijection, donc la mesure image v,,({i}) = v({w™1(i)} = 1 = v({i}) est encore la mesure de
comptage, le théoréme de transfert donne donc :
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Lemme 4.37. Pour tout f : Q — [0,+c0],

[ror=[ v gﬂwn)

En particulier, si o : N — N est une bijection Zf(o-(n)) = Zf(n) et le méme résultat est valide pour les séries
n=0 n=0

absolument convergentes (on dit qu’elles sont commutativement convergentes.) Aussi L*(Q,v) = £1(Q) est lensemble des

Jamilles sommables sur Q avec la norme 1.

Probabilité discréte sur Q = {w,,n € N} dénombrable

C’est une densité [ : Q — [0,+0c0] par rapport a la mesure de comptage telle que fgfdv = Z f(wy,) =1
n=0

7 Intégrales dépendant d’un parameétre

Soient (2,7, 1) un espace mesuré, £ un evn. Soit finalement 4 une partie de E.

Définition 4.16. Soit f : 4 X Q — K. On suppose que pour tout x € 4, ¢t — f(x,t) est intégrable (soit dans

LY(Q,7,u)). Dans ce cas, on peut poser :
F(x) = /g [ (x,2)du(t). On définit ainsi une intégrale dépendant d’un paramétre la fonction F : 4 — K.

% Théoréme 4.38 (Théoréme de continuité avec hypothése de domination). Soit f : 4 x Q — K. On suppose :

7. Pourtout x € A, t — f(x,t), est mesurable sur Q.

2. Pour tout presque tout t € Q, x — f(x,t) est continue en xo € A.
3. (Hypothése de domination) Il existe une fonction intégrable g : Q — Ry, g € L*(Q, T, u) telle que

Vie QVxeA, |f(x0)<gt).

Alors la fonction x — F(x) = fng(x,t)du(t) est continue en x.

On remarquera que dans ’hypothése de domination, la fonction g ne dépend PAS de x.

Démonstration. Lhypothése de domination garantit que ¢ — f(x,¢) est intégrable. Soit x, € A tel que x, — x¢. Par
continuité de x — f(x,¢), pour chaque ¢, f(x,,t) — f(x0,¢). On peut donc appliquer le théoréme de convergence

dominée (avec domination par g) pour conclure

tim [ fGsn0du(o) = [ fG.0duto).

Exemple 4.8. Soit f : R — C intégrable sur R (par rapport a la mesure de Lebesgue ). Sa transformée de Fourier
est définie par :

7= [ rwea

Elle est continue sur R en utilisant une domination par |f].
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Théoréme 4.39 (Théoréme de dérivabilité avec hypothése de domination). Soit f : U X Q — K avec U c R" un
ouvert.
On suppose :

7. Pour tout x € U, t — [ (x,t), est intégrable sur Q.
2. Il existe N avec u(N°) = 0, tel que pour tout t € N, la fonction x — f(x,t) admet une i-éme dérivée partielle sur

U.
3. (Hypothése de domination) Pour tout compact K C U, il existe une fonction intégrable gx € L1(Q) telle que

%)
Vt € N,Vx € K, '%(x,t) < gk (1).

Alors la fonction x — F(x) = /Qf(x, 1)du(t) admet une i-¢me dérivée partielle sur U, g—f; e LY (Q) et :

oF [ of
)= /g L (x.0)du).

Remarque 4.7. Soit f = (fi,.... fu) : U X Q — R™ avec U C R” un ouvert. Si chaque f;(x,.) est intégrable sur Q
pour tout ¥ € U, on peut définir I'intégrale coordonnée par coordonnée :

/Q F ) du(e) = ( /Q Andu(t), - | /Q Fulet)du(t)).

Alors le théoréme s’applique en remplacant la valeur absolue par la norme dans la domination (et en appliquant
le résultat coordonnée par coordonnée.)

Démonstration. On peut supposer n = m = 1 (car les dérivées partielles se calculent coordonnée par coordonnée). On fixe
Xo et montre la dérivabilité en x9. On pose i(x,t) =0sit € N° et pour t € N

h(x,t) — X—x0 5 s1 x # X0 )
fracdf 0x(xo,t)  sinon

Pour x # xo,

F(x)—-F(x

F(x) - F(x) - / h(x,t)du(t).

X = X0 Q
11 suffit donc de prouver que x — /Q h(x,t)du(t) est continue en xy. Par hypothése, ¢ +— A(x,t) est mesurable pour

X # xo et par exemple en tant que liminf (sur N ) aussi ex xo et x — A(x,¢) est continue pour ¢ € N (par continuité
d’une fonction dérivable d’une variable). Enfin I'inégalité des accroissements finis & ¥ — f(x,/) donne, pour x # X,
x € K =[xy)—¢€,x+€] CU (un compact car fermé borné de R contenu dans U pour € assez petit) :

%(u,t)

<
|l2(x,8)|| < sup ax,

u€[xo,x]

< gx(2).

La méme inégalité étant évidente en X, on a la condition de domination et le théoréme de continuité appliqué a K
conclut. O

% Corollaire 4.40 (Théoréme de dérivation successive). Soit f : U XV — R avec U c R*,V C R™ des ouverts,
une fonction C* (k € N'U {co}). Soit  une mesure sur une tribu T > B(V).
On suppose qu’il existe ¢o, P1,..., o p-intégrables sur V telles que || f (x,2)|] < ¢o(2) et

ot
V(il,...,in),il +..+i,=p < kNxeUNteV l.—fl.(x,t) < ¢p(t).
Ox'...0xy
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Alors la fonction x — F(x) = fo(x,t)d,u(t) est de classe C* sur U et pour p = iy + ... +1i, < k :

oF /‘ orf
pwrarwal Ol el CRILZOR
6"?-"5?‘:1"( ) v 6x;1...6x,’,”( Vi)

Démonstration. 1l suffit d’appliquer le théoréme de dérivation avec condition de domination par récurrence simple (coor-

données f; par coordonnée f = (f1,--- , f,)) . La mesurabilité de f vient de sa continuité vu que 7~ contient les boréliens.
Son intégrabilité vient de la domination |f (x,¢)| < ¢o(¢) et sur les autres dérivées successives des autres dominations.
On peut prendre N = 0. O

Un exemple : la transformée de Fourier d’une mesure avec moments d’ordre
2.

Soit u une mesure (de masse) finie sur B(R") (par exemple une probabilité a densité par rapport a 1) tel que
Xi,%xi%;,8,j =1,--- ,n sont intégrables c’est a dire :

/Rn |xi|dp(x) < +oo, /Rn ;x| dp(x) < +oo.

On verra plus tard grace a 'inégalité de Cauchy-Schwarz qu’il suffit de supposer x? intégrable. On reprend la transformée
de Fourier vu en TD et a ’exemple 4.8 qui est définie par :

pO = [ ) = [ Femdun, fem =,

[ est C? (méme C*) sur R?” et vérifie les dominations :

If(&,x)] <1
s € =ime | e <1nd
_ l(fx)
ag,afjf(f ) = e ‘aglafjf(f #)| <l

et par ’hypothése 4 de masse finie, 1 est intégrable et par les hypothéses d’intégrabilité, les autres membres de droite
des dominations sont intégrables aussi par rapport a p. Par le théoréme de dérivation avec condition de domination, on
déduit donc que i est C? et :

) 02 )
1O =1 [ ne e duty e 1) =~ [ s .

Cet exemple sera utilisé au S6 pour montrer le Théoréme centrale limite dans R”.



CHAPITRE 5
Intégration avancee :
Théeoreme de Fubini,

Changements de
variables

1 Mesure produit et théorémes de Fubini

Tribus produits

La méthode de base pour calculer une intégrale d’une fonction de 2 variables est de se ramener a des intégrales de
fonctions de 1 variable. Pour cela il nous faut d’abord expliquer comment on peut munir X X ¥ d’une structure d’espace
mesuré quand X,Y sont tous les deux munis d’une telle structure.

% Définition 5.1. Soient (X, A, u1) et (¥, B, u2) deux espaces mesurés o-finis. On note AR® B la tribu engendrée
par les parties de la forme 4 X B, ou 4 € A, B € B; on lappelle tribu produit des tribus A et B.

Lemme 51. SiA=0(E) ¢ B=0(F),maAQB = o-({E XF,Ee€&F € T}).
En particulier, B(R"™™) = B(R") @ B(R™). De plus, si f : (X, A) — (Z,C) et g : (Y,B) — (Z,D) sont mesurables,
Lapplication (f,g) : (X XY, A®B) — (ZxT,C QD) définie par (f,g)(x,y) = (f(x),g(y)) est mesurable.

Démonstration. Vu {EX F,E € E,F € ¥} C A® B, on obtient en passant & la tribu engendrée G := o-({E XF,Ee€&,F €

7—'}) CA®SB.

Réciproquement, on pose A’ = {4 € A :VF € F,Ax F € G}. On a clairement que A’ contient & et on vérifie
facilement que c’est une tribu (vu que A° X F = (QX F) —(AXF) € G pour F € ¥.) Dot A’ = 0(E) = A. De méme, on
pose ensuite, B’ = {B € B8:V4 € A, AX B € G} et on déduit du point précédent que ¥ C B’ C B et comme avant que
B’ est une tribu d’out 8 = B’. Finalement, on a donc A x B c G d’ou 'inclusion complémentaire de tribus.

Le cas particulier B(R"*™) = B(R") ® B(R™) est une conséquence immédiate du Corollaire 4.16.

Pour le dernier point, comme C ® D = 0'({E X F,E € C,F € ‘D}) il suffit de noter que (f.g) WEXF)=fYE)x
g Y (F)e Ax B C A B et le lemme 4.13 conclut. O
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Mesure produit

( R
Théoréme 5.2 (définissant la mesure produit). Soient (1,71, 11) et (Qo, T2, o) deux espaces mesurés o-finis. Alors il
existe une unique mesure v sur 17Ty vérz'ﬁant

V(A% B) = u1(A)pa(B)

pour tout A € 1 et tout B € Ty (avec la convention usuelle 0.(+co) = 0). Cette mesure est notée n ® g = v, et est o-finie.

Exemple 5.1. Si A, désigne la mesure de Lebesgue sur R”, alors on a toujours A,4pm = A, ® A,. On applique le
corollaire 4.19 au lemme de classe monotone a ’ensemble des pavés &. Par définition, A 4,4, ® A, coincident
sur les pavés. Or Uyren[-M, M]™™ = R™™ et dyom([-M, M]"™™) = CQM)™™ = (1, @ Ap)([-M,M]"™™) < +o0
donc on conclut a I’égalité voulue.

La preuve va étre basée sur le fait de montrer un cas particulier du théoréme de Fubini suivant pour les fonctions
indicatrices.

Démonstration. Unicité On applique le méme corollaire 4.19 au lemme de classe monotone. ON prend & = {4 X B,4 €
71,B € 73} qui engendre 71 ® 7; par définition. Deux mesures vq,vy vérifiant le théoréme coincident sur &. Or comme
11, Mo sont o-finies, on obtient Q; = U,4;, avec 4;, € 7; et 1;(A;n) < +oo. Alors, on a 41, X Az, € & et est de mesure
H1(A1 ) p2(Az,) < +00 pour vy, ve. Ceci donne la derniére hypothése du corollaire 4.19 qui conclut & yy = us.

Existence Pour C € 71 ® 72, on pose Cy = {y € Q9 : (x,y) € C}. On cherche a voir que C, € ;. Supposons d’abord 9
finie. On considére

C={CeTH®T:VYxC, € T3 et x — uy(Cy) est 71 — mesurable}.
Alors on a

> C contient les pavés mesurables C = A X B avec A € 71,B € 73 car (4 X B), € {0,B} en distinguant le cas
x € A,x ¢ A donc us(C,) =14(x)us(B).
> C est une classe monotone car si ¢’ ¢ C,C" € C (C\ C')y = C; \ C; d’ou la mesurabilité et uy(C \ C')x =
12 (Cy) — uo(CY) par finitude de uy qui est mesurable par différence donc C \ C’ € C. De méme si C, est une suite
croissante (U,Cy)x = U, (Cy)x qui est dans 75 et o ((U,Cy)x) = sup, ua((Cy)x) est bien mesurable.
Donc C contient la classe monotone engendrée par les pavés, donc (par le lemme de classe monotone) est égale a 71 ® 73.
Si uy est o-finie, on regarde les mesures induites et déduit le méme résultat de mesurabilité de pg(Cy) par limite
croissante.
On peut donc poser

v(C) = /Q 1o(Co) dpa (x).

Il faut voir que c’est une mesure en montrant la o-additivité : Soient C” des ensembles mesurables disjoints, (en
utilisant qu’alors les C sont disjoints), il suffit d’utiliser 'interversion série intégrale :

vJen = [l Jenaam = [ Yu@dnm =3 [ wcehdam =Y, 7©.

Enfin, v convient par le calcul précédent de uy((4 X B),) :

V(A X B) = /Q () 2(B)dus (x) = pr(A)pia(B).

Théoréme de Fubini-Tonelli et Fubini (admis)

La mesure produit (1 ® 19 étant définie a partir de uq et ug, on s’attend a ce qu’il en soit de méme de 'intégrale d’une
fonction mesurable relativement a u; ® po.' Et C’est effectivement le contenu des théorémes de Fubini. On commence
par le cas positif.

1. Cette sous-section reprend le cours de 2018-2019 de T. Blossier, M. Carrizosa et ]J. Melleray.



1. MESURE PRODUIT ET THEOREMES DE FUBINI 71

% Théoréme 5.3 (Fubini-Tonelli). Soient (Q1,71,11) et (Qo, T3, o) deux espaces mesurés o-finis. Soit f: Q1 X Qg —
[0,+0c0] une fonction 71 ® T3-mesurable. Alors :

7. y — f(x,9) est une fonction mesurable (sur (Qq,72) dans [0,+co] ) pour tout x € Q1, et x — / f(x,9)dua(y)
Q
est une fonction mesurable (sur (Qq1,77)). ’

2. x — f(x,y) est une fonction mesurable (sur (Q1,71) dans [0,4+00]) pour tout y € Qo, et y / f(x,9)dui(x)
Q1

est une fonction mesurable (sur (Qa,73)).
3 Ona

/QlXQZf(x,y)dm ® po(x,y) = /91 (/sz(x,y)dm(y)) dpn (%) = /92 (/Qlf(x,y)d,ul(x)) dus(y) .

Exercice 5.1. Calculer I'aire du disque unité D = {(x,y) € R2: x2 +y2 < 1}.

Comme dans le cas des fonctions définies sur R”, on en déduit facilement un théoréme qui s’applique a toutes les

fonctions intégrables (et pour vérifier qu’une fonction est intégrable, on peut commencer par appliquer le théoréme de
Fubini-Tonelli a |f]).

% Théoréme 5.4 (Fubini). Soient (Q1,77,11) et (Qo,Ta, 112) deux espaces mesurés o-finis. Soit f: Q1 X Qg — R une
Jonction intégrable. Alors :

7. 9 — f(x,) est une fonction intégrable (sur Qg) pour presque tout x € Q, et x — / [ (x,9)dpa(y) est une
Q
Sonction intégrable (sur Q). ’

2. x — f(x,9) est une fonction intégrable (sur Q1) pour presque tout y € Qq, et y > / f(x,9)du1(x) est une
(O]

Sonction intégrable (sur Qg)
3 Ona

[ o e emten = | /92f<x’y>duz<y))dm(x)= LA S5 () dsy)

2

Exercice 5.2. Soit f, g des fonctions mesurables positives sur R, on définit la convolution de f, g par :

frg@= [ £x=0g0)dan) € (0.l
R
On rappelle que

71k = [ I @ldao.
1. Montrer que f * g est mesurable et que

1S+ gl =11f1llgll

2. Montrer que la définition de f * g s’étend pour presque tout x au f,g € L}(R,dA) et que f * g € L1(R,dA).
3. Montrer que pour f,g,/ toutes mesurables positives ou toutes intégrables, alors

frelgsh)=(f*g) *h.
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2 Une Inégalité de convexité : I'Inégalité de Jensen

La convexité (ou la concavité) est souvent utilisée pour établir des inégalités. *
Voyons maintenant I'inégalité de convexité la plus importante de notre cours.

% Théoréme 5.5 (Inégalité de Jensen). Soit (X, A,u) un espace de probabilité, g une fonction u-intégrable a valeurs
dans un intervalle I, et ¢: I — R une fonction convexe. Alors on a

so(/gdu)S/swgdﬂ
X X

(Vintégrale de droite peut eétre égale @ +oco !).

Démonstration. D’abord, par le théoréme 3.9, ¢ est dérivable a droite et a gauche, donc continue sur I'intérieur de 7,
donc borélienne sur / (exo) donc la composée ¢ o g est bien mesurable. Posons m = /X gdu. Notons que m € . En effet
I est définie par une ou deux inégalités, I = 1 NIy avec (1 = {x : x > a} ou]; = {x : x > a} ou [} = R) et de méme
Iy ={x:x <byouly ={x:x < b} ouly =R). Expliquons d’abord que si g est & valeur dans /1 = {x : x > a},
alors comme l'intégrale préserve les inégalités larges fX gdu > fX adp = a car u(X) =1 et donc m € I;. De méme si
I = {x : x > a} si on n’avait pas fX gdu > a, on aurait donc fX gdu=a-= fX ady donc fX(g — a)dyp = 0 mais alors g — a
serait nulle y-presque partout, donc {x € X : g(x) > a} = X serait de mesure nulle, contredisant ’hypothése que X est
un espace de probabilité. On conclut donc aussi dans ce cas /X gdu € I. On raisonne pareil pour /5 (ou on applique le
premier cas & —g pour changer le sens des inégalités).

Maintenant qu’on a vu que m € I, on distingue 3 cas. Si jamais m est le minimum de 7 (s’il existe!) alors on a
fX (g —m)du=0et g—m >0, donc g — m est nulle presque partout, par conséquent on a

/Xswgd#:/xso(m)dﬂﬂo(m)=90(/ngu).

On traite de méme le cas ou m est le maximum de /; finalement, le cas qui nous reste est celui ou m appartient a
Pintérieur de 7.
Alors, on sait que <pfg(m) existe et en posant « = ga;,(m), le théoréme 3.9 donne que

Viel ¢(t)—@(m)>a(t—m).
En particulier, pour tout x € X ona ¢(g(x)) > ¢(m)+a(g(x)—m). Comme g est intégrable et les fonctions constantes

sont intégrables (car u est finie), donc la borne inférieure est intégrable, et on en déduit que la partie négative de p o g
est d’intégrale finie; et en intégrant cette inégalité, on obtient aussi que

[eosduz [ otmaura [ (g=mau=ptm +a( [ gdu=m = om.
O

Le corollaire suivant est un cas (trés) particulier de I'inégalité de Jensen, qui peut se montrer élémentairement, sans
théorie de la mesure.

( 3

n

Corollaire 5.6. Soit I un intervalle deR, a,. .. ,a, des réels positifs tels que Z a; =1, et ¢ une fonction convexe sur I.
i=1

Alors, pour tout x1,...,%, € I on a

2 (i a'ixi) < iaisﬂ(xz‘) .
i=1 i=1

2. Cette partie reprend le cours de 2018-2019 de T. Blossier, M. Carrizosa et J. Melleray.
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Démonstration. On fixe x1,...,%, € I et on considére 'espace mesuré d’ensemble sousjacent X = {x1,...,4,}, ol toutes
n
les parties sont mesurables et u = Z a;0y,, 00 Oy, désigne la mesure de Dirac en x;. Alors u est une mesure de probabilité ;

i=1
de plus pour toute fonction g: X - Ron a

/ gdu = aig(x) .
X i-1

n n
En considérant pour g la fonction identité, on a donc / pogdu= Z a;p(x;), et / gdu = Z a;x;. U'inégalité de
X i=1 X i=1

Jensen nous donne donc comme attendu

@ (Zn: a'ixl') < Zn: a;p(x;) .
i=1 i=1

Remarque 5.1. Dans le corollaire ci-dessus, le cas n = 2 correspond exactement a la définition de la convexité. En
particulier, une application ¢ qui satisfait I'inégalité de Jensen pour toute fonction intégrable sur un espace de
probabilité, est nécessairement convexe.

3 Théoréme de changement de variables

En pratique, pour calculer une intégrale multiple, on est souvent amené a faire un changement de variables pour
se ramener a un domaine plus simple sur lequel appliquer le théoréme de Fubini. On énonce le théoréme dans le cadre
le plus courant ou les fonctions que 'on peut utiliser pour faire un changement de variables sont les difféomorphismes de
classe C1.

Cas affine

On commence par montrer le cas des fonctions affines. Nous allons baser la preuve sur une caractérisation de la
mesure de Lebesgue :

Théoréme 5.7. (admis) La mesure de Lebesgue sur R" est invariante par translation, au sens oi pour tout A € B(R") et
toutx € R" ,omnad,(x+A)=21,(A4) avecx + A = {x +a,a € A}.

Inversement, si p est une mesure sur (R*, B(R")) finie sur les parties bornées et invariante par translation, alors il existe une
constante ¢ > 0 telle que (1 = ¢A .

Exercice 5.3. On cherche a montrer I'unicité. On pose ¢ = p([0,1["). Montrer en utilisant des recouvrements par
des translations d’un ensemble fixé que
1 1
1. pu([0,5:[*) =cpm
2. pour aj,...,a, > 0,ona
n

[ Tro. el - i lmed

m m"

En déduire que u([1;_; [ 6:[) = ¢ [1;-(b; — a;) et conclure (en utilisant un corollaire du lemme de classe mono-
tone).

Lemme 5.8. Soit b € R" et A € M, (R) une matrice inversible. On pose f (x) = Ax + b avec f : R* — R”, alors pour tout
borélien B de R", on a :

Aa(f(B)) = |det(A)|1,(B).
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Exercice 5.4. Si A n’est pas inversible montrer que A(f(B)) = 0. (Indication : on pourra montrer que f(B) est
inclus dans un hyperplan affine, i.e. un sous-espace affine de dimension n — 1, dans le cas 4 = 0 dans un s.e.v. de
dimension n — 1).

Démonstration. f(B) = (f1)"1(B) est bien borélien car f~! est linéaire (en dimension finie donc) continue donc boré-
lienne. De méme A(f(-)) = 1.4 est la mesure image par ! donc c’est bien une mesure finie sur les parties bornées
(car f(B) est borné pour tout borné B, cf chapitre 3 f(B(0,M)) c B(0,]|6||+M]|| f]|) avec ||| f]|| la norme subordonnée
de f). Montrons qu’elle est invariante par translation.

On a pour ¢ € R" 1,(f(a+ B)) =A,(b+ A(a+ B)) = 2,(4da + f(B)) = 2,(f (B)) par invariance par translation de
la mesure de Lebesgue. Le théoréme précédent montre donc que A,(f(B)) = cA,(B) pour tout borélien B. Il suffit donc
de bien choisir le borélien pour chaque 4 pour montrer que ¢ = |det(A4)|.

Par décomposition polaire, une matrice réelle s’écrit 4 = 0.8 avec O orthogonale et .S symétrique. Cette matrice .§
peut se diagonaliser en base orthogonale § = 0;D0; donc, ensemble, cela donne une décomposition 4 = 01D0y ou
01 = 00}, 09 sont orthogonales et D est diagonale réelle.

Comme A, est invariante par translation, on est donc ramené au cas b = 0.

On est donc ramener au deux cas 4 orthogonale et 4 diagonale inversible.

Si A orthogonale, alors on choisit la boule unité euclidienne B = B, car une matrice orthogonale laisse invariante
cette boule (c’est par définition une isométrie pour la norme euclidienne) donc A,(f(B,)) = A,(B,) et ¢ =1 = |det(4)|
(vu AA* =1, det(A)? = det(A)det(A') = det(I) = 1).

Si A=diag(ds,...,d,) alors on prend B = [0,1]" car A(B) = [];_;[0,d;] avec [0,d;] = [d;,0] si d; < 0. Dans tous les
cas A,(A(B)) = [1}4 |d;| = |det(A4)|A(B) comme voulu.

Dans le cas général, 4 = 0150,, par composition, on obtient :

A(A(B)) = |det(01)]|det(D)| det(02)|4(B) = | det(4)[1(B).

Rappel (de L2) sur les difféomorphismes

Définition 5.2. Soient U c R",V c R’. Une application f : U — V une fonction différentiable. f est un
difféomorphisme si f est bijective et que f ! est différentiable.
On dit que f est un C*-difféomorphisme (k € N* U o) si de plus f et f~! sont de classe C*.

Proposition 5.9. Soit f : U — V un difféomorphisme, alorsVx € U, df (x) : R" — R? est un isomorphisme linéaire (en
particulier nécessairement n = p) et on a :

(df () = df 1 (f ().

Remarque 5.2. 1. Le résultat précédent montre que la dimension est invariante par difféomorphisme. De méme
des ouverts de R” et R? ne peuvent étre homéomorphes que si z = p mais c’est beaucoup plus dur (Théo-
réme d’invariance du domaine de Brouwer). Par contre, il existe des applications continues surjectives de
[0,1] dans [0,1]2.

2. Le théoréme d’inversion locale va donner des conditions pour la réciproque de la proposition précédente

\ 7

Démonstration. Comme f 1o f(y) = y, en différenciant f Lo f par le théoréme des fonctions composées en x, on obtient :
df N(f (%)) 0 df (x) = id.

De méme en différenciant f o f71(y) = y en z = f(x) on obtient : df (f~1(z)) o df () = Id. Donc df (x) et
df ~1(f (x)) sont inverses I'une de I’autre, ce qui conclut. O

Définition 5.3. Soit f : U — R? une application différentiable sur un ouvert U C R". f(x) = (fi(x),.... fp(x)).
La matrice de 'application linéaire df (x) dans les bases canoniques de R” et R? est appelée, matrice jacobienne de
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f etnotée J(f)(x):
(J () (x)i; = (a—ﬁ(x))-

Remarque 5.3. Le théoréme de dérivation des fonctions composées donne donc :

J (g o f)xo) = J(&)(f (x0)) ] (f)(x0),

et le résultat pour les inverses de la proposition précédente s’écrit :

JEHG) = TG oo™

Le théoréme suivant avec £ = 1 permettra de vérifier ’hypothése du théoréme de changement de variable.

Théoréme 5.10 (d’inversion globale). Soit f : U — R" une application de classe C* (avec k > 1) injective et telle que
pour tout x € U, df (x) : R" — R” est un isomorphisme linéaire, alors f (U) est un ouvert deR" et f : U — f(U) est un
C*-diffeomorphisme.

Remarque 5.4. df (x) est un isomorphisme si et seulement si dez( J f(x)) # 0.

Cas général (admis)

Nous pouvons maintenant énoncer le théoréme de changement de variables. 3

% Théoréme 5.11 (Théoréme de changement de variables). Soient U,V deux ouverts de R", et ¢: U — V un
difféomorphisme de classe C1. Rappelons quon note 1, la mesure de Lebesgue sur R". Alors on a :

1. Pour toute partie B borélienne de U, 1,(¢(B)) = / | det( Jp(x))|dA,(x).
B

2. Sif:V — [0,400] est borélienne, alors

[ 1@ = [ 1opoldetzeoniano
14 U

3. Si f: V — R est intégrable, alors y — f o o(p)| det( Jo(y))| est intégrable sur U et on a

/ F(5)dAa(x) = / £ 0 o) det(Fe())ldAa(3) -
14 U

Remarque 5.5. Le cas affine est une conséquence du lemme 5.8 et du théoréme de transfert appliqué f = ¢! :
(V,B(V),2,) = (U,B(U)). Le 1 du théoréme ou le lemme 5.8 ci-dessus, s’interpréte comme le calcul de la mesure
image de la mesure de Lebesgue induite sur V' : (1,)x ayant une densité fx(x) = |det(J¢(x))|1y(x) par rapport
a A,. Le résultat correspond a & = f o ¢ de sorte que :

[ ran= [ r0at= [ 400100 = [ £oe0)ldezeoiano.

Exemple 5.2. On considére application ¢ : U =]0,+00[x]0,27[— R? définie par ¢(r,6) = (r cos 6,7 sin6).

3. Cette sous-section reprend le cours de 2018-2019 de T. Blossier, M. Carrizosa et J. Melleray.
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cosf —rsiné
sinfd 7rcosf
De plus, ¢ est injective et ¢(U) = R? \ ([0,+00[x{0}) = V.

Ainsi, ¢ est un C!-difféomorphisme de U sur V. Comme 19(R?\ V) = 0, c’est-a-dire R? \ I est négligeable, il n’est
pas génant que ¢ ne soit pas un difféomorphisme de U sur R? tout entier.

Par exemple, calculons

Alors, la matrice jacobienne de ¢ est ), de déterminant 7.

1= /(x +y)2a'xdy, ou D = {(x,y): x? +y2 <1}.
D

En utilisant le théoréme de changement de variables avec les coordonnées polaires (et le théoréme de Fubini), on
obtient ¢~1(D N V) =]0,1[x]0,2x][ et

~
Il

/ (x +y)2dxdy
DV

/ (r cos @ + rsin0)%rdrdo
¢~1(DnV)

1 2m
/ (/ 73(cos? 0 + sin? 0 + 2 cos 0 sin 6)d6 | dr
0 0

1 21
/ r (/ (1 +sin 29)d0) dr
0 0

1
2rridr

I
NN S—

Exemple 5.3. Calculons F(%) = O+°° 112074y,
On commence par le changement de variable (pour les intégrales & une variable) w?=1t,dt =2udu :

1 +00 +00 9 +00 3
I'(=)= / Y27ty = 2/ e “du= / e “du
2 0 0 —00

avec la derniére égalité venant de la parité de la fonction u — e’

Enfin, on calcule le carré de cette intégrale en utilisant d’abord Fubini-Tonelli pour obtenir une intégrale double
(on utilise R? \ ({0} X [0,+00[) = V vérifiant 19(V¢) = 0 comme a ’exemple précédent).

1 +00 +00 . . ) ) ‘ (
(T(5))* = (/ dx/ dy e_”z_yz) = / dxdy P i / dxdy I
2 -0 —00 R2 v

d’ou par changement de variable en coordonnée polaire (comme & I'exemple précédent on utilise ¢~ 2(V) = U
pour le domaine d’intégration) :

(F(%))z _ (/02" d9/0+°° dre_'22r/2) - (/027r d61) 72| = (271)% — 7.

On a aussi vérifier que
+00 9
/ ¢ " du=n.

e

En faisant, le changement de variable linéaire u = x/ V2, on obtient :

+00 .
%/ e 12y = V. (5.1)




CHAPITRE 6

Introduction aux espaces

Soit (€2,7, 1) un espace mesuré (7 la tribu, 4 la mesure). On va travailler en identifiant les fonctions si elles coincident
p-presque partout. Autrement dit, on écrira [ = g quand u({x: f(x) # g(x)}) = 0; en particulier, f = 0 signifiera que f
vaut 0 presque partout. Par exemple, si f est la fonction caractéristique de Q, on pourra écrire f = 0. Ainsi, dit en mots,
on va en fait travailler avec les “classes d’équivalence de fonctions a égalité y-presque partout prés”. K sera égale a R ou
C.

1 L’espace L™(Q,u)

% Définition 6.1. Soit f: Q — K une fonction mesurable. On dit que M € [0,+0co[ est une borne essentielle de f
ou que [ est essentiellement bornée par M si u({x: |f(x)| > M}) = 0, autrement dit, si f < M u-presque partout.

On définit leur ensemble :
LY(Q,7.;K) = {f; f : Q@ = K, mesurable et 3C < co : |f| < Cu—p.p.}
et la fonction (qui est une norme selon le lemme suivant) :
[|fllo =inf{C : |f| < Cu—p.p.} =: ess supp,olf(x)].

On note aussi plus briévement L*(Q;K) = L*(Q,u; K) = L*(Q,7,1;K) et L*(Q) = L*(Q;R), si il n’y a pas de
confusion possible.

Exercice 6.1. (cf TD) Montrer que |f| < || f]|cp-p-

Lemme 6.1. (L™ (Q,7,1;K),|| - ||) est un espace vectoriel normé.

J

Démonstration. On montre qu’il s’agit d’un sous-espace vectoriel de I’espace des classes d’équivalences de fonctions me-
surables. Bien siir 0 est bornée donc essentiellement bornée.
Soient f,g € L*(Q,7,1;K), A € K. Par I'exo

pw: |f(@] > Iflle}) =0,  p{w:|g@)] > llglls}) = 0.

Or par I'inégalité triangulaire des nombres on a :[(1f + g)(w)| < ||| f(w)] + |g(w)| donc

{w:lf (@) <Iflle} N{w: g < lgllo}
Cw:|(Af + (@) <Al fleo +1Igeo}

77
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et en passant au complémentaire

pw [ f + ) (@) > A flle +1Iglleo}) < p({w 2 [ (@) > [Iflleo}) + u({w : [g(w)] > [Igllee}) =0

Donc, par définition, 1 f + g est essentiellement bornée et [|Af + gl|le < |A]|[f |l + ||gl|co. On déduit que L*(Q; K) est
bien un espace vectoriel et I'inégalité triangulaire. En fait p({w : |f(w)| > C}) = p({w : |1 f(w)| > |2|C}) donc en
comparant les infima, ||A f||c =[] ||f||e ce qui donne la positive homogénéité. Enfin par définition, si ||f || = 0 alors
J =0 presque partout donc sa classe d’équivalence est nulle. O

[ Théoréme 6.2. (L™ (Q,7,u;K),|| - ||«) est un espace de Banach. ]

Démonstration. 11 reste a montrer la complétude : Soit f, une suite de Cauchy de fonctions mesurables essentiellement
bornées. Montrons que que f, converge vers f(w) = limsup,_, f,(w) qui est une fonction mesurable comme lim sup
de fonctions mesurables et dont on va voir qu’elle est essentiellement bornée. Donc, par I'hypothése d’avoir une suite de
Cauchy, pour # > 0,e = 1/n il existe N, tel que Vp,q > Ny, ||fp = f4lleo < L Par définition de la norme, on peut donc fixer

Anpg (pour p.q = Ny) avec pu(4;, ) = 0 tel que

S| =

sup |fp(w) = fy(w)| <

WEAnpy

On va intersecter tous ces ensembles (une intersection dénombrable) pour avoir u-p.p. une suite de Cauchy. On prend
donc 4 = Nys0 Npg>n, Anpg- Ona pu(A4°9) < Z Z “(AZ,M) =0 (vu que A4° est une union dénombrable).
n>0 pg=N,
De plus pour w € 4%, on a

1
Va.Vp.g 2 Nu.lfy(w) - f(w)] <

donc (f,(w)) est de Cauchy dans K donc converge. Sa limite est forcément f(w) et en passant a la limite ¢ — oo ci
dessus, pour tout w € 4 :

1
Va,Np 2 Ny, | fp(w) = f(w)] < .
Comme u(A°) =0 on déduit
1
Vo, Yp > N llfy = flle < -

Ceci implique |[flc < [|fplloo + |/ — fllo donc f est dans L= (Q, 7, u; K) et la convergence de f, vers f dans cet espace.

Comme toute suite de Cauchy converge, on a obtenu la complétude voulue. O

2 Définitions et propriétés élémentaires des espaces L’ (Q, i)
On définit les espaces :
L2(Q,T,u;K) = {f : Q — K mesurable |/ |f|1Pdu < oo},

pour p € [1,c0[. Alors
£l = ¢ / dulf 1),

n’est pas une norme (mais une seminorme sur £?(Q, 7", u) carsi || ||, = 0 alors f est seulement nulle presque partout. On
considére donc I’espace des classes d’équivalences a égalité presque partout prés de fonctions f et ’espace de Lebesgue :

% Définition 6.2.
L2(Q,7,;K) = {f; f : Q = K mesurable et/ |fIPdu < oo},

pour p € [1,00].
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Comme pour le cas p = oo, on on note aussi plus briévement
(QK) =L(QuK) =L/ (QT, 1K)

et L?(Q) = L?(Q;R), si il n’y a pas de confusion possible.
Par la suite, on identifie f A f dans ce contexte, on répéte que les égalités sont des égalités 1 — p.p..
Montrons que [|.||, est une norme sur L/(Q,7,u). La séparation et I’homogénéité sont maintenant évidentes. On
rappelle I'inégalité de Holder d’abord dans le cas le plus simple

Proposition 6.3. Si f, g sont mesurables, || f||, < +oo et ||g|leo < +00, alors fg € LL(Q,T,115K) et || fglly < I fllpllgllco-

Démonstration. 1l suffit de noter que, p-presque partout, on a |[g(x)| < ||glle, et donc [f(x)g(x)|f < |f(x)|/’||g||€o. En
intégrant cette inégalité, on obtient bien

I gl = /Q [f(x)g(x)Pdu < /Q IF PN glbdu = 1 £ 15 lIg I -

La version générale est la suivante

% Lemme 6.4 (inégalité de Holder). Si p,qg € [1,00[ tels que 1/p +1/q = 1/r < 1, f € LP(Q,T,1;K),g €
L1(Q,T,1;K) alors fg € L™(Q,T,1;K) et

1f gl < 11 fpllgllg-

Démonstration. En remplacant f,g par |f]",|g|" on se raméne au cas r = 1.
Par hypothése dans le cas r =1, 1 < p < oo, on remarque que par concavité du logarithme, on a pour a,4 > 0

log (a /p+ b7 /) = log (a?) /p +1og (%) /g
=log (ab).

Donc on obtient en exponentiant (et en vérifiant directement les cas d’annulations), 'inégalité d’Young :

[PAC P {COl
5 :

lf(x)g(x)] < —— .

Donc en intégrant, on obtient fg € L' et appliquant a 1f, 1 > 0:

Ifeglh < —|If||'°+ —||g||q.

Comme le cas d’annulation ||f]|, = 0 ou [|g||, = O sont évidents (car alors fg =0 u — p.p.), on conclut en supposant

[1£1l # 0.llglly # O et en prenant la valeur de A donnant le minimum A = ||f||;1||g||g/p. O

Une conséquence importante est I’exercice suivant :

Exercice 6.2. Si y est une mesure finie pour 1 < p < ¢ < co, montrer que :

L¥(Q,7, 1K) ¢ LI(Q,T, 1K) ¢ LA(Q, T, 1;K) ¢ LN Q7,15 K).

On en déduit I'inégalité triangulaire :

% Théoréme 6.5 (Inégalité de Minkowski). Soient p € [1,+c0] et f,g € LP(Q). Alors f +g € LP(Q) et || f +gllp <
||f||p + ||g||p-
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Démonstration. On a déja traité le cas p = +oo, et le cas p = 1 est simplement I'inégalité triangulaire habituelle. Supposons
donc p €]1,+c0[ et f,g € LF(Q).
Commencons par montrer que || f + g||, < +co. Comme x — x? est convexe et croissante, on a pour tout x que

J <

1 1
g/ +glly < S AL+ lglp) -

Y
+[3e0|| < 3w s Gler

1 1
5/ (0] +|5¢()

1 1
(‘5f<x> +58)

En intégrant cette inégalité, on obtient que

Ceci nous prouve que ||f + g||, < +o0.

Maintenant, notons ¢ = 1 I’exposant conjugué de p. Ci-dessous, on va utiliser I'inégalité de Holder, et le fait que

I+ e, = [ |f+g|(”‘1)qdu); ([ |f+g|f’)1_’l' = If +gll)

Alors on a

I +elty

/ I + gl
Q
< /Q (f1+1gDIf + gt ~Ldu

L1715 + et s [ lgllf + gl
Q Q

£ 117 + g, + gl 17 + 1272,
= (If N+ gl 1f + g7,

(£l + gl If +gllh™

Sijamais || f +gll, = 0 on n’a rien a démontrer ; sinon, en divisant des deux cotés par ||f+g||£_1 on obtient finalement
I +gllp <11+ gl O

A

IA

Exercice 6.3. Soit (Q,7, 1) un espace mesure o-fini. Soit f > 0 une fonction mesurable positive, alors pour p €]0,co[

[ rrau= [ aip it £@) > .

On rappelle d’abord la version L? du théoréme de convergence dominée.

% Théoréme 6.6 (Théoréme de convergence dominée L?). Soit p € [1,+0o[. Soit (Q, 1) un espace mesure, et f, une
suite de fonctions mesurables convergeant u-presque partout vers f, et vérifiant la domination |f,| < g avec g € L (Q, ).
Alors, fo, [ € LP(Q,p) et f, converge vers | dans L (Q, 1), cest @ dire.

lim |12 = £l =0.

Démonstration. On a |f, — f|? — 0 u-presque partout. De |f,| < g on déduit que f,,inL?(Q,y;K) en passant a la limite
on obtient |f| < g et donc f € L (Q,u; K). De plus, on a la domination :

o= fIP < (fal +1fDF < (29)F =2 ¢t

et comme g € L (Q, ) et positive, on déduit que g? = |g|? est u-intégrable et sert donc de domination pour appliquer le
théoréme de convergence dominée usuelle qui donne le résultat :

W= £} = [ Vo= £t =0 [ 0da=0.
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% Théoréme 6.7 (de Riesz-Fischer). Soit (Q,u) un espace mesuré, les espaces LF (Q,u,K) pour p € [1,00] sont des
espaces de Banach.

Démonstration. On vient de voir que L? (Q, u,K) est un espace vectoriel normé, et méme la complétude dans le cas p = co.
Il reste le cas p < co. En décomposant en partie réelle et imaginaire, on peut supposer et donc on suppose K = R.
Pour la complétude, on utilise la proposition 2.6. Soit Z u, qui est absolument convergente, il faut montrer qu’elle

k

converge dans L. Soit g = Z lual, |1gellp < Z [|luallp et |gr|? est croissante, donc par convergence monotone converge

n=1

vers g avec ||g||, < Z ||x|]- Donc |g|? € L' qui donne une domination pour |Z uy|? et Z u, est p.p. absolument

convergente, donc a p.p. une limite et par convergence dominée, converge donc dans L”. . O

Résultats de convergences

En suivant le méme raisonnement on obtient le résultat suivant :

% Théoréme 6.8. Soient (Q,7,u) un espace mesuré, p € [1,+oo[, et (f,) une suite d’éléments de L? (Q) qui converge
vers f dans (L?(Q),|| - ||p). Alors il existe une suite extraite ( fy,) telle que (fy,) tend vers f, p-presque partout et dans
L (Q).

Démonstration. On extrait (f;,) telle que || f,,, — fullp < 1/2%. (C’est possible car la suite est de Cauchy dans L? donc on
prend n; telle que [|f; — fu, |, < 1/2F pour ¢ > ny.)
n

Donc on pose g, = E | far.s — foi| qui est une suite croissante avec
k=1

lgellp < D Moo = frullp < D 1/28 =1,
k k=1

(o)

On déduit donc en appliquant le théoréme de convergence monotone que g a une limite g = Z | far — o] telle que
k=1

llgll, < 1. On P'utilise maintenant comme condition de domination. Donc Z( Jue — Ju,) est absolument convergente sur

k
A={w: g(w) < oo} etonau(d) =0,vullg|l, < co. Donc par série télescopique (f, (w)) converge pour w € 4. (et
comme suite extraite elle converge aussi dans L? mais en fait elle est dominée par |f,,| + g € L? et converge aussi par
convergence dominée). O

Proposition 6.9. Soient (Q, 7, 1) un espace de probabilité et f: Q — [0,+00] une fonction mesurable. Alors on a

Ifllo = lim 111l

Démonstration. Commengcons par remarquer que l'on a toujours

111y = ( /g IfI”du); < (I In(@) = f e

Par conséquent, si || /||, — +oco quand p — +o0 alors || f]|c = +c0. Pour voir la réciproque, notons que pour ¢ < || f|c
fixé, 'ensemble 4, = {x € Q: |f(x)| > ¢} est de mesure strictement positive, par conséquent

1 1
11y 2 (#u(A4)? = tu(4;)? — t quand p — +oo .

Ceci montre que si || f]|c = +oco alors || f]|, tend vers +oco; mais aussi que, si || f||c < +c0 on a pour tout & > 0 que pour p
suffisamment grand || f |l =& < (| fll; < | flco- O
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Résultats de densité

On rappelle le résultat suivant qui se déduit de la construction de I'intégrale (cf. lemme 4.21)

Lemme 6.10. Soit (Q,u,7) un espace o-fini. Lensemble S des fonctions étagées intégrables est dense dans tous les
LY (Qu,T), 1 < p < co. En particulier, L*(Q,u,T) 0 L®(Q, 1, T") est dense dans L (Q,u,T") pour1 < p < co.

Lemme 6.11. Soit (2,1, 7") un espace o-fini avec T = o (E) pour & une famille stable par intersection finie et de mesure
Sfinie pour u, et contenant une suite A, avec (1(A,) < co et Q = U, A,. Alors Uespace vectoriel E = Vect{14,A4 € E} est dense
dans tous les LY (Q,u,T), 1 < p < co. En particulier, si & est dénombrable, alors LP (Q,u,T), 1 < p < oo est séparable.

. J

En général L*(Q,u,7 ) n’est PAS séparable, sauf si Q est un ensemble fini, par exemple /*(N) n’est pas séparable
(c’est un exercice plus dur de niveau M1).

Démonstration. Soit A, € & avec u(A4,) < c et Q=U,4,.
Soit M :={4e€T :Vn,1yn4, € E " }. Clairement & ¢ M. On va montrer que M est une classe monotone :

> Qe Mcarly €E

—1b
> Sidc BetAd,Be M, onalpana, =18na, — Lana, parle TD 1 donc dans P'espace vectoriel £ .
> Si B, € M suite croissante d’union B alors 15,14, — 1lpna, partout par le TD 1, Or on a domination par

14, € LP(Q,u,7) donc par convergence dominée 1p 4, — 1pna, dans L?(Q,p, 7)) et donc 1png, € E

-y
Le lemme de classe monotone implique M > 7 (&). Donc si B € 7 (&) est de mesure finie, on a 1zng, € £ et parla

iy —It
méme application du théoréme de convergence dominée (par 1z cette fois) on déduit 13 € £ . Donc £ contient toute
fonction étagée intégrable et le résultat précédent conclut. La séparabilité vient de la densité de ’ensemble dénombrable
VectQ(lA,A € ). O]

Le support d’une fonction continue f est le fermé supp(f) = f~1({0})¢. Un fonction sur R” est donc a support
compact quand elle est nulle en dehors d’un ensemble borné. On note C°(Q) est ensemble des fonctions & support
compact sur un ouvert .

% Théoréme 6.12. Soit Q C R” un ouvert et A la mesure de Lebesgue sur la tribu borélienne B(Q) = B(R")q (tribu
induite sur Q). Alors Uensemble des fonctions continues @ support compact CO(Q) est dense dans LP(Q,B(Q),1) pour
1 < p < oo, qui est séparable.

Démonstration. Par le lemme précédent avec & = {4 = [1}_[a;,b;],a; < b;} 'ensemble des pavés, il suffit de voir que les
1, sont approchés par des fonctions continues a support compact pour 4 = []}[a;,b;]. Par produit de fonctions (de
variables différentes), cela se raméne au cas n = 1. Soit f = 1[,4] et f,(¢) =15si ¢ € [a,b], fo(¢) =1~ max(n(t - b),1) si
t > b, f,(t) =1-max(n(a-t),1) sit < a. Alors il est facile de voir que (f;),>1 est une suite dans C°(Q) qui converge
ponctuellement vers f (exo). Elle est dominée par 1{,_1441] qui est dans L/ (Q,8(Q),1) pour 1 < p < oo donc par
convergence dominée, ||f, — f||, — 0. Donc on peut appliquer le lemme précédent et conclure. O

3 Cas discret : espaces ¢*([), p € [1,00[ (cf. TD)

Définition 6.3. Soit p € [1,00[. Une famille (z;);c; de nombres complexes ou réels est dite p-sommable si la famille
(|2:1?)ier est sommable. On note ¢#(1,K) ’ensemble des familles d’éléments de K p-sommable.

Un examen de la définition indique que ¢#(1,K) = L (1,P(I),v) avec v la mesure de comptage, c’est donc un espace
de Banach. On a aussi par définition (dans le cas positif puis le cas quelconque) :

Dlai= /adv.

iel 1



3. CAS DISCRET : ESPACES ¢! (I), p € [1,00[ (CE TD)

On note

121l = (Z |zl-|f’)w.

iel

Linégalité de Holder s’écrit donc pour x € ¢9(1),y € ¢/(I) : avec 1/p+1/q¢ =1,p,q €]1,00[ :

Z Xi)i

iel

< (Z w)w (Z w)w

iel iel
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CHAPITRE 7

Espaces de Hilbert ;
bases hilbertiennes

1 Généralités

Soit H un espace vectoriel sur K=R ou C

% Définition 7.1. Un produit scalaire sur A est une application
(,):HxH —>K

telle que :
1. pour tout y € H, (y,.) : H — K est linéaire
2. -SiK=RVx,y € H{x,y) =(y,x) (symétrie)
-SiK=CVx,y € H,(x,9) = (9,%) (symétrie hermitienne)
3. pour x € H , (x,x) € R*
4. pour x € H , (x,x) = 0 si et seulement si x = 0.

Un espace H avec un tel produit scalaire est un espace préhilbertien réel (si K = R) et complexe (si K = C).

On remarque que dans le cas complexe, (.,y) est antilinéaire, c’est-d-dire avec A le conjugué complexe,

Vx,9,2 € HA€C, (Ax+2,y)= I(x,y} +(2,9).

Exemple 7.1. Sur H = ¢?(N,C) := L*(N,v;C) (espace L? avec la mesure de comptage v) on a le produit scalaire
(hermitien canonique) :
(%)= ) %y
iel

Dans le cas réel, la méme formule sans conjugaison complexe fonctionne.

Exemple 7.2. Sur H = L*(Q,11;C) avec (Q,u) un espace mesuré o-fini, on a le produit scalaire (hermitien cano-
nique) :

(frg) = /Q )

84
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Exemple 7.3. Sur H = C°([a,b],C) on a le produit scalaire :

b —
frg) = / F @ () ).

Proposition 7.1. Si H est muni d’un produit scalaire on a linégalité de Cauchy-Schwarz :
[P < (2,00 (9.9)

avec égalité si et seulement si x,y sont liés. De plus ||x|| = +/{x,x) est une norme sur H vérifiant Uidentité du parallélogramme :

22 = g+
5210+ 172 = 5t + i

\.

Démonstration. On a
(x+ty.x+ ty) = [|x]]* + [y * + 2t R ((x.9)) > 0

c’est un polynéme de degré 2 qui est toujours positif ou nul, donc son discriminant A = 4R ((x,9))2 = 41x[1[|y]|% < 0.

En remplagant y par uy avec u = |Eii§\

si (x,9) # 0 on obtient

R((xy)u) = x| < |21 (uy, up) = [1x]P[p]*au = |12 2||y]]*.

Le méme calcul donne pour # de module 1 la norme de

2
[ 1t = ity || = 201112103112 = 20111111 (¢5,2))

qui vaut O si on choisit u tel que (x,y)u = |[(x,7)| et que I'on est dans le cas d’égalité de C-S, ce qui donne la relation de
dépendance linéaire cherchée ||y||x — u||x||y = 0. (La réciproque, c’est a dire I’égalité en cas de dépendance linéaire, est
évidente).
Pour vérifier que I'on a une norme, la positivité vient de ’axiome 3, la séparation vient du dernier axiome, ’homo-
généité vient de
(19,49 = 22G.9) = [112(.9)

et 'inégalité triangulaire vient d’une application de C-S :
(et yox+) = |12l + 1112+ 2R Gep) < IxIP + 1P + 201211 = (1x]]+ 1Ly ID?.

Enfin, on a aussi la relation :
(x = 3.2 —y) = [Ix[* + [[p[1* - 2R (x.p)

soit en faisant la somme (avec I’égalité débutant le calcul pour I'inégalité triangulaire), on obtient I'identité du parallélo-
gramme. O

Remarque 7.1. L'identité du parallélogramme implique que H%H2 > %(llx“2 + [|y]|?) avec égalité si et seulement
si x = y ce qui donne un résultat de convexité (en faite stricte car I'inégalité est stricte si x # ). (On a vu en TD
que par continuité la convexité a mi point implique la convexité).

Une autre identité importante s’établit en prenant la différence des égalités donnant la preuve de I'identité du
parallélogramme ci-dessus, c’est 'identité de polarisation :

llx +y11> = ||x — yl|?

R{x,y) = 7

On retrouve aussi 9 9
[lx +dyl|* — ||x — iyl

3(.x) = R(iy,x) = 7
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d’ou la formule de polarisation complexe :

_ N4yl = flxe =yl +allx + ipl1* — dllx — ipl)?
4

O, %)

ou encore en bref

3
1
Gox) = 7 D ifllx+ iyl (7.1)
i=0

% Définition 7.2. Un espace pré-hilbertien complet est appelé espace de Hilbert.

% Théoréme 7.2. Soit (Q,7,u) un espace mesuré. Alors H = L*(Q,7,;K) est un espace de Hilbert sur K avec le
produit scalaire défini pour f,g € H par:

(fog) = /Q Fadu.

Démonstration. On ne traite que le cas K =C. Si f,g € H, I'inégalité de Hélder avec p = ¢ = 2 donne 7g e LYQ,T,1;K)
et donc I'intégrale définissant le produit scalaire est bien définie. On vérifie les axiomes des produits scalaires : 1/ (f, g)
est linéaire en la deuxiéme variable g par linéarité de I'intégrale.

o/ la symétrie hermitienne vient du calcul suivant :

f.0)= [ Fedu= [ Fadu= [ fadu=TeF

3/
)= [ 1P =171 € 10.4e0]
4/ Comme on sait déja que ||.||2 la séparation de la norme implique que si I|f||s = 0 alors f = 0 (u-presque partout
C’est a dire) dans H = L*(Q, 7, u; K).

On a donc bien un espace pré-hilbertien, et le Théoréme de Riesz-Fischer 6.7 dit que L?(Q, 7", 1; K) est complet, donc
un espace de Hilbert. |

Exemple 7.4. ¢?(N;C) sont des espaces de Hilbert (cf. chapitre 6 pour la complétude), mais pas C°([a,4],C) dont
la complétion est I’espace de Hilbert Z%([a,b],1;C). La complétion d’un espace préhilbertien en tant qu’e.v.n.
(cf. annexe A section 3) est toujours un espace de Hilbert.

2 Projection sur un convexe fermé

On va généraliser I'existence de projection orthogonale sur un sous-espace d’un espace euclidien d’abord au cas des
convexes fermés et en dimension infinie.

% Théoréme 7.3. Soit H un espace de Hilbert et C C H un convexe fermé non-vide. Pour tout f € H il existe un unique
u=Pc(f) € C tel que

IIf = ull = inf ||/ - o]|.
veC
De plus c’est Uunique vecteur u € C vérifiant la propriété caractéristique :
YoeC, R{f—-uv—u))<0

Enfin, Pc est une application 1-lipschitzienne appelée projection sur C.
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Remarque 7.2. Un théoréme de projection similaire sur un convexe fermé est valide dans L?(Q,7,u) pour tout
1 < p < co (et pas seulement p = 2), mais il n’y a pas de caractérisation aussi simple de la projection P¢ (en
I’absence de produit scalaire) et la projection P¢ est seulement uniformément continue (et plus nécessairement
Lipschitz). Mais ce résultat est beaucoup plus dur (un exercice difficile de M1 Math).

Démonstration. On fait une preuve directe, utilisant I'identité du parallélogramme.
Soit v, € C tel que ||f — v,|| = d =inf,cc ||f — 0|
En appliquant I'identité a a = f — v,,b = f — v, on trouve :

Un

Up + U || -2 1 g . .
= 2 P2 = a1 = vl 117 = ol — 2

Or par convexité 3= € C donc If - W’%HQ > d? donc
Uy — U
5
On déduit donc que v, est de Cauchy, donc converge vers z et par continuité de la norme d = ||f — u]|.

Soit g : v ||f — v||§. On peut calculer la différentielle dg(u) = R({(f — u,.)). Or si g atteint son minimum en «,
pour v € C, ¢ € [0,1],

If =t = (L= 0yully = IIf = ully + 1o = ull; = 20R((f = w0 = u)) 2 ||f = ull3

donc 2R ({f — u,t —u)) < t|lo — u||§ et la limite ¢ — O donne I'inégalité caractéristique. Réciproquement, on a en ¢ =1,
I'inégalité qui conclut :

2 1 . ’ .
| < 5017 =l 411f = ol - 2 > 0.

2 2 2
If = ully = IIf —olly =2R(f —u,o—w)) = |lo — ull; < 0.
Pour voir I'unicité, si u1,u9 € C, on peut utiliser la convexité stricte sous la forme de I'identité du parallélogramme,
ona

-5l o2
2 2
. 2 f 1k —uy ||2
soit comme ||f - %H > d? on déduit H%” < 0 donc u1 = uy.
Par l'unicité, P¢ est bien définie et il ne reste qu’a voir la lipschitizianité. En appliquant la propriété caractéristique

pour fi, fo :

2
| = 5017 =l +117 - o) = 2

R((fAA—Pc(f).Pc(f2) — Pc(f1)) <0,
R((fa = Pc(f2),Pc(fi) — Pc(f2))) <0,
soit en additionnant :
R{A - fo+ Pc(fo) = Pc(f),Pc(fo) — Pc(f1)) <0

soit en utilisant Cauchy-Schwarz :

1Pc(f2) — Pe(F)II* < R(A - fou Pe (o) — Pe(F))) < 1A = Al I1Pe(f) - Pe(H)II.

% Théoréme 7.4. Soit H un espace de Hilbert et K C H un sous espace vectoriel fermé. Pour tout f € H, il existe un
unique u = Pg(f) € K tel que
Ilf —ulle = inf [|f - gll2.
veK

De plus c’est Vunique vecteur u € K tel que
Voe K, (v,f—-u)=0

Enfin, Pk est une application linéaire bornée appelée projection orthogonale sur K.

Démonstration. 1l reste a voir la nouvelle caractérisation équivalente car celle-ci étant une relation linéaire, elle impose la
linéarité de Px (APx(f) + Pg(g) vérifie la relation pour A f + g et doit donc étre par unicité Px(1f + g)). La nouvelle
caractérisation est plus forte. Réciproquement, si R ({f —u,v—u)) < 0, en prenant v = 2u et v = 0, on trouve R ({f —u,u)) =
0 donc R({f — u,v)) < 0 pour tout v dans K donc aussi pour —v par linéarité d’on I’égalité a 0. O
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Exemple 7.5. Si H = LQ(Q,p,R)
C={f=>20pp.}.

Alors Pc(f) = f1{r>0}. (exo) Trouver aussi de méme la projection sur 'ensemble de f : Q — [0,1].

3 Applications : Orthogonalité et Dualité

Orthogonalité

On peut définir dans un espace de Hilbert une notion d’orthogonal comme en dimension finie.

% Définition 7.3. Si F C H est un sous-espace, alors I'orthogonal de F est

F*={x€ HNVye F,(x,y) =0}

On dit que x est orthogonal & F si x € F*-. On remarque que

Fr =07 {oh

yeF

est toujours un sous-espace fermé comme intersection de sous-espaces fermé, comme image inverse d’un sous-espace fermé
par une application linéaire continue (le produit scalaire). La proposition suivante décrit la décomposition en somme
directe orthogonale. Tout se passe comme en dimension finie pour les sous-espaces fermés, et sinon, il faut ajouter une
adhérence.

% Proposition 7.5. Si F est un sous-espace de Uespace de Hilbert H alors F~* = F, et on a la somme directe orthogonale
H=FeoF*"

et alors pr et prr =1 — pg: sont les projections associées a cette décomposition.

Ici F++ = (F*)* est I'orthogonal de l'orthogonal.

Démonstration. 1. On remarque d’abord que F c F**. En effet par définition de F* si x € F,y € F*, (x,y) =0 et
donc comme c’est pour tout y € F* la définition du biorthogonal donne x € F*+.

2. On remarque ensuite que F+ N F+ = {0}. En effet, si x € F+ N F* alors (x,x) = 0 donc x = 0 (par 'axiome de
séparation).

3. Montrons ensuite que pp: = 1 — py (les projections sont bien définies car on a des sous-espaces fermés 'espace
de Hilbert H donc on peut utiliser le théoréme de projection). En effet, si y € H la relation caractéristique de la
projection othogonale dit que y — p(y) est orthogonal a F donc dans F* et comme y — (y = () = pr(y) est
orthogonal a F*, on doit avoir y — p5=(y) = pr+(p) par caractérisation de la projection.

4. On en déduit la somme H = F + F* (par l'inclusion du 1 et l'intersection du 2, on sait que cette somme doit étre
directe). Le point précédent donne la relation

y=pre () +pp(9)

ce qui montre que tout vecteur H se décompose comme somme d’un vecteur de F et d’un vecteur de F*. L’énoncé
sur les projections associées a la décomposition est évident a partir de 1a.
5. Il reste a voir que F** C F ce qui donne I’égalité avec le point 1. Mais si y € F**, y — Px(y) € F** par 1 et
le fait fait que F*+ est un sous-espace vectoriel. Mais on vient de voir au 3 que y — Pr(y) = pr:(y) € F*. Donc
9 —Pz(y) € F** N F* = {0} par le 2. donc y = P;(y) € F, ce qui conclut.
O
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Dualité : le théoréme de représentation de Riesz

On en déduit maintenant le calcul du dual de A (voir sous-section g pour des rappels).

% Théoréme 7.6 (théoréme de représentation de Riesz). Soit ¢ une forme linéaire continue sur un espace de Hilbert
H alors il existe un unique f € H tel que

Yo € H,p(v) = (f,0).

De plus, on a Uexpression duale pour la norme :

Il = sup [(f,0)I.

[loll<1

Remarque 7.3. (facultative) Dans le cas complexe, f +— (f,.) est une isométrie antilinéaire identifiant A et H’ (et

donc identifiant linéairement H’ au conjugué H ayant la méme structure normique et de groupe mais 1.7 = 1o
si v > v est la bijection/identité de H — H notée - pour le caractére suggestif de la relation a la conjugaison
complexe). Dans la cas complexe on a donc H’ ~ H et dans le cas réel H' ~ H.

J

Démonstration. Soit K = ¢~1({0}) le noyau de ¢. Si K = H alors f = 0 convient. On suppose donc K # H. Soit donc

g0 —Pk (g)

goeKetg=m

un vecteur de norme 1 et orthogonal a K. Comme ¢ est une forme linéaire, on s’attend a ce que

K et g engendrent L2, sorte de généralisation du théoréme du rang (on va voir cela plus loin en utilisant 'orthogonalité).

¢(v)
#(g)

8(v)
#(g)

En effet, soitv e H, w =v — %g vérifie ¢p(w) = ¢(v) —

¢(g)=0doncw e K =Kerpetv=»Ag+w avec A =

On montre donc que f = ¢(g)g convient, en montrant I’égalité sur un v quelconque en utilisant la forme précédente :

(f+0) = $(2)(2.0) = $(&)(g.Ag +w) = $()AIIgll; = $(&)A = $(0).

Dégalité des normes vient de Cauchy Schwarz qui implique que > avec égalité en prenant v = f/||f]| si f # 0.

O

Remarque 7.4. (facultative) Il n’est parfois pas judicieux d’identifier un espace de Hilbert a son dual, notamment
quand plusieurs espaces de Hilbert sont considérés et que les identifications sont incompatibles a des relations

de sous-espaces. Soit H = ¢?(N) et K = {u € H,Z n?|u,|?> < oo} Si on considére Pensemble des suites telles
neN

1
que L = {(u,) Z ﬁ|un|2 < oo}. Il est facile de voir que K ¢ H C L et que La transposé de I'inclusion K ¢ H

neN
s’identifie a H ~ H’ ¢ K’ ~ L. Il vaut alors mieux identifier K’ a L (et pas K) en ayant une identification

compatible avec les inclusions avec H.

4 Bases Hilbertiennes

% Définition 7.4. Soit A un espace préhilbertien. Une famille (x;);c; est dite orthogonale si pour tout i # j,
(x,,x]) =0.

Si de plus [|x;]| =1, elle est dite orthonormale.

Une base hilbertienne (ou base orthonormale) de H est une famille orthonormale (¢;);cs telle que Vect(e;,i € I)
est dense dans H.

Exemple 7.6. ¢; la suite dont la seule coordonnée non-nulle est la i-éme égale a 1 donne une base hilbertienne de
£2(I). (par construction de ¢£2(7)) Les bases hilbertiennes vont permettre d’identifier tout espace de Hilbert & cet
exemple.
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Procédé d’orthonormalisation de Gram-Schmidt

Notons * tout d’abord que la projection d’un point sur un sous-espace vectoriel de dimension finie se calcule facilement
a laide d’une base (de préférence orthonormale) de F :

Proposition 7.7. Soit H un espace de Hilbert et F' un sous-espace vectoriel de dimension finie avec (x1,. . .,x,) une base
de ' (non nécessairement orthonormale). Soit B; j = (x;,x;). Alors B est inversible et pour tout x € E, on a

pr(x) = D (BT i x)x;.

i,j=1

Démonstration. Pour voir que B est inversible, il suffit de montrer que les vecteurs de ces lignes ({(x;,x;));=1..., sont linéai-
n

n
rement indépendants. Si on a Z Ai({x:,%;)) j=1... =0, on a (Z /l_ixi,xj) = 0 pour tout j. En prenant une combinaison
i=1 i=1

0= i/l_j<i/l_ixi’xj> = Zn:/l_ixz'”Q,
i=1

J=1 i=1

linéaire

n
donc Z A;x; = 0 donc comme x1,...,x, était une base, on obtient 1; = 0 pour tout i, ce qui donne la liberté voulue.
i=1
Pour x € H, on a

(ex = > (B a(xnx)ay) = () = Y (B0 e, 0w, 27) = (%) = Y (B w0, 6) By = 0

i,j=1 i,j=1 i,j=1

n
donc x — Z (B_l)j,i (x;,x)x; € F* donc par caractérisation de la projection orthogonale
ij=1

pr(x) = D (BT ilxi )%,

i,j=1

Remarque 7.5. Voici un cas particulier important du résultat précédent. Soit £ un espace de Hilbert et ' un
sous-espace vectoriel de dimension finie avec (e1,...,¢,) une base orthonormale de F. Alors pour tout x € £, on
a

pr(x) = Y (einx)e
i=1

Exemple 7.7. Soit H = L*(Q,7,u) et A € 7, on a vu en TD que 7(4) = {0,4,4°,Q}. F = L*(Q,7 (4),u)
et un espace de dimension au plus 2 engendrée par ¢; = 1y,e9 = 14 (du moins si 4,Q ont mesures finis).
Cette famille est orthogonale mais pas orthonormale. ||e;||? = flAdu = u(A4),||ez]|> = u(A°). Supposons ces
deux nombres non nuls et finis de sorte que /' a exactement dimension 2. Alors la matrice de la proposition
précédente est B = diag(u(A),u(A°)) et B-1 = diag(1/u(A),1/u(A°)), la formule de projection donne donc pour

fe LQ(Q,‘T,,u) :
1 1
pearan =g [ (2o [ rau) e (7.2

\ 7

Rappelons que le procédé de Gram-Schmidt permet de calculer une base orthonormale d’un espace euclidien a partir
d’une base donnée :

1. Cette sous-section reprend le cours de 2018-2019 de T. Blossier, M. Carrizosa et ]J. Melleray.
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Proposition 7.8 (Procédé de Gram-Schmidt). Soit E un espace euclidien et (e1,. . . ,e,) une base (resp. une famille libre)
de E. Pour chaque 0 < i < n, notons F; le sous-espace vectoriel Vec(ey,. .., e;) engendré par ey, . .., e;. Alors, la famille
(e1,-...ey) définie de la maniére suivante est une base orthonormale (resp. une famille orthonormale) de E :

’ e]‘
g = —
llexll
i-1
6 — Z@/’c’ei)el,c
, e; — pr,_, (e:) =
e, = = —
lle: = pr, (ei)ll =

lei = > ep-eie
k=1

pourl <i < m.

Exercice 7.1. Vérifier que les vecteurs ¢; = (1,1,1), e2 = (1,1,-1) et 3 = (0,1,1) forment une base de R3. Utiliser le
procédé de Gram-Schmidt sur cette base pour obtenir une base orthonormale.

Théoréme des bases

Exemple 7.8. ¢,(x) = exp(inx),n € Z définit une base hilbertienne de I’espace pré-hilbertien (7207r (R,C) ’ensemble
des fonctions continues 27 périodiques, muni du produit scalaire :

1 o
<f,g>=§ : f)g(v)dt.

C’est la base des décompositions en série de Fourier (on montrera cela plus en détail dans la section suivante).
Le but est de décomposer de facon similaire tout vecteur de / comme somme d’une série en fonction d’une base.

% Théoréme 7.9. Soit H un espace préhilbertien et I un ensemble dénombrable.

7. Une famille orthonormale (x;);er est libre et vérifie l'inégalité de Bessel, pour tout x € H :
2 2
DK x)l? < Il
iel
2. De plus une famille orthonormale (¢;);cr est une base hilbertienne si et seulement si on a Uégalité de Bessel-Parseval,
pour tout x € H :
2 2
D K ” = |1l
iel
De plus, dans ce cas, pour tout x € H, la série suivante converge (dans H mais pas absolument)
= Z e;{ei,x).
iel

3. Si H est un espace de Hilbert séparable, toute famille orthonormale peut étre complétée en une base hilbertienne au
plus dénombrable (e;);cr de H et ] : x — ({e;,x))ics établit alors une isométrie surjective J : H ~ ¢*(I).
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Remarque 7.6. De la formule pour x, on tire par continuité la formule pour le produit scalaire (qui est une série
absolument convergente par Cauchy-Schwarz) :

(%) = D (e)enx).

iel

. v

Démonstration. Comme I est dénombrable, on peut supposer et on suppose / = N.
(1) Si Z/l,-x,- =0, on calcule 4 ; = (xj,z/lix,-) = 0 donc x; est bien libre. Soit V,, = Vect(e;,i € [[0,2]]), on a déja
vu la formule pour la projection orthogonale sur V, :

n

pu(x) =) eiler ).

i=0
Donc par la propriété de contraction de p, et 'orthogonalité
n n n
oa(OIP = (e ). Y ej(e)) = > Kernm)? < |lx]?
i=0 ]:0 i=0

En passant a la limite  — co on obtient I'inégalité de Bessel pour la somme et on trouve en particulier ({x,¢,));en € £2(N).
(2) Si (é;)ien est une base soit x, € Vect(e;,i € I) convergeant vers x.
De plus, pour 7 assez grand |||x||? — ||x,||?| < €/2 et pour tout m,

12 NP = 11pm o) 1P| < 11 pm (20 = ) Ulxall + 11211 < 11 (ew = 2) (1l + [1]]) < €/2

(avec la derniére inégalité pour n assez grand) d’ou en prenant m tel que p,(x,) = x, (car x, est dans un certain V,
comme combinaison linéaire finie des ¢;), on obtient

D el = ]2

i=0

<e€

et donc la somme de la série est ||x|| d’ou I’égalité de Parseval.
Réciproquement, Si on a égalité, on a la limite

D Keg ) = a1 —nseo 1]
7=0

et ceci implique par le théoréme de Pythagore :

l1pn(x) = %115 = 112113 = 12 ()13 =200 0

donc tout élément de H est limite d’éléments de Vect(e;,i € I) d’ou la propriété de densité manquante pour obtenir une
base hilbertienne.
De plus un calcul donne la formule pour x :

n

lle = > e )= D7 e )| — 0.

i=0 i=n+1

(3) Soit O la famille othonormale de départ. Soit K = Vect(0), on cherche une base orthonormale de K+ pour
compléter O, il est bien séparable comme sous espace de H. Soit (x,),ex une famille dénombrable dense de K*. Quitte
a extraire une sous-suite, on peut supposer que x, ¢ Vect(xp,...,x,-1) de sorte que (x,),en est une famille libre.

On peut donc orthonormaliser (xo,...,x,) et obtenir (e,...,e,) tel que Vect(xo,.....,x,) = Vect(ep,.....e,). Par la
construction, on remarque que 'orthonormalisation pour (xo,...,X,+1) on commence par les mémes vecteurs et on obtient
donc une famille orthonormale (f;)yen. Comme

Vect(xp,n € N) = U (Vect(xo,.....x%,) = Uy (Vect(fo,...., fu) = Vect(fp,n €N),
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ces deux ensembles sont denses et donc (f;),en est une base de K*. Maintenant, O et (fy),e) forment une famille
orthonormale de H et tout O est une base de K par définition de K, donc la décomposition orthogonale x = Pg (x)+Pg1 (x)
permet d’approcher Pg(x) par un élément y, € Vect(0), Pg:(x) par un élément z, € Vect(f,,n € N) et y, + 2z, €
Vect(O, fp,n € N) tend vers x, d’'ou la densité voulue pour que {¢,,n € N} = O U {f,,n € N} forme une base de H.

Une fois 'existence d’une base, 'isométrie est évidente par le (2), et si on a une suite (1;);c; dans £2(I), on voit que
Z A;e; converge par complétude comme ci-dessus et on obtient ainsi la surjectivité.

On vient de voir (en prolongeant la famille vide) qu’un espace de Hilbert séparable a une base dénombrable. Réci-
proquement, un espace de Hilbert & base dénombrable est isométrique & ¢2(N) pour lequel Vectg(e,,n € N} donne une
famille dénombrable dense. U

Exemples de base 1 : Séries de Fourier

On va obtenir un premier exemple de base en utilisant le théoréme d’approximation de Weierstrass.
Vous pouvez voir dans la section de compléments le corollaire A.10 pour une preuve probabiliste basée sur la loi
faible des grands nombres.

% Théoréme 7.10 (d’approximation de Weierstrass). Soit K un compact de R", les fonctions polynomiales (@ coeffi-
cients réels ou méme rationnels) sont denses dans C°(K,R).

En conséquence, (C°(K,R),||.||c) est séparable et sa tribu borélienne B(C°(K,R)) est dénombrablement engendrée (c’est a
dire admet une partie génératrice au plus dénombrable).

Remarque 7.7. Le mouvement brownien sur [0,1], un objet probabiliste important (vu en M1) peut étre défini
comme une probabilité sur la tribu borélienne de (C([0,1],R), |]-]]co)-

Exemple 7.9. Montrons que e, (x) = exp(inx),n € Z forme une base hilbertienne de Z2([0,2x],C) :

1 2r
(f.e) =5 : f()g()de.

D’abord, on sait que CE(]O,QH[,C) est dense car il contient C°(]0,27[) qui est dense par le Théoréme 6.12. 1l
s’agit donc presque de la complétion de I'exemple précédent.
Ensuite on vérifie 'orthonormalité :

1 2 )
(enrtm) = %/0 exp(i(m—n)t)dt = 1iy—p).

Enfin, il reste a voir que Vect(e,) est dense. Or, on a Vect(e,) = {P(e",e7™),P € C[X,Y]} =
{P(cos(x),sin(x)),P € C[X,Y]}. Soit D = {(x,y) € R%,x% +y? = 1}, soit f € Cgﬂ(R,C) On définit g : D — C
par g(cos(x),sin(x)) = f(x). Il est facile de voir que g est continue sur D (utiliser tan,cot selon le point comme
carte coordonnée) donc par le théoréme d’approximation de Weierstrass 7.10, il existe un polynéme P tel que
[|IP — gllo < € donc, si Q = P(cos(.),sin(.)) € Vect(e,), ona [|Q — flla < 1|1Q = fllo < ||P — gllo < €. Dot la
densité voulue.

C’est la base des décompositions en série de Fourier.

Exemple de base 2 : Polynomes d’Hermite

Lexercice suivant est corrigé & ’annexe E en section 3. Vérifier qu’une famille est orthonormée est toujours un
exercice calculatoire.

Exercice 7.2. Soit H = L*(R,B(R),y) I'espace de Hilbert réel des fonctions de carrés intégrables pour la mesure
gaussienne standard définie pour un borélien B par y(B) = /B v%e_xz/de. H muni de la norme usuelle :
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—x2/2
1f Iz = \/ /R FP—ds.

PRGN\ s
) = (= (]

(et donc Hy(x) =1). On appelle les H, les polynomes d’Hermite.

Soit

1. Montrer que pour z > 1, H, est un polynéme de la forme :

xﬂ

n—1
&) = +Zakxk.
Val =

2. Montrer que (H,)y>0 est une famille orthonormale de H.

\ 7

Montrer le résultat de densité sousjacent pour obtenir une base est souvent plus dur. Quand on ne peut pas utiliser un
résultat connu, on utilise souvent la méthode qui consiste & montrer que 'orthogonale est {0} en utilisant la proposition
7.5. On va donc déduire le résultat suivant de cela et du théoréme d’inversion de Fourier :

Théoréme 7.11. Soit y la mesure gaussienne standard sur R. Alors la famille des polynomes d’Hermite (Hy,),>0 est une
base orthonormale de L*(R,B(R),y). En particulier, les polynomes sont denses dans L*(R,B(R),y) qui est séparable.

()"

n!

Démonstration. Montrons d’abord que la série exp(—t2/2) Z H, converge dans L*(R,B(R),y).
n=0

)
(i) H, par orthonormalité de s (H,) :

Va!

N
On calcule la norme du terme général de la suite Sy = exp(—¢2/2) Z
n=0

N\ onr N 9
1Sn 13 = exp(=2%) ) o _ exp(~t%) ) @r exp(? - %) =1
2 o n! e n!

12)n
( ') —N—w 0. Donc S, est de Cauchy et donc converge dans

Donc pour p > ¢ > N, [[Sy11 — S,112 < exp(~1%) Z -
n=N :

L?. Quitte a extraire on sait qu’elle converge presque partout, donc sa limite ponctuelle sera aussi sa limite dans Z2.
Concluons que F;, définie par F;(x) = exp(itx), est la limite. Il suffit donc de voir que pour tout x € R :

(—it)

W”Hn(x).

Fy(x) = exp(~£%/2) Z
n=0

Ceci équivaut, vu la définition de H, a

R exp(i2/2- 5412) = exp(-(it=x)12) = Y- S () (0
n=0 ’

ce qui est la somme de la série de Taylor en x évaluée en a = it de f(x) = exp(—x*/2) (pour f somme de série entiére

X n
a
sur C f(x+a) = Z —|f(”) (x). Ceci est bien vérifié car la fonction du milieu est analytique par composée de fonctions
n!
n=0
analytiques sur C (un polynome et exp sont sommes de séries entiéres sur C donc aussi leur composée).
Conclusion : on a F; € Vect(H,,n € N).
On montre maintenant que toute fonction f € L?(R,B(R),y), orthogonale & K := Vect(H,,n € N) est nulle. On peut
supposer f réelle en prenant partie réelle et imaginaire. Si f orthogonale a tout H, on a (f,F;) =0 et donc

u(t) =/f(x)exp(itx—x2/2) =0.
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Orsi g(x) = f(x)exp(—x%/2) g € L}*(R,A) est équivalent a f € LY(R,B(R),y) ce qui est le cas car y est une mesure
de probabilité et donc L*(R,B(R),y) ¢ LY(R,B(R),y). Donc on a £(¢) = 0 et par le théoréme d’inversion de Fourier,
g(x) = 0 presque partout, soit / = 0 dans L(R,B(R),y).

Bilan pour K = Vect(Hy,,n € N) K* = {0} donc K = K** = {0}* = L*(R,B(R),y), d’ou la densité voulue. O

On a utilisé le théoréme suivant (peut-étre vu en cours de probabilité, cf. annexe E section 4 pour la variante sur les
mesures de probabilité, cf. aussi le livre de Rudin d’analyse réelle et complexe Thm .11 et g.12 pour z = 1)

Définition 7.5. Soit f € L}(R?,B(R"),1) la transformée de Fourier de f est la fonction de ¢ € R” :

Fo = [ &0 poas).

On renvoie a la section E.4 pour une preuve du résultat fondamental suivant.

% Théoréme 7.12 (Théoréme d’injectivité de la transformation de Fourier (admis)). Soient deux fonctions fi, fo €
LY(R*, B(R™),A) On suppose que pour tout t € R™ les transformées de Fourier sont égales :

A = A1),  VieR™

Alors fi = fo presque partout.
De plus, si f; € L*(R", Q) alors fi est (égale presque partout @) une fonction continue :

1 2
filx) = @0 /Rn J1(Dexp(—ilx,t))dt.

5 Une Application : Le théoréme de convergence des
martingales bornées dans L*(Q,7, P) (facultatif)

Dans cette section, on conclut par une application en probabilité. On prend (2,7, P) un espace de probabilité. Une
filtration est une suite croissante de sous-tribu (7;),>0. Un exemple de telle suite est 7, = 7 ((Xo,....,X,)) de la tribu
engendrée par un vecteur aléatoire. On peut considérer les espaces de Hilbert H, = LQ(Q,‘];,P) c L? (Q,7,P). Cest un
sous-espace fermé car si H, > X;;, —n—0 X ona vu au chapitre précédent, que quitte a extraire X,,, converge p.p. vers X
et donc X est aussi 7,-mesurable et donc est dans H,,. Par caractérisation séquentielle cela dit /4, fermé. On dispose donc
de la projection orthogonale Py,. EN probabilité, vous noterez Py, (X) = E(X|7,) et vous interpréterez cette projection
comme une espérance conditionnelle.

Définition 7.6. Une suite (X;,),cn est une martingale dans L* (pour la filtration (7,),>0 si pour tout m > n
PH,, (Xm) = Xu.

Cette condition dit que la moyenne de la future variable X,,, conditionnellement au présent /), est égale a X, (si X,
est la valeur d’un gain au temps 7, en moyenne on n’a rien gagné a attendre le temps m > n). Une somme de v.a. i.i.d.
dans L? d’espérance nulle est une telle martingale. Par exemple, la somme des n premiers termes d’une suite de variables
gaussiennes centrées indépendantes donne une martingale dans Z2. On va montrer un théoréme de convergence pour les
martingales bornées dans L2,

Théoréme 7.13. Soit (7,)n>0-S0it (Xy)nen est une martingale dans H = L*(Q,T,P) qui est une suite bornée, c’est-a-dire,
qu’il existe M > O telle que sup, || X,|lo < M. Alors X,, converge dans L*(Q, T, P) vers une variable X et X, = P, (X).

Ce théoréme se généralise & un théoréme de convergence des martingales bornées dans L?, 1 < p < co. Il y a aussi
une version pour les martingales Z! mais il faut une hypothése technique plus compliquée (dite d’uniforme intégrabilité).
(On dit que X,, est une martingale fermée quand X, = Py, (X) comme ci-dessus).
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Démonstration. On considére la décomposition orthogonale H,,1 = K, & H, avec Hy = Ky On voudrait dire que
L*(Q,T (Ups0Tn),P) = ®p>0K, est une somme orthogonale infinie, mais comme on n’a pas introduit la notion,on va
donc faire une preuve directe.

Remarquez déja que X1 — X, = Xy41 — Py, (Xy41) € K, par la condition de martingale. Donc par le théoréme de
Pythagore et une récurrence triviale, on obtient :

n
2 2 2 2 2
X113 = 11 X1 = Xall3 + 11X l13 = [1Xoll3 + > 11 Xes = Xil[3.
k=0

(e8]

On déduit donc de la bornitude en prenant la limite ||X0||§ + Z |1 X1 — Xk||§ < M? et donc la série est convergente. On
k=0

déduit aussi que pour p > ¢ > N

¥4 )
1Xp1 = Xpl13 = D" 1Xesa = Xill3 < ) 11 Xen = Xell} >v—eo 0.
k=q k=N

Donc (X,) est de Cauchy dans un espace de Hilbert donc converge vers X. Comme Py, est 1-lipschitz donc continue, on

déduit en passant a la limite dans la relation X, = Py, (X;) = m—oo Pr,(X) = X,
O



ANNEXE A

Compléments facultatifs
au chapitre 2 : Topologie
des espaces métriques

1 Théoréme de Tietze (niveau Lg-M1)

Comme jolie application de la complétude, on va donner en exercice (corrigé), la preuve du théoréme de Tietze

Exercice A.1. Extension de Tietze-Urysohn
Soit F un fermé de X espace métrique. Soit £ = CI?(X, R) I'espace des fonctions continues bornées et p : E —

C’l?(F, R) Iapplication de restriction ( pour f : X — R, p(f) = f|F est la restriction de f a F. On va montrer que
p est surjective.

1. Est-ce que E est complet?
2. Soit g € Cf(F,R) avec ||g|| < 1. Soient K7 := g~ 1([1/3,1]) et Ky := g *([-1,-1/3]). Soit :

1d(x,K) - d(x,K))

fO = 3R T gy 1K) =inf{d(xy).y € K.

(On comprend la valeur comme 0 si K et Ky vides et sinon, —1/3 si K; vide, 1/3 si Ky vide). Vérifier que

f€eE
3. Montrer que ||f]|le < 1/3 et ||[p(f) — glle < @ =2/3..
4. Construire une suite f, par récurrence a partir du résultat précédent telle que f, = Fo + ... + F, et

C 1 2"
D NlFle < 5@+ 4
k=0

et
n+l

2
() - gl < .
5. Montrer que f, converge. En déduire, qu’il existe ' € E, ||F|| < 1 telle que p(F) = g.

Extension de Tietze-Urysohn (Correction)
Soit /' un fermé de X espace métrique. Soit £ = Cf(X,]R) etp: E— Cf(F,R) I'application de restriction. On va

montrer que p est surjective (et un peu mieux).
1. Soit g € C°(K) avec ||g|| < 1. Soient K1 := g7 1([1/3,1]) et Ky := g~1([-1,-1/3]). Soit :

1d(x,K) - d(x,K))

F0 = 3 R ri Ry 10K = inf(d(e)y € K.

97
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Vérifions que f € E,||f|le < 1/3 et [|p(f) — gllo < @ =2/3. (on dit que p est presque surjective)
S est continue car d(.,K;) est continue et le dénominateur est non nul car K1 N Ky =0 et d(.,K;) > 0 sur K;.
2. Or par I'inégalité triangulaire :
ld(x Kz)+d(x Kl) 1
QI 3d(x Ko) +d(x, K1) 3

donc f est bornée et || f]|e < 1/3.

|P(f)—g|=1K1|-—g|+1Kz|—-—g|+(1K 1 —1x)If - &l
1
31K1||1K1(§—g)||oo+1K2||1K1(—§—g)||oo+(1K—1K1—1Kz)(||f||oo+||g||oo)

et tous les termes sont inférieurs a 2/3 par définition.
3. On construit construire une suite f, par récurrence a partir du résultat précédent telle que f, = Fo +... + F,

- 1 2"
DBl < FA+ ot
k=0

et
n+l

2
16(£2) = gl < Tz

On prend f) = Fy = f donné par 1 a partir de g. On prend F,/|[p(fn-1) — gllc donné par 1 a partir de —[p(fp-1) —
gl/11p(fr=1) — gllw (si le dénominateur est 0 on s’arréte et on prend la suite constante).

Donc on a les deux inégalités
n

1 12
Fillo £ = -1) = 8llo = 55,

et
n+l

o (E) +p(fat) = glle < 311 ~ gl < iy

La deuxiéme inégalité donne |[p(f;) — gl < gz—:i La premiére inégalité suit par ’hypothése de récurrence.

4. Déduisons qu’il existe F' € E, ||F||e <1 telle que p(F) = g. Z F, est donc absolument convergente dans £, donc

par complétude convergente, donc soit F = Z F, =lim f,. En passant a la limite on obtient (par la somme d’une
n=0

T NTATE %i
n=0 n=0

et ||p(F) — gllo = 0 donc p(F) = g par séparation.

série géométrique)
gn+l

1
S_
31

2 Complément sur ’Espace dual (niveau début de M1)

Définition A.1. L'espace E’ := L(E,K) des formes linéaires continues sur un e.v.n. £ est munie de la norme
duale

e = sup  |f(x)].

xeE ||x||<1

On a vu dans la section précédente que c’est toujours un espace de Banach. Il sera trés utile dans ce cours pour
étudier £ lui-méme.

Le résultat suivant, conséquence de Hahn-Banach permet de décrire réciproquement la norme de £ en terme de celle
de E’ (cela ressemble & la définition de ||f ||z mais c’est un théoréme difficile! que 'on exploitera pour relier E au dual
du dual dans la section suivante) :
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Proposition A.1. Soit (E,||.||g) un e.v.n., alors

lxlle = sup  |f(x)]= lf ().

m
feB |Ifllp <1 feE NIflle <1

Démonstration. Par définition, on a

sup  |f ()l < sup (IS llellxlle = lixlle.
FeE|Ifllp <1 feEIf <1

Inversement, on applique le Théoréme de Hahn-Banach B.g & G = Rx en posant g(fx) = ¢||x||z de sorte que
g(tx)|| < ||tx||g. Donc, il existe f € E’ tel que f(x) = g(x) = ||x||g et f(y) < ||y||g Cest-a-dire || ||z < 1. En particulier,
le sup est atteint en f et est donc un maximum. L]

On rappelle deux exemples d’espaces classiques.

Exemple A.1. ¢y(I) est 'ensemble des suites (x;);c; qui tendent vers o dans le sens ou si € > 0, il existe une partie
F finie telle que |x;| < € pour tout i ¢ F. On munit ¢y(/) de la norme sup :

|[%]]oo = sup |x;| < co.
iel

¢ (1) est Pensemble des suites bornée (x;);c; avec la méme norme ||x||.

Exemple A.2. £*(I) est Pensemble des suites (x;);c; sommables, tel qu’il existe une constante C, tel que pour toute
partie F finie telle que Z |x;| < C. On munit £ (I) de la norme :

ieF
1l = sup > x| =t > || < oo,
F

ieF iel

On étudiera la dualité des espaces L? dans un chapitre ultérieur. Le résultat suivant donne un exemple de calcul de
dual :

Proposition A.2. Le dual de co(I) est isométrique a

eI = (eo(D).

Démonstration. On définit 7" : £1(I) — (co(1))’ par :

T((u)[(@)] = ) wio.

iel

Bien sir, on a I'inégalité montrant que 7" est bien défini et contractant :

T (@) (@)l < Y il loal < lleleo D luel.

iel iel
Montrons que 7 est isométrique. Comme les suites & support fini sont denses dans £1(7) il suffit de montrer I'égalité
dans ce cas, et cela vient en posant (7;) = l{vﬁto}lZ—‘:l € ¢o([) si (u;) a support fini de 7" ((u;))(v;) = ||(u;)||;2. Donc comme
[[(v:)l¢, <1 on a I'inégalité manquante :
7 (i)l ey = 1[(ua)ll .

Montrons que 7" est surjectif. Soit f € (¢y(1))’ et ¢; la suite valant 1 en i et o ailleurs. Soit #; = f(¢;), montrons que
(u;) € £X(N). Or par I'isométrie

(uidiep)llp < 1T ((uilier))l @y = 1T ((u0)) © 0|l (a) = 11 0 vFll )y < 11f ()
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car vr((x;)) = (l;erx;) est une contraction sur ¢y pour F fini (et par le calcul a support fini qui suit qui implique
fovrp=T((u;)) ovr). Donc pour tout F fini :
Dl < £ oy

ieF

ce qui donne la sommabilité u € £1(7).
Montrons enfin que f = T ((u;)).
En effet, si v est a support fini, f(v) = T((#;))(v) par linéarité mais comme les deux cotés sont continus en v et que
(par définition) les suites & support fini sont denses dans ¢y(7), on obtient f = T ((%;)).
O

Un autre résultat de base permet d’associer a une application continue « : £ — F une application (dite transposée
ou adjoint) entre les duaux u’ : F' — E'.

Proposition A.3. Siu : E — F est une application linéaire continue u'(f) = f o u définie une application linéaire
continueu' : F' — E’ et on a

(11 = [lal]]-

Démonstration. Par composition, si f € F’, u linéaire continue, f o u est linéaire continue donc appartient a £’. La
linéarité en f est évidente. de plus |[u’(f)(x)|| < |[f]l#|||u]]]||x]|z donc

" (AIe < F el

Ceci donne |||u!||| < |||u]]l.
Réciproquement on utilise la proposition précédente pour obtenir :

IIu(x)I|F=| sup (' (D] < sup (I (Hllpllxlle < ' llx]]E.

Il <1 N1 <1

Ceci donne par définition de la norme subordonnée, l'autre inégalité : [||u||| < [||u"]].

3 Bidual, Complété (niveau début de M1)

Le dual du dual E” = (E’) est appelé bidual de E.

Définition A.2. D’application J : E — E” qui envoie J(x)(f) = f(x) pour f € E’ est appelée injection canonique
de E dans E”.

Proposition A.4. Llinjection canonique J : E — E" est une isométrie (c’est pour cela que c’est une injection).

\. J

Démonstration. En appliquant la définition de la norme du dual puis la conséquence de Hahn-Banach de la section
précédente (proposition A.1), on obtient :

I )ler = sup [J()()I = sup [f(x)]=[Ix]|z.

[f 1z <1 e <1

On donne un exemple :

Proposition A.5.
(co(D)" = (£1(D)) = £(D).
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Démonstration. On définit T : £*(I) — (£1(I))’ par:

T((u)[(@)] = ) wio.

iel

Bien stir, on a I'inégalité montrant que 7" est bien défini et contractant :

T () [()]] < D il foi] < llelloo ) .

iel iel

Montrons que 7" est surjectif. Soit f € (£1(1))’ et ¢; la suite valant 1 en i et o ailleurs. Soit u; = f(¢;), alors |u;| < ||f||n
donc (u;) € £*(I), montrons que f = T ((%;)).
En effet, si v est a support fini, f(v) = 7 ((u;))(v) par linéarité mais comme les deux c6tés sont continus en v et que
(par définition) les suites & support fini sont denses dans £1(7), on obtient f = T'((u;)).
Montrons que 7 est isométrique. Mais |7 (u;)|| > |T"(u;)(e;)| = |u;| donc [|T(u;)|| > ||(u;)||¢=(7) et on obtient donc
égalité.
O

— E//
Définition A.3. L'adhérence E := J(E) E dans E” est appelée complété de E.

Comme c’est un espace fermé d’un espace complet, c’est un espace de Banach muni d’une injection i : £ — E
(qui est id si E est déja n espace de Banach). Il est caractérisé par la propriété universelle suivante. Contrairement a la
compacité qui est dure a trouver en dimension infinie, la complétude est simple grace a cette construction, car il suffit de
passer au complété (mais, dans des espaces de fonctions, il faut travailler pour décrire plus explicitement ce complété,
comme espace de fonctions concrétes).

Proposition A.6. Soit F un espace de Banach et u : E — F une application linéaire continue, il existe une unique
extension u : E — F telle que it o i = u. De plus, on a |||@||| = |||u]||-

Démonstration. pour Pexistence on considére (u’)! : E” — F' et on regarde sa restriction z a E. Sur E, @ coincide avec u
donc est a valeur dans F. Par densité de E, | existe une suite u, — u € E et donc #(E) C F. Or comme F est complet il est

fermé dans son bidual donc F = F. Cela donne I’existence. L unicité vient de la densité de £ dans E. Par la construction
on a |||#]|] < |||u|||. Pautre inégalité vient par densité. ]

4 Compléments sur la compacité et complétude (niveau
Le2-Lg)

Définition A.4. Un espace métrique (X, d) est précompact si pour tout € > 0, X peut étre couvert par un nombre
fini de boules ouvertes de rayon e.

On rappelle le résultat suivant (cf. e.g. Zuily-Quéffelec Th II.1 p135 ou Gourdon d’Analyse p 32) :

Proposition A.7. Un espace métrique X est compact si et seulement si il est précompact et complet.

J

Démonstration. L'implication, compact implique précompact vient de la définition. L'implication compact implique com-
plet vient de Bolzano-Weierstrass (vu qu’une suite de Cauchy ayant une sous-suite convergente converge).
Réciproquement, on utilise aussi Bolzano-Weierstrass. On va construire une suite extraite de Cauchy par extraction
diagonale. Soit (x,) suite de X.X est recouvert par un nombre fini de boules B(a,1) donc par principe des tiroirs, il
existe une sous-suite (x4,()) de (x,) contenu dans une de ces boules B(ao,1). Par récurrence, on obtient une suite extraite
(x¢oo“_o¢p(,,)) contenu dans B(ay,1/2?) en ayant choisi un recouvrement fini B(a,1/2?) de B(ay_1, 1/2¢71) et un terme de ce
recouvrement contenant une sous-suite de la suite-extraite précédente (x¢00__,o¢ﬁ71(n)). On considére I'extraction diagonale
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Pn = Xggo.op,(n)- VU que ¢;(n) > n car les ¢; sont strictement croissantes, ¥/(n) = ¢g o ... © ¢,(n) > ¢go ... 0 p,_1(n) >
¢oo...op,1(n—1) =y (n—-1) donc y, = X, () est bien une suite extraite telle que a partir du rang z, (y;)r>, extraite
de (Xg0...06,(k)) est dans la boule B(a,,1/2"). Donc y; est de Cauchy donc converge par complétude. ]

[ Théoréme A.8. (de Tychonov)Un produit [1,c; Xi d’espaces topologiques compacts est compact. ]

Comme le cas non-métrique, non-dénombrable utilise ’axiome du choix sous la forme du lemme de Zorn, on reverra
cela plus loin.

Exercice A.2. Si I dénombrable, X; métriques, montrer que [];c; X; est un espace métrique compact. (Indication
utiliser le résultat précédent.)

5 Théoréme d’approximation de Weierstrass (niveau L3-M1)

Théoréme A.g (de Bernstein). Soit f : [0,1]" — C continue et définissons le polynome de Bernstein :

N N
bk . .
By (f) (%1, kn) = Z Z c,’;l...c[’;"f(ﬁl,...,ﬁ”)xfl(1—xl)N b xfn (1= x, )N
k=0 kn,=0

Alors By (f) converge uniformément sur [0,1]" vers f

Démonstration. On interpréte de fagon probabiliste By (f). Soit Q@ = {0,1}¥" avec la mesure de probabilité
P(w1 = i1,y = i) = 27 (1= x)V Fa (1= )V o
avec k; le nombre de 1 parmi iy (j_1)s1, ..., ini. Onnote Sy (w) = Lr=AON ¢ () = LN0D B TON 6 (g, .. S,) qui sont
P (i-1) N N q
des variables de loi binomiales indépendantes du point de vue probabiliste. Alors f dP f(S1,....8%) = BN () (x1,....%5),
donc si w(h) = sup{|f(x) — f(»)| : |x — y| <~} est le module d’uniforme continuité de f, on a :

|f (%15 xn) = By (f) (%1, ca) | < N1 (515000) = f(S)]1 < 0(6) + 2/ f oo P (1(x1,-.., 0) = S| 2 6)

Or par union disjointe et I'inégalité de Markov :

n n 2
E(|x; —S;
P (I(x1,0) = S1 20) < ) P (5= $il 2 0) < ), %
i=1 i=1
Or un calcul simple donne E(|x; — S;|?) = Var(S;) = w < ﬁ donc

2 o
lim sup sup |f (x1,....%,) = By (f) (%1, ....%,)| < limsup w(5) + M

= w(8) =50 0.
N> (x1,..00)€[0,1]" Nooo 4N 5?2

Corollaire A.10 (Théoréme d’approximation de Weierstrass). Soit K un compact de R* les polynomes (@ coefficients
complexes) sont denses dans C°(K,C). En conséquence, C°(K,C) est séparable.

Démonstration. Comme K est fermé borné, K C [-N,N]" et par le théoréme de Tietze D.3, f continue sur K se prolonge
en une fonction continue sur [-N,N]", il suffit donc du cas K = [-N,N]" que I'on obtient par translation et dilatation
(qui conservent les polynémes) du résultat précédent. Comme Q[i] := Q+iQ est dense dans C, on voit facilement que les
polynomes a coeflicients dans Q[7] sont aussi denses, et forment un ensemble dénombrable, comme union dénombrable
des polynomes de degré au plus m en chaque variable (c’est plus simple a décrire qu’en terme de degré total) qui s’écrivent
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m
sous la forme Z /l,-xil Lxl et qui s’identifient donc au produit Q[i]™" ~ Q" qui est dénombrable comme produit
i15000sing=0
fini d’ensembles dénombrables. O

Remarque A.1. Plus généralement, le théoréme de Stone Weierstrass indique que toute sous-algébre 4 (stable par
conjugaison complexe) de C°(K,C) avec K compact qui contient les fonctions constantes et sépare les points (au

sens pour x # y il existe P € 4 avec P(x) # P(y)) est dense pour la norme uniforme :A = C°(K,C).

6 Un résultat de compacité : le Théoréme d’Ascoli (niveau Lg
Math)

Les compacts sont difficiles a trouver en dimension infinie, et la moitié viennent (ou sont des variantes) du résul-
tat suivant ('autre moitié sont des conséquences du Théoréme de Tychonov), que 'on va déduire de la relation entre
complétude et compacité.

Remarque A.2. Soit (Y,d) un espace métrique borné, d, € (Cg(Y,R)),dy(x) = d(y,x) la distance a y. [|d, — d.|| =
sup, .y |d(y,x) —d(z,x)| = d(y,z) (car < par I'inégalité triangulaire inverse et > en prenant x = y ou x = z) Donc
d:Y — C;)(Y,R) est une isométrie.

Définition A.5. Soient X,Y des espaces métriques, une partie F ¢ C°(X,Y) est éguicontinue si pour tout € > 0,
il existe § = 6(e) > 0, tel que Vx,p € X,Vf € F, si d(x,y) < ¢ alors d(f(x),f () < e.

Par exemple une famille d’application K-lipschitziennes (comme une famille de la boule unité fermé de rayon K des
applications linéaires continues entre espaces de Banach) forme une famille équicontinue.

~ )

Théoréme A.11 (d’Ascoli). Soient X,Y des espaces métriques compacts, si une partie F est équicontinue alors F est
compacte (pour la topologie de la convergence uniforme donnée par la distance d(f,g) = sup, .y d(f(x),g(x))).

Exercice A.3. Montrer la réciproque facile.

Démonstration. Comme Y compact il est complet borné donc d : ¥ — C]?(Y,R) est une isométrie et (YY) est complet
donc fermé. Elle induit une isométrie de C°(X,Y) — C°(X, CS(Y,R)) qui est un espace de Banach. Les équations
f(x) € d(Y),x € X montrent que 'image de l'isométrie est fermé (comme intersection de fermés Nycxev; (d(Y)),
evy(f) = f(x)) donc complet. Donc C°(X,Y) est aussi complet (on aurait aussi pu reprendre la preuve du cas ¥ Banach)
et F aussi.

Il reste a voir que F est précompact. Or en recouvrant F par des boules de rayon €/2, F est recouvert par les boules
de méme centre et rayon €, donc il suffit de voir F précompact. Soit € > 0, on fixe §(€) > 0 donné par I’équicontinuité et
R les centres d’un recouvrement de X par des boules de rayons ¢(e€) donné par sa précompacité.

Remarquons que si d(f(r),g(r)) < € pour tout r € R, en prenant r avec d(x,7) < 6(¢), on a par I’équicontinuité et
I'inégalité triangulaire :

d(f(x),g(x)) < d(f(x),f (1) +d(f(r),g(r)) +d(g(r),g(x)) < 3e = d(f.g) < 3e.

Soit enfin S les centres des boules de rayon €/2 recouvrant Y. Nous allons indicer les boules d’un 4¢ recouvrement par
les applications S® de R vers S en nombre fini. Pour ¢ € S%, soit

Fy={f e FVr e R, d(¢(r),f(r)) <€/2}

Si f,g € Fy alors I'inégalité triangulaire donne, d(g(r), f(r)) < € pour tout r donc d(f,g) < 3¢ et si Fy est non-vide il
est inclus dans B(by,4¢€).
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Enfin, il suffit donc de voir que F C Uy gr Fy. Or chaque valeur possible de f'(r) est a distance inférieure a €/2 d’un
s = ¢(r) € § pour un certain ¢, ce qui conclut. 0

Théoréme A.12 (d’Ascoli). Soient X un espace métrique compact et E un e.v.n. de dimension finie, si une partie F est
équicontinue et bornée de C°(X,E) alors F est compacte (pour la topologie de la convergence uniforme donnée par la norme

I1-Hoo):

Démonstration. Si M = sup{||f||e.f € F}, F ¢ C°(X,Br(0,M)) et Y = Bp(0,M) est fermé borné donc compact comme
E est de dimension finie. Le théoréme précédent conclut. O



ANNEXE B

Compléments facultatifs
et hors programme au
chapitre 3 :Convexité

1 Propriétés des Cones tangents et normaux dans R"

En pratique, on peut utiliser le résultat suivant pour se ramener a des cas plus simples :

Proposition B.1. Soient A, B des convexes de E.

1. Si A C B alors pour tout x € A, Ty(x) C Tp(x) et No(x) D Np(x).
2. Sia € Int(A), Ty(a) = E et Ny(a) = {0}.

3 Siug,...,u, € Ny(x) alors {Z Ajui, A; > 0} C Ny(x).
i=1
4. Sia# b alors Ngp (a) = (R(b—a))* +Ri(a—b)
et pour u € [a,b] —{a,b} Niop)(u) = (R(b—a))*.
5. Pourx € A, A C x+ Ty(x) et Tyiq,(x) = Ta(x) et donc N7, (x) = Na(x).

Démonstration. (1) T4(x) = R; (A —x) € Tp(x) est par monotonie de I'adhérence. Si f € Np(x) alors pour tout y € T(x)
(en particulier y € T4(x) on a (f,x) < 0 et donc f € Ny(x). Donc on a I'inclusion Ny(x) D Np(x).

(2) a € Int(A) il existe une boule donc un convexe B(a,r) C A r > 0 et donc par (1) T4(a) DO Ip(s,)(a) D
Ri(B(a,r) — a) = R B(0,7) = E par la définition. Vu E*+ = {0} le résultat sur le cone normal s’en déduit.

(3) C’est la propriété de cone. Par hypothése pour x € T4(x) on a (u;,x) < 0 donc pour 4; > 0 (Z Adiui,x) =
. . i=1

Z/li<ui,x> < 0 et donc Z/liui € Ny(x).
i=1 i=1

(4) Comme [a,b] est convexe, on obtient 7;,([a,b]) =Ri[a—u,b—u] et u = 1a+(1—2)b donc (a—u) = (1-2)(a—b),
b—u=A(b-a) donc T,([a,b]) = Ri[a — u,b — u] = R(b — a) d’ou le calcul du cone normal par 'exo 3.2. De méme
T,([a,b]) = Ry(b — a) donc clairement f € N,([a,b]) se décompose selon la somme directe orthogonale R(b — a) &
(R(b-a))t f=2(b—a)+veton (f,b—a)=2|b- al|* qui est négatif si et seulement si 1 < 0. Donc si et seulement si
f € (R(b-a))* +R,(a — b) comme annoncé.

(5) Par la formule x+74(x) = x+R} (4 — x) D x+(A-x) = A. Par I'inclusion T 7, (x) D T4(x). Mais x+T4(x)—x = T4(x)
donc Ty, 7, (x) = RiT4(x) = T4(x) car T4(x) est un cone fermé. On déduit directement le cas des cones normaux. O

105
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Exemple B.1. Soit A= {(x,y) € R?: x > y > 0,}. Calculons Ny (0) le cone normal en 0 = (0,0).
D’abord on essaye de borner supérieurement I’ensemble. En prenant [(0,0),(1,1)] ¢ 4, on a

N4(0) € Ny00).an](0) = (R(L,1)* +Ry(-1,-1) = {21(1,-1) + u(-1,-1),2 € R,pu = 0}
De méme
N4(0) € Nj(00),10)1(0) = (R(1,0))* + Ry (-1,-1) = {27(0,1) + p'(-1,0),4" e R, " > 0}

Donc N4(0) est inclus dans l'intersection, résolvons le systéme (—u’,A’) = (1 — u,—A — p) avec les conditions
ci-dessus ,1,1” € R,y > 0 Il faut donc -2 — pu=-2 +pu —2u = p’ — 2u donc

Nooy () € {1’ (~1,1) + u(0,-2), . ' > 0}.

Montrons qu’il y a égalité en montrant que (—1,1) € N4(0) et (0,—1) € Ny(0) (car on a alors I'autre inclusion par
le 3 de la précédente proposition).
La formule du cas convexe donne 74(0) = 4 donc soit (x,9) € 4, on calcule ((x,y),(-1,1)) = y —x < 0 d’aprés
Iéquation de 4 donc (—1,1) € N4(0).
Enfin ((x,y),(0,-1)) = —y < 0 donc (0,-1) € Ny(0) comme voulu.
On a donc

N4(0) =R (-1,1) + R, (0,-2).

On est maintenant prét pour la :
Preuve du Théoréme 3.6. On rappelle que
C={xeU:Vie{l,..,n},g(x) <0}

On a supposé xy € Int(C) C U existe. Soit x € C tel que :

1. les / premiéres contraintes sont actives, c’est a dire : g;(x) = ... = g;(x) =0
2. les autres contraintes ne sont pas actives, c’est a dire g;41(x) <0,...g,(x) <0
Sil=0,0ona

xelnt(C)={xecU:Vie{l,..,n},g(x) <0}

donc N¢(x) = {0} par la proposition B.1.2. Sinon, le but est de voir :

[
Ne(x) = {Z Vg (x),4; > o} .

i=1

Etape 1 : inclusion D.
Par la proposition B.1.3. il suffit de voir que Vg;(x) € N¢(x) pour 1 < i < [, soit autrement dit par définition de
N¢(x), il faut voir :
(Vgi(x),u—x) <0,VueC

Or par le théoréme 3.12, on a Vu,x € U
(Vgi(x),u —x) < gi(u) — gi(x) = gi(u) <0,

caru € C.

Etape 2 : inclusion C.

Soit f € N¢(x).

On remarque d’abord que si on prend £y = xo — x on a dg;(x)(ho) < gi(x0) — gi(x) = gi(x0) < 0 pour tout i =1,...,1.

Soit donc maintenant 4 tel que dg;(x)(h) < 0,i = 1,....7 (il en existe par la remarque), alors g;(x + th) — gi(x) =
tdg;(x)(h)+o(t) donc g;(x+th) < 0 pour ¢ > 0 petit, et i =1,.../ De plus pour ¢ assez petit comme gi,1(x) < 0,...g,(x) <0,
on déduit par continuité gy, (x +¢h) <0,...g,(x + th) < 0 d’ou x + th € A pour tout ¢ assez petit.

Par définition de N¢(x), ona donc {(f,x+th—x) < 0 donc en particulier (—f,£) > 0 et on ne peut pas avoir —(f, /) < 0.

Donc —f,dg1(%),...,dg;(x) vérifient la premiére condition de la Proposition B.15 (avec E = R") donc aussi la seconde et
!

sont donc positivement linéairement dépendants. On a donc des A; positifs non tous nuls tel que —/10f+z A:Vgi(x)=0.
i=1
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l
Montrons enfin que g # 0. Si on avait Z/l,-Vg,-(x) = 0, il n’y aurait pas de 4 tel que dg;(x)(h) < O pour tout
i=1
i=1,...,] ce qui contredit dg;(x)(hy) <O.
On conclut a I’égalité voulu :
r=2,

[
i=1

PN

l
ngi(x) € {Z A;iVgi(x),A; 2 0}

0 i=1

&~

2 Enveloppe convexe, cones tangents et cones normaux pour
tout e.v.n. £ (Niveau L3)

Comme pour les adhérences, la stabilité par intersection garantit existence d’un plus petit convexe contenant A.

Définition B.1. L'enveloppe convexe d’un ensemble 4, notée Conv(A) est le plus petit convexe contenant A.

Lemme B.2.

Conv(A) = U {zn: tixi, X; € A,avecz”: t;=1,4 >0}
i=1

neN* =1

n
Démonstration. Soit Conv’(A) le membre de droite. Conv;(A4) = {Z tix;,x; € A,avecz t; =1,¢4; > 0} Le cas n =1 dans

i=1
m

I'union est 4 donc 4 ¢ Conv’(A4). Si y1 = Z tix; € Conv,(A),y9 = Z s;z; € Conv,,(A) sont deux points quelconques,
i=1 Jj=1
alors pour 4 € [0,1]

A+ (=)o = 3" Atgxe + ) (1= A)5;2;.
i=1 j=1

n m

Comme Z/lt,- + Z(l —A)s; =42+ (1-4) on déduit Ay; + (1 - 1)ys € Conv,,,(4). Ceci montre que Conv’(4) est un
i=1 j=1

convexe qui contient 4.

n
II est facile de voir que tout ensemble convexe est stable par combinaison convexe Z t;x; avec Z t; =1,4;, > 0
i=1
par récurrence sur 2 et ainsi Con,(A4) C Conv(A4). Si t, = 1, les autres sont nuls et rien n’est & montrer. En écrivant

n n n n
1
E tix; = (1- tn)(ﬁ E tix;) + tyx, on a par 'hypothése de récurrence ﬁ E t;x; € Conv(A) car y, := ﬁ E i =
i=1 n =1 i=1 i=1

n

(1-1¢,)/(1—1t,) =1 (et les coefficients sont positifs). Donc on a aussi la combinaison convexe Z tixi = (L—ty)yn+tyxy €

i=1
Conv(A). O

Dans R” il ne suffit que du barycentre de z + 1 points.

Théoréme B.3 (de Carathéodory). (admis) Si A C R", on a

n+l n+l

Conv(4) = {Z tix;, x; € A,avecz ti=1,t; > O}.
i=1 i=1
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Les deux ensembles suivant seront importants pour formuler des conditions pour des problémes de minimisation
sous contrainte.

Définition B.2. Le cone tangent de 'ensemble 4 C E e.v.n. au point a € 4 est

a; —a

Ti(a) ={be E:Fa; > a,a; € A,t; > 0,t; > 0: b =lim

}

1

Le cone normal est son polaire, c’est a dire le cone convexe fermé :

Ny(a) :={f € E* :Vx € Ty(a),f(x) < 0}.

Exemple B.2. Ty(a) est toujours fermé. Si L est un s.evde E a € L, Ty (a) = L et Ni(a) = L*. Si a € Int(4),
T4(a) = E et Ny(a) = {0}.

Le résultat montrer accord avec la définition du cas £ = R” dans le cas convexe (avec I'identification usuelle de E’
a £ comme pour tout espace de Hilbert.)

Proposition B.4. Si S est convexe et x € S, alors T, (S) est convexe et S C x + 1,(S). De plus, on a

u —

sx,ueS,s>0}, No(S)={f € E' :Yu €8, f(u—x) <0}

T.(S) ={

Démonstration. R (S — x) est convexe comme S — x donc en prenant ’adhérence, aussi 'ensemble W = R} (S — x) que
P’on veut montrer étre 7 (x). Si on a une suite (x, —x)/¢, — u € Tg(x) comme tous les éléments sont dan W, on obtient
par fermeture aussi la limite, donc Ts(x) C W. Réciproquement, pour ¢ > 0, x, := £ (u—x) +x = Lu+ (1 - £)x € § pour
n assez grand par convexité et (x, — x)/t, = t(u —x) si ¢, = 1/n — 0 donc ¢(z — x) € Ts(x) comme voulu. Les autres
relations sont alors évidentes, car § —x C Ts(x) (car s =1) et par la définition de Ng(x) comme polaire. O

3 Points selles (Niveau Le2-L3)

Les points critiques a qui ne sont pas des extrema peuvent étre de différents types. L’absence d’extrema peut étre
visible sur une droite passant par a s’il y a un point d’inflexion (comme pour x — x3 dans R) et il peut y avoir des points
critiques qui sont des maxima dans certaines directions et des minima dans d’autres. Ces points ont un certain intérét et
seront nommeés points selles.

' )

Définition B.3. Soit U cR" et f: U - RetacU.

1. Soient deux sous-espaces vectoriels /' et G supplémentaires R” = F & G (c’est a dire F N G = {0} et
R" = F + G) On dit que a est un point selle (resp. point selle local) de f selon la décomposition R” = F & G
si @ est un minimum (resp. minimum local) pour la restriction fj,,r de f au sous espace affine a + F, et si
a est un maximum (resp. maximum local) pour la restriction fj,,¢ de f au sous espace affine a + G. On
parle de point selle si il existe une telle décomposition.

2. Si f de classe C!. Soit a un point critique de f, un sous espace vectoriel  C R” est un plan d’inflexion si
pour toute droite A passant par a inclus dans a + H, fjs n’a pas d’extrema local en a.

RemarqueB.1. La décomposition &G d’un point selle n’est pas forcément unique et on ne demande rien en dehors
(a+G) U (F +a), en particulier, il peut y avoir des plans d’inflexion en un point selle (ex f(x,y) = % —y%+(x—y)3,
(0,0) est un point selle local dans la décomposition (R,0) ® (0,R) car x%+x® a un minimum local en 0 et —y? — »3
un maximum local, de méme (0,0) est un point selle dans la décomposition R(1,1/2) & R(1/2,1) mais R(1,-1)
est une droite d’inflexion)
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Proposition B.5. Soit f : U — R de classe C!

7. Si a est un point selle de f, c’est un point critique de f .

2. Sif est C* et a est un point critique de f. Si D f(a) est non-dégénérée, ni positive ni négative, alors a est un point
selle local de f .

3. Si a est un point critique de f H est un plan d’inflexion en a de dimension dim(H) > n/2 alors a n'est pas un
point selle local. De plus si f est C* pour tout h € H, D*f (a)(H,H) = 0.

Démonstration. Pour (1) on remarque qu’il suffit de montrer df (a) = 0 ce qui ne dépend pas de la base de R" on peut
donc supposer a point selle pour la décomposition F = RF x {0}, G = {0} xR"*. Comme f restreint a4 ¢+ F 4 un minimum
local, les £ premiéres dérivées partielles s’annulent, les n-k derniéres s’annulent a cause du maximum sur a + G, d’ou
df (a) = 0.

La preuve de (2) nécessite quelques bases d’algébre linéaire. Pour (2), comme D?f (a) est non dégénérée, les valeurs
propres de H(f)(a) (les racines du polynéme X — det(H(f)(a) — Xid)) sont non nulles. Comme la matrice D?f (a)
n’est ni positive ni négative, il y a a la fois des valeurs propres A positives et négatives. Soit /' I’espace vectoriel engendré
par les vecteurs propres u (les u € R” tels que H(f)(a)u = du qui existent car si det(H(f)(a) —Aid) =0, H(f)(a) - id
n’est pas injective donc a un noyau) des valeurs propres A strictement positives, et de méme G avec les négatives. D*f (a)
restreint a F est positive donc f|,+r admet un minimum local et de méme pour G.

Pour (3), sidim(H) > n/2 et supposons par ’absurde a point selle, ona dim(F)+dim(G) = n, ona soit dim(F) > n/2,
soit dim(G) > n/2, disons qu’on se trouve dans le premier cas, alors n > dim(H + F) = dim(F) +dim(H) — dim(F N H)
implique dim(F N H) > dim(F) + dim(H) —n > n/2+n/2 - n = 0 donc F N H # {0} une contradiction car la
restriction de f a toute droite dans @ + F N H devrait avoir un minimum local en a et un point d’inflexion a la fois. Si
D%f(a)(H,H) # 0,0n a vu que cela suffit a ce que f ait un extremum local sur la droite a + RH, vu si ¢(1) = f(a+A1H),
¢"(0) = D*f (a)(H,H). O

Théoréme B.6. Soient A ¢ R* % B c RF des compacts convexes et K : C = Ax B — R continue. Si pour tout
(a,b) € C,a € R % p e RF, x K (x,b) est convexe et y — K(a,y) est concave, alors il existe un point de C qui soit un
point selle (xo,90) selon la décomposition R"* x {0} @ {0} x R* autrement dit :

Vx e A,y e B K(x0,9) < K(x0,90) < K(x,%0). (B.1)
De plus, (B.1) est équivalente a Uégalité :

Min,c4Max,cp K (x,y) = Max,cpMin,c 4K (x,7). (B.2)

Remargue B.2. On a des Min et Max au lieu d’inf et sup car des fonctions continues sur des compacts atteignent
leurs bornes (cf. la preuve pour la continuité de x — Max,czK (x,y) et de facon similaire de y > Max,e4K (x, ).
Dans le cas ou f est bilinéaire, ce résultat s’appelle le théoréme du min-max de von Neumann. Il a une signification
en théorie des jeux. Si f donne la valeur que gagne un joueur 4 en position x € U si f(x) > 0 et —f (x) la valeur
que gagne le joueur B (et perd le joueur A) si f(x) < 0. Si 4 ne peut influencer que la direction {0} x R* et B
seulement la direction R*~* x {0}. Alors un point selle est un "équilibre de Nash" c’est-a-dire un point ou ni 4 ni
B n’ont intérét a changer leur stratégie, car si 4 change sa stratégie celle de B étant constante, étant donné que le
point selle est un maximum, 4 va perdre en gain, et de méme si B change sa position avec celle de 4 constante,
le caractére de minimum dans la direction du changement de B montre que B ne peut que perdre plus.

Démonstration. e Max,cgMin,c 4K (x,y) < Minycg4Max,cpK(x,y) est toujours vrai. Comme pour tout x € 4,y € B,
Min,c4K (x,y) < K(x,y) < Max,c4K(x,y), on déduit en prenant le max : Max,ec gMinyc 4K (x,y) < Max,cpK (x,y)
soit en prenant un Minen x:

MaxyegMinge 4K (x,y) < MinycsMax,epK(x,y).

e (B1)= (B.2)
De plus, en considérant (xo,yo) de (B.1), ona:

K (x0,90) < Minyec 4K (x,0) < Max,epMinye 4K (,y),
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K(xo,)’o) = MaXyEBK(xO’_y) = MinxeAMaXyEBK(x’y)’
d’ou I’égalité compléte en rassemblant les 3 derniéres inégalités.
g1 x — Max,cpK(x,y) est continue.
Soit x,x, € 4, x, — x, soit y, (resp ¢) atteignant le max pour x, (resp x) c’est & dire : Max,cpK (x,,y) = K(x4,)2).
Supposons que g(x,) = K(x,,9,) ne converge pas vers g(x). Par compacité, on peut extraire une suite telle que
Yo(n) — Y. Par continuité de K :

g(xg(n)) = K(X3(n)>D9(n)) = K(x,Y) < K(x,t) = Max,cpK(x,y) = g(x).

Or K(x4(n)-t) < K(X4(n)»Y¢(r)) donc en passant a la limite par continuité de K, K(x,¢) < K(x,Y) < K(x,t), une
contradiction.
(B.1) & (B.2) On prend x € A réalisant le minimum c’est a dire tel que :

@ = Min,cyMax,epK (x,y) = Max,cpK (x0,y)
11 existe par la continuité du point précédent et par compacité. De méme, il existe y € B réalisant le maximum :
Minye 4K (x,90) = MaxyegMinxeAK(x,y) =a.
Donc pour tout x € 4,y € B, en utilisant (B.2) pour I’égalité du milieu, on obtient :
K(x0,y) < MaxycpK(x0,Y) = a =Minyxc4K(X,y0) < K(x,90).

En prenant x = xy, y = yo, on voit @ = K(xp,o), ce qui dit donc que (x¢,7) est un point selle.
Montrons (B.2). Considérons, pour € > 0,

K.(x,y) = K(x,9) +€||x||3.

Comme x — €||x| |% est strictement convexe, il en est de méme de K.(.,y) pour tout y € B (convexe plus strictement
convexe donne strictement convexe).

Montrons que pour tout y, la fonction Kc(.,y) a un unique minimum. En effet, si x; # x9 sont deux minima,
par stricte convexité : K.((x +9)/2,y) < Ke(x1,9)/2 + Ke(x9,9)/2 = K(x;,9) en contradiction avec le caractére
de minimum. Donc on a un unique E(y) atteignant le minimum de K.(.,y) Par le deuxiéme point (appliqué a
—Kc(9,%)) fe(y) = Kc(E(y),y) est continue, donc atteint son maximum en y*. En conséquence, par la définition de
/- et le choix de y*

f;(y*) = MaxyeBMinxeAKe(x,y) = Ké(E(y*)’}’*) = MinxeAKE(x,_y*)-
Soit x € A,y € B,t €]0,1[, on a par concavité :

K (x,(1-t)y"+ty) > (1 —-t)Kc(x,9") +tKc(x,9) > A - 8) e (") + K (x,p).

En prenant x = E((1 - ¢)y* + ¢y), on obtient fr((1—t)y*+ty) > (1 —t)fe(p") + tK(E((1 - t)y* + ty).y).
Vu que y* maximise f, en soustrayant et divisant par £, on a :

fO0") 2 K(E((1 - 8)y" +ty),p) ().

On veut prendre ¢ — 0, voyons que y — E(y) est continue. Supposons y, — y, et supposons E(y,) /> E(y)
par compacité, on a une suite extraite y4(,) telle que E(yg(n)) — Z # E(y). Par continuité K. (E(p(n)))sYs(n)) —
K(Z.y) > K(E().y),

I'inégalité stricte venant de I'unicité du minimum d’une fonction strictement convexe.

Or par définition K. (E(9)),9p(n)) = Ke(E(Yg(n)))>Ys(n)) donc en passant a la limite K.(E(y),y) > K (Z,y) >
K.(E(y),y), une contradiction.

On a donc montré la continuité de y — E(y).

Donc en passant a la limite dans I'inégalité (), on obtient : fe(y*) > K (E(y*),y) et ce pour tout y € B Par
ailleurs par définition de f;, fz(y*) < Kc(x,y*). Autrement dit (E(y*),»*) est un point selle de K,. Par 'implication
(B.1) = (B.2), on déduit, vu K(x,y) < K.(x,y) < K(x,y) +€D (avec D = Maxx€A||x||g < co par compacité) :

Min,e sMax,egK (x,y) < Min,c4Max,cpKc(x,y)
= Max,cagMin,c 4 Ke(x,y) < €C + Max,cgMin,c 4K (x,y).

En prenant € — 0, on obtient I'inégalité qui manque pour avoir (B.2) pour K.
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4 Jauge de Minkowski d’un ensemble convexe (Niveau M1)

L’'un des objectifs principaux de ce chapitre est d’utiliser le théoréme de Hahn-Banach pour séparer des convexes par
des hyperplans fermés, lieu d’annulation d’une forme linéaire continue. Pour cela, nous devons associer & un convexe
une fonction (qui sera souvent une semi-norme) et que 'on pourra utiliser comme domination dans le théoréme d’Hahn-
Banach.

Définition B.4. Soit £ un R-e.v., un convexe C C E est dit absorbant si pour tout x € E,x € AC pour un 4 > 0.

Définition B.5. Soit £ un R-e.v. et C un convexe absorbant. La jauge de Minkowski de C est la fonction :

pc(x) ==inf{1 >0:171x € C} € [0,)

Théoréme B.7. Soit E un R-e.v. et C un convexe absorbant. Alors

pe(x+y) < pe(x) +pc(y).

uc(tx) =tuc(x) sit > 0.

Si—C = C, uc est une seminorme.

SiAd={x:puc(x) <1},B={x:puc(x) <1} alors A c C C B sont des convexes et uq = up = ¢
Si E est un e.v.n. et 0 € Int(C) (ce qui implique C absorbant), pic est continue et de plus

AR SN N LR

A=1Int(C),B=C.

Démonstration. Soit t = uc(x) +€ > 0, s = puc(y) + € > 0 de sorte que x/¢,y/s € C. Or on peut écrire la combinaison
convexe suivante % = ﬁf ﬁ% € C et donc pc(x+y) < s+t Comme € > 0 est arbitraire, on déduit (1).

(2) est une conséquence directe de la définition. Si —C = C p¢(x) = uc(—x) d’'ott on déduit uc(ix) = |t|juc(x), la
seule relation manquante pour (3).

Les inclusions entre 4, B, C viennent de la définition : x € C donne x/1 € C et donc ug(x) <1 etsiucg(x) <1, alors
x/1 € C. Elles impliquent up < u¢ < pg. Si pp(x) < s < t alors x/s € B donc pu¢(x/s) <1 donc uc(x/t) <s/t <1 dou
x/t € A donc uy(x) < ¢ soit en passant a 'infimum des ¢, p14(x) < mug(x) ce qui donne la derniére égalité de (4). 4,B
convexes sont semblables a la convexité des boules en utilisant (1) et (2).

Pour (5), on remarque qu’il existe B(0,e) ¢ C donc uc(ex/||x]]) < 1 soit pc(x) < ||x|]/€.

De plus par I'inégalité triangulaire pc(x) < |uc(x —9)| + pc(y) et de méme en inversant x,y donc

lue(x) —pc)| < luclx =yl < llx - yll/e

donc ¢ est 1/e-lipschitzienne donc continue. On déduit que A est ouvert, B fermé et donc 4 C Int(C),E C B. Or, soit
€,six € Bx(1-1/n) € C et converge vers x € C donc B C C. De méme si x € 4, (1+€)x ¢ C donc x € C° donc 4° c C°¢
d’ott en prenant le complémentaire /nt(C) C A. O

Vous pouvez aussi en exercice essayer de montrer le résultat suivant directement.

Corollaire B.8. Soit C un convexe d’intérieur non vide d’un e.v.n., Int(C) = Int(C) et Int(C) = C. ]

Démonstration. En translatant, on peut supposer 0 € Int(C), Alors comme uc = pru(c) = Mg, par le (5) ci-dessus,
le calcul de Plintérieur/adhérence en terme de la jauge donne que ces trois ensembles ont méme intérieur et méme
adhérence. O

5 Séparation des convexes (Niveau M1)

Un élément f € E’ tel que f # 0 permet de construire un hyperplan fermé (translation de Ker(¢), voir lemma 2.30) :
{x € E,f(x) = c}. Les deux ensembles {x € E, f(x) < ¢} et {x € E, f(x) > ¢} sont des demi-espaces. On dit que deux
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ensembles sont séparés (par 'hyperplan) si chaque ensemble est dans un des demi-espaces. On parle de séparation stricte
siCic{xeE f(x)<cletCyc{xekE f(x)>d}pourd>c.
On va obtenir un résultat de séparation en utilisant un résultat abstrait de prolongement :

Théoréme B.g (de prolongement de Hahn-Banach) (admis). Soient E un espace vectoriel, p : E — R une application
positivement homogéne et sous-additive, ¢’est-a-dire vérifiant :

> p(tx) =tp(x)x € E;t >0

> plx+y) < p(x)+p(y).x.y € E.

Soient G C E un sous-espace vectoriel et g : G — R une application linéaire dominée par p :
Vx e G,g(x) < p(x).

Alors il existe une forme linéaire f sur E qui prolonge g (c’est-a-direNx € G,g(x) = f(x)) et encore dominée par p, ¢’est-a-dire
telle que
Vx € E, f(x) < p(x).

La version suivante du théoréme de Hahn-Banach permet de séparer des ensembles convexes bien choisis.

Théoréme B.10 (de séparation de Hahn-Banach). Soient 4, B deux convexes non-vides disjoints d’'un e.v.n. E, ils sont
séparés par un hyperplan dans les deux cas suivants :

7. Si A est ouvert, alors il existe [ € E' et ¢ € R telle que
Vxe AyeB: f(x)<c<f(y).
2. Si A est compact et B est fermé, alors il existe f € E' et ¢ < d € R telle que

VxeAyeB: f(x) <c<d<f(y).

Démonstration. 1) Premier cas : B = {x¢}.

On peut supposer que 0 € 4 pour utiliser la fonctionnelle 14 comme fonctionnelle sous-additive et positivement
homogeéne p du théoréme de Hahn Banach. Soit G = Ry et g(tx9) = ¢.

On remarque que (4(x9) > 1 car A= Int(A4) = {x : ps(x) <1} par le théoréme B.7 et xy ¢ 4.

donc pour t>0 g(ixg) = ¢ < tug(x9) = pa(txg) et pour ¢t < 0 g(¢x9) < 0 < uy(¢xp). Donc on obtient la domination
hypothése de Hahn-Banach :

Vx e G,g(x) < ua(x).

En appliquant le théoréme, on obtient donc f linéaire étendant g et telle que (en réutilisant la lipshitzianité obtenue
dans la preuve du théoréme B.7 (5))
Vx e E, f(x) < pa(x) < M||x]|.

Ceci implique en particulier f € E*, f(x) <1 pour x € A et f(x) =1 sur B. Ce qui donne la séparation.

Second cas : B quelconque.

On pose C = 4 — B qui est convexe, ouvert (comme union U,cp4 —y) et 0 ¢ C. Donc d’aprés le premier cas il existe
J € E telle que f(2) <O pour z=a—-beA-Bsoit f(a) < f(b) pour a € A, b € B. En passant au sup on obtient :

Supreaf (x) < Infyepf(y) =c.

De plus, comme 4 ouvert on obtient 4 C Iné({x: f(x) < ¢}) ={x: f(x) < c}.

2) Vérifions qu’il existe € > 0 tel que 4 + B(0,¢€) et B + B(0,€) soient disjoints (ce sont aussi des convexes ouverts
comme au 1). Sinon, on trouve x, € A+ B(0,1/n) N B+ B(0,1/n) donc y, € 4,2, € B avec ||y, — x|, |20 — *x|| < 1/n. En
extrayant par compacité une sous-suite y,, — y € 4 on obtient 2y, — y € B, une contradiction.

Donc on peut appliquer le cas 1) a 4+ B(0,¢€) et B+ B(0,€) . On obtient f € E’ non-nulle telle que :

VYa € ANz € B(0,e),Ybe B: f(a)+f(2) <a < f(b)+f(2)
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En prenant des sup sur la boule unité :

Vac AVbeB: f(a)+||flle <a < f(b)—]|flle.

Comme |[f]| # 0, il suffit de prendre ¢ = o — ||f||€/2 < d = a +||f]|€/2. |

Applications

I vient de P’application directe au cas 4 = {x}, B = {y} qui sont des compacts.

Proposition B.11 (separation des points). E’ sépare les points de E : Pour x + y € E il existe f € E' telle que

fx) # f0).

Le deuxiéme cas particulier permet de séparer un point et un espace fermé ¥

Proposition B.12. Si F C E un sous-espace vectoriel de Ue.o.n. E. Si x ¢ F alors il existe f € E' telle que f(x) = 1 et
F c Ker(f).

En particulier, F*- = 0 ssi F est dense dans E.

La proposition précédente a des conséquences intéressantes pour comprendre I'injectivité et la surjectivité (ou plutét
la densité de 'image) des applications linéaires en dimension infinie.
On commence par un préliminaire algébrique sur I'orthogonalité dans les espaces de Banach.

Définition B.6. Soit £ un e.v.n. et F un sous-espace de £ et N un sous-espace de E’. Les orthogonaux de F' et
N sont les sous-espaces fermés :

Ftr={fe€FE f(x)=0x€ F},
‘N :={x€E f(x)=0Vf € N}.

Proposition B.13. Soient X,Y desev.net T € L(X,Y). Alors

Ker(TY) = [Im(T)]* Ker(T) = *[Im(T")].

Démonstration. En effet, y € Ker(T'") ssi pour tout x € E, 0= [T*(y)](x) = y(T(x)) ssiy € [Im(T)]*.
De méme, y € Ker(T) ssi pour tout x € E*, 0 = x[T(y)] = [T*(x)(p) ssiy € L[Im(T")]. O

Proposition B.14. Soient X,Y desevnetT € L(X,Y).

7. Im(T) est dense dans Y si et seulement si T" est injectif.
2. SiX CY, (X') =X est la fermeture normique de X dansY .

Démonstration. Pour 1, T est injectif si et seulement si Im(7)* = Ker(T") = 0 (proposition B.13) ssi Im(7T) est dense
par la proposition précédente.

Pour 2, X c *(X*) donc comme le terme de droite est fermé, I’adhérence est inclus. Réciproquement, soit x ¢ X par
la conséquence de Hahn-Banach ci-dessus, soit f € E’ telle que f(x) =1, et f € X*, on déduit que x ¢ ~(X*). O

Le résultat suivant qu’on a utilisé pour les calculs de cénes normaux est un exercice typique d’application de Hahn-
Banach.

Proposition B.15. Soit {f; : i =1,2,--- ,k} un ensemble fini dans E’ (pour un e.v.n. E). Les affirmations suivantes sont
équivalentes :

(1) Il n’y a aucun v € E tel que f;(v) < 0 pour tout i € [1,n];
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(2) L'ensemble {f; : i = 1,2,....,k} est positivement linéairement dépendant : il existe un vecteur non-nul 1 =

k
(A1, ,A%) £0 avec A >0 telqueZ/l,»f,» =0.
i=1

Démonstration. Montrons premiérement le sens facile : (2) = (1). A partir de 4; > 0, on obtient en appliquant a v,

k k
Z Aifi(v) =0, Or f;(v) <0 pour tout i implique Z Aifi(v) <0, donc cela implique (1) par contraposée.
i=1 i=1
Dans l'autre sens (1) = (2), on utilise le théoréme de séparation de Hahn-Banach pour

Ki={yeRF:y, <0Vie{l2...k}}, Ks={(fi(0).f(0)..... i(v)):0€E}.

_ o 3 . . . . . PN R |
Vu que p;(y) = y; est linéaire sur R* de dimension finie, donc convexe continue, on obtient que K1 = N7_; p;~ (] —0,0[)
est une intersection finie de convexes ouverts, donc un convexe ouvert.

Ky = Im(fi,- - ,fz) > 0 est un s.e.v de R¥, donc un convexe non-vide. (1) indique qu’ils sont disjoints. Par conséquent
le cas 1 du théoréme B.10 s’applique et donne A = (11,--- ,Az) € E' = R¥ et ¢ tels que :
Vx € K1,y € Ky, A, x) < ¢ <{(d,y)

Comme Ky est un s.e.v., pour / = Oonac¢ < £(1,y) — 0, donc ¢ < 0. De plus ¢ < +n(1,y) et donc +n(1,y) < —¢ = |¢|
force |[(4,9)| < % — 0 donc (1,y) = 0.
De plus (—%; ce =1, ,—%) € Ki so —/li—%z/lj < ¢ £0.Donc en passant a la limite, z — oo, on obtient —1; < 0,
J#
donc 4; > 0. Et 2 # 0 vient de (4,(1,---,1)) <O.
O



ANNEXE C

Compléments facultatifs
au chapitre 4 : Espaces
MESUTES.

1 Lemme de classe monotone

Définitions

Au lemme 4.3 iii), on a vu comment on remplace les unions dénombrables par des unions croissantes d’une suite
d’unions finies. Cela suggére que la notion d’union croissante pourrait remplacer utilement (pour la théorie) celle d’union
dénombrable et suggére la définition suivante de classe monotone.*

Définition C.1. Une classe monotone sur Q est une famille M de partie de Q contenant Q et stable par différence
et unions croissantes, c’est-a-dire M C P (Q) telle que :

1. Qe M

2. SiA,Be M avec BC Aalors A— B e M.

3. Si{4,,n > 0} c M est une suite croissante (i.e. 4, C 4,41, alors U A, e M.

n>0

Lemme C.1 (cf. TD). 1. Une tribu est une classe monotone.
2. Une classe monotone stable par intersection finie est une tribu.
3. Si (M;)ies sont des classes monotones, alors leur intersection ﬂ M; est une classe monotone.
iel
On peut donc parler de la plus petite classe monotone contenant une famille A C P (), qui est Uintersection de toutes les
classes contenant A, elle est notée M(A) et appelée la classe monotone engendrée par A.

Le résultat principal

Théoréme C.2 (Lemme de classe monotone). Soit & une famille de partie de Q stable par intersection finie, alors la
classe monotone et la tribu engendrée par & coincident : M(E) = o (E).

1. Comme dans le livre de Barbe-Ledoux, on suit la tradition frangaise pour cette définition (différente de la tradition
anglo-saxone venant du livre de Durett de Probabilités). Attention, ce n’est pas la méme définition dans le cours du MGA.

115
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Démonstration. Par le lemme C.1 1), 0(E) est une classe monotone contenant &, donc comme M(E) est la plus petite
telle classe, on a M(&E) C o (E).

M(E) est une tribu. Par le lemme C.1 2), il suffit de voir que M := M(E) est stable par intersection binaire. On
pose

K={Ae M:YBeEANB e M}.

Comme E est stable par intersection finie, & C K. Ona Qe Metsid c C avec 4,C € K,B € &, alors (C —A4)NB =
(€N B)—- (AN B) e M par différence d’ensembles de M. Enfin, de méme comme intersection distribue sur les unions
croissantes, K est stable par intersection croissante et donc une classe monotone. Or elle contient &, comme ona vu,
donc M(&E) € K et comme par définition K ¢ M(E). on a égalité.

On est maintenant prét a définir la classe qui va vérifier la stabilité voulue par intersection :

L={AeM:¥C e M,ANC € M}.

On montre comme avant que L est une classe monotone (exo). Montrons que & ¢ L. Soit donc B € &, alors C e M c K
donc, par définition de K, pour BN C € M. Et comme c’est vrai pour tout C € M, on en déduit par définition de L que
B € L, comme voulu.

Finalement, £ est une classe monotone telle que & ¢ £ c M(E) donc, par définition de la classe monotone
engendrée, £ = M(E).

Inclusion réciproque. Comme M(E) est une tribu contenant & et que o (&) est la plus petite telle tribu, on obtient

M(E) D o (E). O

Corollaire C.3 (au lemme de classe monotone). Soient p et v des mesures finies de mémes masses (i.e. 1(2) = v(Q))
sur un espace mesurable (Q, 7). Soit & une famille stable par intersection finie qui engendre T . Si y et v coincident sur &
(i.e. u(E) = v(E),VE € &) alors u et v sont égales (i.e. u(B) = v(B),YB € T).

Démonstration. Soit M ={B C E: u(B) = v(B)}. Par 'hypothése, M contient E. Vérifions que c’est une classe monotone :

> Q€ M car y et v ont méme masse.
> Si A,B € M,A C B, alors par la proposition 4.3 v) on a u(B — A4) = u(B) — u(4) =v(B) —v(A4) = v(B - 4).

> SidicAyC---C A, C---,4, € M, est une suite croissante, par la proposition 4.3 iii),
u( UA”) = lim u(4,) = lim v(4,) = v( UA,,)

Bilan, M est une classe monotone qui contient &, donc M(E) € M. Or par le lemme de classe monotone M(&E) =
o (8) =7 dou le résultat. O

Preuve du corollaire 4.19 au lemme de classe monotone sur 'unicité des
mesures sigma-finie

On commence par le cas ou la suite de parties 4, € & est croissante.
Notons y,,v, les mesures induites par y,v sur 4, respectivement. On a deux mesures finies avec y,(E) = u(EN4,) =
v(ENA,) = v,(E) pour tout E € & donc par le corollaire au lemme de classe monotone pour les mesures finies, on déduit

Un =Vy. Pour tout Be 7,ona B=BnN (U A,) = U(B N 4,) donc par union croissante :
n n

u(B) = lim j1,(B) = lim v,(B) = v(B).

Dans le cas ou la suite 4, n’est pas croissante, on utilise B, = U? ,4; qui est une suite croissante, mais pas forcément
dans &, donc il faut travailler plus pour vérifier ’hypothése pour la mesure induite sur B,. D’abord, par la formule de
Poincaré :

pU 4 = 3 (=D Ny 00 dy) < oo,
k=1 1<ij<---<ip<n

Et comme toutes les intersections sont dans & tous les termes de la formule sont égaux aux termes correspondants pour
v donc p(B,) = v(B,). On considére les mesures induites pour B € 7 (E),u,(B) = u(BNB,),v(BNB,) = v,(B). On vient
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de voir que u,,v, sont finies. Montrons que pour E € & u,(E) = v,(E) En effet EN B, = U]_, (E N 4) et en appliquant
la formule de Poincaré encore (en remarquant que les intersections sont celles d’éléments de E.

PURL(ENA) = > (D > w(Endyn---n4y)
k=1

1<ii<--<ip<nm

- i(-nk—l D v(ENAy 00 4y) =v(UL (EN 4p).
k=1

1<ip<---<ip<n
On conclut comme avant du corollaire au lemme de classe monotone pour les mesures finies, que y, = v,. Puis pour tout

Be7,onaB=Bn (U B,) = U(B N B,) donc par union croissante :

p(B) = lim p,(B) = lim v,(B) = v(B).

2 Compléments sur les Boréliens

On rappelle que la tribu des boréliens d’un espace métrique (X, d) est la tribu engendrée par I’ensemble des ouverts
T . (cf. définition 4.6). En pratique, il est difficile de décrire tous les boréliens (les ouverts sont déja difficiles a décrire),
mais on n’a pas besoin de description explicite (juste de familles génératrices simples, et stables par intersections finies).

Remarque C.1. 11 existe des ensembles qui ne sont pas boréliens sur R, et donc des fonctions non-boréliennes. Ils
ne sont pas si faciles a définir, donc en pratique, tous les ensembles qu’on rencontrera seront boréliens.

Espaces métriques séparables et leurs boréliens

Définition C.2. Une partie 4 est dite dense dans E si A = E. Un ensemble est dit séparable si il admet un sous-
ensemble au plus dénombrable dense (ou autrement dit une suite dense).

Lemme C.4. Un sous-ensemble F' d’un espace métrique séparable est séparable.

Démonstration. On peut supposer F' non-vide, sinon, c’est évident (la partie vide donc finie est dense). On fixe donc
xg € F

Soit u, une suite dénombrable dense. Soit a,, € B(up,1/n) N F si cet ensemble est non-vide, et sinon on pose
amn = x0. La famille {a,,,,m,n € N} est finie ou dénombrable et dense car si x € F il existe d(up,x) < 1/2n donc a9,
existe car B(u,,1/2n) N F est non vide et par inégalité triangulaire d(uy, an2,) < 1/n. O

Proposition C.5. (R",||.||c) est séparable. ]

Démonstration. On a vu que Q" est dénombrable comme produit d’ensembles dénombrables. Montrons qu’il est dense
dans R". En effet si x = (x1,...,x,) on pose x, = (L[;%J, ey %) avec | x] la partie entiére de x. Donc [ px;| < px; < | px;]+1
et

‘L[inJ _xi| < 1
b P
donc [|xp — x|leo £ 1/p =) 0. Donc vu x, € Q", x € Q". Comme x est arbitraire. R” c Q" CQFD. O

Exercice C.1. Montrer que Q° est dense dans R.
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Proposition C.6. Soit (X,d) un espace métrique séparable, alors la tribu borélienne est engendrée par les boules ouvertes
B(X) = O'(B : Boule ouverte de X)

Démonstration. Toute boule ouverte est un ouvert donc {B : Boule ouverte de X} ¢ B(X) et donc en passant a la tribu
engendrée : O'(B : Boule ouverte de X) C B(X).

Le contenu de la proposition est la réciproque. II suffit de montrer que 7~ C a'(B : Boule ouverte de X) car alors, en

passant a la tribu engendré, on obtient B(X) C O’(B : Boule ouverte de X)

Montrons qu’en fait, tout ouvert U est union au pus dénombrable de boules ouvertes. Comme X est séparable, c’est
aussi le cas de U. Soit D = {x, : n € N} C U une suite dense. Comme U est ouvert, il existe r, € QN]0,+oo[ tel que
B(x,,1,) C U. Soit donc 4 = {(x,,7,) : 1, € QN]0,+00[, B(xy,7,) C U} est donc a.p.d comme sous-ensemble d’un produit

d’ensembles dénombrables. Donc en passant a 'union on a : U B(xy,7,) € U. Montrons que
(xn,1n) €4

U= U B(x,,1,) € O'(B : Boule ouverte de X)
(%n,10) €4
Soit x € U, il existe r > 0 avec B(x,7) C U. Puis il existe n tel que d(x,x,) < § et soit r, € Qavec r/3 < 7, < r/2 (par
densité de Q dans R=donc x € B(x,,7/3) C B(xy,7,) C B(x,,7/2) C B(x,r) C U donc (x,,r,) € Aetx € U B(x,,1,).
(xn,mn) €A

Comme x est arbitraire, on a I'insclusion réciproque qui conclut : U C U B(xy,1y). O
(%n,1a) €A

Preuve du Corollaire 4.77. 1l suffit de remarquer que B[R) = 0'({{+00}, {—co}}U{]a,b[:a < b < a+2}), car R est séparable

({#00,—c0} U Q est dense car la densité sur R coincide avec la densité usuelle vu qu’on a les méms ouverts, cf TD 1) et
que les ensembles de la partie génératrice sont les boules ouvertes pour .

11 suffit de noter que ]a,b[= ﬂ [a - l,b + 1] € O'({{+oo},{—oo}} U{la,b]:a< b}) pour déduire que
n n

n>1

B(R) = O'({{+oo},{—oo}} U{[a,b]:a< b})

Par le lemme 4.13, on a alors que f est mesurable si et seulement si

L ({eo}) e T
2. fTH{-o)) T
3. Pour tout a < b € R, f([a,b]) € T

C’est exactement le résultat voulu (et on a vu que le dernier point équivaut a la mesurabilité de la restrition de f a R.
O

Preuve du lemme 4.6

Pour rappel, on veut montrer que

BR") = 0'( ﬁ]ai,bi[,ai <b e R).

i=1

Comme les produits d’intervalles ouverts sont des ouverts, et que les boules ouvertes pour la norme infini sont des boules
ouvertes, on a

{B : Boule ouverte de R%, || - |} © {H]ai,b,«[,ai <b e R} cT.
i=1
Donc en prenant la tribu engendrée et en appliquant la proposition C.6 sachant que R” est séparable par la proposition
C.5, on obtient :

B(R") = (r({B : Boule ouverte de R", || - ||oo}) C a’( ﬁ]a,—,b,—[,ai <b; e R) C O'(T) = B(R").
i=1
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3 Stabilité des fonctions mesurables

Lemme C.7. Un supremum d’une suite f, : (Q,T) — R de fonctions mesurables est mesurable. ]

Démonstration. On note f = sup,,q1 /a et on remarque que

[N ([=w.a]) = {w € Q:sup f,() < a} = Nys1f, ([—00,a]).

n>1

Or par le corollaire 4.17, on sait que f, 1({—oo} est dans 7~ et aussi fn_l(] - 00,a]) = Unzlfn_l([—n,a]) € 7 par union
dénombrable. Donc chaque f,"!([-c0,a]) € 7 et donc par intersection dénombrable, on a f~!([-co,a]) € 7. Par le
corollaire 4.16, on déduit que la restriction de f a R est mesurable et donc pour tout @ < b, on a f~1([a,b]) € T
Enfin, /7' ({=00}) = Npz1f,  ({—00}) € T et £ ({+00}) = ﬂ S (n4e0]) € 7. Or f7H(]n,+00]) = f7([—o0,n])* €
n>1
7 donc par intersection dénombrable, on a bien f~!({+c0}) € 7. Par la réciproque du corollaire 4.17, on déduit que f
est mesurable. O

[ Lemme C.8. La limsup,liminf d’une suite f, : (Q,7) — R de fonctions mesurables est mesurable. ]

Démonstration. Comme inf, f, = —sup, —f,, on déduit qu'un infimum d’une suite de fonctions mesurables est mesurable.
Or, comme rappelé au chapitre précédent,

lim sup f, = inf sup f;,liminf f, = sup inf f;
n n>0 n k>

=Yk>n n>0 F=n

est donc mesurable en utilisant le résultat du lemme précédent sur le suprémum (ou I'infinimum) de fonctions mesurables.

O

Proposition C.9. Une limite simple d’une suite f, : (Q,7) — R de fonctions mesurables est mesurable. ]

Démonstration. Si une suite converge simplement, on a lim, . f, = limsup, f, qui est donc mesurable par le lemme
précédent. O

4 Compléments sur la construction de I’intégrale

Intégrale des fonctions étagées

La définition 4.11 est motivée par le résultat suivant :

n

Lemme C.10. Lintégrale fB [du ne dépend pas de la décomposition f(w) = Z a;14,(w) en somme d’indicatrice d’en-
i=1

sembles deux @ deux disjoints mais seulement de f .

n
Démonstration. Pour [ = Z a;1y,, il existe toujours une (unique) représentation canonique de f en voyant b; < --- <
i=1
by tel que I'image f(Q) — {0} = {b1,--- ,bn} et en prenant B, = f~1({b;}) € T car f est mesurable. Alors, on a
n

((1)) = bilB ((,()) Comme les Ai sont 2 a deux dis'oints, on voit B; comme union disjointe de Ai et donc ,L[(Bl N B) =
i .] J .]
i=1
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Z u(4; N B) donc, en regroupant par paquet :

{j:a;=bi}
/fdu au(4;0B) =Y 3" byu(A; N B) = > byu(B; 0 B).
i=1 {j:a;=b;} i=1

C’est la formule qui ne dépend que de f (comme sa représentation canonique). O
Preuve du lemme 4.20

1.51 f(w) = Z a;14,(w) avecles 4; deux a deux disjoints, alors 13 f (w) = Z a;14,np(w). Donc fB fdu= Z a;u(4;N

i=1 i=1 i=1
B) = / 1pfdu.
Q n n
2. De méme, ¢f (w) = Z ca;1y4,(w), alors fB cfdu= Z ca;u(A; N B) = c/fa’u.
i=1 i=1 B

m m n
3.51 de plus & = ijlgj(w) avec les B; deux a deux disjoints, et soit By = Q — UB]-,AO = Q- UA“ alors
j=1 j=1 i=1

m n
les 4; N B; deux a deux disjoints i = 0,--- ,n,j = 0,--- ,m. De méme, avec ap = by = 0, f(w) = ZZ“ilAiﬂB;(w)a

7=0 =0
h(w) = Z Z b;14,n5,(w). Donc
7=0 i=0
fl@)+hw) =" ( a; + b)) 140 (w)
=0 i=
On obtient donc : :
/f+/1d/1 Z(:)Z(;(a, +b)u(4; N B;) = z;) aipu(4; N Bj) +Z(:)Z(;bjy(A,« NB;) = /deu+/B/ld,u.
J=0 i =0 i= =0 i=

4.510 < f < halors h = (h— f)+ f est la somme de deux fonctions étagées positives et par le 3, /de/z < fod,u +
Jyh = f)du= [, hd.

Preuve du lemme 4.22

On va utiliser que toutes les propriétés sont vraies si f, /£ sont étagées par définition de I'intégrale dans ce cas.
1. Soit g étagée avec g < f alors g < £, donc par définition 0 < L;gd,u < thdu. En passant au sup sur les g, on

obtient 0 < [, fdu < [, hdp.

2. Soit g étagée avec g < f, alors 13g < 1zf. Or par le cas étagé du lemme 4.20, on a /Bgdu = /Q 1pgdu et donc
par définition : ﬁ; gdu = fQ 1pgdu < /Q 1pfdu. En passant au sup, on obtient fodu < /Q 1pfdu.

En sens inverse, g étagée positive avec g < 1pf < f vérifie donc glp = g et par définition ngd,u = Aglgd,u
fBgd,u < fod/,t soit en passant au sup fQ 1pfdu < /de,u.

Le cas particulier vient du 1. appliqué a I'inéaglité 14/ < 1pf sous la forme : 0 < /Afa'u = fg 11 fdu < /Q 1pfdu =
fB fdu.

3. Si ¢ = 0 c’est évident, on suppose donc ¢ > 0. Alors pour g < f avec g étagée positive, on a cg < ¢f donc par le
cas étagé du lemme 4.20, on a C/B gdu = /B cgdu < /B ¢f du. En passant au sup, on a obtenu :

c/deyS/Bcfd,u

mais en appliquant ) ¢/ & la place de f et f = 1¢f, on obtient :

+ [odus [ rau= [ rau
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d’ou I'inégalité dans I’autre sens /B cfdu<c /B fdu et donc Iégalité.
4.51 f =00 < g < f implique g = 0 et en passant au sup de 0, on obtient le résultat.

n

Si u(B) = 0, L;gdu = /nggdu et si g(w) = ZailAi(w), on a ﬁllggdu = Zai,u(B N A4;) = 0 car chaque
i=1 i=1
u(BN4;) < u(B) =0.
5 Siona0 < g < f,0 <k < havec g,k mesurable positive, alors g + £ < f + & est mesurable positive, donc
fo + hdy > fB g+kdu= fB gdu + fB kdu. En passant au sup, on obtient le résultat.



ANNEXE D

Compléments facultatifs
et hors programme au

chapitre 6 : Espaces L*

1 Formule alternative de la norme (niveau L3)

On va en déduire ’expression alternative suivante dont I'inégalité triangulaire se déduit facilement. Cette méthode
a I’avantage d’étre utile pour le calcul du dual.

Proposition D.1. Soit u o-finie, p € [1,00], q tel que1/p+1/q =1 le coefficient conjugué, alors pour tout g mesurable

llglly = SUP{'/ fgdﬂ';Hf“p <1fge Ll (Qu).f e LN(QuNLY(Q ).

Démonstration. Soit A4, croissant telle que U4, = Q, u(4,) < co. On commence par le cas g € L7(Q, ).
Par Holder, fg € L' donc I'intégrale est définie (avec la condition [1f1ly <1 seule) et

’/fgdﬂ

d’ou ||g|[, est plus grand que le sup de ’énoncé. Mais, pour p €]1,00[, si on prend f = §|g|q‘2/|lg|lg71 ona |f|f =

PO /11gliE T = 1g19/11gllt car plg —1) = gp(1=1/g) = g, donc f € L et |IfIl, = E(f1¥) = |IglI¢/llgll} = 1. Donc
||f1An||p < |IfIIZ <1 donc comme L?(A,, 1) C LY(Ay, 1) car p(A,) < oo on a f1y, € LY(Q,p) et donc

<Ifegll < 1f1lpllgllg

fla, . .
gun(f) =1(p1,, 20) mmin(m,|f14,]) € L= (Q,p) N L' (Q, 1)

/14,1
/fgdﬂ'

(par convergence dominée par |g,.,(f)g| < |fgl|) et le sup est supérieur a Vfgd,u’ = / |g|9a’,u/||g||g_1 = |lglly- On
déduit donc I’égalité énoncée.
Sip=1,q = oo, soit

d’out le sup est supérieur a

'/ gn,m(f)gd#' —m—sco /flAngd#’ —nc0

sIfIh < 1fg e LN(Qup),

feLNQu) NL¥(Qu)}

C>Sup{‘/fga’ﬂ

122



2. PREMIERS RESULTATS DE DENSITE (NIVEAU M1) 123

et A ={x:|g(x)| > C}. Supposons par ’absurde que u(4) > 0 soit B ¢ 4 avec u(B) €]0,00[. Alors f = lBth;f;(B) est
dans L' et ||f||1 =1 (et borné par 1/u(B) donc dans L) mais \f fga’,u| = f 13}% > (C en contradiction avec le choix
de € donc p(4) = 0 ce qui implique |[g[|lw < C ce qui donne le résultat en prenant I'inf des C.

Si p = co,q =1, il suffit de prendre f = 1g¢0% € L™(Q) et fly, € L¥(Q) N LY(Q) de sorte que fly,g = |f|14, et la
norme |[f1y, ||« < 1. Donc le supremum, est supérieur a f |f114,du — ||f]1 par convergence monotone.

Si on ne suppose plus g € L7(€,u) mais ||g||; = co. Soit alors g, = l{g;to}%min(m,lngAn € L1(Q,u) on obtient
fumk € LY N L™ de norme < 1 dans L? tel que

| / Fomion] —=tosee llgamlly.

Comme on a I'inégalité par Holder,

< ||fnmk||p||(gnm _glAn)“q < (gnm _glA,l)Hq —meo 0

'/ Jomk(gnm — gla,)

par convergence monotone car | min(|g|,m) — |g||? décroit vers 0, on trouve une suite m; tel que

|‘/f;1,mk,kg1An| —k—oo ||g1A,,||q

(fini ou infini). Enfin comme par convergence monotone ||gly,|l; — ||gll;, on trouve une suite

| / Fonmnlan] =i llglly = o0,

Comme || f, m i 1a,llp <1, €t fomnla, € LY NV L™ et fo, m 1g1a, € L' cela donne la solution :

sup{‘/ fedul;lIflly <1.fge LNQ).f e L' N LV} = o0 =||g]|,.

Exemple D.1. Dans le cas ou u est la mesure de comptage sur / (o-finie si / dénombrable), y(4) = Card(4), on
obtient espace ¢#(1,K) des suites indicées par I de puissance p sommable, i.e. telles que

D lmlt < oo
iel
pour p € [1,00[ et 'ensemble des suites bornées, c’est-a-dire telles que

[1%]le0 = sup |x;] < o0
iel

pour p = co.

2 Premiers résultats de densité (niveau M1)

On rappelle qu’une fonction étagée intégrable sur (Q,u,7") est une combinaison linéaire (finie) de fonctions indica-
trices 14 avec u(4) < .

Lemme D.2. Soit (Q,u,7) un espace o-fini. L'ensemble S des fonctions étagées intégrables est dense dans tous les
L (Q,1,T),1 < p < 0. En particulier, LY u, 7)) N L®(Q,u,T) est dense dans LP(Q, 1, T) pourl < p < oo.

Démonstration. Cela vient de la construction de l'intégrale, et du fait que les fonctions étagées sont dans L1(Q,u,7) N
L= (Q,u,7), mais rappelons une preuve. En décomposant en parties réelle et imaginaire puis parties positive et négative,
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on se raméne a approcher f € L? avec f > 0. Si Q = U4,u(4,) < co, on a ||f1y4, — fl|, — 0 par convergence dominée,
donc on prend & = f1y,.
On prend
4" k 47[ k
ha(x) =" g li4  (A(2) = kZ il (1 k(%) < A (%)
=0

Comme £ mesurable, il est facile de voir que 4 € S,

1
h = hallp < [1AL g0y 200 |lp + ||1h(x)32"1Am||pﬁ

et le premier terme tend vers o par convergence dominée (par |£|?), le second car u(4,)"? < co. Donc % puis f sont
dans I’adhérence.
O

Pour obtenir un résultat de densité des fonctions continues, on a besoin d’un résultat de continuité sur un grand
ensemble pour les fonctions mesurables. On a besoin d’une compatibilité entre théorie de la mesure et topologie qui fait
l'objet de la définition suivante. L'essentiel est que la mesure de Lebesgue sur R” est un exemple de mesure de Radon,
ainsi que toutes les mesures a densité par rapport a la mesure de Lebesgue (et aussi les mesures discrétes).

Définition D.1. Une mesure de Radon positive sur X localement compact est une mesure positive définie sur une
tribu 7~ contenant la tribu borélienne 8 et telle que :

1. p(K) < co pour K compact (on parle de mesure de Borel).
2. u est extérieurement réguliére au sens ou pour tout £ € 7, on a:

u(E) =inf{u(V)|E c V, V ouvert }
3. u vérifie pour tout £ ouvert et £ € 7 avec y(E) < co,ona:
H(E) = sup{u(K)|E > K, K compact }

4. T est compléte pour prausensousi £E€7,A4CEetu(E)=0alors A€ 7.

On va utiliser deux lemmes topologiques (en fait reliés) :

Théoréme D.3 (de prolongement de Tietze). (exo en section A) Soit X un espace métrique, F' un fermé de X et
[+ F — R une fonction continue bornée par C, alors il existe une fonction g : X — R bornée par C et prolongeant f .

On rappelle qu’un espace topologique est dit localement compact si tout point a un voisinage (d’adhérence) compact.
[Rmq : pour nous, un voisinage d’un point n’est pas forcément ouvert, c’est seulement un ensemble contenant un ouvert
contenant le point] Par exemple c’est le cas de X =R"!

Lemme D.4 (d’Urysohn). Si X est un espace métrique localement compact, V un ouvert contenant un compact K, alors
il existe [ continue a support compact tel que 1x < f < 1p.

Démonstration. Pour tout x € K, soit Uy voisinage ouvert d’adhérence compact inclus dans V' (pour voir que ’adhérence
peut étre inclus dans V il suffit d’intersecter le voisinage avec {y : d(y,V°) > €/2} pour € = d(x,V°)). On recouvre K par
un nombre fini de Uy, K c U := U} U, et U = U?::[U_xi est compact et on trouve un ouvert d’adhérence compact W,
V > W > U etonpose F =W UK. On définit g : F — R par g = 1x. Si x, € F, x, — x € K nécessairement pour
n grand x, € U donc x, € K donc g(x,) = g(x¥) = 1. De méme si x € W*, pour n grand, x, € (U)*, donc x, € W° et
g(x,) = g(x) = 0. Donc g est continue sur F et s’étend en une fonction f : X — R continue par le théoréme précédent
et en centrant on a méme, 0 < f <1 (|f —1/2| <1/2). Donc le support de f est dans w compactet 1x < f <1y <1y
ce qui conclut. O
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Théoréme D.5 (de Lusin). Soit X un espace métrique localement compact. yu une mesure de Radon positive. Soit f une
Jonction complexe mesurable sur X s‘annulant en dehors de A avec j1(A) < oo. Alors, pour tout € > 0, il existe g continue a
support compact avec sup v |g(x)| < sup,y |f(x)| et telle que :

u({x: f(x) % @) < e.

Démonstration. Cas A compact, 0 < f < 1. On pose

2"
k
Fo®) =) 5ol e e (f (%) < fan(x) < f(x).
92 [gns ol
k=0
gn+l 1
Remarquons que ¢, := f11(x) — fu(x) = 2”% Z 1[%’%[(1“(@) = ﬁlTn’(f—l :=0) avec 7, C A4 de sorte que :
k=0

00

Fx) = talx).

n=-—1

Comme dans la preuve du lemme d’Urysohn, il existe un ouvert 4 C ¥ avec ¥ compact, puis par régularité extérieure,
on trouve V, ouvert avecl, C V; C V et enfin par intérieure régularité sur les ensembles de mesures finies K, C T}, avec
u(V, = K,) < 27" 2¢. Par le lemme d’Urysohn, on trouve 4, continue a support compact avec 1g, <, < 1y,. On pose

00

gx)= > 27" Uy (x),

k=-1

Par convergence uniforme (car normale) de la série, g est continue, & support compact car inclus dans V. Enfin
27" 1h, (x) = t,(x) sauf sur V, — K, donc f = g sauf sur U,(V, — K,) qui est de mesure au plus €

Cas 4 quelconque, 0 < f < 1. Par régularité, on prend 4 ¢ V ouvert, K C V compact avec u(ANK°) < u(VNK°) <
€/2 et on applique a f1g (vu {f1g # f} € AN K°) le cas précédent en remplacant € par €/2.

Cas général Soit B, = {x|f(x)| > n} de sorte que NB, = 0, comme u(Bj) < o en utilisant le TCM sur 15 — 13,
1(B,) — 0, on applique a (1 —1p,)f en décomposant la fonction en somme de 4n fonctions a valeur [0,1] (4 pour
décompositions en parties positives, négatives des parties imaginaires et réelles, et ces fonctions sont dans [0,n] d’ou
la décomposition en somme de 7 fonctions a valeurs [0,1]). Enfin pour avoir I'inégalité on remplace g par ¢ o g avec
¢(x) =x,|x]| <R =sup,.y |f(¥)], ¢(x) = Rx/|x],|x| > R. On a g(x) = ¢ o g(x) pour tout x tel que f(x) = g(x), donc on
n’augmente pas I’ensemble sur lequel f et g différent. O

Corollaire D.6. Soit (X, u,T") un espace métrique localement compact avec u mesure de Radon o -finie. L'ensemble C,(X)
des fonctions continues @ support compact est dense dans tous les LV (X, 1, T), 1 < p < co. De plus si f € LP(X,u,T) et

/f¢ =0, pour tout ¢ € C.(X) alors f =0 p.p.

Démonstration. Par le lemme précédent, il suffit d’approcher les éléments de S. Par le théoréme de Lusin D.5, pour chaque
feS,e>0,onageC(X)avecu(g+ f) <eetsup|g| <sup|f|=Cdonc||f-gll, <2Cu(g+ F)V? et cette quantité
est arbitrairement petite. Pour le résultat d’annulation, si p > 1, On utilise la densité dans L?, q exposant conjugué, pour
obtenir ffg =0 pour g € LY, d’'out on déduit ||f][, = O par la proposition D.1. Si p = 1, on remplace f par f|y avec V
ouvert ¥ compact, qui couvrent X par locale compacité de sorte qu'on peut supposer u(X) < co. On peut supposer f
réelle. Soit fi € C;(X) avec ||[f — filh <€, K1 = fl_l([e,OO[) et K 1 = fl_l(] — 00,€]) sont compacts, on prolonge par le
Théoréme de Tietze D.3, u € C,(X) valant € sur K, et soit K = K1 U K_1. Donc

||ﬁ||1:</1;flu+‘/X—K|fl|S‘/Xﬁu-i-z./X—K'fﬂSE+./Xfu+2/l(X_K)€SE+2/l(X)E

car |fi| < e sur X — K. Donc ||f][1 £ 2€ + 2u(X)e pour tout € > 0 ce qui donne f = 0. O

Donnons une application.
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Proposition D.7. Soit1 < p < co et soit T, f (x) == f(x+h) pourh,x € R?, f € LX(R?). La translation 7y, : LP (RY) —
L?(R?) est isométrique et pour tout f € LP(RY) b 1 (f) est continue de RY — LA(RY).

Démonstration. Lisométrie est évidente par invariance de la mesure de Lebesgue par translation. Montrons que ||t f —
fllp =10 0. En effet pour € > 0, par densité du lemme D.6, on trouve f; € C.(R?%) avec ||f; — fllp < €/3 donc comme
7, est une isométrie : on obtient :

e f = fllp < llwafi = waf llp + llmafi = Allp + 1A = fllp < 2€/3+ Leb(B(O,1[R1]) + Supp(fi) P llmafi = filleo

Pour £ assez petit, comme f; est uniformément continue (car continue & support compact et par le Théoréme de
Heine), on peut trouver 1 > ¢ > 0 de sorte que si ||&]| < 6, ||[tafi — fillo = sup, |fi(x + &) — fi(x)| < €/[3Leb(B(0,1) +
Supp(f1))'/#] ce qui conclut. O

3 Dualité des espaces de Lebesgue L?(Q) (Niveau M1)

On rappelle que (,u) est un espace mesuré o-fini. On se souvient que pour p € [1,00], ¢ tel que 1/p+1/¢g=11la
proposition D.1 donne pour g mesurable :

llglly = sup{‘/ fgdu‘ sIflly <1 f € LNQu) N L®(Qpu), fg € LN (Q )}

On a méme le théoréme suivant (on notera que p < co contrairement au cas de la formule pour la norme ) :

Théoréme D.8 (de représentation de Riesz L?). Soit 'application définie grace a l'inégalité de Holder :

I:f € L9(Qup) > (g € LA (Qupr) /fgdu)

Alors I : LY(Q, ) — (LP(Q,u))’, réalise une isométrie SURJECTIVE pour p € [1,00[ et q exposant conjugué c’est-a-dire
tel quel/p+1/q =1.

Attention le cas p = co est EXCLU... L¥(2)" est un espace trés gros de mesures sur un espace stonien compact X tel
que L*(Q) = C°(X).

Démonstration. On a déja montré I'isométrie, il reste a voir la surjectivité.

On fixe 4, avec u(4,) < « et U A, = Q, A, croissant.

neN
Le cas p = 2 a été traité par le théoréme de représentation de Riesz.

(1) cas p = 1Soit ¢ € (L1(Q,u))" avec ||¢|| < 1. D’abord on définit 7 application linéaire continue sur Z?(Q) (en fait
a valeur dans son dual identifié a lui méme) par :

(Tx,y) = ¢(xy)
vu que xy € L1(Q) par Holder et on a
1| == sup{[|7*[l2, [|*[]2 < 1} = sup{KTx.p) . |Ixll2 < L.|[yll2 < 1} < |l

La premiére égalité est la définition de la norme des applications linéaires bornées, la deuxiéme est le résultat de dualité
du cas p = 2, la troisiéme utilise H5lder et la définition de la norme du dual. Notons que si z € L*(Q),

(Tzx,y) = ¢(zxy) = (Tx,zy) = (2Tx,y)

la deuxiéme relation en utilisant la commutativité des espaces de fonctions soit la relation zxy = xzy et la seconde la
définition du produit scalaire (7'x,zy) = f Txzydu. donc on déduit si m, est la multiplication par z € L*, Tm, = m,T.
Montrons que 7 = m, pour g € L™. (on dit que cette algébre est son propre commutant dans B(L*(Q)), ou qu’elle est

maximale commutative).
En effet, soit x, = T(14,) € L2. Ona ||T|| < 1 car ||¢|| < 1.
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Pour g € L™ avec ||g||1 <1,

[ rgdu

ou on a utilisé a la deuxiéme égalité la commutation avec m, /2. On voit donc par la formule de la proposition D.1 que
T Qs )0 < 1. Comme T (14,) = T(14,14,) = 14,7 (14,) donc on définit g(x) = T(14,)(x) pour x € 4, de facon
cohérente de sorte que gly, = T(1,,) d’ou ||g||e = sup, ||g14,lle < 1.

Et pour z €€ L* N L' ¢ L? T (z1y,) = my(21,,) donc par densité dans L? T = m,. Enfin pour f € LY(Q) f = |f|Y%g
avec g € L%, on obtient

6(f) = ¢(f1"20) =T (f1"*).8) = (f1").2) = 1@ f1"29) = 1) (f).
donc ¢ = I(z) d’ou la surjectivité de /.
(2) cas p > 1 u(Q) < co utilisant les cas p =1,2. (On I'appliquera ensuite a Q = 4,.) Aprés normalisation, on peut
supposer u(Q) = 1.
On commence par montrer que via I, L#(Q)’ c L1(Q). Si p < 2, ’est évident par I'inclusion L%(Q) c [L#(Q)] et par
restriction et théoréme de representation de Riesz, on obtient g € L*(Q) c LY(Q) tel que

B2 (f) =<&.[)

/ (1g"2T) (1) glg| ™ 2du

/T(Igll/Q)glgl_l/Qdu < Igl"llallglgl ™21l = llglh < 1

Sip>2pourxel®etge (L),
-2 -2
6(x) P < / Ixlf d < / I 2 < |12 112

Par I'inégalité d’Young (cas particulier d’Holder utilisé dans sa preuve) |ab| < a” /P + 52 /Q utilisé avec 1/P +1/Q =
LP=p/2,Q=p/(p-2),a=lxlly"/e'/2,b = (€l|x]|<)"/2, on obtient :

€ 1
[p(x)] < Ellxllw + PE—P/QIIxI|2~

En incluant {(x,x),x € (L®(Q))} ¢ L*(Q) x L*(Q) avec norme ||(x,y)|| = 5||x||OO + ﬁ”))”g on étend par Hahn
Banach ¢ a L®(Q) x L?(Q) donnant un élément de (¢1,¢2) € L¥(Q)" x L*(Q) avec ||¢1]| < €/0.||¢2]| < Pe+/Q (car en
calculant la norme duale on a max(Q||¢1l|/e, Pe”/?||¢s||) < 1) Donc ||¢|z~@) — J (¢l =) = ld1llz=@)y < €/Q
et g9 € L1(Q). Or par le cas p = 1, (L}(Q))” = L*(Q)’ et il contient L'(Q) comme espace fermé isométriquement via
J (comme tout espace de Banach est inclus isométriquement comme espace fermé dans son bidual). Comme le résultat

(L))"
précédent indique ¢ € L2(Q) , on déduit ¢ € J(L'(Q)) comme voulu. On a donc une fonction g telle que pour

tout f € L*(Q)

o(f) = /Q ofdu

Soit donc g 'image dans L! de ¢ (on revient au cas général p €]1,00[). Or dans le cas d’un espace avec mesure finie,
I’équation de la proposition D.1 donne :

1011y = sup{lé(o)L.|Ixll, < Lx € L)
=sup{|/gxdu|,||x||p <Lxe Ll =|lgll,

On déduit donc g € L7 comme on voulait et ¢ = 7'(g) (en étendant la relation depuisLZ® () par densité dans L?(Q).
(3)cas 1 < p < o et u o-fini. Soit ¢ € (LP(Q,p))’, il faut montrer qu’elle vient d’un élément de L(Q,u). On pose
du(f) = d(f1ya,) pour f € LP(Ay,u) C LP(Q,p). Par le cas précédent, il existe g, € LI(4,,u) telle que

VI € L (g, / enfdi = 6(f14)).

et

llgally = sup{|@(fLa)|; 111l < L. f € L% (Au, )} < Nl$ll(2ry < oo
Or par unicité dans le cas (2) et vu les 4, croissant pour n > m, g,14, = gn et donc |g,| est croissant et g = sup |g,|
vérifie par convergence monotone [|g|l; < [|#|(z¢) , vu |ga| < |g| et comme g, — g p.s., on déduit par convergence
dominée |[|g, — gl|; — O et en passant a la limite g, = gly,.
Or f14, — f dans L? et donc par continuité la relation ¢(f14,) = 7(g)(f14,) devient ¢(f) = T(g)(f) pour tout
f €Lt donc ¢ =T(g).
O
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4 Convolution

Dans cette section, on considére ’espace mesuré (Q,u,7") = (Rd,Leb,B) muni de la tribu borélienne et de la mesure
de Lebesgue. On note alors Lf(R?) = L? (R, Leb, B). Vu I'accord avec I'intégrale de Riemann, on note aussi dy = dA(y).

' )

Théoréme D.g (définissant la Convolution). Soient f € L'(R?),g € L/ (R?),1 < p < co. Pour presque tout x € R,
9y f(x—9)g(y) est dans L*(R?). La convolution de f et g est la fonction f * g définie par :

0w = [ f6-2e0)d.

Alors f x g € LP(RY) et :
L = gllp < 1f1hllgllp-

J

Démonstration. Si p = co, comme |g| < ||g||lep-p-, [(x—9)g(y) < |lglleo]f (x — p)| dot 'intégrabilité et la borne souhaitée
en intégrant (comme la mesure de Lebesgue est invariante par translation).
On suppose d’abord p =1 et on utilise le Théoréme de Fubini Tonelli pour calculer :

[ astriteio= [ ax [ aire-nigwi= [ & [ asre-nleol =17l [ dlgo)=71h llglh <o
On déduit du théoréme de Fubini que pour presque tout x, y = f(x—y)g(y) est intégrable et on obtient la borne souhaitée

I1f =+ glh < [Ifhllglh-

Pour 1 < p < oo, soit ¢ 'exposant conjugué. Du cas p = 1 on déduit y — |f(x — y)||g(y)|? est dans L' donc
9 |f(x=9)["2|g(p)| est dans L? pour presque tout x. Or y > |f(x—y)|"/? € L? donc par Holder, y — |f(x—y)||g(y)| =
Lf (x = )21 g(p)].1f (x — )[M7 est dans L' et

b
70wl < [176-nlenin] < ([ 1re-mieows)| sk,
Par I'inégalité précédente du cas p = 1, on obtient donc en intégrant :

ILf gl < WFIEILE T gl < 1A gl = 1A gl

Exercice D.1. (cf TD) Soit f € L',g € L*,h € LY, f(x) = ]_‘(—x) Montrer que :

[Ton= [ .

5 Support de la convolution

Si f continue, Supp(f) = {x : f(x) # 0}. Le résultat suivant permet d’étendre la définition aux fonctions mesurables.

Lemme D.10. Pour f : R — K mesurable, soit (w;);c; la famille de tous les ouverts tels que, pour chaque i, f =0 p.p
sur w;. Si w = Ujerw; alors [ =0 p.p. sur w. De sorte que w est le plus grand ouvert sur lequel f =0 p.p.

Démonstration. 11 faut écrire w comme union dénombrable car 7 n’est pas forcément dénombrable. Soit K, = {x € w :
[lx]] < n,d(x,0°) > 1/n} comme la distance a un fermé est continue, on voit que K, fermé borné de R” (e.v.n de
dimension finie) donc est compact et w = U,enKy. Par compacité, K,, recouvert par une union finie K, C w;,; U...U Wi, -
donc w = Uyen j<r,w;,; est union dénombrable d’ouvert sur lesquels f = 0 p.p. d’ot le résultat. O
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Définition D.2. Soit f : RY — K mesurable, On pose Supp(f) = R? —w oii w est le plus grand ouvert sur lequel
f =0pp. Si f e L£(R?), on pose Supp(f) = Supp(f;) pour n’importe quel représentant f; € f de la classe
d’égalité presque partout.

Proposition D.11. Si f € LY (R?),g € L#(R?) alors :

Supp(f * &) © Supp(f) + Supp(g)-

Démonstration. On fixe x € R? avec y — f(x—y)g(y) € LL. Si x ¢ Supp(f) + Supp(g), on a (¥ — Supp(f)) N Supp(g) =0

donc en intégrant f * g(x) = 0 sur Int((Supp(f) + Supp(g))°) = (Supp(f) + Supp(g))°. Donc f * g est o, p.p. sur cet
ouvert de sorte qu’il est inclus dans Supp(f * g)°. O

6 Régularisation par convolution

On étudiera plus systématiquement au chapitre suivant certaines classes importantes de fonctions continues. Pour
Q c R? un ouvert. On note C*(Q) 'ensemble des fonctions k-fois différentiables avec leurs dérivées continues et Cc’C (Q)
les fonctions & support compact de C*(€). Pour simplifier si @ € N?, on note
on 0

prr=2 ... 2
/ o] 6x(}”

I

On note |a| = |a1| + ... + |ag|. On note

C™(Q) = enCH(Q), CZ(Q) = NrenCH(Q).

Proposition D.12. Soit1 < p < co. Si f € CF(R?),g € LI (R?), k e NU {oo} alors f + g € C*(RY) et si || < k :
D*(f =g)=D"(f) g

De plus, si p < o0, on a aussi la formule comprise comme intégrale de Riemann @ valeur L? (R?), si Supp(f) c [-C,C]? :

¥ g = d 9.
f=g /{_Cmd f (9)7-y8

.

Démonstration. Par récurrence il suffit du cas £ = 1. On applique le théoréme de dérivation avec condition de domination.
2 f(x=980) = GE(x=2g0).

Comme (%f) est & support compact et continue, il est borné par ||(£f)||Oo et

3 d
Ia—xif(x -2g0)l < Ila—xiflloolx(x =980,

avec K le compact support de f. Or par Holder f 1-x(y)|gl(y)dy < Leb(B — K)1/9||g||[,, donc on a une domination
par une fonction intégrable ¢c1z_gg si x € B avec B compact. Le théoréme de dérivation 4.39 conclut donc. De plus, par
changement de variables linéaire si Supp(f) c [-C, C]% ona

reaw= [ fe-peot= [ foee-pi= [ 100w

avec 7;(g)(x) = g(x + ). On a vu a la proposition D.7 que y — f(y)(7-,g) est continue a valeur L’ (R?) on peut donc
patler de son intégrale de Riemann, sur [-C,C]? (calculée successivement variable par variable). On obtient une suite
(de sommes de Riemann) qui converge dans L?(R?), donc quitte a extraire une suite qui converge p.p. et donc p.p. la
limite [—cele dyf (y9)(7_,g) coincide avec I'intégrale de Riemann /[—C,C]d dyf (9)(7-,g)(x) par exemple si g est continue
A support compact et cette intégrale vaut 'intégrale de Lebesgue donc f * g(x). On en déduit I’égalité voulue dans L? si g
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continue a support compact. Or par densité, on a une suite de fonctions g, continues a support compact convergeant dans
L? vers g. Et comme supp, ||7_, g, —7-,gll, = 0, £(.)(7-.ga) converge uniformément vers f(.)(7-.g) et comme I'intégrale
de Riemann est continue pour la convergence uniforme /[—C,C]d dyf (9)(7-,g) estla limite de /[—C,C]d dyf (y)(7-ygn) dans

L? qu’on a déja vu valoir f * g,, qui a pour limite f * g donc /[700]4 dyf()(t_yg) =f*g. O

7 Suites régularisantes et densité par convolution

Définition D.3. Une suite régularisante est une suite de fonctions p, € C®(R?) avec A{,,pn =1, p, 2 0et
Supp(pn) C By, (0,1/n).

Exercice D.2. Montrer que si p,(x) = Cn’p(nx) avec C/p =1et p(x) = 1{jjx||p<1} exp(m) alors p, est une
2

suite régularisante sur R?.

Lemme D.13. Soit p, suite régularisante et f € LY (R?) pour1 < p < co. Alors ||p, * f — fll, — 0.

Démonstration. On a comme ||.||, est une norme on a par I'inégalité triangulaire (de I'intégrale de Riemann et la propo-
sition D.12) :

||pn*f—f||,;=||/dypn<y)<r_yf—f>||,,s/B(Ol/ S =Dl

Or si n assez grand, on a vu a la proposition D.7 que [|7—,f — f)||, < € pour y € B(0,1/n) de sorte que la derniére
intégrale est bornée par EfB(O 1/n) dypa(y) = €. 0

[ Proposition D.14. Soit Q ¢ R? un ouvert, alors C°(Q) est dense dans L (Q) pour1 < p < oo. ]

Démonstration. Soit f € LP(Q) et K, = {x € Q : ||x]l2 < n,d(x,Q°) > 1/n}. On a déja remarqué que K, compact et
UK, = Q donc f1g, — f p.p. et par la domination |f1g, — f| < |f] on conclut par le TCD a ||f1g, — fI|, — 0. Soit
m > n, si on considére p,, * (flg,) € C® (R%), on a par la relation sur les supports des convolution,

Supp(pm * f1k,) C Supp(pm) + Supp(flk,) € B(0,1/m) + K, C Q

(vu que pour K,F compacts K + F est compact et en comparant les distances pour la derniére inclusion). Donc p,, *

(f1g,) € C2(RY). Mais on a vu ||pn * (f1x,) = f1k,|ls(@) = llom * (f1&,) = f1K,|l) 2noe 0. Donc f1, puis f sont
dans ’adhérence de C;°(Q). O



ANNEXE E

Compléments facultatifs
et hors programme au
chapitre 7

Le théoréme des bases ne nécessite pas ’hypothése / dénombrable ou H séparable, voici la version générale.

Comme I’existence de base algébrique d’un espace vectoriel de dimension infinie, elle requiére un lemme général de
théorie des ensembles :

1 Rappel sur le lemme de Zorn

Si on était en dimension finie, on voudrait faire une récurrence sur le cardinal d’une famille orthonormale en ajoutant
un vecteur de plus pris dans un ensemble dense. Une facon de rédiger la preuve est de considérer un sous-espace de
dimension maximale et d’obtenir une contradiction en construisant une famille libre de cardinal 1 de plus.

Dans le cas de la dimension infinie on pourrait faire une récurrence transfinie en complétant une base de G en une
base de £ et mettant un “bon ordre” sur la base. En analyse (ou en algébre), on préfére souvent utiliser la conséquence
suivante de ’'axiome du choix, le lemme de Zorn, qui utilise une notion de maximalité pour obtenir une contradiction
comme dans la preuve par induction.

Soit P muni d’un ordre partiel <. Q C P est dit totalement ordonné si tout a,b € Q on a soit a < b, soit b < a.c € P
est un majorant de Q si Va € Q,a < ¢.

m € P est un élément maximal de P si tout x € P tel que m < x on a x = m.

Enfin P est dit inductif si tout ensemble totalement ordonné de P admet un majorant.

Lemme E.1 (de Zorn). Tout ensemble ordonné, inductif, non vide admet un élément maximal.

2 Théoréme des bases dans le cas général

Théoréme E.2. Soit H un espace préhilbertien.

1. Une famille orthonormale (x;);cr est libre et vérifie l'inégalité de Bessel, pour tout x € H :

D Kwxnl? < Il

iel

131
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2. De plus une famille orthonormale (¢;);cr est une base hilbertienne si et seulement si on a légalité de Bessel-Parseval :
2 2
> Kwxnl? = [l
iel
De plus, dans ce cas, pour tout x € H, la série suivante converge (dans H mais pas absolument)
5 = Z e;{e;,x).
iel

3. Si H est un espace de Hilbert, toute famille orthonormale peut étre complétée en une base hilbertienne de H et
J i x> ((x,¢;))icr établit alors une isométrie surjective J : H ~ {*(I).

Remarque E.1. De la formule pour x, on tire par continuité la formule pour le produit scalaire (qui est une série
absolument convergente par Cauchy-Schwarz) :

(%) = ) () ers ).

iel

\ 7

Démonstration. (1) Si Z/lixi =0, on calcule 4; = (xj,z A;ix;) = 0 donc «; est bien libre. Si F' est une partie finie de 7,
iel iel
et V ="Vp=Vect(e;,i € F), on a déja vu la formule pour la projection orthogonale sur Vg :

pr(x) =) eilerx).

ieF

Donc par la propriété de contraction de pr et I'ortogonalité

prCON* = (D eitesxd, Y ejtepsx)) = > w21 < |11

iel JEF iel

la famille est donc sommable et on a I'inégalité de Bessel pour la somme (en passant au supremum) et on trouve en
particulier ({x,¢;))ics € £2(1).

(2) Si (¢;)ier est une base soit x, € Vect(e;,i € I) convergeant vers x.

De plus, pour 7 assez grand |||x||2 — ||x,|?| < €/2 et pour tout J,

lpw, G = 11py, (k) 11P] < 11py, (20 = D) Ulxall + (121 < (20 = 2 (Ulxal| + [12]]) < €/2

d’ou en prenant J tel que py, (x,) = x, on obtient

D eyl = Il < €
ief

et donc la somme de la série est ||x|| d’ou ’égalité de Parseval.
Réciproquement, Si on a égalité, on trouve J, tel que

Z (e ) = 11y, (DI — ]2l
JE€Jn
et ceci implique par le théoréme de Pythagore :
lpw,, (x) = xI12 = 12112 = llpw, ()12 > 0

donc tout élément de H est limite d’éléments de Vect(e;,i € I) d’ou la propriété de base hilbertienne.
De plus un calcul donne la formule pour x :

e = > e )2 = D" Keww)|* = 0.

i€l i¢F
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(3) Considérons I’ensemble des familles orthonormales contenant une famille orthonormale donnée, et ordonné par
inclusion. C’est un ensemble non-vide. Si on a une famille totalement ordonnée de familles orthonormales, I'union est
un majorant, donc I’ensemble ordonné est inductif, il admet donc par le lemme de Zorn un élément maximal (¢;);cs. Si
ce n’était pas une base (complétant la famille orthonormale de départ), on aurait un x avec

2 2
D el < Il

iel
Comme H est complet la somme y = Z e;e;,x) converge car si (/,) croissante telle que Z |(es,x)]> — Z [{e;, x)|? la
iel iel, iel

suite y, = Z ¢;{e:,x) est de Cauchy car pour ¢ > p

iel,

iy =2l = D Hewn)® < Y Kernm)* — 0.

icl,~1I, i¢l,

On déduit que y — x est orthogonal a tout ¢; car tout i tel que (¢;,x) # 0 est dans un 7, et que (y, — x,¢;) = 0 pour 2
assez grand pour un tel i. Donc par orthogonalité

Iy = #l13 = 1xl1* = " x> 0

iel

donc ajouter (y — x)/||y — x|| a la famille orthonormale contredit la maximalité et conclut.
Une fois I'existence d’une base, 'isométrie est évidente par le (2), et si on a une suite (4;);e; dans £2(1), on voit que

Z A;e; converge par complétude comme ci-dessus et on obtient ainsi la surjectivité. O

3 Correction de I’exercice sur les polynémes de Hermite

Soit H = L?(R,u) lespace de Hilbert réel des fonctions de carrés intégrables pour la mesure gaussienne standard
u(dx) = %e’”zﬂdx, muni de la norme usuelle :

o—¥2/2
17112 =\/ /R 0P .

— nexZ/Q d\" -x%/2
00 = (0= ()

Soit

(et donc Hy(x) =1)

1. Montrons par récurrence que pour z > 1, H, est un polynéme de la forme :
n-1
ValH,(x) = x" + Z apx®.
k=0

En effet Hy(x) = (—1)e"2/2(—xe"‘2/2) = x et si on suppose I’hypothése au rang n
d
(n+ 1) Hypa () = =" (a) (™ 2Vl H, (%))

Or (di;) (e 12xk) = —xF+1o=x/2 4 fxk=1,=2"/2 donc I’hyp de rec donne

d

n-1 n—-1
(n+ 1) Hya (x) = " (E) (P04 ) @) = (" =) 4 Y (M~ kat
k=0 k=0

qui a la forme souhaitée.
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2. Montrons que (H),>0 est une famille orthonormale de H.

On calcule pour m > n :
(Hy.Hy) = (—1)'"\/_\/_/ H,(x) ( ) (™% dx

En intégrant par partie

-1

m m—1 m
[ () @ ma=tmo () @ () e e

le crochet est 0 vu que P(x)e"‘Q/2

Par induction si m > n

pour P polynome tend vers o en +oo.

m—n+1
(Hy Hy) = (~1)"" H" (x) (di) (¢ Mdx=0
X

vl

et si m=n vu H,f") (x) = V! en appliquant le 1.

(L) (n) g o L[ e
(Hy Hy) = (-1) \/_\/_/H (x)() (12 dx m/e =1

comme voulue.

4 Théoréme d’injectivité de la transformée de Fourier

( '
Définition E.1. La fonction caractéristique (f.c. ou transformée de Fourier) du v.a. (X,...,X,) : Q — R” est définie

par )
@ (x,..x,) (t5 .0 tn) = B[],

n
pour tout ¢ = (¢1,...,£,) € R” et en notant le produit scalaire (¢,X) := Z t: X;
i=1

La fonction ¢y caractérise la loi de X par le théoréme d’injectivité de la transformée de Fourier/ théoréme d’inver-
sion de la transformée de Fourier ci-dessous. On utilisera aussi plus tard au chapitre 2 la fonction caractéristique pour
caractériser une notion de convergence, au chapitre 3 pour I'introduction des vecteurs gaussiens qui seront la base du
chapitre 5 sur le mouvement brownien. C’est une notion FONDAMENTALE...

Lemme E.3. Soit X ~ N (m,0?) de loi normale alors ®x (t) = ex[)(— ° 4 imt).

Démonstration. On a vu une preuve a 'exercice 8 du TD 3 de MASS 31 utilisant que la partie imaginaire est nulle par
parité et le calcul de la partie réelle en établissant une équation différentielle par intégration dépendant d’un paramétre.

(x=m)?

ixt— 3
202 =

On donne ici une autre preuve par prolongement analytique. Par transfert, on doit montrer f %e

ex[)(—— +imt) en faisant le changement de variables # = (x — m)/o on se raméne au cas o = 1,m = 0.
En prenant m = z dans le calcul de la densité, on a pour z € R

=) )
1 J52+zZ 2xz 1 _ (1—2)2
dx——e 7 = dx——e¢ "7 =

—o V21 —o V2r

Pour z € C, en appliquant le résultat précédent

2

1 |aa 1 X jzx] 1 |2
dx—— -5 - lim | dx—— T < /a’x—e THl < oy (—) <o
Z./ \or al N—eo Vor ; n! R V2 ?
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La premiére bornitude permet d’appliquer le TCD pour les séries (ou Fubini pour la mesure discréte) et intervertir somme

et série :
a’x——e 7= /dx—e o eax
Z / Vor n!

la fonction de droite est donc la somme d’une série entiére exp(é) pour z € R, donc par identification des coefficients,
elle vaut cette valeur pour tout z € C, en particulier pour z = it et on trouve le résultat. O

On démontrera le théoréme suivant dans la prochaine section puisque la preuve utilise des propriétés générales de
I'indépendance importante a noter pour elles-mémes :

Théoréme E.4 (Théoréme d’injectivité de la transformation de Fourier). Deux v.a. (X,...,Xy), (Y1,....Y,) tels que

Dx,..x,) (1) =Py, v, (H)Vt €R”

sont égales en loi, c’est a dire :

Px,.x) = Pw,..1)-

De plus, si ®x € L1(R",Leb) alors P, x,) a une densité par rapport a la mesure de Lebesgue donnée par (la transformée
de Fourier inverse) qui est une fonction continue :

fitrety () = s [ @t Oexp(itmat.

Sommes de variables aléatoires indépendantes (Rappels)

Vous avez probablement vu en TD de théorie de la mesure la définition de la convolution que I'on rappelle ici et relie
aux sommes de variables aléatoires indépendantes.

Définition E.2 (Convolution). Soit ¢ une mesure de Proba sur § ¢ R? et f : R — R une fonction mesurable telle
que pour tout x € S, y — f(x — y) est dans LY(R?, ), la convolution de f et u est la fonction f * u définie par:

(== [ fGa=ndu.

Si p est absolument continue par rapport a la mesure de Lebesgue de densité g, on note aussi f * g.

Proposition E.5. Soient X,Y : Q — R? des v.a. indépendantes :
3 Vi e R Dy,y (1) = Dx () Py (1)
4. Si X;,Y; sont dans L2(Q), Cov(X; + Y., X;+Y;) = Cov(X;,X;) + Cov(Y;,Y;).
5. Si Px(dx) = f(x)dx,Py(dx) = g(y)dy alors Px,y est absolument continue par rapport a Lebesgue (sur R?) de
densité [ * g définie Lebesgue p.p. :
Pyiy(dz) = (f * g)(2)dz.

6. Si seulement X est de loi absolument continue mais de densité continue bornée f, alors quel que soit Y, Px.y est
absolument continue par rapport @ Lebesgue (sur R?) de densité f * Py (définie partout). De plus, pour tout h continue
bornée :

E((hx f)(Y)) = E(h(X +Y)).

Démonstration. 1. On a ®x,y (¢) = E[¢""X*)] = E[¢/X Y] = E[¢"Y|E[¢"Y | = ®x (£)®y (¢) Pavant derniére égalité par
indépendance car f(x) = ¢''* est bornée donc intégrable (par rapport a une probabilité).

2. En général par bilinéarité Cov(X; +Y;,X; +Y;) = Cov(X;, X;) + Cov(Y;,Y;) + Cov(Y;, X;) + Cov(Y;, X;), mais ici par
indépendance les deux derniers termes sont nuls.
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3.1l faut d’abord vérifier que f * g est bien définie. Par Fubini-Tonelli vu le caractére positif :

/Rn o /R bf(x=2)20) = /R dy( /R dxf(x=y)g0) = /R dg() =1

donc /R" dyf(x —y)g(y) existe et est fini p.p.
En prenant £ mesurable positive et en appliquant le transfert, on obtient par changement de variables z = x + y dans

I'intégrale sur y obtenue par Fubini :

EGX 1) = [ haxenf@ispr(@d) = [ b =nder(@) = [ W < Prez

ce qui donne le calcul de densité (égalité de la loi avec seulement le cas £ = 15). Dans le cas de 4. on raisonne pareil sauf que
[ continue bornée donne x — f(x—y) intégrable par rapport a la proba Py directement. L’application de Fubini vient de
/RM |h(2) f(z—y)|dzPy (dy) < ||h||e. Légalité intermédiaire donne aussi E(A(X+Y)) = /Rd (h=f)(y)Py(dy) = E((h=f)(Y))
par transfert. 0

Preuve [Facultative] du Thm d’injectivité de la transformée de Fourier

On va utiliser les lois gaussiennes pour se ramener au cas avec densité tout en exploitant leurs propriétés de stabilité
par cette transformée.

Lemme E.6. Soit g, la densité sur R" d’un n-uplet de variable gaussienne i.i.d. N(0,0%). Pour tout h : R* — R continue
bornée, (h * g;)(x) =50 h(x). On a méme convergence uniforme sur tout compact.

En terme de convergence en loi, cela signifiera au chapitre 2 que si (X1(0),...,X, (")) sont les variables de densités
go, alors x + (X1(0),..., X, (0)) =50 x en loi en utilisant la proposition E.5.(4) au cas ¥ = x.

Démonstration. Par transfert et changement de variables

(h* gr)(x) = h(x) = /Rd(h(x —0z) = h(x))g1(2)dz.

En prenant, en prenant le supremum sur un compact X :
sup [ (4 * g7)(x) = h(x)| < / sup [(A(x — oz) = h(x))|g1(2)dz
x€K R? xeK

la limite vient de la convergence dominée par une constante 2||/|| puisque une constante est intégrable par rapport
a une probabilité comme g1(2)dz, et la limite ponctuelle en z vient de la continuité de £ qui est donc uniformément
continue sur K + B(0,|z|) et donc pour |o| < 1,x — 0 z,x sont dans ce compact de distance o|z| tendant vers 0. Si 4 est
uniformément continue sur R? on a méme convergence uniforme sur R, O

On a aussi besoin de la conséquence suivante du lemme de classe monotone :

Proposition E.7. Soient X,Y : Q — R”" des variables aléatoires. Les propriétés suivantes sont équivalentes
3. X,Y sont égales en loi : Px = Py.
4. Pour tout h : R" — R, continue bornée, f h(X)dP = f r(Y)dP
5. Pour tout ouvert O de R", Px(0) = Py (0).
6. pour tout (x1,...,%,) € R" :

Py (] =0, x1] X ..x] = 00,%,]) = Py (] - 00,x1] X ...X] — 00,%,]).

\. J

La fonction Fx(x1,...,%,) = Px(] — c0,%1] X ...X] — 00,x,]) appelée fonction de répartition caractérise donc la loi.

Démonstration. Les produits d’intervalles | — co,x1] X ...X] — 00,x,] et les ouverts sont des familles stables par intersection
finie et engendrent la tribu des boréliens de R" (car par intersection et complémentaire on obtient les boules carrées de
la norme infini et que tout ouvert de R” est union dénombrable de telles boules, de centre un point de Q" par densité de
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Q".) On applique donc le lemme de classe monotone pour obtenir les 2 derniéres équivalences. 1 implique 2 vient du th
de transfert plus bas comme I’équivalence de 2 avec : Pour tout 4 : R — R, /Rd h(x)dPx(x) = fRd h(x)dPy (x).

Pour montrer g a partir de 2 et conclure, il suffit de remarquer que #,(x) = max(1,2d(.,0°)) sont des fonctions
continues bornées par 1 (car la distance & un fermé x — d(x,0°) = inf{d(x,y),y € O°} est continue, cf. MASS 31). Si
x € 0° hy(x) =0 et sinon, 4, est une suite croissante qui tend vers £,(x) — 1o(x) (car si x € 0, nd(.,0°) — oo donc > 1
pour n assez grand donc 4,(x) = 1 pour n assez grand). Donc par convergence monotone, /Rd hy(x)dPx(x) — Px(0)
d’ou I’égalité du 3. par celle du 2. O

Preuve du Thm E.4. Pour montrer Pinjectivité, par le lemme E.7, il suffit de montrer que I'égalité des transformée de
Fourier implique égalité de E(4(X)) pour tout /& continue bornée.
Or par le lemme précédent, (4 * g,)(x) — Ah(x) tout en étant borné par ||£||e donc par TCD :

E(~(X)) = lim E((f * g5)(X)) = lim E(A(X + ¥;))

la derniére égalité avec Y, de densité g, et indépendant de X par la proposition E.5 (4) puisque la densité g, est continue
bornée. Or la transformée de Fourier de X + Y, est ®x.y, (¢) = Px(¢)Py, (¢) par la proposition E.5 (2) et donc

[¢]|20
Dy,y, () = 22

par le calcul du lemme E.3. Comme ceci est intégrable, on s’attend a avoir la formule d’inversion de Fourier de la deuxiéme
partie qui va donner E(4(X + Y, )) en fonction de ®x.y, (¢), nous allons donc la montrer a la main dans ce cas pour
conclure la preuve.

Or en interprétant la densité comme une variante de la transformée de Fourier dans le cas gaussien :

O I L N T
soit par le changement de variables u = /0 de jacobien o~ on obtient
B+ 1) = [ dsh(a) (o« P = [ dsPr(don(s) o esp(- TR iy~ xon)
soit en appliquant Fubini sur les intégrales en y,v
RO+ Y) = [ dsdo g enp(- T _ i xo)ox o) = [, drdo S exp-ix.o0)@xer, 0
(2m)i° (2m)?

qui est la formule souhaitée qui ne dépend bien que de la transformée de Fourier @y et conclut l'injectivité.
Maintenant si ®x est intégrable [A(x)Dx,y, (v)| < A(x)|Px(v)| est une domination (si 4 est a support compacte)
et puisque Px.y, (v) =50 Px(v) par les formules précédentes, on obtient par le TCD la formule souhaitée pour la
densité a la limite. La continuité de la densité vient du Théoréme de continuité des intégrales a paramétres. On remarque
qu’en utilisant E(A(X))) = A&d dxh(x) fx (x) pour tout A positive continue a support compact, on déduit fy positive (sinon
par continuité elle est négative sur un ouvert dans lequel on peut prendre le support de 4 pour contredire positivité de
'intégrale) et par convergence monotone et faisant tendre £ — 1, on déduit fy intégrable et densité de proba. D’ou on
peut utiliser E(4(X))) = /Rd dxh(x) fx (x) (maintenant valable pour 4 continue bornée car fx peut servir de domination)
pour identifier Py (dx) = fx(x)dx en utilisant le lemme E.7. O

5 Théoréme de Radon-Nikodym et Théoréme de
Dunford-Pettis (Niveau M1-Mzg2)

Ce complément pourrait pour I’essentiel étre ajouté comme application du théoréme de Riesz ou du théoréme de
dualité des espaces L?. Nous expliquons un théoréme de théorie de la mesure qui permet de dire quand une mesure
provient d’une densité dans L'(Q,u). On en déduit une application & un théoréme de compacité qui est utile pour la
preuve du cas uniformément continue du théoréme de convergence des martingale dans L', le théoréme de Dunford-Pettis
E.g.
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Définition E.3. Si y,v sont des mesures de probabilités sur (Q,7), on dit que y est absolument continue par
rapport a v et on note y < v si pour tout 4 € 7, v(4) = 0 implique que p(4) =0

Définition E.4. Si y,v sont des mesures de probabilités sur (Q,7"), on dit que u admet une densité & € L1(Q,v)
par rapport a v et on note £ = % ,sih>0p.s. et pour tout 4 € 7 :

/ 14hdv = u(4).
Q

Les définitions s’étendent aux mesures o-finies, mais on considére seulement ici le cas de probabilités.

Théoréme E.8 (de Radon-Nikodym). Pour toutes mesures de probabilités u,v sur (Q,7), il y a équivalence entre u < v
et Uexistence d’une densité h = % € LY(Q,v) de p par rapport @ v, et la densité est alors unique v-p.s.

Démonstration. Si on a deux densités 4, k, fglA (h — k)dv = 0 pour tout 4 7 mesurable, donc par la construction de
I'intégrale aussi fgfhdv = fokdv d’abord pour f mesurable positive (par TCM) puis pour f mesurable bornée donc
par dualité 4 — £ = 0 dans Z!(,v) donc v-p.s.

De plus, si on a existence d’une densité et si v(4) = 0, par TCM, fQ 140 = lim, fQ 14(AAn)=0car |/Q 14(R A
n)dv| < ||(h A n)|||2|1alle < 7v(A4)Y/2 = 0 par Cauchy-Schwartz. Donc u(4) = 0 c’est a dire on a montré yu < v.

La partie difficile est 'existence d’une densité si 4 < v. On va utiliser le théoréme de représentation de Riesz (ou sa
variante pour la dualité de L', le théoréme D.8). Soit u, = u + a@v avec a > 0. L’idée est simple on s’attend a avoir une

dv _ 1

densité dﬂ’;—;’ = @+ strictement positive et donc 4~

5 2 i @y g b
G = aih bornée par 1/a donc dans L* ensuite a(1-25;) = a5 e b

et on devrait pouvoir retrouver / ainsi.
Appliquons cette idée, si f € L1(Q,du,), on a

[irae=3 [ipdar <3 [ if1a,

Donc f € L}(Q,dv) et f /fdv définit une forme linéaire continue sur L!(Q,du, ), donc par le théoréme D.8, il
existe h, € L™ (Q,du,) telle que pour tout f € LY(Q,du,) on a

/ fdv= / Fhodta.

Et de plus, on a || ||1=(x,) < 1/a@. Si f =1, <0}, on obtient fmax(O,h(,)dﬂa > 0 donc vaut 0, donc

V({hy < 0) < ~pa({he < 0)) =0

donc £y > 0, v ps.
On montre maintenant la monotonie attendue pour 4, (si on veut qu’elle soit égale & un ﬁ) SifB > a, ona pour f
positive bornée en utilisant . (g) < pg(g) pour g positive v-p.s,

‘/fizﬂd,uﬁ=/fdv=/f/zadua S/f/zad,uﬁ

car fh, posivite v-p.s. par le résultat précédent, donc comme c’est valable pour tout f > 0, on a g < A, ug-p.s. donc
V-p.s.
Finalement, on a I’identité

[ rau=[ raua- [ gotv=[ ra-anyiu,= [ fea-atpivs [ ra-andn

Par ||hg||z=(u,) < 1/a.onal-ahy > 0 pi4-p.s. donc v-p.s. En raisonnant comme avant on obtient (1-a#,) > (1-8hg)
v-p.s. Donc, par ’égalité précédente, aprés simplification de f (et toujours pour f positive en utilisant la croissance de
a — ah, v-p.s. par ce qu'on vient de voir donc u-p.s. par 'hypothése ;4 < v) , on obtient

/fa(l—aha)dvszahndyS/fﬂhﬁdyszﬂ(l—ﬂhﬁ)dv
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soit a(1—ahy) < B(1—Bhg), v-p.s. donc converge vers un / en croissant et par convergence monotone et ’égalité avant

on obtient
/f/zdv = lim /fa(l —ahy)dv = lim /fdy - / S —ahy)du < /fd/,t.
a—0o0 a—00
Donc pour f =1 on trouve & € L} (Q,dv). Or par la monotonie de la limite définissant %, on a

a(1l-ahy) < h

— “a— 0
a

(1 —ah,) = "

v-p.s. puisque £ est fini v-p.s. donc en utilisant encore I'hypothése, aussi yu-p.s. Comme on a vu la monotonie en @ par
convergence monotone, on déduit f f(@Q —ahy)du — 0 et donc finalement I’égalité attendue qui conclut la preuve :

[y =tim [ pau- [ ra-adu= [ rau.

On peut maintenant rappeler et prouver le théoréme E.qg :

Théoréme E.g (Dunford-Pettis). Soit une suite (X,) dans L*(Q,T,P) avec T une tribu dénombrablement engendrée
(donc T = T (E) avec & dénombrable, en particulier T = B(R™)). On a léquivalence entre

3. (X,) est uniformément intégrable
4- (Xy) admet une sous-suite (X,,) ayant pour limite faible X € L', cest-a-dire :

Vf € L¥(Q), E((X,, - X)f) — 0.

5. (X,) est bornée dans LY et pour tout € > 0, il existen > O tel que si A € T vérifie P(A) < n alors pour tout n,
E(141Xa]) <e.

C’est surtout I’équivalence entre 1. et 2. qui est difficile et porte le nom de théoréme de Dunford-Pettis. Uhypothése
“dénombrablement engendrée” n’est pas nécessaire (cf. Delacherie-Meyer Probabilités et Potentiel Vol 1 p 27) mais nous
la faisons pour simplifier.

Démonstration. On commence par I’équivalence entre 1 et 3. Supposons 3. et fixons € > 0,  t.q. P(4) < 5 implique
E(14|X,|) < e. Par I'inégalité de Markov P(|X,| > ¢) < M < n dés que ¢ > w, en appliquant alors
a4 = {|X,| > ¢}, on déduit sup, E(1(|X,| > ¢}|X,|) < €. Et donc lim,,. E(1{|X,| > ¢}|X,|) = 0 qui est 'uniforme
intégrabilité recherchée.

Réciproquement, pour € < 0 fixé, on prend ¢ > 0 tel que sup, E(1{x,|>¢}|Xx]) < €/2, (en particulier

E(1X,)) = E(Aqx, 20| Xal) + E(L{x, <o} [ Xnl) < ¢ +€/2
donc X, et bornée dans L', de sorte que
E(14|X2]) = E(Lal{ix, 20} [ Xn]) + E(Lal(x, 1<} [ Xal) < EQqx, 201 X)) + E(Lal(x,<c)¢) < €/2+ P(A)c

qui est borné par € dés que P(4) <1 = €/2¢ qui convient.

On suppose maintenant 3 et on montre 2. Si 7 = 0(4,,n € N), A 'algébre engendré par les 4, c’est a dire les
unions finis d’intersections finis de 4,, 4 (qui n’est en général pas une o algébres) qui est stable par, complémentaire
union finie et intersection finie. Il est facile de voir que A est dénombrable.

En séparant les parties positives,négatives, on peut supposer X, > 0 et par extraction diagonale, on trouve n; telle
que E[X,,14] — u(A4) converge pour tout 4 € A.

1l est facile de voir que u(Q) < oo vu que (X,) est bornée dans L' (par 3.) u est additive sur les unions disjointes
finies (par additivité de 1 — E[X,, 1] qui est une mesure et passage a la limite). De plus, par 3., soit € positive, on a un
n tel que P(A4) < n implique E[X,,14] < € donc u(4) <e.

En particulier si P(A4) =0, on a u(4) =0.

Un résultat classique de théorie de la mesure dit que y s’étend de facon unique sur o-(A) en une mesure x* (cf. par
exemple Barbe-Ledoux Th 1.49). Il est facile de voir que I'on a encore si P(4) =0, on a u*(4) = 0. Donc, u* < P et
par le théoréme de Radom-Nikodym, il existe X € L' telle que E(X14) = u(4) = lim,, 71y E[ Xy, 14]. 11 en est donc de
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méme pour toute fonction étagée f;, (resp. g,) d’une suite décroissante (resp. croissante) convergeant vers / mesurable
positive bornée
D’ot on a les deux inégalités donnant I’égalité

limsup E[X,, f] < li_r)rgoE[Xnkfm] =EX fn) —» EX/f)

n—00

liminf E[X,, f] > lim E[X,, gn] = E(Xgn) — E(Xf).

n—oo

On a donc obtenu 2.
On laisse en exercice 'implication de 3. vers 1. que 'on n’a pas utilisé dans le cours.
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