L3 Mathématiques et Economie ou Informatique 8 janvier 2025
2024-2025 10H15

Correction du CT 2 : Topologie et Théorie de la mesure
Durée: 1 heure 30

LES DOCUMENTS, CALCULATRICES ET TELEPHONES NE SONT PAS AUTORISES
LES REPONSES AUX QUESTIONS DOIVENT ETRE JUSTIFIEES

Exercice 1 (5 points)
On rappelle que A\, est la mesure de Lebesgue la tribu borélienne de R2. Soit

M)

h(z,y) = (2° +y*)exp <— ;

1. (1 point) Montrer que h est mesurable sur R? (ou, autrement dit, que h est boréli-
enne).

Solution:

h est continue comme produit et composée de polynémes et exp donc h est borélienne.

/ hdAs
[0,400[?

h est mesurable positive, donc on peut appliquer un changement de variable en co-
ordonnée polaire ¢ :]0, +00[x]0, 27[— R? — {0} X [0, +00[. On rappelle que ¢(r,0) =
(rcos(6),rsin(f)). Il est crucial d’identifier 'image du domaine d’intégration ¢ ~!(]0, +o0o[?) =
10, +00[x]0, 77 /2 (formellement, on applique d’abord que Ao ([0, +00[*—]0, +-00[?) = 0

et aussi ENSUITE le théoréme de Fubini-Tonneli pour passer d’une intégrale par
rapport & Az a une intégrale double).

2
/ hd\g = / hd)\g = / dA(r) / dN(0)r3exp (—r—)
04002 J0,+00[2 0,400 J0,/2] 2
T r?
= - d\(r)r*exp (——)
2 A),m[ 2

Comme la fonction est continue positive, l'intégrale de Lebesgue coincide avec celle
de Riemann d’ou par le changement de varialbe u = r? (du = 2rdr):

T u T u u
hdXy = —/ duu exp <——> = —|—2uexp (——) — 4exp <——> O =T
/[0’4_00[2 4 Jio.+o0] 2) =1l 2 2 )lo

2. (3 points) Calculer I'intégrale:

Solution:



3. (1 point) En déduire la valeure de I'intégrale suivante:

/0+oo /[o+oo[x %p( = ery )) dA(z)dA(y)-

Solution: Par Fubuni-tonelli (appliqué a la fonction positive continue donc borélienne
(x,y) — z?exp (—@) sur I'espace produit [0, +oo[? avec la Mesure de Lebesgue

o-finie, on a:

2 | 2 2 | 2
- / / riexp (—M) d\(z)d\(y) = / z?exp (—M) do(z,y)
[0,-+00[ J 0,400 2 [0,+00[2 2

Par le changement de variable (y, x) = (z,

/o+oo /om ’ ”p( ) AA(@)dA(y)
/Mm /om ! 6"’”’( - +y ) dN()dA(y)-

donc A+ A = f[o ooz A2 = soit A=1T

Exercice 2 (8 points + Bonus : 3 points) On rappelle que A est la mesure de Lebesgue
sur R. Soient f,g des fonctions, soit positives, soit A-intégrables sur T' = [0, +oo[. On

rappelle que
flli = f(t)|dA

On définit la convolution de f, g par:

frgt) = [ f{t—s)g(s)dA(s).
[0,¢]
1. (Bonus : 3 points) Montrer que la fonction h(s,t) = f(t —s)g(s)14(s) est boréli-
enne.
Solution: Montrons que la fonction h(s,t) = f(t — 5)g(s)1j400[(t — 5) est borélienne
(remarquons qu’on a écrit 1j4(s) = 1 +o0(t — ) car les deux formules sont égales a
1 si et seulement si s < t).

Comme un produit de fonctions mesurables est mesurable et que g est mesurable, il
suffit de montrer que H définie par H(s,t) = f(t — 5)1jo10o[(t — 5) est mesurable.
Comme (t,s) — (t — s) est continue donc borélienne, et que la composée de fonction
mesurable est mesurable, il suffit de voir que

F(t) = f(t) sit>0
o sit<0

définit une fonction mesurable F': R — R vu que H(s,t) = F(t — s).

2



Or pour A € B(R), on a

Fl(A) = 74 si0¢ A
Y AU —0,0[si 0 € A

et f71(A) est borélien de T vu f borélienne, donc borélien de A (par description
des boréliens induits venant des ouverts induits) et comme | — 0o, 0 est ouvert donc
borélien, il en va aussi de leur union, et dans tous les cas F~1(A) est borélien, et
donc F' borélienne, comme voulue.

. (3 points) Si f et g sont positives, montrer que f * g est mesurable et que
1S = gl = 1[f1]1llgl]1-

Solution:

On applique le théoréme de Fubini-Tonelli & & borélienne (par le 1) positive (pour f
et g positives). Comme B(R?) = B(R) ® B(R) est la tribu produit, h est mesurable
pour cette tribu, donc on peut appliquer Fubini-Tonelli, pour la mesure o-finie A\, on
obtient que t — [; h(s,t)dA(s) = f * g(t) est mesurable (positive) et:

£ xglli= [ £eaare = [ [ soimine = [ [ = s9o16amae

_ /T o(s) /T F(E = )L er(D)AA(E)AA(s)

par le changement de variable ¢’ =t — s > 0 (pour ¢ € [s,+0o0[) , on obtient:

17 +alli = [ o) ([ 00ax0)) axcs)

— 11711 / 9()aA(s) = [If11:lg]l..

. (3 points) Si f est continue et vérifie f(0) = 0 et g est A-intégrable sur 7', montrer
que f * g est bien définie et continue sur 7.

Solution:

On considére: l'intégrale a parameétre suivante
£ gt) = / h(s, £)AA(s).
T

Remarquons que h(s,t) = f((t — s)4)g(s) pour

(t—s) sit>s
0 sit<s

(t=s)p =(—9)1pq(s) = {

car sit > s, on a h(s,t) = f(t — s)g(s) = f((t —s)1)g(s) et sit < s, on a h(s,t) =
0= F(0)g(s) = J(t - £):)g(s)



On en déduit que pour s > 0, on a t — h(s,t) est continue par composée de f et
t — (t—s);y = max(t —s,0). De plus par produit de la fonction mesurable g et d’une
fonction continue donc borélienne, s — h(s,t) est mesurable.

Pour appliquer le théoréme de continuité sur T x [0, M| avec condition de domination,
il suffit donc d’obtenir la domination suivante pour tout (s,t) € 7" x [0, M[:

(s, 0)] = [f((E = s)1)g(s)] < sup [f(E)llg(s)|
te[0,M]
En effet, comme f est continue sur le compact [0, M], f est bornée sur cet intervalle
par le théoréeme de Weierstrass, d’ott I'existence de la borne sup;c( g [ f(2)] < +o00.
La domination g est intégrable par hypothése et ne dépend pas du paramétre ¢, elle
est donc admissible pour le théoréme.

Le théoréme de continuité avec condition de domination conclut donc que f * g est
(bien définie et) continue sur [0, M]|. Comme M est arbitraire, on déduit la continuité
sur 7T'.

4. (2 points) Montrer que si f et g sont toutes les deux A-intégrables sur 7', I'intégrale
donnant f * g(t) est définie presque partout sur 1" et que f * g est intégrable sur 7.

Solution:
On applique le théoréme de Fubuni a h. Il faut donc voir que h est Ag-intégrable dans ce
cas. On sait déja que h est mesurable, et il reste a noter que:

/T2 (s, 8)|d Az (s, 1) = /T2 [F1(E = 9)lgl(s)dAa(s, t) = [[[F] * glll = [[f11llglls < +o0

par la question 1. La conclusion demandée fait partie de celle du théoréme de Fubini,
puisque f * g(t fR s,t)dA(s) est I'intégrale de h par rapport a une coordonnée qui est
presque partout définie et )\ mtegrable.

Exercice 3 (8 points)

Soient 1 < p < g < +oo and a > 0.

On rappelle que ¢P(N?) est I'espace vectorielle des fammilles de puissance p sommable sur
N? et qu’il coincide avec #(N?) = LP(N? P(N?), ) pour la mesure de comptage v .

1

1. (3 points) Soit u, ,, = rmIe

. Pour quel «a la suite (u,,,,) est elle sommable 7
Solution:

On veut savoir quand la somme suivante est finie:

1
2, lenl= >, Gose

(n,m)eN? (n,m)eN?

On applique le théoréme de sommation par paquet pour la partition N* = U An

avec Ay = {(n,m) € N*>: N = n+ m}, on obtient:

Y it X T

(n,m)eEN? NeN (n, m)EAN



or Ay ={(n,N —n):n € [0,N]} dou Card(Ay) = N + 1 et donc:

1 B Card(Ay) 1
2 (n+m+1) D (N+1) 2 (N + 1)1

(n,m)eN? NeN NeN

Finalement, par la série de Riemann, cette somme converge si et seulement si « —1 >
1 soit @ > 2 donc c’est la condition pour la sommabilité de (u,,.,) par I'égalité
précédente.
. (1 point) Pour quel o a-t-on (uy, ) € P(N?) ?
Solution: Comme a la question précédente, (en remplagant o par ap, on a
1
¥ ol = ¥ i
) ap—1
(n,m)eN? NeN (N T 1)

donc (upm) € £P(N?) si et seulement si ap > 2 soit a > 2.

. (1 point) Montrer que ¢7(N?) ¢ (P(N?).
Solution:

Vup < gq, on a ]23 > % donc on peut prendre % > o > %, et donc par la question

précédente (uy, ) € (4(N?) mais (up, ) € P(N?) et donc (9(N?) ¢ (P(N?).

. (2 points) Montrer que la boule unité fermée B, = {u € (P(N?) : ||u||, < 1} de (P(N?)
est inclus dans la boule unité fermée B, = {u € (7(N?) : ||ul|, < 1} de ¢4(N?).
Solution:

Soit u € B,, on a |upm|? < |ull, < 1 donc |u,,,| < 1. Par décroissance en p de
[tn.m|P = exp(pIn(|unm|)) (vu exp croissante et In(|upm|) < 0), on a |ty m|? < |tnml?,
donc en passant a la somme:

Z |Un,m|? < Z |Unm " = ||U||§ <1
(n,m)EN? (n,m)eN?

d’ott [[ul|f <1 ce qui donne u € B,.
. (1 point) Montrer que pour tout v € £7(N?):

[ollg < 1oy

Solution:

On prend v € (P(N?), on peut supposer v # 0 car sinon, 'inégalité est 0 < 0. Par

séparation, si v # 0, on a ||v||, # 0, d’oit on considére w = ﬁ € B,. Or par la
p

question précédente, on a w € B, d’ou par homogénité:

loll,
I = ], < 1
Tefl, ~ "

ce qui donne exactement 'inégalité voulue (par positivité de la norme):

[ollg < [olp-



