L3 : Mathématiques et Economie 2023-2024 8 janvier 2023

Correction de I’Examen : Topologie et théorie de la mesure

Questions de cours : (4 points + 0.5 point Bonus) (cf. polycopié)
1. Donner quatres familles génératrices (distinctes) des boréliens de R. (1 point)

2. Enoncer le théoréme de convergence dominée de Lebesgue. (1 point + Bonus : 0.25
si la convergence dans L' est mentionnée)

3. Enoncer l'inégalité de Jensen. (1 point )

4. Enoncer le théoréme de projection sur un convexe fermé (en dimension infinie). (1
point + Bonus : 0.25 si la constante de Lipschitz 1 est mentionné)

Exercice 1 (5 points) Soient Q = {(z,y) € R? : 0 < 2? + y? < 1} considéré comme
espace métrique avec la distance induite par la norme euclidienne ||(z,y)|l2 = /22 + y%.
On considére 'espace mesuré (€2, B(€2), A2), ou A2 est la mesure de Lebesgue sur la tribu
borélienne. On définit pour o > 0, f,, : Q© — [0, +o0[ par :

1
Jol®9) = 1T

1. (2 points) Montrer que f, est intégrable sur € par rapport a Ay si et seulement si
a < ap pour un nombre ¢ €0, +oo[ que 'on précisera.

Solution :

Par composé d’une norme avec une puissance (z,y) — ||(x,y)||$ est continue, et par
division & dénominateur non-nulle (sur ), f, est continue donc borélienne sur ).
Vu que f, est positive, elle est intégrable si et seulement si son intégrale est finie :.
On la calcule par changement de variable en coordonnées polaires en passant au

domaine V = Q—] — 00, 0] x {0} vu que X\y(©2 — V) < A({0}) = 0.
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1
/ foz(xay)d)‘Q(xay) - / fa(I7y)dA2<I,y) = / _ardrde'
Q 1% o Jo T
Comme les fonctions sont continues positives, on est ramené & une intégrale au sens
de Riemann. Par les intégrales de Riemann, l'intégrale en r converge si et seulement

siaa—1 < 1soit < ag=2etona (méme sice n'est pas demandé) :

fole () = [ e = 2T )
/ |

2 —«

2. (1 point) Montrer que tout o < 1/2, f,, € L*(Q2, B(Q), Aa).
Solution : Comme on a vu que f, est borélienne, f, € L*(2, B(2), \2) si et seulement

Sl .
/ Fran = / Frad\ < +007
Q Q

soit si et seulement si f, est intégrable ce qui revient & 4o < ay = 2 par la premiére
question, donc si et seulement si o < 1/2, comme voulu.

3. (1 point) Est-ce que fo + f1 appartient a L*(Q, B(Q), \2) 7 (justifier)
Solution :
Comme L*(Q,B(€), \2) est un espace vectoriel (par I'inégalité de Minkowski), si
fo + fi appartenait & L* vu qu’on vient de voir f, € L* on aurait aussi f; =
fo+ fi— fo € L*, ce qui implique f; € L*. Par contraposée, comme on vient de voir



que fi € L* on obtient fy + f1 € L*. (on peut aussi raisonner par 'absurde, mais
un raisonnement par contraposé suffit ici).

Solution 2 : par positivité Par positivité des fonctions et monotonie de la puissance
et de l'intégrale, on a :

/ fldx < / (fo+ o)A
Q Q

Or on vient de voir f; € L%, donc on obtient fo + f; ¢ L* (par contraposée de
la propriété de domination : si fy + f1 était dans L*, on aurait aussi f; € L* par
domination).

4. (1 point) Soit o, = 3 — <. Trouver la limite de la suite u,, = || fa,|[3-
Solution :

On a un = || fa, |3 = Jq faa,dA.

Or fia, est une suite positive croissante (car ||(z,y) = exp(—4ain(||(z,y)|]2))
est croissante en a u In(||(z,y)||2 < 0). Donc par le théoréme de convergence domi-
née, on obtient :

IPi

tn = | fur |t = / FrdA — / = 400,
Q Q

Le calcul de I'intégrale vient de la non intégrabilité de f, vu au 1.

Autre Solution (moins intéressante) : Si vous avez calculé (1), vous pouvez calculer
la suite explicitement u, = 5* — +o0 (la limite est alors facile).

Exercice 2 (3 points) Soit = N, A > 0 et P la mesure sur P(£2) définie pour A C N

par :
An —\
P(4)=) —ret
neA
1. (1 point) Calculer la tribu 7 = o({0},{1}) engendrée par les deux événements
A={0}, et B={1}.
Solution : A et B ne forment pas une parition de €2 il faut les compléter avec
C = (AUB)® € T (par stabilité par union et complémentaire. Donc 7 = (A, B, C)
et par le cours pour la tribu engendré par une partition finie, on obtient :

T={0,A,B,C,A°, B, C° Q} = {0,{0},{1},[2, +oo[, N*, N — {1},{0, 1}, N}.

2. (0.5 point) Soit H 'espace de Hilbert (réel) L2(92,P(2),P). Donner une formule
pour le produit scalaire de H en terme de somme de série. Solution : Pour deux
suite u, v, on a par définition puis théoréme de transfert :

+oo
/\n
(u,v) = /QunvndP(n) = nzzounvnme_)‘.

3. (1 point) Soit K = L*(Q, T, P) montrer qu’on définit une base hilbertienne ( fy, f1, f2)
de K par :

A/2 A2

(& e

foln) = Loy (e, fuln) = L), faln) = Lo () ey

Comme les supports de fo, f1, fo sont disjoints, les trois fonctions sont clairement
orthogonales, et sont proportionnelles aux indicatrice de A, B, C' donc sont dans K.
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En particulier 14,15, 1c € V := Vect(fy, f1, f2), donc aussi 1 = 14+ 1+ 1c € V,
d'ot 1ye =1 —14,1ge =1 —1p,1gc =1 — 1 € V. Donc toutes les indicatrices
d’événements de T sont dans V et toute fonction 7-mesurable est étagée (vu la
tribu fini) est combinaison linéaire de telles indicatrices donc K C V et finalement
K = V. IL reste donc a vérifier que les f; sont normalisées, en utilisant la formule
du produit scalaire de la question précédente.

4. (0.5 point) Montrer que K est fermé et calculer la projection orthogonale P sur H.
Solution : K est de dimension 3 donc complet donc fermé. Par la formule du cours,

on a
2

Pi(x) = (fi,x)fi.

1=0

Exercice 3 (8 points + Bonus : 7 points)

Soit H = L*([—m, x|, ) Vespace de Hilbert complexe des fonctions de carré sommable sur
[—7, 7] pour la probabilité pu = %)\ (pour A la mesure de Lebesgue) de produit scalaire et
normes définies pour f,g € H par :

(f.g) = ' F®g®)du(t), |Ifll2 = \//Tr £ (&) [2du(t).

On rappelle que e, (z) = exp(inz) définit une base hilbertienne (e, ),z de H.
On se donne k(z) = m et on pose

(/@) - | " k(e — ) f (9)dn(y)

1. (1 point) Soit f € H, f est elle intégrable sur | — 7, w[7 (justifier).
Solution :

Comme ([—, 7], i) est un espace de probabilité, on a vu en cours que L?([—m, 7], 1) C
LY([—m, 7], ), donc tout f € H est bien intégrable.

On rappelle la preuve par I'inégalité de Holder avec p = ¢ = 1/2 (qui coincide avec
Cauchy-Schwarz), on a :

/[ ]Ifldué\//[ }|f|2dﬂ/[ ]1du=||f||2\|1||2=||f!|2<+oo

(vu ([l = p([=m,7]) = 1)

2. (1.5 points) Soit f € H, montrer que z — T(f)(x) est une fonction bornée, en
déduire que T'(f) € H.
Solution : En bornant explicitement k par 1, on obtient la borne explicite.

T(F)(x)] < / k(@ — )] F () lduy) < / F@)lduly) < [If]le.

—T —T

™

On a donc T'(f) € L*>®([—n, x|, ). Vu que pour une probabilité, L>°([—m, x|, u) C
L3([—m, m], i), on déduit que T(f) € H.

3. (1.5 points) Montrer que T'(f) est une fonction C* sur | — m, 7[. (Indication : on
pourra utiliser un théoréme de dérivation d’une intégrale & paramétre).
Solution :
On vérifie les hypothéses du théoréme de dérivation avec condition de domination
appliqué & h(z,y) = k(z —y) f(y).



(a) h est mesurable en y for produit de f intégrable et y — k(x — y) continue (donc
borélienne).

(b) hest C' en x comme k de dérivée :

of

O Wa—yfly) = - 22— eosle )

(1 + sin?(z — y))2

f().

(c) (1 point + 0.5 Bonus ) On a les dominations suivantes pour h et sa dérivée
partielle, indépendante du parameétre z (vu |k'(z)| < 2) :
h f <
[z, )| < 211 (y

Comme f est intégrable, les dominations sont bien intégrables.

Le théoréme s’applique et on déduit que T'(f) est C* de dérivée :

T(f) (x) = / (e — ) f)duly).

—T

. (0.5 point + 0.5 Bonus pour une inégalité explicite) Montrer que

/” /” k(= y)llf W)ldpy)dp(z) < +o0.

Solution : Tl suffit de borner k£ par 1, pour obtenir :

| [ a-lsointde) < [ [ rwlduinte) =2 [ 1wldnt) < +oo.

. (1 point + 0.5 Bonus pour I’énoncé du Thm. ) Montrer que pour tout n € Z :

<6n7 T(f)> = <€n7 k> <6n7 f>

Solution : (z,y) — k(x — y)f(y) est borélienne par produit de f borélienne avec
une fonction continue. Par la question précédente, elle est intégrable, donc, comme
B(R?) est la tribu produit, on peut appliquer le théoréme de Fubini pour calculer.

/ / cxp(—ina)k(z — ) f(y)dp(y)du(z)
z/_ f(y)eﬂ:p(—iny)/_ exp(—in(z — y))k(z — y)du(x)du(y).

Or, en utilisant un changement de variable z = x — y, puis par Chasles et par 27
périodicité :

/_ " cap(—in(z — y)k(z — y)du(z) = — / " cap(—ina)k(z)du(z)

27 J ey

— i/_Tr exp(—inx)k(x)dpu(r) + 2i/7T ye;pp(_mg:)k(x)du($)

= —/ exp(—inz)k(z)du(x) + 21 /7T yexp(—mx)k(x)d,u(x)

—T

— 5 [ empl-inok()dn(z) = (e b



On obtient donc en réintroduisant dans 'intégrale double :

(en T(f)) = / " F(y)eap(—iny) (en, Kdpu(y)
— (en k) / " F(y)eap(—iny)du(y) = (en, Klem f).

. (0.5 point) Donner une expression de ||T'(f)||3 comme somme d’une série.
Solution :
Par 'égalité de Parseval, vu que (e, ),ez est une base hilbertienne de H :

ITHIE =D Hew TUNE =D e k) (e, £

nez ne”L

. (1 point) En déduire que T" : H — H est une application linéaire continue et
T[]} < 1.

Solution : Comme T est clairement linéaire par linéarité de 'intégrale (sur L' donc
par restriction, ici aussi sur L?), il suffit de voir qu’elle est bornée sur la boule unité.

Or |(enk) > | < [7_|k(x)|du(x) < 1, donc en bornant terme & terme dans la série
de la question précédente et en utilisant de nouveau 'égalité de Parseval dans le
membre de droite, on obtient :

IT(HIE =D e k) e HIE <D Ken NHIE = 111117

neL neL

Donc T est bien linéaire continue et en passant au sup sur la boule unité, on obtient :

NN = sup [T(Hll2 < sup |[f]ls =1
[1£ll2<1 lIFll2<1

n

. (1 point) Soit T,,(f) = Z (ej, k) (ej, f)e;. Montrer que T,,(f) converge vers T'(f)

j=—n
dans H.
Solution : Par le théoréme des bases, on sait que
T(f) = Z (en, T(f))es) = Z (€5, k) (ej. e,
n=—oo Jj=—00

donc la différence est :

T(f)=Tuf) = D (e k)es, Pey,

JEZ—[—n,n]

En appliquant de nouveau 1’égalité de Parseval :

1T =TuN = D Kes k) ey AP —nsa 0,

JEZ—[—n,n]

et la limite est 0 comme limite du reste d’une série convergente.

. (Bonus : 1 point) Montrer que (e,, k) tend vers 0 pour n — +00 et n — —o0.
Solution :On intégre par partie (v’ = exp(—inz),v = k(x)) en se ramenant a une
intégrale de Riemann, pour n # 0 :

27 (en, k) = /7T k(x)exp(—inz)dx = [@k@ﬂfﬂ + /7T k:’(x)ewp(_mx)dx

mn



10.

11.

Puis on borne par intégalité triangulaire, vu les inégalités déja utilisées ||k||o <
LK |l <1

2 T2 2
21| (en, kY| < = +/ Zdr < Z(1427) —psan 0.
n n n

—Tr

On en déduit : la limite voulue.

Bonus : 2 points En déduire que |||T,, — T'||| converge vers 0.
Solution : On reprend 'égalité de Parseval :

1T =TNs= > Hewhkdew NP < sup ew k)Y e

j€z—[-nmn] j€L=[=nn] nez

< sup e )PP

JEZ—[-nn]
En prenant le sup sur la borne unité :

[T, = T||| < sup |<6j7k7>|_>n—>000
JEZ—[—n,n]

avec la limite venant de la question précédente.

Bonus : 3 points Montrer que 'adhérence T'(B) est compact. (Indication : on
pourra commencer par montrer la compacité de T,,(B).) Solution :

On a7, : H— Vect{e; : j € [-n,n]} = F, et F, est clairement de dimension
2n + 1, puisque (€;)jc[—nn) €n est une famille libre et génératrice.

Comme T, est linéaire continue, I'image de la boulde unité 7,,(B) est borné, et donc
son adhérence T, (B) est fermé borné dans F,, de dimension finie, donc compact.
Attention, ce raisonnement ne s’applique pas directement a T, qui n’est
pas de rang fini (on rappelle que le rang est la dimension de ’image).

On montre maintenant que 7'(B) est compact.

Soit u,, € T(B), il existe T'(v,) € T(B) tel que |[u, — T(v,)|| < 1/n pour v, € B
(par caractérisation séquentielle de Padhérence).

Considérons Ty(v,) € To(B). Clest une suite d’un compact donc on peut extraire
une suite vg,(n) telle que Ty(vgn)) converge.

Par 1nduct10n7 on construit (ve,,»)) extraite de (vy,,_,(n)) telle que T}, (vg,, ) converge.
On applique alors un argument diagonal, en considérant (v, (m)). Comme pour tout
M, Ta(vg,,(m)) est asymptotiquement (pour m > M) extraite de Ths(vg,, (m)) donc
converge, donc est de Cauchy.

Finalement, on montre que la suite (u,,(m)) est de Cauchy donc converge dans H
(donc aussi dans le fermé T/(B)).

EN effet, pour n > m, on a ||ug,, (m w2 < ug,, () =T (Vg ) |2 T01 (Vg (m)) —
T (v, (n )!|2+||T(U¢>n n) = U (n ||2+2||T Tuloo < m+||TM(U¢m(m)> T (Vg m)lo+
2T - TMHOO

Et on peut prendre M assez grand pour que 2||T' —Ty||s < 1/m puis m assez grand
pour que le terme du milieu soit arbitrairement petit (vu Ty (vg,,(m)) de Cauchy),
d’our la conclusion.



