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LES DOCUMENTS, CALCULATRICES ET

TÉLÉPHONES NE SONT PAS AUTORISÉS

LES RÉPONSES AUX QUESTIONS DOIVENT ÊTRE JUSTIFIÉES

Question de Cours (5 points) :

1. Donner la déf ini t ion de l ’ intégrale d’une fonct ion posi t ive.

2. Énoncer le théorème de transfert .

3. Énoncer le théorème de convergence monotone.

4. Énoncer le théorème de cont inui té avec condit ion de dominat ion.

Exercice 1 (4 points) On défini t fn : [0, +∞[→ R par

fn ( t ) =
t n
n ! exp

(
−
√
t
)

1. Montrer que fn est intégrable sur [0, +∞[ pour la mesure de Lebesgue λ.

2. Calculer (en just i f iant) la somme de la série
∞∑
n=0

∫ ∞

0
fn ( t )dλ( t ) .

Exercice 2 (5 points) Soit λ = λ1 la mesure de Lebesgue sur R. On déf ini t les

fonct ions F : R → R et G : ]0,∞[→ R par :

F ( t ) =
∫ 1

0
cos(xt )e−x 3dx , G (x ) =

∫
[0,+∞[

e− t 2
x dλ( t ) .

1. Montrer que F est bien déf inie et cont inue sur R.

2. Soit 0 < a < b . Montrer que G est C 1 sur ]a , b [ et calculer sa dérivée.

3. En déduire que G est C 1 sur ]0, +∞[ .



Exercice 3 (6 points) Soit l ’espace E = (C 0
b (R, R) , || · ||∞) des fonct ions

cont inues bornées sur R à valeurs réel les. On rappelle et on pourra ut i l iser que

E est un espace vector iel normé. On note P (x ) = x la fonct ion ident i té sur R.

On déf ini t le sous espace vector iel de E :

F := {f ∈ C 0
b (R, R) : Pf ∈ C 0

b (R, R)}

On défini t l ’appl icat ion (de mult ipl icat ion) mP : F → C 0
b (R, R) par :

mP ( f ) = Pf .

1. Montrer que mP est bien déf inie et l inéaire.

2. Montrer que mP : (F , || · ||∞) → (C 0
b (R, R) , || · ||∞) n’est pas cont inue.

3. On déf ini t pour f ∈ F :

N ( f ) = sup
x∈R

max(1, |x |)|f (x )|.

Montrer que N est une norme sur F .

4. On déf ini t I : F → E 2 = C 0
b (R, R)2 par :

I ( f ) = ( f , Pf ) .

Montrer que I : (F , N ) → E 2 est une isométr ie. (On munit E 2 de la norme

produit ||( f , g )|| = max(||f ||∞, ||g||∞) )

5. On déf ini t , pour x ∈ R, l ’appl icat ion Gx : E 2 → R par

Gx ( f , g ) = g (x ) − xf (x ) .

Montrer que Gx : (E 2 , || · ||) → R est cont inue.

6. Montrer que l ’ image de l ’appl icat ion I est donnée par :

Im (I ) =
⋂
x∈R

G−1
x ({0}) .

7. Montrer que (F , N ) est complet.


