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Exercice 8

1. Donnons un exemple d’une intersect ion d’ouverts
qui n’est pas un ouvert.

Correct ion : Les ouverts ] − 1/n , 1/n [= B (0, 1/n ) ont
pour intersect ion

⋂
n≥1
] − 1/n , 1/n [= {0} qui est un

fermé non vide du connexe R ̸= {0} donc n’est pas
ouvert.

2. Donnons un exemple d’une union de fermés qui
n’est pas un fermé.

Correct ion :

]0, 1[=
⋃

x∈]0,1[
{x} est une union de singleton (boules

fermés de rayons 0) donc de fermés, mais ]0, 1[ est
un ouvert non-vide du connexe R ̸=]0, 1[ donc ]0, 1[
est n’est pas fermé.
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1. Calculer l ’adhérence et l ’ intér ieure de A = Q ∩ [0, 1].
Correct ion : Montrons que A = [0, 1]. En effet, pour
x ∈]0, 1[ on prend xn = ⌊nx⌋

n . Or la part ie ent ière
véri f ie nx ≤ ⌊nx⌋ < nx + 1, donc x ≤ xn < x + 1/n donc
par le théorème des gendarmes xn → x . Or xn ∈ Q
pour tout n et pour n assez grand, xn ∈]0, 1[, donc
xn ∈ A . Par caractér isat ion séquent iel le de
l ’adhérence, on déduit x ∈ A . Donc
A ⊃ A∪]0, 1[= [0, 1]. De plus [0, 1] fermé, et cont ient
A donc comme A est le plus pet i t fermé contenant A ,
on a A ⊂ [0, 1]. En bi lan, A = [0, 1].
Montrons que Ac = R donc Int (A ) = ∅. I l suf f i t de voir
A ⊂ Ac . IL suff i t d ’ut i l iser que R − Q est dense dans
R donc aussi Ac qui le cont ient.
Remontrons le. Pour x ∈ A , on a x +

√
2
n ̸∈ Q (car

√
2

est i r rat ionnel, on peut aussi le remplacer par
n’ importe quel i r rat ionnel, par exemple π) . On a
x +

√
2
n → x donc par caractér isat ion séquent iel le de

l ’adhérence, on déduit x ∈ Ac .

2. Donner un exemple de part ie A de R tel que les 7
ensembles :

A , A , Int(A ) , Int(A ) , Int(A ) , Int(Int(A ) ) , Int(A )

soient tous dist incts
Correct ion : On prend
A =] − 1, 0[∪]0, 1[∪(Q∩]3, 4[) ∪ {2}. On l ’a construi t en



prenant 3 zones, une zone dense d’ intér ieur vide
grâce à l ’ intersect ion avec Q, une valeur isolée du
complémentaire {0} qui va aussi être ajouté de
l ’adhérence, une valeur isolé {2} qui va disparaî t re
de l ’ intér ieur tout en restant ident ique dans
l ’adhérence. ON va voir que ses 3 comportements
di f férents suff isent à avoir les 7 ensembles
dist incts.

Montrons
A = [−1, 1] ∪ [3, 4] ∪ {2} = A ∪ {−1, 0, 1} ∪ [3, 4]. C’est
clairement un fermé (union f inie de boules fermées)
qui cont ient A (d’où ⊂) . De plus, A cont ient
−1 + 1/n to − 1 ∈ A , 1/n → 0 ∈ A et 1 − 1/n → 1 ∈ A ,
3 + 1/n → 3 ∈ A ,4 − 1/n → 4 ∈ A . De même soit
λ ∈]3, 4[, on a λn ∈ Q tendant vers λ (par densi té de
Q dans R) d’où comme ]3, 4[ ouvert, λn ∈]3, 4[∩Q ⊂ A
pour n assez grand.

Montrons Int (A ) =] − 1, 0[∪]0, 1[. c ’est un ouvert
(union de boules ouvertes) contenue dans A donc i l
suf f i t de voir Int (A ) ⊂] − 1, 0[∪]0, 1[⇐⇒ Ac ⊃
] −∞,−1] ∪ {0} ∪ [1,∞[= Ac ∪ {2} ∪ (Q∩]3, 4[) Or Ac

cont ient 2 + 1/n → 2 ∈ Ac et si p ∈]3q , 4q [ p , q ∈ N
p/q +

√
2/n ∈ R − Q∩]3,∞[⊂ Ac et donc

p/q +
√
2/n → p/q ∈ Ac .

On a de même, Int (A ) = [−1, 1],
Int (A ) =] − 1, 1[∪]3, 4[, Int (Int (A ) ) =] − 1, 1[,
Int (A ) = [−1, 1] ∪ [3, 4].



Tous les ensembles voulus sont di f férents. (pour
expl iquer, on a ut i l iser les Q pour que tous les
ensembles commençant par un intér ieur ne
cont ienne par ]3, 4[ et ceux commençant par un
adhérence le cont ienne. On a uti l iser {2} ( resp {0})
dans A ( resp. Ac ) pour di f férencier A et quelqu’un
passé par un intér ieur Int (A ) ( resp Int (A ) et
quelqu’un passé par une adhérence
Int (Int (A ) ) =] − 1, 1[)

3. Que dire du rapport de Int(A ) , et Int(Int(A ) ) ? De
même, que dire du rapport de Int(A ) et Int(Int(A ) ) ?

Correct ion : Montrons que Int(A ) = Int(Int(A ) ) .
( l ’autre égal i té Int(A ) = Int(Int(A ) ) se montre en
prenant A = B c et en appl iquant la première à B )

Par les résultats généraux Int(A ) ⊂ Int(A ) donc c’est
un ouvert contenu dans Int(A ) donc
Int(A ) ⊂ Int(Int(A ) ) .

I l s ’agi t de véri f ier l ’ inclusion réciproque. Or
Int(A ) ⊂ A donc en prenant l ’adhérence
(Int(A ) ⊂ A = A . Enf in en prenant l ’ intér ieur :
Int(Int(A ) ) ⊂ Int(A ) .

Exercice 12

Soient (E , ||.||) un espace vector iel normé, A et B
deux part ies non vides de E . On suppose que A est
ouvert. Montrons que A ∩ B ⊂ A ∩ B et que cette inclusion



peut ne pas être vrai si A n’est pas ouvert.

Correct ion : Soit x ∈ A ∩ B , par caractér isat ion
séquent iel le xn ∈ B avec xn → x . Or A ouvert, donc
B (x , ϵ) ⊂ A pour un certain ϵ > 0. et pour n assez grand,
xn ∈ B (x , ϵ) donc x ∈ A ∩ B . Encore par caractér isat ion
séquent iel le, on en déduit que x ∈ A ∩ B .

Par exemple, A = {1}, B =]0, 1[, B = [0, 1] donc
A ∩ B = {1} mais A ∩ B = ∅ = A ∩ B

Exercice 13

Soient (E , ||.||) un espace vector iel normé, A et B
deux part ies denses dans E . On suppose que A est
ouvert. Montrons que A ∩ B est dense dans E .

Correct ion : On a B = E . On ut i l ise l ’exo précédent :
A = A ∩ B ⊂ A ∩ B

donc en passant à l ’adhérence : E = A ⊂ A ∩ B ⊂ E
d’où égal i té.

Exercice 14

Montrons que dans un espace vector iel normé, un
sous espace vector iel propre n’est jamais ouvert.

Correct ion : Un sev F ⊂ E cont ient 0, si F est ouvert,



alors B (x , r ) ⊂ F pour r > 0. mais pour tout x ̸= 0
y = xr

2||x || ∈ B (x , r ) ⊂ F donc par stabi l i té des e.v. par
mult ipl icat ion par un scalaire, on a :

x = 2||x ||y
x ∈ F donc E = F . Par contraposée, si F ̸= E ,

alors F n’est pas ouvert.

Continuité uniforme

Exercice 15 (cf . TD)

Exercice 16 (cf . TD)

Exercice 17 (cf . TD)

Exercice 18 (cf . TD)

Exercice 19 Soit (E , ∥ · ∥) un espace vector iel normé, X
une part ie de E et f , g : X → R deux fonct ions cont inues.
Montrer que la somme f + g et le produit fg sont
également des fonct ions cont inues.
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Cela montre que somme et produit sont cont inues, et
en composant avec ( f , g ) on obt ient la cont inui té de la
somme f + g et du produit fg .

Exercice 20 Montrer que la composée de deux fonct ions
uniformément cont inues est uni formément cont inue.

Correct ion de 2021-2022 exercice 23
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Exercice 21 Montrer qu’une l imite uni forme de fonct ions
uniformément cont inues est uni formément cont inue.
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Exercice 22 Soit (X , d ) un espace métr ique. On désigne
par E l ’espace vector iel formé par toutes les fonct ions
f : X → R qui sont bornées, c ’est-à-dire qu’ i l existe
M ∈ R tel que |f (x )| ≤ M pour tout x ∈ X .
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Pour f ∈ E , on pose

∥f ∥∞ = sup{|f (x )| : x ∈ X } .

1. Véri f ier que ∥ · ∥∞ est une norme sur E .

2. Montrer que pour toute suite ( fn ) d’éléments de E et
f ∈ E , on a l ’équivalence(
( fn ) converge uniformément vers f

)
⇔ ∥fn − f ∥∞ → 0 .

3. Montrer que les fonct ions cont inues appartenant à E
forment un fermé de E . Que dire des fonct ions
uniformément cont inues appartenant à E ?

Correct ion de 2021-2022 exercice 26
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Exercice 23 Soit (X , d ) un espace métr ique. Soit A une
part ie non-vide et d (x , A ) = inf{d (x , a ) : a ∈ A}.

1. Montrer que d (x , A ) = 0 si et seulement si x ∈ A .
Solut ion : Si d (x , A ) = 0, par déf ini t ion de l ’ inf , i l
existe an ∈ A d (x , an ) ≤ 1/n , c ’est à dire an → x , donc
x ∈ A .
Réciproquement on a vu en cours que si x ∈ A i l
existe une suite véri f iant la même propriété, et ceci
montre d (x , A ) = 0.
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2. Montrer que x 7→ d (x , A ) est 1-l ipshi tz ienne. (cf TD
2 ex 5.2)

3. Est-el le uni formément cont inue ? (Oui par 2 et le
cours)

Exercice 24 Soit E l ’espace vector iel normé
(C ( [0, 1], R) , ∥ · ∥1 ) . On considère l ’appl icat ion µ : E → E
déf inie par

µ( f ) (x ) =
∫ x

0
f ( t )dt pour f ∈ E et x ∈ [0, 1].

1. Montrer que µ est bien déf inie et que µ est une
appl icat ion l inéaire cont inue.

2. On considère la sui te de fonct ions ( fn )n≥1 déf inie par

fn ( t ) = n (1 − t )n−1 pour n ≥ 1 et t ∈ [0, 1].

Pour chaque n ≥ 1, calculer ∥fn∥1 et ∥µ( fn )∥1 .

3. En déduire la norme de µ.

Exercices supplémentaires.

Exercice 25

On considère le R-espace vector iel R2 (ou R3 ) muni
de la norme ||.||2 . Parmi les ensembles suivants,
lesquels sont ouverts, lesquels sont fermés ? Calculer
les intér ieurs, adhérences, front ières.



1. D = Q2 ∩ ( [0, 1]×]1, 2[),

2. E = {(x , y ) ∈ R2 : xy < 1},

3. F = {(x , y ) ∈ R2 : x 2 + y 2 ≤ 1, x ̸= 0},

4. G = {(x , y ) ∈ R2 : x = 1/n , y = 1/m , n > 0, m > 0},

5. H = {(x , y , z ) ∈ R3 : x + y + z ≥ 0},

6. I = {(x , y , z ) ∈ R3 : x > 0, y ≥ 0, z ∈]1, 2[∪{−1/n , n ∈
N}},

7. J = {(x , y , z ) ∈ R2 × Q : x > 0, y ≥ 0},

Correct ion :

1. D = Q2 ∩ ( [0, 1]×]1, 2[) n’est ni ouvert ni fermé. Mq
D = D2 := [0, 1] × [1, 2].

D’abord D2 = B||.||∞ ( (1/2, 3/2), 1/2) est une boule
fermée donc un fermé contenant D donc D ⊂ D2 .

Soit D1 = Q2 ∩ ( ]0, 1[×]1, 2[) est l ’ intersect ion d’un
ensemble dense et de l ’ouvert
]0, 1[×]1, 2[= B||.||∞ ( (1/2, 3/2), 1/2). Par l ’exercice 12,
on a ]0, 1[×]1, 2[= Q2 ∩ ( ]0, 1[×]1, 2[) ⊂ D1 .

I l reste donc à voir que la front ière
{0, 1} × [1, 2] ∪ [0, 1] × {1, 2} ⊂ D comme à l ’exo 10.3
D ∋ (x , 1 + 1

n ) → (x , 1), D ∋ (x , 2 − 1
n ) → (x , 2) pour

x ∈ [0, 1] donc par caractér isat ion séquent iel le
[0, 1] × {1, 2} ⊂ D .



D ∋ (1 − 1
n , y ) → (1, y ) , D ∋ ( 1n , y ) → (0, y ) pour

y ∈]1, 2] donc par caractér isat ion séquent iel le
{0, 1}×]1, 2[⊂ D . On a donc

{0, 1}×[1, 2]∪[0, 1]×{1, 2} = {0, 1}×]1, 2[∪[0, 1]×{1, 2} ⊂ D .

En bi lan, on a bien D2 ⊂ D et donc D2 = D .

Int (D ) = ∅ car D c est dense dans R2 car i l cont ient
(
√
2 + Q)2 qui est dense. La front ière est

D − Int (D ) = [0, 1] × [1, 2].

2. E = {(x , y ) ∈ R2 : xy < 1} = f −1 ( ] −∞, 1[) est ouvert
car f : (x , y ) → xy est cont inue comme polynôme et
car ] −∞, 1[ est ouvert. De même,
{(x , y ) ∈ R2 : xy ≤ 1} = f −1 ( ] −∞, 1]) est un fermé
qui cont ient E , donc aussi le plus pet i t fermé E qui
cont ient E : E ⊂ {(x , y ) ∈ R2 : xy ≤ 1}

Réciproquement wn = (x , (1 − 1/n )1/x ) ∈ E et
wn → (x , 1/x ) (x ̸= 0) donc
{(x , y ) ∈ R2 : xy ≤ 1} = E ∪{(x , y ) ∈ R2 : xy = 1} ⊂ E
d’où égal i té. Fr (E ) est donc l ’hyperbole d’équat ion
xy = 1.

3. F = {(x , y ) ∈ R2 : x 2 + y 2 ≤ 1, x ̸= 0} ( la boule unité
pour la norme 2 privée de l ’axe des ordonnés) n’est
pas fermé car soi t x ∈ [−1, 1]
un = (1/n , x (1 − 1/n ) ) ∈ F (car (1/n )2 + (x − x/n )2 ≤
(1 − 1/n )2 + (1/n )2 = 1 + 2/n 2 − 2/n ≤ 1 vu n 2 ≥ n pour
n ent ier) et un → (0, x ) ̸∈ F . On n’a donc de plus



{0} × [−1, 1] ⊂ F . Or
F ∪{0}× [−1, 1] = {(x , y ) ∈ R2 : x 2+y 2 ≤ 1} = BF ,2 (0, 1)
est un fermé contenant F donc contenant F . C’est
donc F = BF ,2 (0, 1) vu l ’autre inclusion juste
montrée.

Par ai l leurs F n’est pas ouvert car pour tout x , y tel
que x ̸= 0 et x 2 + y 2 = 1, un = (x (1 + /n ) , y (1 + /n ) ) ̸∈ F
(car (x (1 + /n ) )2 + (y (1 + /n ) )2 = (1 + /n )2 > 1) mais
un → (x , y ) ∈ F . Ainsi (x , y ) ∈ F c ∩ F donc F c n’est
pas fermé et F n’est pas ouvert. De plus
F−{(x , y ) : x 2+ y 2 = 1, x ̸= 0} = B2 (0, 1)∩{(x , y ) , x ̸= 0}
est l ’ intersect ion de deux ouverts donc est ouvert et
est contenu dans F donc est contenu dans l ’ intér ieur
de F . Or On vient de voir que
{(x , y ) : x 2 + y 2 = 1, x ̸= 0} n’est pas dans l ’ intér ieur
de F d’où Int (F ) = F − {(x , y ) : x 2 + y 2 = 1, x ̸= 0}.

Enf in, On peut déduire Fr (F ) = F − Int (F ) = {(x , y ) :
x 2 + y 2 = 1} ∪ {(x , y ) : x = 0}.

4. G = {(x , y ) ∈ R2 : x = 1/n , y = 1/m , n ∈ N, m ∈ N},
Int (G ) = ∅ car
G c ⊃ (Q2 )c ∋ (1/n +

√
2/p , 1/m ) →p→∞ (1/n , 1/m ) donc

G c est dense dans R2 .

Montrons que G = ({0} ∪ {(1/n )n ∈ N})2 En effet,
T := {0} ∪ {(1/n )n ∈ N} est fermé dans R (même
compact par le TD 2 exo 5) car son complémentaire
est ] −∞, 0[∪]1,∞[∪

⋃
n∈N∗ ]1/(n + 1), 1/n [ est ouvert



comme union d’ouverts. Donc T 2 est fermé dans R2 1

On a donc T 2 est un fermé contenant G on a donc
montré G ⊂ T 2 . Pour l ’ inclusion inverse, i l suf f i t de
remarquer, par caractér isat ion séquent iel le de
l ’adhérence, que les suites suivantes de G converge
vers les éléments de T 2 non dans G :
(1/n , 1/m ) →n→∞ (0, 1/m ) , m ∈ N, (1/n , 1/m ) →m→∞

(1/n , 0), n ∈ N, (1/n , 1/n ) → (0, 0).

5. H = {(x , y , z ) ∈ R3 : x + y + z ≥ 0} est fermé car
f (x , y , z ) = x + y + z est cont inue car l inéaire et
H = f −1 ( [0, +∞[ ) . On montre comme pour B ,
Int (H ) = {(x , y , z ) ∈ R3 : x + y + z > 0}.

6. I = {(x , y , z ) ∈ R3 : x > 0, y ≥ 0, z ∈]1, 2[∪{−1/n , n ∈
N}}, n ’est pas fermé car pour
y0 ≥ 0, z0 ∈ [1, 2] ∪ {−1/n , n ∈ N}} um =
(1/m , y0 , 1R+ (z ) (z0−3/2)(1−1/m ) + 3/2 + 1R− (z0 )z0 ) ∈ I
et um → (0, y0 , z0 ) ̸∈ I . On obt ient de plus par
caractér isat ion séquent iel le que
{0} × R+ × [1, 2] ∪ {−1/n , n ∈ N} ⊂ I .

De même, pour x0 ≥ 0, y0 ≥ 0 (x0 + 1/n , y0 , 1 +
1/n ) , (x0 + 1/n , y0 , 2 − 1/n ) , (x0 + 1/n , y0 ,−1/n ) sont
dans I et tendent respect ivement vers
(x0 , y0 , 1), (x0 , y0 , 2), (x0 , y0 , 0) qui ne sont pas dans
I . En bi lan on a donc obtenu Z := {(x , y , z ) ∈ R3 :

1. En effet, on rappelle la preuve du cours : soit (un , vn ) ∈ T 2 quelconque tendant
vers (u , v ), vu T fermé, on a donc un → u ∈ T , vn → v ∈ T , donc (u , v ) ∈ T 2 c’est à
dire T 2 fermé par caractérisation séquentielle.



x ≥ 0, y ≥ 0, z ∈ [1, 2] ∪ {0} ∪ {−1/n , n ∈ N}} ⊂ I . En
fai t on a égal i té, car Z = p−1

x ( [0,∞[ ) ∩ p−1
y ( [0,∞[ ) ∩

p−1
z ( [1, 2] ∪ {0} ∪ {−1/n , n ∈ N}) est fermé comme

intersect ion de trois fermé„ chacun fermé comme
image inverse par des appl icat ions cont inues (les
project ions px , py , pz de fermés
(( [1, 2] ∪ {0} ∪ {−1/n , n ∈ N})c =
]2, +∞[∪]0, 1[∪

⋃
n∈N∗ ] − 1/n ,−1/(n + 1)[∪] −∞,−1[ est

ouvert comme union d’ouverts).

7. J = {(x , y , z ) ∈ R2 × Q : x > 0, y ≥ 0} n’est ni ouvert
ni fermé. Son adhérence est J = R2+ × R (qui est un
fermé contenant J tel que pour tout (x , y , z ) ∈ R2+ × R
on trouve une suite de rat ionnel zn → z par densi té
de Q dans R et on obt ient (x + 1/n , y , zn ) ∈ J qui tend
vers (x , y , z ) )

Int (J ) = ∅ car pour (x , y , z ) ∈ J , (x , y , z +
√
2/n ) ̸∈ J

(car
√
2 non rat ionnel) et tend vers (x , y , z ) donc J c

est dense dans R3 .

Exercice 26 Soit E un espace vector iel et soient ||.||1 et
||.||2 deux normes sur E . On note B i (a , r ) ( resp. BFi (a , r ) )
la boule ouverte (resp. fermée) pour la norme ||.||i .

1. Montrer que :
BF 1 (0, 1) = BF 2 (0, 1) ⇐⇒ (∀x ∈ E , ||x ||1 = ||x ||2 )

⇐ est évidente, mêmes normes implique mêmes
boules.



⇒ Si x = 0 l ’égal i té est évidente puisque le vecteur
nul a toujours norme 0. Si x ̸= 0, par séparat ion
||x ||1 ̸= 0 et x

||x ||1
∈ BF 1 (0, 1) = BF 2 (0, 1), donc∥∥∥∥ x

||x ||1

∥∥∥∥
2
= ||x ||2
||x ||1

≤ 1

donc ||x ||2 ≤ ||x ||1 et par symmétr ie ||x ||1 ≤ ||x ||2 d’où
égal i té.

2. Montrer que :
B1 (0, 1) = B2 (0, 1) ⇐⇒ (∀x ∈ E , ||x ||1 = ||x ||2 )

⇐ est évidente, mêmes normes implique mêmes
boules.

⇒ en passant à l ’adhérence par l ’exercice 28, on
obt ient l ’hypothèse du 1.

Exercice 27

Soit X := {(−1)n + 1
n : n ∈ N∗}. L ’ensemble X est-i l

un ouvert de R ? Déterminer X .

Exercice 28
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