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Correction partielle

Complétude.

Exercice 1

(cf TD.)
Exercice 2

(cf TD.)
Exercice 3

(cf TD.)
Exercice 4 On considére 'espace E = (*(IN) = {a = (a;) € KN . l|a||1 = Z la;| < co}. On sait

i=0

que (E,|| - |]1) est un espace vectoriel normé (cf TD 1 ex 3). Soit a, = (@nm)m>0 € E la suite des

coefficients d’une série absolument convergente dans E, c’est a dire : > ||an||i < 4o0.
On rappelle la version série du théoréme de Fubini-Tonelli, pour toute série double (& coefficients
positifs comme |ay,.,|), on peut intervertir les sommes :

S anml =D lanm| € [0, +00].

n=0 m=0 m=0 n=0
o, ¢]
1. Montrer que pour chaque m € IN, la série ) ay,,, converge dans IK, disons vers b,,, = E -
n=0

Solution : 11 suffit de voir que la série est absolument convergente (ce qui implique sa conver-
gence vu IR complet). Or

]Zanm( <3S gl = Z anly < +oc.
n=0 m=0
2. Montrer que b = (by,)m>0 € E. Solution : Par I'inégalité triangulaire des séries :

16l = Z [bm| < Zz|anm| = Z llan||1 < +00.

m=0 n=0

iai—b < i i\aLmLEn déduire que iai—b

=0 1 i=n+1m=0 1=0 1
Solution : Par I'inégalité triangulaire des séries, puis 'interversion des sommes :

||Za1_b||1_2|zazm_bm|22| Yo aiml <D laiml = > laill

m=0 =0 m=0 i=n+1 m=0i=n-+1 i=n+1

3. Montrer que —n—soo 0.

Comme reste d’'une série convergente, la derniére somme tend vers 0, d’ou le résultat.



4. En déduire que E est complet.
Solution : Le 3 dit que les sommes partielles de la série des (a,) converge vers b € E, et comme
la série absolument convergente était arbitraire, toute série absolument convergente converge.
C’est le critére de complétude par série qui indique donc que F est complet.

Exercice 5 (cf TD.)

Exercice 6
(cf TD.)

Compacité

Exercice 7
(cf TD.)

Exercice 8 (cf TD.)
Exercice 9 (cf TD.)

Exercice 10  Correction de 2021-2022 exercice 32
https://math.univ-1lyonl.fr/parcours_matheco/lib/exe/fetch.php?media=programmes_ue_
13:topologie-mesure:feuille2-matheco_2021-2022_correctionpartiellemas.pdf

Exercice 11  Soit K = {z,, : n € IN} U {z} ou (z,) est une suite convergente vers z € X.
On montre que toute suite (y,) de K admet une sous suite convergente en séparant deux cas

1. Soit (y,) ne prend qu'un nombre fini de valeurs, donc par le principe des tiroirs, elle prend une
valeur un nombre infini de fois, elle admet donc une sous-suite constante (donc convergente).

2. Soit (y,) prend un nombre infini de valeurs, (et donc aussi (z,)) on va montrer qu’il existe
une sous-suite de y, aussi extraite de x. On pose ¢(0) = inf{n € IN : y,, # x} (qui existe car
y n'est pas constante égale a x) et 1(0) = inf{m € IN : z,, = ys(0)} (qui existe par choix de
¢(0))-

On définit alors par récurrence

p(n+1) = inf{m > ¢(n) : ym & {x, 21, -, Tyw) }}
P(n+1) =inf{m > P(n) : 2y = Ygmr1)}

L’ensemble dont on prend l'inf pour obtenir ¢(n + 1) est non-vide car y prend un nombre
infini de valeurs. Celui pour obtenir ¢)(n 4 1) est non-vide car ygm+1) 7 @ donc appartient
aux valeurs de x. On a par construction 1 et ¢ strictement croissante et yg(n) = Zy(n) donc la
suite extraite (y4(n)) est aussi extraite de (x,) donc converge vers x.

Exercice 12

1. Comme f est continue sur le compact [0, 1], par le Théoréme de Heine, elle est uniformément
continue, donc, soit € > 0, il existe n = 1/n tel que |z —y| < 1/n implique |f(z) — f(y)| <e.
Or |L3:_:J — x| < 1/n, donc |f.(z) — f(z)| = |f (%) — f(x)] < e. Comme ceci est uniforme
en z, ||fn — flloo <€, c’est a dire f,, converge uniformément vers f.

2. On remarque que f,, ci-dessus est en escalier, et le 1 s’applique autant a [a,b] qu’a [0, 1]. Cela
conclut le cas f continue. Pour f, continue par morceau, on a une subdivision zop =0 < x; <
-+ <@, = 1 et chaque f|i;, 4,,,[ admet un prolongement continue f; a [;, ;41| & qui on peut
appliquer le 1, donnant f;,,. On approche f par f, tel que f,(z;) = f(x;) et fu(z) = fin(x) si
z; < & < Tipr. On voit que ||fr — flloo < max(||fin — filloo — 0.
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