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Feuille d’exercices numéro 3

Complétude.

Exercice 1

(cf TD.)

Exercice 2

(cf TD.)

Exercice 3

(cf TD.)

Exercice 4 On considère l ’espace

E = ℓ1 (N) = {a = (a i ) ∈ KN : ||a||1 =
∞∑
i=0

|a i | <∞}. On sait que

(E , || · ||1 ) est un espace vector iel normé (cf TD 1 ex 3).
Soit an = (an ,m )m≥0 ∈ E la sui te des coeff ic ients d’une
série absolument convergente dans E , c ’est à dire :∑∞

n=0 ||an ||1 < +∞.

On rappelle la version série du théorème de
Fubini-Tonell i , pour toute série double (à coeff ic ients



posit i fs comme |an ,m |) , on peut intervert i r les sommes :
∞∑
n=0

∞∑
m=0

|an ,m | =
∞∑
m=0

∞∑
n=0

|an ,m | ∈ [0, +∞] .

1. Montrer que pour chaque m ∈ N, la série
∑

n an ,m

converge dans K, disons vers bm =
∞∑
n=0

an ,m .

Solut ion : I l suf f i t de voir que la série est
absolument convergente (ce qui impl ique sa
convergence vu R complet). Or∣∣∣∑

n
an ,m

∣∣∣ ≤ ∞∑
n=0

∞∑
m=0

|an ,m | =
∞∑
n=0

||an ||1 < +∞.

2. Montrer que b = (bm )m≥0 ∈ E . Solut ion : Par
l ’ inégal i té tr iangulaire des séries :

||b||1 =
∞∑
m=0

|bm | ≤
∞∑
m=0

∞∑
n=0

|an ,m | =
∞∑
n=0

||an ||1 < +∞.

3. Montrer que
∥∥∥∥∥

n∑
i=0
a i − b

∥∥∥∥∥
1

≤
∞∑

i=n+1

∞∑
m=0

|a i ,m |. En déduire

que
∥∥∥∥∥

n∑
i=0
a i − b

∥∥∥∥∥
1

→n→∞ 0.

Solut ion : Par l ’ inégal i té tr iangulaire des séries,
puis l ’ interversion des sommes :

||
n∑
i=0
a i − b||1 =

∞∑
m=0

|
n∑
i=0
a i ,m − bm | =

∞∑
m=0

|
∞∑

i=n+1
a i ,m |

≤
∞∑
m=0

∞∑
i=n+1

|a i ,m | =
∞∑

i=n+1
||a i ||1 .



Comme reste d’une série convergente, la dernière
somme tend vers 0, d’où le résultat.

4. En déduire que E est complet.

Solut ion : Le 3 dit que les sommes part iel les de la
série des (an ) converge vers b ∈ E , et comme la
série absolument convergente étai t arbi t raire, toute
série absolument convergente converge. C’est le
cr i tère de complétude par série qui indique donc
que E est complet.

Exercice 5 (cf TD.)

Exercice 6

(cf TD.)

Compacité

Exercice 7

(cf TD.)

Exercice 8 (cf TD.)

Exercice 9 (cf TD.)

Exercice 10 Correct ion de 2021-2022 exercice 32



https://math.univ-lyon1.fr/parcours_matheco/

lib/exe/fetch.php?media=programmes_ue_l3:

topologie-mesure:feuille2-matheco_2021-2022_

correctionpartiellemas.pdf

Exercice 11 Soit K = {xn : n ∈ N} ∪ {x} où (xn ) est une
suite convergente vers x ∈ X .

On montre que toute suite (yn ) de K admet une sous
suite convergente en séparant deux cas

1. Soit (yn ) ne prend qu’un nombre f ini de valeurs,
donc par le pr incipe des t i roirs, el le prend une
valeur un nombre inf ini de fois, el le admet donc une
sous-suite constante (donc convergente).

2. Soit (yn ) prend un nombre inf ini de valeurs, (et donc
aussi (xn ) ) on va montrer qu’ i l existe une sous-suite
de y , aussi extrai te de x . On pose
ϕ(0) = inf{n ∈ N : yn ̸= x} (qui existe car y n’est pas
constante égale à x ) et ψ(0) = inf{m ∈ N : xm = yϕ(0)}
(qui existe par choix de ϕ(0)).

On déf ini t alors par récurrence

ϕ(n + 1) = inf{m > ϕ(n ) : ym ̸∈ {x , x1 , · · · , xψ(n )}}

ψ(n + 1) = inf{m > ψ(n ) : xm = yϕ(n+1)}

L’ensemble dont on prend l ’ inf pour obtenir ϕ(n + 1)
est non-vide car y prend un nombre inf ini de
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valeurs. Celui pour obtenir ψ(n + 1) est non-vide car
yϕ(n+1) ̸= x donc appart ient aux valeurs de x . On a par
construct ion ψ et ϕ str ictement croissante et
yϕ(n ) = xψ(n ) donc la suite extrai te (yϕ(n ) ) est aussi
extrai te de (xn ) donc converge vers x .

Exercice 12

1. Comme f est cont inue sur le compact [0, 1], par le
Théorème de Heine, el le est uni formément cont inue,
donc, soi t ϵ > 0, i l existe η = 1/n tel que |x − y | ≤ 1/n
impl ique |f (x ) − f (y )| ≤ ϵ. Or |⌊xn⌋n − x | ≤ 1/n , donc
|fn (x ) − f (x )| = |f

(
⌊xn⌋
n

)
− f (x )| ≤ ϵ. Comme ceci est

uni forme en x , ||fn − f ||∞ ≤ ϵ, c ’est à dire fn converge
uniformément vers f .

2. On remarque que fn ci-dessus est en escal ier, et le
1 s’appl ique autant à [a , b ] qu’à [0, 1]. Cela conclut
le cas f cont inue. Pour f , cont inue par morceau, on
a une subdivision x0 = 0 < x1 < · · · < xn = 1 et chaque
f |]x i ,x i+1 [ admet un prolongement cont inue f i à
[x i , x i+1 ] à qui on peut appl iquer le 1, donnant f i ,n .
On approche f par fn tel que fn (x i ) = f (x i ) et
fn (x ) = f i ,n (x ) s i x i < x < x i+1 . On voit que
||fn − f ||∞ ≤ max i (||f i ,n − f i ||∞) → 0.


