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Complétude

Exercice 1 Soit (E , || · ||) un e.v.n., et F ⊆ E un
sous-espace de dimension f inie. Montrer que F est
fermé dans E .

Exercice 2

Soit E un espace de Banach. Soit A = (L (E , E ) , ||| · |||)
l ’espace de Banach des appl icat ions l inéaires cont inues
sur E (munie de la norme subordonnée). Soit f ∈ A
véri f iant |||f ||| < 1.

1. Soit x ∈ A , on pose Fx (y ) = f (y ) + x . Montrer que
l ’appl icat ion Fx a un unique point f ixe.

2. Véri f ier que la norme subordonnée est
sous-mult ipl icat ive, c’est à dire que pour tout
f , g ∈ A :

|||f ◦ g||| ≤ |||f ||| |||g|||

3. On considère la série
∑

n f n des composées de f
déf inies par f 0 = idE ( l ’appl icat ion ident i té),



f n+1 (x ) = f ( f n (x ) ) . Montrer que cette série est
absoluement convergente dans A .

4. En déduire que idE − f admet un inverse de
composit ion dans A , c ’est à dire g ∈ A tel que

g ◦ ( idE − f ) = ( idE − f ) ◦ g = idE

Quel est le l ien entre g (x ) et le point f ixe de Fx ?

Exercice 3

Soit E un espace de Banach. Soit C = C 1
b ( ]0, +∞[ , R)

l ’espace des appl icat ions C 1 bornées et de dérivées
bornées f : ]0, +∞[→ R.

1. Soit
D : (C 1

b ( ]0, +∞[ , R) , || · ||∞) → (C 0
b ( ]0, +∞[ , R) , || · ||∞)

déf ini par D ( f ) (x ) = f ′(x ) . Montrer que D est une
appl icat ion l inéaire non-cont inue. (Indicat ion :
considérer fn (x ) = e−nx )

2. Pour rendre D cont inue, on considère la norme
||f ||C 1 = max(||f ||∞, ||D ( f )||∞) . Montrer que cela déf ini t
une norme sur C et que
D : (C , || · ||C 1 ) → (C 0

b ( ]0, +∞[ , R) , || · ||∞) est cont inue.

3. On pose i ( f ) = ( f , D ( f ) ) Montrer que
i : C → (C 0

b ( ]0, +∞[ , R) , || · ||∞)2 déf ini t une isométr ie.
En déduire que (C , || · ||C 1 ) est complet.



Exercice 4 On considère l ’espace

E = ℓ1 (N) = {a = (a i ) ∈ KN : ||a||1 =
∞∑
i=0

|a i | < ∞}. On sait que

(E , || · ||1 ) est un espace vector iel normé. Soit
an = (an ,m )m≥0 ∈ E la sui te des coeff ic ients d’une série
absolument convergente dans E , c ’est à dire :∑∞

n=0 ||an ||1 < +∞.

On rappelle la version série du théorème de
Fubini-Tonell i , pour toute série double (à coeff ic ients
posi t i fs comme |an ,m |) , on peut intervert i r les sommes :

∞∑
n=0

∞∑
m=0

|an ,m | =
∞∑
m=0

∞∑
n=0

|an ,m | ∈ [0, +∞] .

1. Montrer que pour chaque m ∈ N, la série
∑

n an ,m

converge dans K, disons vers bm =
∞∑
n=0

an ,m .

2. Montrer que b = (bm )m≥0 ∈ E .

3. Montrer que
∥∥∥∥∥

n∑
i=0
a i − b

∥∥∥∥∥
1

≤
∞∑

i=n+1

∞∑
m=0

|a i ,m |. En déduire

que
∥∥∥∥∥

n∑
i=0
a i − b

∥∥∥∥∥
1

→n→∞ 0.

4. En déduire que E est complet.

Exercice 5 On considère le système d’équat ions4x = sin(x + y ) , (x , y ) ∈ R2

3y = 3 + 2 arctan(x − y ) .
(1)



1. Déterminer une fonct ion f : R2 → R2 tel le que
(x , y ) ∈ R2 soit solut ion de (1) si et seulement si
(x , y ) est un point f ixe de f .

2. Montrer que f est contractante de R2 → R2 . On
commencera par montrer les deux inégal i tés
suivantes : pour tout a , b ∈ R,
| sin(a ) − sin(b )| ≤ |a − b| et
| arctan(a ) − arctan(b )| ≤ |a − b|.

3. Montrer que le système (1) admet une unique
solut ion dans R2 .

Exercice 6 On considère l ’espace
E = C0 ( [0, 1], R) = {f : [0, 1] → R; f continue} muni de la
norme ∥f ∥1 =

∫ 1
0 |f (x )|dx (cf TD 1 ex 5)

1. Montrer que fn (x ) = x n déf ini t une suite de Cauchy
de E .

2. E est-i l complet ?

Compacité

Exercice 7 Déterminer si les ensembles suivants sont,
ou ne sont pas, compacts dans R2 :

A = {(x , y ) ∈ R2 : x 2 + y 4 = 1} , B = {(x , y ) ∈ R2 : y 2 = x 3} ,

C = {(cos t , s in t ) : t ∈ [0, 1]} , D = {(cos t , s in t ) : t ∈]0, 1]} , E = {(cos t , s in t ) : t ∈]0, 2π ]}.



Exercice 8 On se place dans l ’espace vector iel R [X ]
muni de la norme n∞. Montrer que la boule fermée de
centre 0 et rayon 1 n’est pas compacte. (Indicat ion : on
pourra démontrer que la suite (X n ) n’admet pas de
sous-suite convergente.)

Exercice 9 Soit A une part ie compacte d’un espace
vector iel normé. On suppose que A est contenue dans la
boule unité ouverte B (0, 1). Montrer qu’ i l existe r < 1 tel
que A soit contenue dans BF (0, r ) .

Exercice 10 On se place dans Rn muni d’une norme ∥ · ∥
et on considère une part ie non vide A de Rn . Pour x ∈ Rn

on déf ini t
d (x , A ) = inf{∥x − a∥ : a ∈ A} .

1. Montrer que pour tout x , y ∈ Rn ,
d (x , A ) ≤ d (y , A ) + ∥y − x∥

2. En déduire que x 7→ d (x , A ) est une fonct ion
cont inue.

3. Soit F un fermé non vide de Rn . Montrer que dans ce
cas, d (x , F ) = 0 si et seulement si x ∈ F .

4. Pour une part ie non vide B de Rn , on déf ini t
d (A , B ) = inf{∥b − a∥ : a ∈ A , b ∈ B} . Montrer que
d (A , B ) = inf{d (a , B ) : a ∈ A}.

5. Soit K un compact non vide de Rn . Montrer qu’ i l



existe a ∈ K et b ∈ F tels que

d (K , F ) = ∥b − a∥.

6. Ce dernier résultat est-i l encore vrai si l ’on suppose
simplement K fermé ? (Indicat ion : on pourra
considérer les part ies A = {( t , e t ) : t ∈ R} et
B = {( t ,−e t ) : t ∈ R} de R2 . )

Exercice 11 Soit (X , d ) un espace métr ique, et (xn ) une
suite d’éléments de X qui converge vers x ∈ X . Montrer
que l ’ensemble {xn : n ∈ N} ∪ {x} est compact.

Exercice 12 Soit f : [0, 1] → R une fonct ion cont inue.
Soit fn la fonct ion déf inie par fn (x ) = f

(
⌊xn⌋
n

)
. Montrer que

fn converge uniformément vers f . En déduire que les
fonct ions en escal ier sont denses dans l ’ensemble des
fonct ions cont inues par morceaux CM( [0, 1], R) .


