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Feuille d’exercices numéro 4

Rappels, Dénombrabilité

Exercice 1 (injectivité, surjectivité) Soit f: X — Y.

1. Montrer que les propriétés suivantes sont équivalentes :
(a) f est injective;
(b) WA C X, fH(f(A)) = A;
(¢) Vo € X, F1(f({x})) = {a}.

2. Montrer que les propriétés suivantes sont équivalentes :
(a) f est surjective;
(b) VB CY, f(f(B)) = B;
(c) vyeY, f(f({y}) = {y}-

Exercice 2 Soit (z,) une suite réelle. Trouver une sous-suite de (z,,) qui converge vers lim sup z,.
De plus, montrer que pour toute suite extraite (z4(,)), on a limsup x4,y < limsup z,,.

En déduire que limsup x, est la plus grande limite d’une sous-suite convergente de z, et que
liminf z,, est la plus petite limite d’une sous-suite convergente de x,,.

Exercice 3 Soit (A4,) € P(£2). On pose

liminf A, = U ﬂ Ap et limsup A,, = n U Ap.

n k>n n k>n

1. Montrer que
liminf A, = {w € Q : w € A, pour n assez grand}

et
limsup A, = {w € Q: w € A,, pour un nombre infini de n}.

2. Démontrer les formules :

lim sup 1An = 1lim sup Ap
n

et
liminf 14, = Liminf A,,-
n

Exercice 4 Parmi les assertions suivantes : lesquelles sont VRAIES et lesquelles sont FAUSSES ?
(Prouver les ou réfuter les selon le cas).

1. I’ensemble des nombres premiers est dénombrable.
2. L’ensemble des nombres pairs est dénombrable.

3. la,b] ot a,b € R et a < b est dénombrable.

4. @ est dénombrable.



5. IR est dénombrable.
6. ©C est dénombrable.
7. N x IR est dénombrable.

Tribus

Exercice 5 Soit (€2, 7, 1) un espace mesuré. Prouver ou réfuter les assertions suivantes.
1. Si A e T alors u(Q) = pu(A) + u(A°).
2. SiA,BeT et nf(AUB) = u(A) + p(B) alors A et B sont disjoints.
3. Il existe un espace mesuré (£, 7, u) tel que {u(A) : Ae T} ={0,1,2}.
4. Tl existe un espace mesuré (2,7, i) tel que {u(A): Ae T} ={0,1,3}
5. Soient 7 = T(E) et w1 et py des mesures sur 7T telles que py(A) = pe(A) pour tous A € E.
Est-ce que py = ps?

Exercice 6 On suppose que p est une mesure finie : p(£2) < oco. Soit
A={AeT: A =pnQ)ou u(A) = 0}.
Montrer que A est une tribu.

Exercice 7 (%) Soit (2,7, ) un espace mesuré tel que {z} € T pour tous x € . On note
D ={z € Q:u({x}) > 0}. Est-il vrai que D est au plus dénombrable

1. si p est finie,

2. si p est o-finie, ¢’est & dire si Q) = U A, avec pu(A,) < +o0.
nelN

3. si u est quelconque ?

Exercice 8 Soit U un ouvert de IR. Montrer que A(U) = 0 si et seulement si U = ().

Exercice 9 Prouver ou réfuter les assertions suivantes.
1. Si © est dénombrable alors chaque tribu sur €2 est au plus dénombrable.
2. Une partie 7 de P(2) est une tribu si elle vérifie :
(a) D eT;
(b)y AcT=A€T,;

(c) A, eT,nelN= N A4, €T.
nelN

Exercice 10 (Tribu engendrée par une fonction a valeur finie) Soit une fonction f : Q —
X ={x1, -+ ,x,} & valeur dans un ensemble X & n éléments, muni de la tribu des parties P(X).

Soit A; = f~1({zi}) et g =D 0 kla, : Q= [1,n]

1. Montrer que Ay, --- , A, est une partition de Q (c’est & dire les ensembles sont deux a deux
disjoints d’union €2).

2. Montrer que o(f) = o({A1, -+, An}).



3. En déduire que o(f) = o(g).

4. Montrer que 'image réciproque f~!: P(X) — o(f) définit une bijection. Combien d’éléments
contient o(f) 7

5. Soit By, - -+, By, une partition de Q. Décrire o({By,- - , By }).
6. Que vaut o({A41}) 7 Que vaut o({A1, As})?

Exercice 11 (Tribu engendrée par une fonction entiére) Soit une fonction f :  — (IN, P(IN)).
Soit A, = f~1({n}).
1. Montrer que o(f) = o({A, : n € IN}).

2. Montrer que I'image réciproque f~! : P(IN) — o(f) définit une bijection. o(f) est-il fini?
dénombrable 7

3. Soit £ = {B,, : n € IN} une partition de Q. Montrer que o(&) = {U;c;A4; : J C IN}.

Exercice 12 Déterminer les tribus engendrées dans €2 par les familles £ suivantes :
1. Q=Ret & ={Z};
2. Q=RetE={{n}:neZ},
3. Q=WNet &= {{0},{2},{4},--- }.

Exercice 13 On travail avec la tribu borélienne B(IR").
Prouver ou réfuter les assertions suivantes.

1. Un ouvert ou un fermé est un borélien.
2. Un borélien est un ouvert ou un fermé.

3. Un intervalle est dans B(IR).

Exercice 14 Prouver ou réfuter les assertions suivantes.
1. L’ensemble [2,3[MD est un borélien de IR.
2. L’ensemble {z € IR : sin(z) = cos(tan(z))} est un borélien de IR.
3. SiBeB(IR)etsi AC B alors A € B(IR).

Fonctions mesurables, Mesures

Exercice 15 Soit (€2, 7) un espace mesurable. Prouver ou réfuter les assertions suivantes.
1. Une fonction f : €2 — IR qui ne prend qu’un nombre fini de valeurs est étagée.
. Sif:Q — IR" est mesurable et si g : IR" — IR est borélienne étagée alors g o f est étagée.

. Si f: Q2 — R est telle que f~1(F) € T pour tout F C IR fermé alors f est mesurable.

2
3
4. Si f: IR — IR est borélienne et ne s’annule pas alors % est borélienne.
5

. La fonction f: € — IR est mesurable si est seulement si |f| est mesurable.



Exercice 16 (Mesure sur la tribu induite) Soit (€2, 7, 1) un espace mesuré et A € T. Alors pu4(B) =
u(AN B) est une mesure sur (€2, 7). On peut remplacer la tribu 7 par la tribu induite 74 := {ANB :
B € T}. Montrer que (2,7, 14) et (A, Ta, 11a) sont des espaces mesurés.

Exercice 17 Si (Q, T, p) est un espace mesuré et A € IR" alors (A\u)(A) := A\u(A), A € T, définie
une mesure sur 7. En particulier, si 0 < p(A) < oo alors pua(-)/n(A) est une probabilité (appelée la
probabilité conditionnelle sachant A).

Exercice 18 Soit v la mesure de comptage sur 'espace mesurable (IN, P(IN)).
1. Calculer v([0,n]).
2. Montrer que la probabilité induite par v sur [0,n], ¢’est-a-dire la mesure induite normalisée
MV@M est

n

1
Zn—i—l(sk

k=0

3. A-t-on v(U, N[0, n]) = lim, o v([0, n]) ?
4. A-t-on v(N_ N[0, n]¢) = lim,, o ([0, n]) 7

Exercices supplémentaires

Exercice 19 (Cantor) On se propose de démontrer qu’il n’existe pas une surjection h : Q@ — P ().
Soit A ={x € Q:x ¢& h(x)}. Supposons par I'absurde qu'une telle h existe.

1. Montrer qu’il existe un a € € tel que h(a) = A;

2. Montrer les implications : "a ¢ A=a € A" et "a€c A=a¢ A";
3. Conclure.
4

. Montrer que P(IN) n’est pas dénombrable. (Indication : on utilisera qu’un ensemble X est au
plus dénombrable si et seulement si il existe une application surjective ¢ : IN — X.)

Exercice 20 Soit f : IR — IR une fonction croissante.
1. Montrer que pour tout a < b, f~*([a,b]) est un intervalle.

2. Montrer que f est borélienne.

Exercice 21 Soient £ C P(f2) et A € T(E). Montrer qu'il existe une famille A C £ au plus dénom-
brable telle que A € T(A). (Indication : Montrer que 7 = {B € T(€) : 3B C &£ a.p.d. tel que B €
T (B)} est une tribu qui contient £.)

Exercice 22 Soit = {1,2, 3,4} muni de la tribu P(Q).
1. Calculer la tribu o({A}) engendrée par A = {1}.
2. Calculer la tribu o({B}) engendrée par B = {2}.
3. Calculer les tribus o({A U B}) et a({AN B}).
4. Calculer la tribu o({A, B}) engendrée par A et B.
5. Quelle est la relation entre o({A, B}) et c({AU B})?



Exercice 23 On se propose de prouver que U'intervalle [0, 1) est non-dénombrable.

1. On définit par récurrence sur n une application ¢ : [0,1) — {0, 1}1N, a — (a,), de maniére
suivante. On choisit ag = 0 et on pose Jy = [0,3) si a € [0, 3) et on choisit ag = 1 et on pose
Jo=1[3,1)sia€[},1). Sia€ J,=[l,,7,), on choisit
— apt1 =0 et on pose Jyp1 = [ln, I, + %) sia€ [l 1, + %)

— apy1 = 1 et on pose J,p1 = [I,, + T";l”,rn) sia€l[l,+ %,rn).

(a) Montrer que v est injective.
(b) Soit A I’ensemble des suites qui sont constantes égales a 1 & partir d’un certain rang :
A= {(ba), N € {0,131 2 3ng > 0,¥n > ng, b, = 1}.

Montrer que 1 est a valeur dans A°.

(c) Montrer que 'image ¥([0,1)) = A°“. (Indication : poser, pour (b,), N € A a =
S0 o 3% et montrer que ¥(a) = (bn),eIN)-

(d) En écrivant A = {J, N An avec

Ay = {(bn),ex € {013 - vE > by =13,
montrer que A est dénombrable.

2. Conclure.



