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Feuille d’exercices nhuméro 5

Boréliens, fonctions mesurables

Exercice 1l On travaille avec la tribu borélienne B(R").

Prouver ou réfuter les assertions suivantes.
. Un ouvert est un borélien.
Un fermé est un borélien.

. Un borélien est un ouvert ou un fermé.

AOWNN =

. Un intervalle est dans B(R).

Exercice 2 Prouver ou réfuter les assertions suivantes.
1. L’ensemble [2, 3[NQ est un borélien de R.

2. L’ensemble {x € R: sin(x) = cos(tan(x))} est un

borélien de R.

3. SiBe B(R) etsi Ac B alors A e B(R).

Exercice 3 Soit (Q,7) un espace mesurable. Prouver ou

réfuter les assertions suivantes.

1. Une fonction f : Q — R qui ne prend qu’un nombre

fini de valeurs est étagée.



. Sif:Q—R"est mesurable etsi g:R" — R est

borélienne étagée alors go f est étagée.

. Sif:Q—>Resttelle que f"1(F) € T pour tout FCR

fermé alors f est mesurable.

. Sif:R—Restborélienne et ne s’annule pas alors %

est borélienne.

. La fonction f : Q — R est mesurable si est seulement

si |f| est mesurable.

Intégration

Exercice 4 (x) Soit (Q,7,u) un espace mesuré. Prouver

ou réfuter les assertions suivantes :

1.
2.

sif=14avec Ac T alors [ fdu= u(A);

sif=alp+ blgaveca,bcRetA,BecT alors
[ fdu = au(A) + bu(B);

. Si f:Q—=1[0,0c] est mesurable et vérifie

p(f~1({cc})) =0 alors f est intégrable;

. si f:Q—1[0,c0] estintégrable alors pu(f~1({oc})) =0;

. sif:Q—[0,x] est mesurable et vérifie [ fdu=0

alors f=0;

. sif:Q—[0,00] est mesurable et satisfait [ fdu =10

alors f =0 u-p.p.;

. Si f:Q—=1[0,c] est mesurable et satisfait f=0

p—p.p. alors [fdu=0;



8. sif:Q—[0,cc]est mesurable et [fdu < oo alors
Q
f <oou-p.p.

9. le produit de deux fonctions intégrables est
intégrable.

Exercice 5 Pourtout neNsoitf,:R — R lafonction
définie par :

X—Nn Six>n
fn(X)={ o
0 Six<n

Montrer que

1. chaque f, admet une intégrale sur R pour la mesure
de Lebesgue. Est-elle intégrable ?

2. fr(x) \, 0 pour tout x € R;
3. [ fodX ne converge pas vers [ limf,d).

n—oo

Théoremes de convergence

Exercice 6

1 / +o0
1. Montrerque/ (sz”(l—x) dx = n(2).
0 n=0

2. En déduire la valeur de Z 1) .

n=1

Exercice 7

1. Pour x €10, +oo[, on pose f(x) =) e ". Calculer

n=0

f(x).



L e x 1
2. En déduire que/(a eX—ldX_ZF’ et

n=1
osin(x) L, = 1
/@ e 1X=2 T

n=1

Exercice 8 Soita e R. Montrer que pour tout n € N,

1 ex -1
/ X4+ — dx < +oc.
0 n

En fonction de la valeur de o, déterminer, si elle
existe, la limite suivante :

1 x\ —1
lim / (Xo‘ + e_) dx.
n—oo 0 n

Exercice 9 Pour ncN, on définit f, : [0, 1] — [0, +oo[ par
fn(x)=(n+1)x".

1. Déterminer la limite simple de la suite (f,)pey.

2. Déterminer, si elle existe, la limite de la suite

1
< / fn(x)dx>
9 neN

3. Commenter ce résultat.

Exercice 10 PourneNetxcR, onpose

(sinmx)" .
fn(x) = . Montrer que chaque fonction f, est
1+ x?
intégrable sur R. Vérifier que la suite (/ fnd>\> aune
R neN

limite et déterminer cette limite.



Exercice 11 Pour tout entier n > 1 et tout réel x, on
pose f,(x) = e "X —2e2nx,
+ 00
1. Montrer que pour tout x > 0, la série > f,(x) est

n=1
convergente et calculer sa somme f(x).

2. Comparer/ f(x)dx etZ/ f,(x)dx. Expliquer.
0 — Jo

Exercice 12 Soit (f,)ney Une suite décroissante de
fonctions positives intégrables sur R convergente vers 0
presque partout.

1. Montrer que la série Z )"f, converge presque
n=0
partout vers une fonction positive f intégrable sur R.

2. Montrer que la série Z(—l)”/ f,d)\ est convergente
R

et que =
-D" | f, 1)"f,
> 1" [ frda= /(Z( )" )

Intégrales a parametres

Exercice 13 Soientf:R — R une fonction intégrable et
©une mesure finie sur (R, B(R)).

Montrer que leurs transformées de Fourier f et
sont continues sur R :

?(x)=/oo f(t)e'™dt, ;L(x>=/oo e’ d(t)

0



Exercice 14 Soient f(x) = (J; e " dt)? et

ol ex%(1+1?)
9(x) = f; i dt.

1. Montrer que f et g sont C! et calculer f'(x) et g'(x).

2. Montrer que f'(x) + g'(x) =0 pour tout x ¢ R, en
déduire la valeure de f(x) + g(x).

3. En déduire que [;° e “dt = 4

Exercice 15

On pose F(x) = [° e " cos(tx)dt.
1. Montrer que F est bien définie sur R.

2. Montrer que F est continiment dérivable. Donner
une expression de F'(x).

3. Montrer que pour tout x e R, ona F'(x) + 3F(x) =0
x2
En déduire que la fonction G(x) = e# F(x) est

constante.

4. Donner Uexpression de F(x) pour x € R en utilisant
le résultat de 'exercice 1.3

5. En déduire la transformée de Fourier d’une variable
gaussienne standard

d>(x)=\/%/ e 122 itx gy
T J—00



Exercice 16 On pose F(x) = [;° e~ =gt
1. Montrer que F est bien définie et continue sur 10, oo
2. Montrer que F est continiment dérivable sur 10, ool.

3. Montrer que F est aussi bien définie en @ comme
intégrale de Riemann
semi-convergente :F(0) = limy_,,, [, SnOdt.
(Indication : utiliser une intégration par partie).

4. Montrer que F est continue en 0. (Indication : il faut
utiliser une méthode standard pour les intégrales
semi-convergentes. On pourra décomposer
F(x) = Fo(x) + F1(x) pour les intégrales sur
190, 11,11, +oo[, et utiliser une intégration par partie
v/(t) = sin(t), u(t) = e ™/t sur F; pour obtenir la
formule alternative suivante :

1 - oS '
Fo(x) =/ e_ILX&t(t)dt, F1(x) =/ e‘txsmt(t)dt = e " cos(
0 1

1
Exercice 17 Pour x >0, on pose ¢o(x) =/ e X/t dt.
0

Montrer que ¢ est de classe C? sur ]0, +oo[ et que

—X
0" (x) = pour x > 0.




Exercices supplémentaires

nx
Exercice 18 Calculer l|m/ dx, lim € dx
n—oo 1+X n—oo Jo 1+X

et lim/ exp(—%)dx

n—oo J_

] n X\ 1
Exercice 19 Calculer lim/ (1——) dx et
0 n

n—oo
n n
lim/ <1+£) e 2Xdx.
n—oo 0 n

Exercice 20 Calculer lim/ e *(sin(x))"dx et
0

lim / nsin(n) 4
1

n—+o00 X3

Exercice 21 Pour neN, on définit une fonction
f,:[0,1] = [0, +ool par f,(x) = n(1 — x)"sin’(nx).

1. Déterminer la limite simple de la suite (f;)pey. On

notera cette limite simple f.

2. Montrer que pour chaque n € N,

1 n !
/G)f,,(x)d)(:/@ (1;) sin’(x)dx.

3. Vérifier que pourtout x >0,onal—x<eX.

1
4. En déduire que la suite (/ f,,(x)dx) converge.
0

neN



5. Montrer que

1 1
lim/O f,,(x)dx;é/@ F(x) dx.

n—oo

1
6. Calculer lim/ fn(x)dx.
0

n—o0



