Université Claude Bernard Mathématiques
L3 Topologie et Théorie de la Mesure 2024-2025

Feuille d’exercices numéro 6

Mesures et mesurabilité : (suite)

Exercice 1  Si = {0, 1,2, 3} trouver la tribu engendrée par &€ = {{3}} puis par & = {{1, 2}, {3}}.
1. Pour £ = {4}, avec A =1{0,1,2}, on a vu en cours o({A4}) = {0, A, A, Q}

2. Pour €& = {{1,2},{3}}, on note A = {0}, B = {1,2},C = {3} forme une partition et A €
o({{1,2},{3}}) car A = (BUC)". Donc o({{1,2},{3}}) = 0({A, B,C}). Par le cours, pour
une partition finie, la tribu engendrée est formée des unions finies : donc

c{A,B,C})={0,A,B,C,AUB,CUB,AUC,Q}.

Exercice 2
(cf. TD)

Exercice 3
(cf. TD)

Exercice 4
(cf. TD)

Exercice 5

1. VRAI, Par définition A est négligeable si il existe B mesurable avec A C B et u(B) = 0. Si
maintenant A’ C A, on a aussi A’ C B et u(B) =0 donc A’ et négligeable.

2. VRAI Si (A,,)n>0 est une suite d’ensembles négligeables, alors A,, C B,, avec B,, mesurable et
p(By) = 0. Or une tribu est stable par union dénombrable, donc B = U;? (B, est mesurable

et par sous-additivité de la mesure : u(B) < Z wu(Bp) = 0 donc comme A = U° A, C B,
n=0

on déduit que B est négligeable.

3. FAUX : tout ensemble est union de singletons, par exemple [0, 1] = U,cpa{z} et A({z}) =0
donc {z} négligeable pour la mesure de Lebesgue, mais A([0,1]) = 1 donc [0, 1] n’est pas
négligeable.

Théorémes de Fubini et mesures produits

Exercice 6 Soit f > 0 une fonction mesurable positive p une mesure o-finie sur (£2,7), montrer
que pour p €]0,00] :

[ yrin= /Ooo PP u{w : (@) > 1)

(cf TD)
ou Correction de 2021-2022 exercice 6



https://math.univ-1lyonl.fr/parcours_matheco/lib/exe/fetch.php?media=programmes_ue_
13:topologie-mesure:feuille6-matheco_2022-2023correction.pdf

Exercice 7

(cf TD)

ou Correction de 2021-2022 exercice 7

https://math.univ-1lyonl.fr/parcours_matheco/lib/exe/fetch.php?media=programmes_ue_
13:topologie-mesure:feuille6-matheco_2022-2023correction.pdf

Exercice 8 (cf TD)
ou Correction de 2021-2022 exercice 8
https://math.univ-1lyonl.fr/parcours_matheco/lib/exe/fetch.php?media=programmes_ue_
13:topologie-mesure:feuille6-matheco_2022-2023correction.pdf

Exercice 9
(cf. TD)

Exercice 10 cf. TD
Exercice 11  Soit D = B((0,1),1) dans le plan. Calculer // (2* +y*) dx dy .
D

cf. TD ou Correction de 2021-2022 exercice 14
https://math.univ-1lyonl.fr/parcours_matheco/lib/exe/fetch.php?media=programmes_ue_
13:topologie-mesure:feuille6-matheco_2022-2023correction.pdf

Espaces LP

Exercice 12 cf. TD
Exercice 13 cf. TD
Exercice 14 cf. TD
Exercice 15 cf. TD
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Exercices supplémentaires.

Exercice 16
Pour (z,y) € [—1,1]%, on pose

fla,y) = {(mﬁ#ﬁ si (2, y) # (0,0)

0 sinon

1. Montrons que les intégrales itérées de f existent et sont égales.
f est continue en dehors de (0,0) et vu que f(z,0) = f(0,y) =0, on a y — f(zo,y) et x —
f(x,yo) sont continues pour chaque g,y fixés, donc boréliennes, on a donc la mesurabilité
requise pour parler des intégrales itérées.
Soit y # 0, on a |f(z,y)| < 1/y?, ce qui est une domination par une constante intégrable pour
la mesure de Lebesgue sur un intervalle borné [—1,1] donc f_ll f(z,y)dx est bien définie. De

plus par imparité (ou changement de variable z = —x, on obtient : f_ll f(z,y)dz = 0 pour tout

y # 0. Comme f(x,0) = 0, cela est aussi valable pour y = 0. La fonction y — fjl f(z,y)dx =0
est continue et manifestement intégrable et on obtient :

/_11 /_11 f(z,y)dzdy = /_11 0dy = 0.

En intervertissant x et y dans Pargument (vu f(x,y) = f(y,x), on voit que

/_11 /_11 f(x,y)dydr = /_11 Odx = 0.

La conclusion du théoréme de Fubini s’applique donc, bien qu’on va maintenant voir que ce
théoréme ne s’applique pas.

2. Montrons que la fonction f n’est PAS Mo-intégrable sur [—1, 1], Pour cela on va minorer son
intégrale par celle sur D = {(x,y) : 2*+y* < 1,2 # 0} (car si on s’attend a une valeur infini, et
que le probléme soit en (0, 0), autant prendre un domaine facile pour les coordonnées polaires
et autant éviter z = 0 ou y = 0 pour faciliter la continuité) par changement de variable en
polaire. Comme les fonctions sont positives, il suffit de vérifier qu’elles sont mesurables pour
appliquer le changement de variable, mais f est continue sur D comme fraction rationnelle &
dénominateur non nul. On obtient :

/ |f(z,y)|dXa (2, y) / |f(x,y)|dAa(z,y) / d?"/ —4|cos( ) sin(6)|d6é
[—1,1]2 02x[—{x} T
:/ | cos(@) sin(6 )]d@/ dr— = +o0.
10,27[

En effet, par les intégrales de Riemann, 7%2 n’est pas intégrable en 0, et peu importe la valeur
de I'intégrale en 6, elle est strictement positive par intégrale d’'une fonction positive non-nulle
(continue donc non A-p.p. nulle) sur un ensemble de mesure non-nulle (la longueur 27 de
I'intervalle).



Exercice 17  cf Correction de 2021-2022 exercice 12
https://math.univ-1lyonl.fr/parcours_matheco/lib/exe/fetch.php?media=programmes_ue_
13:topologie-mesure:feuille6-matheco_2022-2023correction.pdf

Exercice 18 Soit B = {(z,y) € R*: (z2+y?) < 9} . Justifier que l'intégrale // dxdy

est convergente et donner sa valeur.
On passe en coordonnées polaires (dans le cas positif pour une fonction continue sur B — [0, +00] X
{0} donc mesurable) en remarquant que, vu que ([0, +o0] x {0}) =0, on a

// L wd // L pdy =2 /9 L —o [37“2/3]9 3(9)/% = 37/3
—— 5 AT = —— dx = 27T ——dr = 27 = —
5 (22 + y2)2/3 Y B 0otocl (0] (22 + 2)2/3 Y , 173 5 Jo

par le cas convergent des intégrales de Riemann.

(22 4y )2/3

Exercice 19
Soit D = {(x,y) € R*: (z2+y?)? < ay}. Calculons [ = / Vaydr dy = //]R2 1p(z,y)\/Ty dAo(z,y)
D

qui est l'intégrale d’une fonction positive. On remarque D = D, UD_ avec D1 = {(x,y) € D : +z >
0}. De plus avec le changement de variable (z/,y') = (—z, —y), il est facile de voir

//IR 1, (2, 9) /77 dXa(, ) // (2, 9) VTG Ao, )

On a aussi une symétrie, donc par changement de variable (z/,y') = (y,x), on obtient pour
C=DNB,B={(z,y) € D:y>z>0} que

I—//D\/x_ydxdy—// (my)\/_d)\gxy—4// (@ 9)/FT o, ).

On pose ¢(x,y) = (22 +y?, 2zy) et si (2,t) = (22 +y?, 2zy) onaz—t = (y—2z)%, 2+t = (z +y)?,
doncona¢:B— E={(z,t): 2z—t>0,t >0}, et on déduit que y —zx =z —t,x+y=+z+t
(vuy — 2 > 0 sur C) d’ou l'unique (x,y) € C vérifiant cela est donné par

plert) = (LA VERTEVECT

Ceci montre que ¢ est bijective d’inverse ¢ : £ — B.
De plus, ¢ est clairement C*° (car polynomiale), on calcule son jacobien :

sotea) = (50 30 )

d’ot det(Jp(x,y)) = 42® — 4y*> < 0 sur C (donc non-nulle ce qui implique que Jé(x,y) est un
isomorphisme linéaire pour tout (x,y) € C). Par le théoréme d’inversion globale, ¢ est donc un

1 -1
C*-difféeomorphisme et on déduit que det(Jy(z,t)) =

Ay (2,02 — a(2,0)2)  A(Vz iz 1)

On peut donc appliquer le théoréme de changement de variable :

]—4//1ny\/_d)\2xy //1Do¢zt \/_(\/171”%(“)

4
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Cela suggére un autre changement de variable(polaire hyperbolique) : z = rch(6),t = rsh(0), de
sorte que z? — t? = r%. On pose donc ¢(r,0) = (rch(#), rsh(f) qui définit ¢ :]0, +oo[>— E = {(2,1) :
z>1t >0} et z =rch(f),t = rsh(f), se résoud en r = /22 — 12,0 = argsh(f) vu que le sinus
hyperbolique est strictement croissant bijectif. Cela montre donc que ¢ est bijective.

De plus, ¢ est clairement C' (par produit et sommes de projections et d’exponentielles), on
calcule son jacobien :

_( ch(f) rsh(0)
Tolr,y) = ( sh(6) rch(f)
donc det(Jo(x,y)) = rch?®(f) — rsh*(9) = r > 0 sur son domaine, donc par par théoréme d’inversion
globale, ¢ est un C'*°-difféomorphisme. Le cas positif du changment de variable donne donc :

]—// 0,4 (\/T dXo(z,t) = //]()+OO[2 [0,rsh(0 rch \/rsh —Td/\27“«9)

Maintenant 1j rsn(e)(r*ch(0)?) = 1 pour rch(f)* < sh(f) soit r < Cshh(;))z. En appliquant le théo-

réeme de Fubuni-Tonelli au produit d’une fonction continue positive et d’une indicatrice d’ensemble
mesurable, on obtient :

sh(6)

ch(6)2 \/_ Sh(@)
I= 7 d\/sh / Jrdr dG\/sh(0)<Ch -

10,400[ 10,+o0[

3/2 2 +oo h 2
:£/ ShO) 1y (0)ao

Par dernier changement de variable z = sh(f), dz = ch(6)df on obtient (vu ch(#)? = 1 + sh(6)?)

\/§ +oo .TZ \/§ +oo 1 1
= —  dr=—-— — dx
5 @i T3 @) @i

Par ailleurs, avec y = 1/x, dr = —dy/y?, on obtient :

_\/ﬁ/-i-oo 1 dx_\/ﬁ/-i-oo 1 p
3 )y (Ut 3, <1+y>2y

donc en combinant a la précédente égalité : %ﬁ fOJrOO xQ ) ——dx soit :
B / toe dy — 1 [ 1 i = 1
3v2 o (T+y” 32 14y T 32

z3
Exercice 20  Soit D = {(z,y) € IR*: y* — 22 < 0,22 — 2y < 0}. Calculer // e v dx dy.
D
On définit (z,y) = ¢(u,v) = (v?v,uv?). ¢ :]0,+00[*—]0, +00[* est polynomiale donc C*®. z =

uw?v,y = wv? implique y?/z = u*v*/(u?v) = v*,u® = z%/y donc, comme le cube est une bijection, on

obtient 'unique solution :
('LL 'U) = < 3 _ZL'2 13/ _y2>
9 y ? T

on voit facilement que c’est bien une solution donc ¢ est bijective. De plus

Jo(u,v) = ( up )

v 2uv

5



d’ou det(Jp(u,v)) = 4u*v? — u?0v? = 3u?v? > 0 d’ou d¢(u,v) est un isomorphisme linéaire et le
théoréme d’inversion globale s’applique montrant que ¢ est un C'*°-difféomorphisme.
On peut donc appliquer le théoréme de changement de variable dans le cas positif & (z,y) —

z°+
1p(z,y)e = (produit de continue donc borélienne, et d'une indicatrice d’ouvert) :

3+y (u v)3+(uv2)3

I= /]o+oo[21 (z,y)e =v do(x,y) = 4#00[2 Ip(p(u,v))e w35 det(Jo(u,v)) dra(u,v)

u3 'U3
— / du/ dvlyy g (w) 1y g(v)e” T 3u’v?
]0,+00] ]0,+00]

avec la derniére égalité utilisant aussi Fubini-Tonelli et 1p(¢(u, v)) = 1y, s5(w)1}y 35/(v) car les deux
vallent 1 si et seulement si v?v* < 2u?v, v?u* < 2v%u soit v* < 2,u® < 2. Bilan, on obtient donc

K%} 2
v3 2 ’ 61)3 (62 — 1>2
I=3 ", +Oo[dvl]0,\3/§[(v>€ vi) =3 5 =5

0

Exercice 21  cf Correction de 2021-2022 exercice 16
https://math.univ-1lyonl.fr/parcours_matheco/lib/exe/fetch.php?media=programmes_ue_
13:topologie-mesure:feuille6-matheco_2022-2023correction.pdf

Exercice 22  Calculer I'intégrale / / / dx dy dz

ot D = {(z,y,2) € R*: 1 < 224 4? < z2 < 4}. Comme z, n’est pas positif, on doit montrer
I'intégrabilité, ce pourquoi on considére d’abord l'intégrale avec |z| a la place de z.

On passe juste en coordonnées polaires sur x = rcos,y = rsinf (avec le z inchangé, on parle
parfois de coordonnées cylindriques). Comme 1p(x,y, z)gCZAij2 est borélienne comme produit d’une
fraction rationnelle & dénominateur non nulle (donc une fonction continue) et d’une indicatrice d’en-
semble ouvert. On obtient (en utilisant aussi que [0, +0o[x{0}? est de mesure nulle pour \3)

2] 2] ,
J:/// 1p(z, vy, ds(z,y, 2 “rlp(rcos(d),rsin(d), z)d\s(0,1
IR’ [0,+00[x{0}2 ol )x2+y2 5 027 1x]0 oo [x IR T2 oy (6) (0), 2)dAs(

Or 1p(rcos(f),rsin(f), z) = 1siet seulement sil < r? < 22 < 4 si et seulement si 1jy () 1j1.2(]2]) =
1 d’oti, en utilisant aussi Fubini-Tonelli pour passer a des intégrales simples :

2
J:%/ dz1]1,2[(|z|)|z|/ drllmzu(r) :27r/ dz1p 1(|2]) | 2| [ (r))} :47r/ dzz1n(2).
R 10400 T R 1
ol on a utilisé que l'intégrale sur |z| €]1, 2] revient a 2 fois I'intégrale sur |1, 2[. Sans méme calculer
I'intégrale, en remarquant juste que la fonction est continue bornée par 2In(2), on obitnet J <
8mIn(2) < +o00. La fonction de départ est donc intégrable. On pourrait reprendre le méme calcul,
mais vu la remarque sur la symétrie du domaine de z, il vaut mieux utiliser un argument d’imparité.
On fait donc le changement de variable ¢ = —z dans le cas intégrable (de déterminant du jacobien

—1 et on obtient :
—t
I = ———dxdydz = ———dxdydt = -1 =0.
/// 2y W ///13x2+y2 e

6
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Exercice 23  Soit D = {(7,y,2) € R*: 0 < z < 22 + ¢y? < 1}.

Justifier que l'intégrale I = In(2? + 3?) dx dy dz est convergente et donner sa valeur.

D

Comme In(z? + y?) négatif sur D, on va calculer avec une valeur absolue, mais I'intégrale voulue
sera juste 'opposée. On fait le méme changement de variable en cylindrique qu’a ’exercice précédent
(toujours appiqué au produit d’une fonction continue et d’une indicatrice d’ouvert, donc une fonction
borélienne) en remarquant que 1p(x,y,2) = ljo,(2)1j0,1((r) puis en appliquant Fubini-Tonelli pour
passer a des intégrales simples :

—f—/ 1o(2, 9, 2)| In(2? + )| dAa(z, . 2)
7[O+oo[><{0}2
3u

27 +00 +oo
/ d@/ dr r10,1((7)2| In(r |/ dz1j0,(2
e "%y 63“]+°° 47

—47r/ dr r*|In(r )|—47T/ du e u:47r[— —
0 0 3 9 0 9

ol la derniére ligne vient d’un changement de variable u = —In(r) d’ott du = 4. On en déduit

que [ est convergente et vaut [ = —%’r.

Exercices plus difficiles.

Exercice 24 Ensemble triadique de Cantor et escalier du diable Soit {2 = [0, 1], muni de la
restriction de la mesure de Lebesgue A a B([0, 1]).

2a+b] U a-+2b

3
d’intervalles obtenu en retirant de I 'intervalle ouvert qui a le méme centre que I et dont la longueur

est un tiers de celle de I.
On définit par récurrence une suite d’ensembles C), C [0,1] (tous union finie d’intervalle fermés)
et de fonctions croissantes linéaires par morceau F, : [0,1] — [0, 1] par

- CQ = [0, 1] et F()(ilf) =

Si I = [a,b] est un intervalle compact de IR, on note I = [a, ,b} C I T'union

— Si (), s’écrit comme une union finie d’intervalles fermés deux a deux disjoints : C,, = U 1,

avec I, = [am, by alors C, 1 est défini comme C) 41 = U I, et

F,(x) si x & C,
w Sl €T 6 ]m _ INm — :| 2am§‘b7n’ anL‘SQb'm ,
FTH-l (ZL') = T—am . a
Fo(am) + (Fa(bm) = Fulam)) g2k si T € [y, 2utbn],
bm—x . Am m
Fo(bm) = (Fu(bm) = Fu(am)) g si x € [2mtBm b 1.

1. Montrer que C), est compact et vérifie C, 1 C C),.
Solution :



N
Par récurrence, on initialise & Cy compact. Par construction, I C I, donc C,1 = U I, C

m=1
N

U I, = C,,. Enfin, chaque TT; est une union de 2 intervalles fermés donc C),,; est une union
m=1
de 2N intervalles fermés, donc un fermé, du compact Cy, donc lui-méme un compact.
. On pose U, = [0,1] — C,,. Montrer que C,, est une union de 2" intervalles compacts deux a
deux disjoints et U,, est union de 2" — 1 intervalles ouverts deux a deux disjoints. Est-ce que
C,, est borélien ?
Solution : On montre cela par induction sur n. Pour n = 0, Uy est vide donc 1'union de 0
intervalle disjoint, et Cp = [0, 1] est un intervalle.
N

Si le résultat est montré au rang n, on a C,, = U I,,, est 'union de N = 2" intervalles compacts

m=1
dijoint. Alors les Im sont disjoints, et chacun 1'union de 2 intervalles compacts d15301nts leur
union est union de 2.2" = 2"*! intervalles compacts disjoints. Enfin, U, .1 = U, UU Im

et Im—Im est un intervalle ouvert, disjoints entre eux et de U,, donc U,, 1 s’écrit comme l union
de N + 2" — 1 = 2" — 1 intervalles ouverts disjoints, CQFD.

De plus C), étant un fermé est bien un borélien.

. Calculer A(C,,), pour n € IN. Solution : De nouveau par récurrence, on obtient une formule
ACy) =1 et par additivité de la mesure de Lebesgue :

NCun) = 3 MEn) = 23 Mo = 2XC) = 2

. Posons C' = ﬂ C,. Montrer que C est non vide et calculer A\(C'). C' s’appelle ensemble
n>0

triadique de Cantor.

Solution : Par intersection décroissante, on a A(C') = lim,,—,oo A(C,,) = 0. De plus, on a par

une récurrence immediate 0 € C), vu que I contient toujours le minimum de I, donc 0 € C'

qui est non-vide.

21
. Montrer que la formule ¢(A) = Z 3:&1) définit une fonction injective ¢ : P(IN) — C'. En
n=0

déduire que C' est non-dénombrable.

Solution : Posons ¢y(a) = Ziv:o 2;;?—&)

Tout d’abord l'injectivité de ¢ est facile car on montre par récurrence sur n que pour 14(n)
se retrouve comme un digit du développement en base 3, précisément, en formule,

1A(n) =

| 004) = dus(4)]

vu que ¢(A) = dn1(A) = 372, ZAE et que T (9(A) = do1(A)) = La(n) + § o5, Al
de sorte que la somme est dans [0, 1/2]. Donc par recurrence on voit que 14(n ) est déterminée
par ¢(A) donc toutes ses valeurs de 1,4 le sont, et donc A est déterminée (donc en particuler
#(A) = ¢(B) implique 14 = 15 soit A = B).



On montre par réccurence sur n que ¢p(A) € C,, et aussi ¢x(A) € C, pour k > n. Lecasn =0

2 2 1
est évident car la série est & termes positifs, bornée par ¢p(A) < Z s 73 =1len

utilisant la série géométrique. Donc ¢(A) € [0, 1]. On montre de méme oK(A) €10, 1].

Par I'hypothése de récurrence, au rang n, on sait que ¢,,_1(A) € C,,_1 et A finir

. Montrer que F,, est croissante pour tout n.*

Solution : On le voit la réccurence en montrant en méme temps qu’elle est continue. C’est
évident pour Fy. Au rang n + 1, I'expression par morceau montre que F,, | est croissante sur
chaque intervalle de définition (pente positive du coefficient directeur des fonctions affines),
y compris sur chaque intervalle de U,, vu qu’on sait déja que F,, est croissante. En voyant
les limites a droite et a gauche, la continuité sur les [a,,,b,,] est facile, et la continuité en
A, by, vient de celle de F,, en dehors du segment, et des limites respectives F,(am), Frn(bm)
des formules affines. Comme on a vu la continuité, la croissance se déduit de celle sur chaque
intervalle fermé des C,, et de U,, ce qu’on vient de vérifier et ce qui conclut.

" et que pour tout x € [0, 1],

. Montrer que F,, est lipschitzienne de constante K,, < 2 o

1

En déduire que F), converge uniformément sur [0, 1] vers une fonction continue F.

Solution : De nouveau, on montre F), lipschitzienne par récurrence sur n. Fj est clairement
1-Lipchitz.

En supposant montrer le rang n, il suffit de montrer que |F,,41(x) — F11(y)| < Kpsalz — y
sur chaque intervalle de définition. EN effet si on connait sur [z, c] et [c, y], on obtient

‘FnJrl(x)_FnJrl(y)‘ < ‘FnJrl( ) n+l( )H”FnJrl( )—Fr1(y )| < KnJrl‘x C|+Kn+1‘c y' n+1|$_y’7

et on rassemble ainsi les inégalités sur des unions d’intervalles.

Donc on obtient

3 3 3n+1
Konir = max(Ky, 0, (Fy(bp) — Fn(an))Q(bm—_am)> < max(K, SK,) < 5o
Ensuite, on montre la borne sur F,,; — F, au cas par cas selon les cas de définition de
F,.1 ainsi en se basant sur le fait que sur I, = [an,by], F, est linéaire donc F,(x) =
EFyo(am) + %(Fn(bm) — Fa(am)) :
0 si x & Cp
N I éﬁj_“gj)( W) = Fulan) s €L, — Dy = | et st
n+1(l‘)— n(gj) (Fn(bm) ( )) xmf::m) Si T € [am7 Qam;-me
(= 3+ 55 ) (Fulbm) = Falam)) s 7€ (2t .

En utilisant la borne de Lipschitz déja obtenu, on obtient donc (vu que la longueur des
intervalle de C), est constante, on obtient en divisant la longueur totale du 3 par le nombre
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2n 3n
(0 si x & C,
p = o € (b= ) S e S @ € Ly Iy = | P sas
|Frr(2)—Fu(2)] < W‘Kn < 3%(bm —am) < 6% si T € [am, %]
Ky < b —an) S ks T € [ bl

\

Ceci donne dans tous les cas la borne annoncée. ON en déduit donc que ) ||F41 — Fulloo
converge, donc al série télescopique ) (F, 41 —F},) converge normalement donc uniformément.
En particulier, aussi la suite F), de fonctions continues, converge uniformément, donc sa limite
F' est continue.

Montrer que F'(0) =0et F(1) = 1.
Solution : C’est évident car pour tout n : F,,(0) =0 et F,(1) = 1.
Posons U = [0,1] — C. Si I C U est un intervalle ouvert, montrer que F est constante sur /.

Solution : C’est facile, car U = U, U, et F,, est constante sur chaque intervalle de U,,, puis
F,, pour m > n n’est pas modifiée, donc F' = F,, sur U,, est donc aussi constante sur chaque
intervalle de U,. En prenant 'union, on en déduit que F' est constante sur les intervalles de
U.

En déduire que F est dérivable sur U, n’est pas constante, mais que F’(x) = 0 pour A-presque
tout = € [0, 1]. F s’appelle escalier du diable de Cantor.

Solution : Une fonction constante est dérivable de dérivée nulle, donc c’esst le cas de F'
sur chaque intervalle ouvert de U, donc F est dérivable sur U de dérivée nulle. Or A\(U) =
1 —X(C) =1, donc c’est le cas pour A-presque tout = € [0, 1]. Enfin, vu F(0) < F(1), F' n’est
pas constante !
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