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Feuille d’exercices numéro 6
Mesures et mesurabilité : (suite)

Exercicel SiQ={0,1,2,3}trouver latribu engendrée par & ={{3}} puis par
€={{1, 2}, {3}}.

Exercice 2 En utilisant seulement B(R) = a({]a, bl,a<be R}), montrer que

B(R) = a({] —o00,d],ac R}) = 0({[0, +oo[, a € R}).

1. En déduire que deux mesures pu, v sur B(R) telles que
(] — o0, al) =v(] — oo, a]) < oo pour tout a € R sont égales (i.e.
VA € B(R), u(A) = v(A)).

2. Soient T =o(€) et uy et u; des mesures sur 7 telles que u1(A) = 2 (A) pour
tous A€ €. Est-ce que p1 =pp ?

Exercice 3 Mesure de Dirac

Soit (2,7) un espace mesurable quelconque et soit x € Q. Pour tout A€ 7 on

pose
1 sixeA

0x(A) = {@ sinon

Montrer que 5, est une mesure de probabilité.

Exercice 4 Mesure discretes

Soit (2,P(2)) un espace mesurable avec Q au plus dénombrable. On fixe une
famille de nombres (u,)uca € [0, +oo]?. On définit pour AcC Q :

p(A) = i,
w€EA

1. Montrer que i est une mesure sur Q.
2. Montrer que i est une mesure finie (c’est a dire () < +o0) si et seulement si
la famille (u).co €St sommable.

3. Montrer que p = Zuwéw.

weN
4. Pour h: Q — [0, +oc], montrer que

/Q hdu=3" h(wp..

wEA
Exercice 5 Une mesure image

Soit Q = ([0, 1], B([0,1]),\) et f: Q — R définie par
f(x) = 110,2/31(X) + Lig,1/31(X).

Montrer que f est borélienne, puis calculer la mesure image )\f de X par f.
Rappel : c’est la mesure sur B(R) définie par A\f(B) = A\(f"1(B)).



Exercice 6 Prouver ou réfuter les assertions suivantes :
1. Une partie d’un ensemble négligeable est négligeable.
2. Une union au plus dénombrable d’ensembles négligeables est négligeable.
3. Une union d’ensembles négligeables est négligeable.

Théoremes de Fubini et Changements de variables

Exercice 7 Soit f > 0 une fonction mesurable positive ; une mesure o-finie sur
(Q,7), montrer que pour p €]0, ool :

/fpdu=/°° ptPu({w : Fw) > 1)) dt.
0

Exercice 8 On considere le domaine A C R? délimité par les droites y =0, y =1,
y=2-xety=1+x. Calculer// xydx dy.
A

Exercice 9

Calculer // (x + y)e "Vdxdy, ou
D

D={(x,y)eR?:0<x, 0<y, x+y<1}.

Exercice 10 Soientr la mesure de comptage surZ etp= %51 + %5,1 la mesure de
Rademacher. Soit s(x, y) = x + y donnant une fonction s : Z?> — Z. Montrer que la
mesure image par s de la mesure produit est s,.(r® p) =v.

Exercice 11 Soient f, g des fonctions mesurables positives sur R. On rappelle
que |[f]|1 = [ [f(x)|dA(x). On définit la convolution de f, g par :

f*g<x>=/f<x—y>g<y>dA<y> € [0, +o0).
R

1. Montrer que f x g est, mesurable et que ||f x g||1 =||f]|1]|9]]1-

2. Montrer que la définition de f x g s’étend pour presque tout x aux
f,ge LY (R, d)), que f«ge LY(R, d)) et||f«g|ly <||f[l]|g]]1-

Exercice 12

Soit D = B((0, 1), 1) dans le plan. Calculer // (x?+y?) dxdy .
D

Espaces L?

Exercice 13

Soient (Q,7, ) un espace mesurée et f € L>(Q, ), montrer que |f| < ||f]|w
p—presque partout.

Exercice 14  Soit f(x, y) = ;757 10,11(X* + y?).



1. Montrer que f ¢ L'(]0, 1[?, X\,). (Indication, on pourra utiliser un changement
de variable en coordonnées polaires).

2. Montrer que V/f € L1(]0, 1[2, ;) et calculer [|Vf]|;.
3. En déduire que L'(]10, 1[?, \;) n’est pas inclus dans L2(]0, 1[2, X;).
Exercice 15 Soientl <p < g< +co. Onrappelle que ¢P(N) est 'espace

vectorielle des séries de puissance p sommable et qu’il coincide avec
¢P(N) = LP(N, P(N), v) pour la mesure de comptage v .

1. Soit u, = ﬁ Pour quel o a-t-on u, € ¢/P(N) ? En déduire que (9(N) ¢ (P(N).
2. Soit v, une suite telle que pour tout n, |v,| <1, montrer que

oo oo
Z [Va]? < Z 1Z1
n=0 n=0

3. Montrer que la boule unité de ¢(P(N) est inclus dans la boule unité de ¢9(N).
4. Montrer que (P(N) C (9(N), et pour tout v € (P(N) ||v||qg <||V]|p-

Exercice 16 Soientl < p < g< +oo, A la mesure de Lebesgue.
1. Montrer que L9(]0, 1], \) est un sous—-espace de LP(]0, 1], \).

2. Soit f,(x) = X% Pour quel o > 0 a-t-on f € LP(]0, 1], \) ? En déduire que
L9(]0, 1], \) est un sous—-espace strict de LP(]0, 1], \).

3. Soit g, : R — R définit par g, = 355 Lio,+oct (X). Pour quel o a-t-on
9o € LP(R,N) ?

4. Peut-on comparer pour Uinclusion LI9(R, \) et LP(R, \) ? (justifier)
Exercices plus difficiles.

Exercice 17 Ensemble triadique de Cantor et escalier du diable Soit Q =[0, 1],
muni de la restriction de la mesure de Lebesgue ) a B([0, 1]).

SiI=][a, b] estunintervalle compactde R, on note
I= [a, Za3+ b} U [a +32b, b] c I Uunion d’intervalles obtenu en retirant de I
Uintervalle ouvert qui a le méme centre que I et dont la longueur est un tiers de
celle de I.

On définit par récurrence une suite d’ensembles C, Cc [0, 1] (tous union finie

d’intervalle fermés) et de fonctions croissantes linéaires par morceau
F,:[0,1] — [0, 1] par

— Cp =10, 1] et Fo(x) = x.

— Si C, s’écrit comme une union finie d’intervalles fermés deux a deux

N
disjoints : C,, = U I, avec I, =[am, bm] alors C,.1 est défini comme
=1
N N m
C,= U I, et
m=1
F,(x) Si x & Cy
Fn(am)+Fn(bm) H T _ | 2am+b am+2b
s B si xely—Iy=|~non, nicom |
Fni1(x) = ? 3(x—am) : " " ] ’ 203+b
Fn(am) + (Fn(bm) - Fn(am))z(b _énm) Sl X € [am’ %]1

Folbm) — (Fa(bm) — Fa(am) 2bn=i s X € [@22bn p, ],



1. Montrer que C, est compact et vérifie Cp,1 C Cp.

2. On pose U,=1[0,1] — C,. Montrer que C, est une union de 2" intervalles
compacts deux a deux disjoints et U, est union de 2" — 1 intervalles ouverts
deux a deux disjoints. Est-ce que C, est borélien?

3. Calculer X(C,), pour n e N.
4. Posons C = ﬂ C,. Montrer que C est non vide et calculer \(C). C s’appelle

n>0
ensemble triadique de Cantor.

5. Montrer que la formule ¢(A) = Z 2;’2({7) définit une fonction injective

¢ :P(N) — C. En déduire que C est non-dénombrable.
6. Montrer que F, est croissante pour tout n.

7. Montrer que F, est lipschitzienne de constante K < 3 3" et que pour tout
x €[0,1],

1
’Fn+1(X) - Fn(X)| < W

En déduire que F, converge uniformément sur [0, 1] vers une fonction
continue F.

8. Montrer que F(Q) =0 et F(1) =1.

9. Posons U=[0,1] - C.SiIc Uestunintervalle ouvert, montrer que F est
constante sur I.

10. En déduire que F est dérivable sur U, n’est pas constante, mais que F'(x) =0
pour \-presque tout x € [0, 1]. F s’appelle escalier du diable de Cantor.

Exercices supplémentaires.

Exercice 18 Pour (x,y) €[-1,1]%, on pose

f(X,y):{ﬁ S|(X,y)§£(@’@)
0 sinon

1. Montrer que les intégrales itérées de f existent et sont égales.
2. La fonction f est—elle \,—intégrable sur[-1,1]*?

Exercice 19 Soit D =[0, 1]2. Calculer// dx dy // dx dy
(x+y+1)2 (x +y)?

Exercice 20 Soit B={(x, y) € R?: (x*> + y?) <9} . Justifier que Uintégrale
1
// T+ y)2i dxdy est convergente et donner sa valeur.

Exercice 21 Soit D = {(x, y) € R?: (x% + y?)? < xy}. Calculer/ VXy dxdy .
D

Exercice 22 SoitD={(x,y)cR?: y? -2x<0,x? -2y <0}. Calculer

//e i dxdy.

(Indication : poser x = u’v et y = uv?)



Exercice 23 On pose I =/ e " dt. Calculer J = // e~ (*+v) gy dy en
0 0,+00[?

fonction de I. Calculer J en utilisant les coordonnées polaires. En déduire la
valeur de I.

Exercice 24 Calculer Uintégrale /// ———dxdydz
ouD={(x,y,z) eR3: 1< x?+y?<2z?<4}.
Exercice 25 SoitD={(x,y,z2)eR3:0<z<x?+y?<1}.

Justifier que U'intégrale // In(x% + y?) dx dy dz est convergente et donner sa
D

valeur.

Exercices plus difficiles supplémentaires.

Exercice 26 Soient (Q2,7,u) un espace mesuré et {x} € 7 pour tous x € Q. On dit
que p est continue si u({x}) =0} pour tout x € Q et on dit que p est discrete s’il
existe un ensemble D au plus dénombrable tel que u(D€) = 0.

1. Montrer que l’équivalence des conditions suivantes :

a) p estcontinue;

b) si A estune partie au plus dénombrable de Q alors u(A) =

c) toute partie au plus dénombrable A de Q est u—négligeable.
2. Montrer que p est discrete si et seulement s’il existe une suite (a,) de points

de Q et une suite (c¢,) C [0, <] telles que = > Cnigq,-
n

3. Décrire les espaces mesurés avec i a la fois discrete et continue.

4. (x) Supposons maintenant que p est o—finie. Montrer que i s’écrit de facon
unique p =y + jug, OU o €st une mesure continue et yy €st une mesure
discrete.

@(ercice 27 (x) Soient (2,7, 1) un espace mesuré et
T={AAN: Aec T, N p—négligeable}.
1. Montrer que 7 est une tribu. C’est la tribu u—complétée de T.

2. Soitzm: T =R, AAN — pu(A), ou AT et N est u—négligeable. Montrer que 1
est une mesure sur 7. On obtient un espace mesuré (Q,7,n) appelé 'espace
mesuré y—-completé de (Q, T, ).

Exercice 28 Le but de cet exercice est de montrer qu’une réunion arbitraire
d’ensembles mesurables n’est pas forcément un ensemble mesurable. Soit

T={ACR:Aau plus dénombrable ou A® au plus dénombrable }.

1. Montrer que 7 est une tribu.
2. Montrer que 7 # P(R).
3. Conclure.
Exercice 29 On reprend la tribu 7 de 'exercice précédent et on restreint la

mesure de comptage v surR a 7. Montrer que (R, 7,v) est un espace mesuré qui
n’est pas o-finie.



