Analyse fonctionnelle. Cours de deuxieme année a
PENS de Lyon, donné en 2013—-2015

Mikael de la Salle






Table des matiéres

[Préambuld

|Chapitre 1. Espaces vectoriels topologiques et espaces de Banach|
[Conventions et notations|

1. Espaces vectoriels topologiques|

[2._Conséquences de la complétude : continuité automatique
3. Conséquence de la convexité : le théoreme de Hahn-Banach]
5. Notion d’adjoint|

|Chapitre 2.  Distributions|
|I1I. Notations et partitions de 'unité]
[2.__Distributions : définitions et premieres opérations|
B_—Convolution
4. Transformeée de Fourier|
|Chapitre 3.  Espaces de Sobolev|
1. Espaces de Sobolev d’indice entier|
|2. Injections de Sobolev|
3. Espace de Sobolev d’'indices fractionnaires

|Chapitre 4. 'Théorie spectrale|
[L. _Opérateurs compacts|

|[ Quelgues proprietés du spectre, et algebres de Banach|

3. pérateurs autoadjoints et normaux sur un espace de Hilbert

4. C*-algebres commutatives|

|Chapitre 5. Problemes|
I1. Représentabilité finie, ultraproduits et super-refiexivite
[2.Dentabilité et théoremes de points fixes|
B Diboion
4. Distributions, encore|
b.  Moyennabilité)
6. Distributions tempérées|
(7. Theoréme de Kremn-Schmulianl
[8.__Spectre d'un opérateur de multiplication|
10. pérateurs compacts
[11.  Algebre de Banach et théorie de Fourier|
112.  Transtormée de Hilbert et théorie de Calderon-Zygmund|
|13.  Trou spectral et propriétés de point fixe)

3

ENIEN BEN BN

10

20

23
23
24
30
33

39
39
43
46

49
49
93
55
63

69
69
71
73
73
74
76
76
76
7
(s
78
79
81



4 Table des matieres

|I14. Une équation différentielle|
[15.  Noyau de la chaleur|

16. Un opérateur compact

[T7. Espaces de Sobolev]
|118.  Espaces de Sobolev]

119.  Opérateurs a trace|

|Annexe A. Topologie induite par une tamille de fonctions|

|Annexe. Bibliographie|

82
83
83
84
85
86

89
91



Préambule

Ces notes de cours ont été en perpétuelle construction depuis la premiere fois
que j’ai donné ce cours a I’automne 2013. Elles contiennent encore sans doute un
certain nombre de fautes. Merci de me faire parvenir vos corrections éventuelles.

Des références sont : [Bre83] et [Rud91]. Pour des références en ligne que
j’aime beaucoup, voir aussi les notes du cours d’Analyse fonctionnelle de Laure
Saint-Raymond (disponible sur

http://www.math.ens.fr/enseignement/
rubrique Archives Pédagogiques, Polycopiés de cours), ou celles de Cédric Villani
(Cours d’Analyse II disponible sur

http://cedricvillani.org/for-mathematicians/lecture-notes/
) et les références qui s’y trouvent.


http://www.math.ens.fr/enseignement/
http://cedricvillani.org/for-mathematicians/lecture-notes/




Chapitre 1

Espaces vectoriels topologiques et espaces de
Banach

Faire de l'analyse, c’est démontrer des inégalités. Et démontrer une inégalité,
c’est souvent construire une application linéaire continue entre espaces fonctionnels.

Beaucoup d’espaces rencontrés en analyse en premiere année sont des espaces de
Banach : les espaces £, 1 < p < oo (suites (z,,) telles que ) |z, |P < 00), ¢y (suites
qui convergent vers 0), L, (X, u) pour un espace mesuré (X, u) (qui contiennent les
espaces £, comme cas particulier), C'(K), K espace topologique compact. C’est
bien car comme il a été vu en cours de topologie et calcul différentiel, la structure
d’espace de Banach est tres riche, il y a beaucoup de résultats puissants dessus.

Par contre, de nombreux autres espaces naturels ne sont pas des espaces de
Banach : les espaces Ly, 0 < p < 1, les espaces C(£2), 2 ouvert de R4, les espaces
H(£2) de fonctions holomorphes sur un ouvert de C, les espaces de fonctions C*°
sur un compact/ouvert de R?, etc. Un des buts de ce chapitre est de développer un
cadre abstrait général qui englobe tous ces exemples (et d’autres), et dans lequel
certains des résultats importants des espaces de Banach restent vrais.

Conventions et notations

Dans ce chapitre (et souvent dans ces notes de cours) on ne considérera que des
espaces vectoriels sur le corps R des réels. Essentiellement toute la théorie s’adapte
au cas complexe (voir Tds).

Lorsque A, B sont des parties d’un espace vectoriel E et A\ € R, on notera
A+B={a+baec Abe B} C E, \A ={)a,a € A}. On utilisera de méme des
notations du type A — B, ou z + A pour x € E, ou bien encore x + A 4+ B...

1. Espaces vectoriels topologiques

DEFINITION 1.1. Un espace vectoriel topologique (evt) est un espace vectoriel

F muni d’une topologie telle que
ExXE—FE RxFE—FE
(r,y)—z+y et (N z)— Az
— E est séparé (deux points distincts admettent des voisinages disjoints).

— les applications sont continues.

REMARQUE 1.2. C’est une notion trés (trop) générale, mais on peut quand
méme dire des choses, plus ou moins évidentes :

— {a} est fermé pour tout x € E.

— Les translations ainsi que les multiplications par un scalaire non nul sont
des homéomorphismes de E.

— La topologie d’'un evt est déterminée par la donnée d’un systéeme fondamen-
tal de voisinages de 0 (V est un voisinage de x si et seulement si V' — x est
un voisinage de 0).
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— Une application linéaire entre deux evt est continue si et seulement si elle
est continue en 0.

— par [Rud91], Theorem 1.12], on aurait pu remplacer la condition que E
est séparé par ’hypotheése que {0} est fermé, et on aurait obtenu la méme
notion.

EXEMPLE 1.3. Les espaces vectoriels normés forment des exemples importants
d’evt. Rappelons qu’une norme sur un espace vectoriel E est une application || - || :
E — [0, 00( telle que

— ||Az]| = |A|||z||VA € R,z € E

— o+l < llel + lylva,y € B

— |lz|| = 0 si et seulement si x = 0.

Sans la derniére condition, on parle de semi-norme.

On notera L(E, F') 'espace des applications linéaires continues de F dans F'.
Pour alléger les écritures, pour T' € L(E, F) et © € E on notera souvent 7'z I'image
de x par T. Lorsque F' = R, cet espace, constitué des formes linéaires continues sur
E, est appelé dual de E et noté E*. Rappelons que lorsque E et F' sont des espaces
vectoriels normés, L(E, F') aussi, pour la norme d’opérateur, a savoir

Tx o
1Tl e,y = sup H ||~
zeEaz0 ||Zl|E

2. Conséquences de la complétude : continuité automatique

Un espace de Banach est un espace vectoriel normé complet (pour la dis-
tance induite par la norme : d(z,y) = ||z — y||). Comme cela a été vu dans le
cours de topologie et calcul différentiel de premiére année, la complétude a des
conséquences remarquables : les théoremes de Banach-Steinhaus, de ’application
ouverte et du graphe fermé. Ces résultats peuvent étre vus comme des résultats
de continuité automatique d’applications linéaires entre espaces de Banach. Ils uti-
lisent la complétude via le théoreme de Baire : dans un espace métrique complet,
une intersection dénombrable d’ouverts denses est dense (et donc non vide). Nous
les rappelons puis les généralisons avec des preuves rapides (pour plus de détails et
des énoncés encore plus généraux, voir [Rud91), Chapitre 2]).

THEOREME 1.4 (Banach-Steinhaus). Soit E un espace de Banach, F un espace
vectoriel normé, et ® une partie de L(E, F). Il y a équivalence entre

(1) ® est ponctuellement bornée : supeq [|px||F < 00 pour tout x € E.
(2) @ est équicontinue : supyeq (|9l c(p,F) < 00

Une conséquence souvent utilisée est le résultat suivant, qui affirme qu’une
limite simple d’opérateurs bornés est bornée :

COROLLAIRE 1.5. Soit E un espace de Banach, F est espace vectoriel normé,
et (T,,) une suite d’éléments de L(E,F). Si pour tout x € E, la suite T,z a une
limite notée T'x, alors T est une application linéaire continue et T, x,, converge vers
Tx pour toute suite (x,,) de E qui converge vers un élément x de E.

REMARQUE 1.6. Le théoréeme de Banach-Steinhaus et son corollaire restent
vrais si ’on suppose seulement que E est un evt pour lequel la topologie est définie
par une distance invariante (d(z + z,y + z) = d(z,y) pour tous z,y,z € E) et
compléte, et F' un evt arbitraire. Pour Banach-Steinhaus, ’hypotheése que & est
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ponctuellement bornée est & comprendre comme < (1)) pour tout x € E et tout
voisinage W de 0 dans F), il existe ¢ > 0 tel que ¢z € tW pour tout ¢ € @ >,
et ’hypothese que ® est équicontinue est a comprendre comme < pour tout
voisinage W de 0 dans F, il existe un voisinage V' de 0 dans E tel que ¢(V) C W
pour tout ¢ € ® .

DEMONSTRATION. Supposons . Soit x € E. Si W est un voisinage de 0
dans F, soit V' un voisinage de 0 tel que (V) C W pour tout ¢ € ®. Comme
lim,, 00 z/n = 0, il existe n tel que 2/n € V. Et donc ¢(z) € nW pour tout ¢ € P.
On a montré (1f).

Réciproquement, supposons . Soit W un voisinage de 0 dans F. Il existe un
voisinage U de 0 tel que U —U C W (pourquoi ?). On pose A = Nycap H(U), c'est
un fermé de E. De plus par I'hypothese , Up,nA = FE, donc par le théoreme de
Baire I'un des fermés nA n’est pas d’intérieur vide, donc A aussi puisque x — nx
est un homéomorphisme de E. Soit donc x € A et V un voisinage de 0 tel que

x+V C A. En particulier, V C A — A et donc
Vo e ®, p(V)C p(A)—p(A)cU-UCW.
Ce qui montre . O

THEOREME 1.7 (de I'application ouverte). Soient E, F' des espaces de Banach
etT e L(E,F).

(1) SiT est surjective alors T est ouverte : l'image de tout ouvert est ouverte.

(2) SiT est bijective alors T~1 : F — E est une application linéaire continue.
Une conséquence tres importante est

THEOREME 1.8 (du graphe fermé). Soient E,F des espaces de Banach et T :
E — F une application linéaire. Alors T est continue si et seulement si son graphe,
c’est-a-dire {(z,Tx),x € E}, est fermé dans E x F.

Le théoreme du graphe fermé se démontre en appliquant le théoréme de I'ap-
plication ouverte & 'application z € FE +— (x,Tz) € graphe(T).

REMARQUE 1.9. Les théoremes de l'application ouverte et du graphe fermé
restent vrais si 'on suppose seulement que E et F' sont des evt pour lesquels la
topologie est définie par une distance invariante et compléte.

Pour rafraichir les souvenirs, démontrons le théoréme de I’application ouverte
dans le cas général.

PREUVE DU THEOREME DE L’APPLICATION OUVERTE. == est clair, il
suffit donc de montrer . On note dg et dr des distances invariantes et completes
sur E et F. Par translation on se ramene a montrer que T(Bg(0,¢)) contient une
boule centrée en 0 pour tout € > 0. On procede en trois étapes.

Premiére étape : T(Bg(0,¢)) est d'intérieur non vide. En effet, par hypotheése
UnennT(Bg(0,e)) = F, donc par le théoréme de Baire appliqué & F, 'un des
fermés nT'(Bg(0,¢)) n’est pas d’intérieur vide. Donc T'(Bg(0,¢€)) aussi.

Deuxieéme étape : Il existe d(¢) > 0 tel que T(Bg(0,¢)) contient Bg(0,4(¢c)).
En effet par inégalité triangulaire, il contient T'(Bg(0,£/2)) — T(Bg(0,e/2)). On
conclut par la premiere étape et le fait que si U est un ouvert, U — U contient un
voisinage de 0.
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Troisieme et derniere étape : Soit y dans Br(0,5(g)). Par la deuxieme étape
il existe z1 € Bg(0,¢) tel que dp(Tz1,y) < d(¢/2). Comme dp est invariante,
on en déduit que y — Tz1 € Bp(0,d(¢/2)) et donc il existe z3 € Bg(0,/2) tel
que d(y — Tx1,Txz2) < 6(e/4). On construit ainsi par récurrence une suite x,, €
Bg(0,e/2") telle que d(y, T'(z1 + -+ + z,)) < d(e/2"F1) — 0. Par invariance de la
distance, on a d(zy + -+ + X, 01 + - + Tpi1) < /27 et la suite 21 + -+ + 2y
est de Cauchy. Comme FE est complet, on peut définir x = lim,(z; + -+ + z,)
et on vérifie que d(z,0) < > . ,e/2" = 2. Par continuité de T on a bien Tz =
lim, T(21 4 - +,) = y. On a donc montré que Br(0,5(g)) C TBg(0,2¢), ce qu'il
fallait démontrer. O

REMARQUE 1.10. Pour la culture Il est clair que si la topologie d'un evt
est définie par une distance, alors 0 admet une base dénombrable de voisinages (les
boules de rayon 1/n par exemple). La réciproque est vraie [Rud91, Theorem 1.24] :
pour un evt E, il y a équivalence entre (1) E est métrisable (2) E est métrisable
avec une distance invariante (3) 0 admet une base dénombrable de voisinages.

On peut définir la notion de suite de Cauchy dans un evt arbitraire : une suite
(z,,) est de Cauchy si pour tout voisinage V de 0, il existe N tel que u, — u;,
appartient a V pour tout n,m > N. Lorsque E est un evt métrisable, et d une
distance invariante qui définit la topologie, il n’est pas difficile de voir que cette
notion de suite de Cauchy coincide avec celle dans Pespace métrique (E,d) (et
donc en particulier ne dépend pas de d). L’hypotheése que la topologie d'un evt E
est donnée par une distance invariante et complete peut donc se traduire en < 0
admet une base dénombrable de voisinages, et toute suite de Cauchy converge .

EXEMPLE 1.11. Soit 0 < p < 1 et (X, 1) un espace mesuré. L’espace L, (X, 1)
des fonctions mesurables f : X — R telles que [|f|Pdp < oo, quotienté par le
sous-espace des fonctions nulles presque partout, et muni de la distance d(f, g) =
JIf — gPdp est un espace vectoriel topologique et d est une distance invariante
complete (cf Tds).

3. Conséquence de la convexité : le théoréme de Hahn-Banach

3.1. Duaux des espaces classiques. On rappelle ici des exemples d’identi-
fications explicites du dual de certains espaces de Banach classiques, vus en cours
de premiere année. Voir [Rud80] et [Rud91]. On commence par un théoréeme de
Riesz qui identifie le dual d’un espace de Hilbert réel avec Iespace lui-méme (un
résultat similaire est vrai pour les espaces de Hilbert complexes, nous 1’énoncerons
dans le dernier chapitre du cours). Un espace de Hilbert réel est un espace de Ba-
nach réel dont la norme provient d’un produit scalaire, ¢’est-a-dire d’une application
(-,-): Hx H — R bilinéaire et telle que ||z||? = (z,z) pour tout x € H. Les espaces
de Hilbert sont caractérisés par I'identité du parallélogramme : ||z +y||?+ |z —y||* =
2(@f? + [ly][2) pour tout z,y € H.

THEOREME 1.12 (Riesz). Soit H un espace de Hilbert réel et ¢ € H*. Il existe
un unique y € H tel que
o) = (e.y) Vo € H.

De plus |||l - = [lyl|z-

Le dual d'un espace L, est un autre espace L, si p < oo. Le théoreme suivant a
été montré dans le cours d’intégration sous 'hypothese additionnelle que la mesure
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est o-finie. On donnera une preuve du cas 1 < p < oo dans cette généralité plus
tard dans le cours.

THEOREME 1.13. Soit (X, u) un espace mesuré, et p € [1,00). On note q
I’exposant conjugué, c’est-a-dire le nombre q € (1, 00] caractérisé par1/q+1/p = 1.
Alors toute fonction f de Lqo(X,p) définit une forme linéaire continue ®y sur
L,(X,p) par @p: g [ fgdp. Sil <p < oo ousi(p=1etp esto-finie), alors
toute forme linéaire continue sur Ly(X, ) provient d’un unique f € Lo(X,p), et
@12, (x> = 11 F L (x)-

REMARQUE 1.14. Si p = oo, on verra (en utilisant 'axiome du choix) que le
dual de Lo (X, ) s’identifie isométriquement comme 'espace des mesures signées
régulieéres sur un (trés gros) espace compact K.

Concluons cette partie d’exemples par un autre théoréeme de Riesz, qui identifie
le dual de l'espace C'(K) des fonctions continues sur un espace topologique compact
K.

THEOREME 1.15. Soit K un espace topologique compact et C(K) ’espace de
Banach des fonctions continues de K dans R, pour la norme ||f|| = supy | f|. Alors
toute forme linéaire continue sur C(K) est de la forme f +— [ fdu pour une mesure
signée p sur K muni de la tribu borélienne. Si K est métrisable p est unique.

REMARQUE 1.16. Si K n’est pas métrisable p n’est pas nécessairement unique.
La raison est que la tribu engendrée par les f~1(U) pour U ouvert de Ret f € C(K)
est en général strictement plus petite que la tribu borélienne sur K. Cette tribu est
appelée tribu de Baire et coincide avec la tribu engendrée par les ouverts de K qui
sont réunions dénombrables de compacts. On obtient donc unicité de p si 'on se
restreint aux mesures sur la tribu de Baire. Ou bien si ’on se restreint aux mesures
boréliennes réguliéres, c’est-a-dire telles que |u|(A) = sup{|u|(F), F C A compact}.
L’équivalence entre ces deux conditions revient a dire que toute mesure signée sur
la tribu de Baire s’étend de maniere unique en une mesure borélienne réguliere.

3.2. Espaces vectoriels topologiques localement convexes.

DEFINITION 1.17. Une partie C' d’un espace vectoriel E est dite convexe si pour
tous z,y € Cet A€ [0,1], \e+ (1 - Ny e V.

DEFINITION 1.18. Un espace vectoriel topologique localement convexe (abbrégé
en evtlc) est un evt dans lequel 0 admet une base de voisinages convexes.

Lorsque p est une norme (ou simplement une semi-norme) sur un espace vec-
toriel E, {z,p(x) < t} est convexe. Un espace vectoriel normé est donc un evtle, et
plus généralement la construction suivante permet de définir une structure d’evtlc
sur un espace vectoriel muni d’une famille séparante de semi-normes.

DEFINITION 1.19. Une famille (py,)aca de semi-normes sur un espace vectoriel
E est dite séparante si pour tout € E non nul, il existe o € A tel que py(x) > 0.

Si (Pa)aca est une famille séparante de semi-normes sur un espace vectoriel
E, alors la topologie 7 la plus faible qui rende continues les p, est une topologie
d’evtlc (voir Théoreme [A.1). En effet (exercice!), 7 est une topologie d’evt et une
base de voisinages de 0 pour 7 est donnée par les intersections finies d’ensembles
de la forme {z,pq(x) < 0}, pour 6 >0 et @ € A.

En fait, tout evtlc est obtenu de cette maniere :
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PRrROPOSITION 1.20. Un espace vectoriel topologique est localement convexe si et
seulement si sa topologie peut étre définie par une famille séparante de semi-normes.

Cette proposition découle facilement du lemme important suivant, qui fait le
lien entre voisinage convexe et semi-normes :

LEMME 1.21. Soit E un evt et V un voisinage convexe de 0. On définit la jauge
de Minkowski de V' par

1
Jv(z) = inf{t, ;o€ V1.

Alors jy est sous-additive (jy(z +y) < jv(x) + jv(y) pour tous z,y € E) et
positivement homogéne (v (Az) = Ajv(x) pour tous x € E,\ € R*Y). Si de plus
-V =V, jy est une semi-norme.

De plus, pour tout x € F,

(1) jr@) <l=2€eV = jy(z) <1

DEMONSTRATION. On peut déja remarquer que jy () est bien défini car, V
étant un voisinage de 0, %z € V pour t assez grand. Commencons par montrer .
Si jv(z) < 1, il existe t < 1 tel que +z € V. Comme 0 € V et V est convexe, tout le
segment qui relie 0 a %1: est contenu dans V', donc en particulier x € V. Sixz € V,
jv(z) <1 par définition. Le fait que jy est positivement homogene (et homogene
tout court lorsque V = —V) est évident.

Pour vérifier que jy est sous-additive, prenons z,y € E et a,b > 0 tels que
Jv (@) < a,jv(y) <b. Il sagit de montrer que jy (z+y) < a+b. Par (1)), 2z et 7

1

sont des éléments de V. Par convexité, %H)%x + aLer%y = m(m +y) aussi, ce qu’il

fallait démontrer. O
Le lemme suivant est une caractérisation immédiate (et utile) de la continuité.

LEMME 1.22. Soient (E, (pa)aca) €t (F,(gp)per) deux evtlec donnés par des
familles séparantes de semi-normes.
— Une suite (xy,) dans E converge vers x si et seulement si pour tout o € A,
lim,, po(z — 2,,) = 0.
— Une application linéaire T : E — F est continue si et seulement si

Ve B, 3C > 0,a1,...,00 € A tel que gg(Tx) < Clrgagx Do, (T).

DEMONSTRATION. Le premier point est immédiat.

Pour le second : si T' est continue et 8 € B, la préimage de {y € F,qs(y) < 1}
est un voisinage de 0 dans E, donc contient une intersection finie NI {pq, () < d;}.
Par homogenéité on obtient donc ¢z(Tx) < C maxi<;<n Pa, (x) avec C' = max; 1/6;.
Réciproquement l'inégalité ¢s(Tz) < C'maxi<;<n Do, () implique que la préimage
par T' de {qg(y) < 0} contient Ni<;<n{pa, (z) < §/C}, donc un voisinage de 0. La
validité de cette inégalité pour tout 5 implique donc la continuité de T en 0, donc
sa continuité. (]

3.3. Espaces de Fréchet. Lorsqu’une structure d’evtlc sur E est définie par
une famille dénombrable (p,)nen de semi-normes, la structure d’evtlc sur E peut
étre décrite de fagon plus simple par la distance

(2) d(z,y) = sup 27" min(1, pp(x — y)).
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On laisse comme exercice le soin de vérifier que c’est une distance invariante sur F
dont les boules sont convexes, et qui définit la méme structure d’evtlc sur E que
dans la partie générale.

DEFINITION 1.23. Un espace vectoriel E avec une famille dénombrable et
séparante de semi-normes est appelé un espace de Fréchet s’il est complet pour
la distance (|2]).

Le choix précis de la distance n’a aucune importance. On obtiendrait la
méme notion si on remplagait d par n’importe quelle distance invariante qui définit
la topologie de E. La complétude peut méme s’exprimer sans mention a une distance
invariante, voir la remarque [1.10,

L’intérét des espaces de Fréchet est qu'on peut a la fois leur appliquer les
theoremes de complétude (Banach-Steinhaus, application ouverte et graphe fermé)
et les conséquences que nous voyons maintenant de Hahn-Banach. De plus ils en-
globent de nombreux exemples importants d’espaces fonctionnels.

EXEMPLE 1.24. Soit  un ouvert de R%. L’espace C(Q2) des fonctions continues
sur  est un espace de Fréchet, pour la famille de semi-normes p,,(f) = supg, |f],
pour (K,), un suite de parties compactes de Q qui recouvrent 2. On vérifie que la
topologie ne dépend pas de cette suite.

EXEMPLE 1.25. Soit ©Q un ouvert de C. L’espace H(2) des fonctions holo-
morphes sur ) est un espace de Fréchet, pour la famille de semi-normes p, (f) =
supg, |f|, pour (K,), un suite de parties compactes de €2 qui recouvrent 2. A
nouveau, la topologie ne dépend pas de cette suite.

EXEMPLE 1.26. Soit K un compact de R?. L’espace C°>°(K) des fonctions de
classe C*° sur R¢ qui sont nulles en dehors de K est un espace de Fréchet pour
la famille de semi-normes p,(f) = supy |D®f| pour a € N¢. On rappelle, pour
a € N9, les notations |a = a; + -+ + aq et

olel
dxt ... 0z

EXEMPLE 1.27. Soit © un ouvert de R?. L’espace C>(f2) des fonctions de
classe C* sur © est un espace de Fréchet, pour la famille de semi-normes pq »(f) =
supg, |D®f|, pour (K,), un suite de parties compactes de © qui recouvrent 2 et
a € N?. La encore, on vérifie que la topologie ne dépend pas de cette suite.

Dof=

3.4. Forme analytique du théoréme de Hahn-Banach. Pour les espaces
de Banach classiques, nous avons pu identifier le dual de facon explicite. En général,
ce n’est pas possible, et on a besoin de I'axiome du choix sous la forme du lemme
de Zorn pour montrer que le dual est non vide. Rappelons qu'un ensemble ordonné
est dit inductif si toute partie totalement ordonnée admet un majorant. Le Lemme
de Zorn affirme que tout ensemble ordonné inductif admet un élément maximal.

THEOREME 1.28. Soit E un espace vectoriel et p : E — R une application
sous-additive et positivement homogene.
Soit F' un sous-espace vectoriel de E et f une forme linéaire sur f telle que

Vo € F, f(z) < p(x).
Alors il existe un prolongement linéaire ¢ de f a E tel que

Ve € E, p(z) < p(x).
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DEMONSTRATION. On introduit I'ensemble P des couples (G, ) ot G est un
sous-espace vectoriel de E contenant F', et ¢ : G — R un prolongement de f
satisfaisant ¢ < p, que 'on munit de la relation d’ordre

(G1,01) < (Ga,p2) si G1 C Gaet pala, = 1.

On montre que c’est un ensemble inductif. Si C est une partie totalement ordonnée
dans P, G = U(g,p)ecG est un sous-espace vectoriel de E et on définit bien une
application linéaire ¢ < p sur G en posant ¢ |¢ = ¢ pour tout (G, ¢) € C.

Par le lemme de Zorn, P admet un élément maximal (G, ). Pour conclure
on montre que G = E. Supposons le contraire, et prenons zg € E \ G. On pose
G' = Vect(G,xg) et ¢'(x + sxg) = ¢(x) + B, pour un 8 € R & déterminer. On
obtiendra une contradiction de la maximalité de (G, ) en montrant qu’il y a un
choix de 8 pour lequel (G, ¢’) € P, autrement dit ¢’ < p, ou encore p(x) + sf <
p(x + sxp) pour tous x € X, s € R. Comme p est positivement homogene il suffit
de s’en assurer pour s = +1. Il s’agit de montrer que pour un choix de

sup p(z) —p(r —x0) < B < lnf £,p(y +z0) = #(y)-

Autrement dit il faut montrer que pour tout z,y € G, p(x) — p(z — x0) < p(y +
xo) — ¢(y), ou de fagon équivalente p(x + y) < p(x — xo) + p(y + xo). Mais cette
derniere inégalité est vraie car ¢ < p sur G et par la sous-additivité de p. Ce qu’il
fallait démontrer. O

COROLLAIRE 1.29. Le dual d’un evtle E sépare les points : pour tout x £y € E,

il existe f € E* tel que f(x) # f(y).
Si E est un espace de Banach et x € E, alors

al feEIEE\T}(Hglf(x)’

DEMONSTRATION. Pour le premier point, par linéarité on peut prendre y = 0.
On peut également supposer que la topologie de E est donnée par une famille
séparante (p,) de semi-normes. Comme z est non nul, il existe alors une semi-
norme telle que po(z) > 0. On pose f : Rx — R la forme linéaire définie par
ftz) = tpa(z); elle vérifie bien f < Po sur Ra. Par la forme analytique de Hahn-
Banach, f admet un prolongement f a F, qui vérifie f < po- En particulier f est
continue, et f(z) = pa(x) # 0.

Dans le cas particulier ou F est un espace de Banach, {|| - ||} est une fa-
mille séparante de semi-normes, et la construction ci-dessus donne précisément un
élément de norme 1 dans E* tel que f(z) = ||z||. L’inégalité

lzll = sup  f(z)
feE=|Ifl<t
est la définition méme de la norme dans E*. O

3.5. Forme géométrique.

THEOREME 1.30. Soient A et B deux ensembles convexes non vides disjoints
dans un evtle E.
(1) Si A est ouvert, il existe ¢ € E*, ¢ # 0 tel que sup, ¢ < infp .
(2) Si A est compact et B fermé, il existe ¢ € E* tel que sup 4 ¢ < infp ¢.

DEMONSTRATION. On commence par prouver un cas particulier.
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LEMME 1.31. Si C est un ouvert convexe non vide et xg ¢ C, il existe p €
E*\ {0} tel que supe o < @(x0).

DEMONSTRATION. On peut supposer 0 € C. On pose p = jc la jauge de C.
Comme z ¢ C, p(zg) > 1. Si P'on définit f : Rzg — R par f(tzg) = t, on a donc
f < psur Rag. Par Hahn-Banach, f se prolonge en une forme linéaire ¢ (non nulle
car f # 0) satisfaisant ¢ < p, en particulier sup~ ¢ < 1. Enfin, ¢ est continue car
|o] est borné par 1 sur le voisinage C'N —C' de 0. O

Preuve de . On considere C' = A — B, c’est un ouvert convexe de F, qui ne
contient pas 0. Par le lemme précédent appliqué a xzo = 0, il existe ¢ € E*\ {0} tel
que ¢ < 0 sur C, c’est-a-dire p(a) < ¢(b) pour tous a € A,b € B.

Preuve de . Le point délicat est de prouver ’existence d’un voisinage convexe
V de A tel que (A+ V)N B = (). En effet, on peut alors appliquer le point a
A+ V et B pour obtenir p € E* tel que

Sup ¢ = sup ¢ + sup ¢ < sup ¢.
A+V A v B

On conclut on remarquant que supy ¢ > 0 car ¢ # 0 et V est un voisinage de 0.
Reste a prouver l'existence de V. Déja, pour tout « € A, il existe V,, un voisinage
convexe de 0, tel que (z+ V,, + V,) N B = 0. Comme les = + V, recouvrent A, par
compacité on peut en extraire un recouvrement fini : A C U, (z; + V4,). Soit
V =N, V,,. Cest un voisinage convexe de 0, il reste & voir que (A+ V)N B = 0.
Soit donc y € A. Alors y € x;+V,, pour un certain i, et donc y+V C x;+V,, +V,, C
E\ B, ce qu'il fallait démontrer. O

COROLLAIRE 1.32. Un sous-espace vectoriel F' d’un evtle E est dense si et
seulement si toute forme linéaire f € E* qui s’annule sur F' est nulle.

DEMONSTRATION. Si F est dense toute forme linéaire continue nulle sur F
est nulle sur son adhérence donc sur E. Réciproquement si F' n’est pas dense, on
applique la forme géométrique de Hahn-Banach & B = F et A = {2} avec © ¢ F
pour obtenir ¢ € E* telle que supp ¢ < ¢(x). Donc ¢(F') = {0}, cqfd. O

On conclut cette partie par une conséquence remarquable :
3.6. Théoreme de Krein-Milman.

DEFINITION 1.33. Soit K une partie d’un espace vectoriel E. Un point = dans
K est un point extrémal de K si

(x=sy+(l—s)zavecy,z€ K,s€(0,1)) =z =y==z
Plus généralement une partie S de K est extrémale si pour tout x € S,
(x=sy+(1—s)zavecy,z€ K,s€(0,1)) = y,z € S.

THEOREME 1.34. Soit K une partie convexe compacte d’un evtle E. Alors K
est égal a l’adhérence de l’enveloppe convexe fermée de ses points extrémauc.

DEMONSTRATION. On introduit I’ensemble P des parties fermées extrémales
non vides de K, ordonné par S < S’ si S C S. C’est un ensemble inductif (une
famille de fermés dans un compact qui possede la propriété d’intersection finie a
une intersection non vide; c’est une définition possible de la compacité). Par le
lemme de Zorn il admet un élément maximal Sy. S’il n’était pas réduit a un point,
par Hahn-Banach il existerait ¢ € E* non constante sur Sp. Posons 1 = {z €
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So,¢(x) = maxg, ¢}. Alors Sy est fermée non vide et strictement contenue dans
Sp. Pour obtenir une contradiction, on montre que S; est extrémale. Soient donc
x € S ety ze K, s € (0,1) tel que z = sy + (1 — s)z. Par 'extrémalité de
So, on a en fait y,z € Sp. Et donc comme p(z) = sp(y) + (1 — s)p(z), on a
o(y) = p(z) = maxg, . On a donc montré que Sy est un singleton : ’ensemble
des points extrémaux est non vide. Plus généralement cela montre que toute partie
extrémale contient un point extrémal.

On définit alors Ky comme 'adhérence de ’enveloppe convexe fermée de ses
points extrémaux. K est une partie convexe non vide de K par ce qui précede.
Si Ko # K, par la forme géométrique de Hahn-Banach (appliquée & A = Kj et
B ={a} C K\ Ky), il existe p € E* tel que maxg, ¢ < maxg @. Par I'argument
précédent, {y € K, p(y) = maxg ¢} est extrémale donc contient un point extrémal.
C’est absurde. ]

4. Dualité

Soit E est un evtlc, et E* son dual. On peut introduire une famille de semi-
normes (ps)fep+ sur E et (¢z)zep sur E* par

pr(@) = [ (@), 4= (f) = [f ()]

La famille (pf)ser- est séparante par Hahn-Banach, et la famille (g;)zcr est
séparante de facon tautologique. Ces deux familles définissent donc des topolo-
gies d’evtlc sur E et E*, notées respectivement o(FE, E*) et o(E*, E) et appelées
topologie faible sur F et préfaible (ou faible-x) sur E*.

REMARQUE 1.35. Soit (E,7) un evtlc. Comme les semi-normes (py) je g+ sont
continues pour 7, la topologie faible o(E, E*) est plus pauvre que 7 : elle a moins
d’ouvert, plus de compacts, il existe moins de fonctions continues a valeurs réelles.

PROPOSITION 1.36. Soit E un evtle. Alors

(1) (E,o(E,E*))* = E* : les seules formes linéaires faiblement continues sur
E sont les éléments de E*.

(2) (E*,0(E*,E))* = E : les seules formes linéaires préfaiblement continues
sur E* sont les éléments de E.

DEMONSTRATION. L’inclusion D dans est évidente par la définition de la
topologie faible. L’inclusion inverse aussi car si ¢: E — R est faiblement continue
elle est aussi fortement continue. Remarquons qu’on a seulement utilisé que E est
un evt.

est moins tautologique : pour tout x dans F, ’évaluation en x définit une
forme linéaire o( E*, E)-continue sur E*. Autrement dit on a une application linéaire
bien définie £ — (E*,0(E*, E))*; le fait qu’elle est injective est le théoreme de
Hahn-Banach : E* sépare les points. Montrons qu’elle est surjective et prenons
Y : E* - R o(E*, E)-continue. Alors il existe z1,...,2, € E tels que |¢(p)| <
max; |¢(z;)| pour tout ¢ € E*. Le lemme suivant permet de conclure que 9 est dans
I’espace vectoriel engendré par les évaluations en x4, ..., z,, donc que ¥ correspond
a I’évaluation en un point de F. (Il

LEMME 1.37. Soit F' un espace vectoriel, ¥, v¥1,...,¢, : F — R des applica-
tions linéaires. Alors

Y € Vect(yr,...,0,) < N;ker; C ker.
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DEMONSTRATION. == est évident. Réciproquement soit G C R™ le sous-
espace défini par
G= {(¢1($), s ,wn(x))vm € F}
L’application A : G — R définie par A(¢1(x),...,¥n(z)) = ¢(z) est bien définie
et peut donc étre étendue en une application linéaire R™ — R, nécessairement
de la forme (s1,...,8,) — > A\;s; pour un certain (A1,...,A,) € R™ On a donc
Y(x) = >, Mvi(z) pour tout « € F, ce qu’il fallait démontrer. O

Dans la suite de cette section on se restreindra aux espaces de Banach, et on
appelera topologie forte la topologie induite par la norme.

4.1. Topologie faible. Soit E un espace de Banach.

PROPOSITION 1.38. Soit (z,) un suite qui converge faiblement vers x dans E.
Alors x,, est bornée et ||z| < liminf,, ||z,||.

DEMONSTRATION. La suite 2, est bornée par le théoréme de Banach-Steinhaus.
Pour l'inégalité, pour tout ¢ € E* de norme 1 on a

o(z) = limp(x,) < liminf ||2,]|.
n n
En prenant le sup sur ¢ on obtient 'inégalité voulue. ]

On a vu que la topologie faible est plus faible que la topologie forte ; si dim E =
oo elle est strictement plus faible puisque (exercice) tout voisinage faible de 0
contient un sous-espace vectoriel de codimension finie. On a néanmoins le

THEOREME 1.39. Soit C C E une partie conveze d’un espace de Banach. Alors
C est fortement fermée si et seulement si C' est faiblement fermée.

DEMONSTRATION. Une direction est claire. Pour l’autre supposons que C' est
fortement fermée, et montrons que X \ C' est faiblement ouvert. Soit z € X \ C.
Par Hahn-Banach (forme géométrique) il existe ¢ € E* et o € R tel que sup ¢ <
a < o(r). Or p~1(a, 00) est un ouvert faible contenant z, et il ne rencontre pas C,
donc X \ C est ouvert. O

COROLLAIRE 1.40 (Lemme de Mazur). Soit (z,) une suite dans E qui converge
faiblement vers x. Alors il existe une suite (y.,) de combinaisons convezes des x,
qui converge fortement vers x.

DEMONSTRATION. Par le théoréme précédent, C, I'adhérence forte de 1’enve-
loppe convexe des x,,, est faiblement fermé donc contient x. (I

4.2. Topologie préfaible. La preuve de la proposition suivante est exacte-
ment la méme que pour la topologie faible.

PROPOSITION 1.41. Soit (x,) un suite qui converge préfaiblement vers x dans
E*. Alors x, est bornée et ||z| < liminf, ||z,

Dans la suite cette partie on notera Br La boule unité fermée de F :
Bp={z€E |z|| <1.}
On peut montrer que Bg n’est fortement compact que si F est de dimension infinie.
Le théoréeme de Banach-Alaoglu justifie 'introduction de la topologie préfaible du

point de vue des applications, puisqu’il affirme que Bg est préfaiblement compact
lorsque E est un dual.
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THEOREME 1.42 (Théoréme de Banach-Alaoglu). B« est préfaiblement com-
pacte.

DEMONSTRATION. Les éléments de E* sont des fonctions de E dans R, on peut
donc plonger E* dans R¥ (=les fonctions de E dans R), et la topologie préfaible
s’'identifie alors a la restriction a E* de la topologie produit. 11 suffit donc de voir
que la boule unité fermée de E* correspond & une partie compacte de RE.

Une premiere remarque est que les fonctions linéaires (non necessairement conti-
nues) correspondent & un sous-ensemble L fermé, comme intersection de fermés de
la forme {w € R¥ w(z +y) = w(z) + w(y)} ou {w € R¥ w(sz) = sw(x)} pour
z,y € FE,seR.

Ensuite une application linéaire w : E — R appartient & Bg+ si et seulement
st jw(z)| < ||z||, Y& € E. Autrement dit By« correspond & l'intersection du fermé
L et de [[,cpl—l=ll, =[] qui est compacte par le théoreme de Tychonoff. Ce qui
montre que Bg- est préfaiblement compact. ([l

Il est intéressant de savoir quand Bpg« est métrisable pour la topologie préfaible
(un espace compact métrisable est séquentiellement compact).
THEOREME 1.43. Soit E un espace de Banach. Il y a équivalence entre
(1) E est séparable

(2) La restriction de la topologie préfaible & Bp~ est métrisable.

REMARQUE 1.44. On peut montrer que (E*,o(E*, E)) n’est jamais métrisable
en dimension infinie (voir tds).

DEMONSTRATION. Supposons F séparable, et soit (z,) une suite dense dans
Bg. On définit d(p,v) = >, 27" |(¢ — ¥)(z,)|. C’est une distance sur Bg-, qui
(toujours le méme exercice!) induit la topologie la moins fine rendant continue les
applications ¢ — ¢(z,,). Il suffit de voir que cela implique la continuité de ¢ — ¢(x)
pour tout = dans la boule de E. Soit donc € > 0 et n tel que ||z — z,,|| < e. Alors

[p(zn) — ¥(zn)| <6 = |o(z) —(z)] < 3¢
ce qui montre le résultat voulu.
Réciproquement si cette topologie est métrisable, on a une base dénombrable
(Up) de voisinages de 0, de la forme

avec A, une partie finie de E. Comme N,U, = {0}, on a en particulier que

o(x)] <e, Vo e Ay}

p(r) =0, Ve € Uy A, = p=0.
Par Hahn-Banach, ceci implique que Vect(U, A,,) est dense, donc le Q-espace vec-
toriel engendré par U, A,, est une partie dénombrable dense de E. O

COROLLAIRE 1.45. Si E est un espace de Banach séparable, toute suite bornée
dans E* admet une sous-suite préfaiblement convergente.

4.3. Réflexivité. Soit E un espace de Banach.

On peut voir les éléments de E comme des formes linéaires continues sur E*.
Autrement dit en notant E** = (E*)* le bidual de F, on a une injection canonique
Jg : E — E**, donnée par Jg(z)(p) = p(x). C’est une isométrie.

DEFINITION 1.46. On dit que E est réflexif si Jg est surjective.
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On a la caractérisation suivante de la réflexivité :

THEOREME 1.47. Un espace de Banach E est réflexif si et seulement si By est
faiblement compacte.

DEMONSTRATION. Lorsque E est réflexif on a o(E, E*) = o(E**,E*) et la
boule unité est faiblement compacte par le théoreme de Banach-Alaoglu. Pour la
réciproque si on suppose que Bg est o(F, E*)-compact, Jg(Bg) est o(E**, E*)-
compact comme image continue d’un compact. En particulier Jg(Bg) est fermé
pour la topologie o(E**, E*) (une partie compacte d’un espace topologique séparé
est fermée). On conclut par le

LEMME 1.48 (Lemme de Goldstine). Soit E un espace de Banach. L’adhérence
pour o(E**, E*) de Jg(Bg) est Bp«~.

qui implique que Jg(Bg) = Bg+~ et donc que Jg(E) = E**. O

PREUVE DU LEMME DE GOLDSTINE. Par la forme géométrique du théoreme
de Hahn-Banach il s’agit de montrer que pour toute forme linéaire ¢ o(E**, E*)-
continue sur E**, sup;, g,y ¥ = supg,.. ¢- Mais par la Proposition (p cor-
respond & un élément de £, et il s’agit donc de montrer que sup,cp, p(x) =
SUPyep,.. Y(p), ce qui est clair puisque les deux termes sont égaux a [[p||g«. O

On en déduit les corollaires suivants

COROLLAIRE 1.49. Un sous-espace fortement fermé M d’un espace de Banach
réflexif E est réflexif.

DEMONSTRATION. On vérifie que la topologie o(M, M*) coincide avec la res-
triction & M de o(E, E*). Alors Bjs est un convexe fortement fermé, donc faible-
ment fermé de E. On conclut par le théoréeme précédent. (I

COROLLAIRE 1.50. Si E est un espace de Banach réflexif, toute suite bornée
dans E admet une sous-suite faiblement convergente.

DEMONSTRATION. Si (z,,) est une suite bornée, on applique le Corollaire m

a ’adhérence de Vect(x,,), qui est un espace séparable et réflexif par ce qui précede.
|

4.4. Uniforme convexité.

DEFINITION 1.51. Un espace de Banach E est dit uniformément conveze si la
propriété suivante est vérifiée :

Ve > 0,36 > 0tq Vo,y € Bp, |z —y|| >e = |[(z+y)/2|| <1—0.

Il faut faire un dessin pour dessin pour comprendre cette définition, et se
convaincre que la terminologie est bien choisie. Le formule dit que la sphere unité
(Pensemble des élements de norme égale & 1) ne contient pas de segment non trivial,
et de maniere uniforme : si deux points de la spheére unité sont écartés d’au moins
e, alors le segment qui les relie n’appartient pas au d-voisinage de la sphere unité.

EXEMPLE 1.52. Les espaces de Hilbert sont uniformément convexes (formule
du parallélogramme) ; les espaces Ly et Lo ne le sont pas (sauf lorsqu’ils sont de
dimension 1).
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Le théoréme suivant affirme qu’une condition géométrique locale (I'uniforme
convexité) a une conséquence sur la topologie globale (réflexivité). L’auteur de ces
lignes trouve cela remarquable.

THEOREME 1.53 (Milman-Pettis). Un espace de Banach uniformément conveze
est réflexif.

DEMONSTRATION. Soit £ € E**. On va montrer que £ appartient & ’adhérence
forte de Jg(F). Comme Jg(F) est un sous-espace fermé de E** (il est complet)
cela concluera la preuve. Par homogénéité on peut supposer ||£|| = 1.

On note pour simplifier B = Jg(Bg). Le Lemme de Goldstine affirme que B est
préfaiblement dense dans Bg««. Soit donc &€ > 0. Soit § > 0 donné par la continuité
uniforme, et ¢ € Bp« satisfaisant £(¢) > 1 — §. Soit V le voisinage préfaible de &
donné par V.= {n € E** n(p) > 1 — 06} et £ € BNV ; lexistence d’un tel x est
assurée par le Lemme de Goldstine. Pour tout autre y €« BNV

T+y
2

’ > cp(x;— y) >1—4, donc ||z —y| <e.

Autrement dit BNV est contenu dans Bg+«(x,¢). Cela implique que &, qui appar-
tient & ’adhérence préfaible de B NV (Goldstine), appartient aussi & Bg«(z,¢).
On a trouvé un élément de B tel que ||z — £|| < ¢, ce qu'il fallait démontrer. O

On peut montrer (voir Tds) que pour 1 < p < oo et pour tout espace mesuré
(X, ), espace Lp(X, ) est uniformément convexe. Par le théoreme de Milman-
Pettis, il est donc réflexif. On en déduit facilement (on utilise uniquement 1'inégalité
de Hélder) le théoreme de dualité L,-L, démontré en cours d’intégration sous 1’hy-
pothese supplémentaire que p est o-finie.

On vérifie facilement que si T' € L(E, F) est une bijection linéaire entre espaces
de Banach (et donc T—! € L(F, E) par le théoréme de I'application ouverte), E est
réflexif si et seulement si F' I'est. On déduit donc du Théoreme qu’un espace
de Banach qui admet une norme équivalente uniformément convexe est réflexif.

Bien str, il existe des espaces de Banach réflexifs non uniformément convexes
(par exemple les espaces L1 de dimension finie). Un peu plus subtil, il existe des
espaces de Banach réflexifs qui ne sont pas isomorphes & un espace uniformément
convexe. Un exemple est donné par @, 0%, c’est-a-dire 'ensemble des suites (z,)

oo

1/2
?’;o ) < oo. Rappelons que £7 est 'espace

avec x, € (2 telles que > (Hxn

vectoriel R™ muni de la norme <« max des coordonnées .

5. Notion d’adjoint

On revient brievement au cas général des evtlc. Nous avons vu que le dual d’un
evtle F/ simple peut étre trés compliqué, au point que la description de ses éléments
semble inaccessible. La proposition suivante est particulierement intéressante dans
ce cas, puisqu’elle permet de construire tres facilement des opérateurs sur E*. Le
chapitre suivant, sur les distributions, repose entierement sur ce principe.

PROPOSITION 1.54. Soit T : E — F une application linéaire continue entre
evtle. Il existe une unique application lin€aire, notée T* : F* — E* qui satisfait
T*()(x) = o(Tx) pour tout ¢ € F* et x € E. De plus T* est continue pour les
topologies préfaibles. T' est appelé adjoint de T'.
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Si E et F sont des espaces de Banach, T est fortement continue et
1Tl 2+, 2%y = 1Tl 2B, F)-

DEMONSTRATION. Soit ¢ € F*. La formule T*(¢)(z) = ¢(Tz) définit de
maniere unique une forme linéaire continue sur £ comme composée des applica-
tions linéaires continues T' et . Autrement dit on a bien une application linéaire
T* . F* — E*. Pour vérifier qu’elle est préfaiblement continue, il faut vérifier que
pour tout & € E, l'application ¢ € F* — |T*(¢)(z)| = |¢(Tx)| est préfaiblement
continue, ce qui est la définition de la topologie préfaible sur F™*.

Lorsque E et F sont des espaces de Banach, en utilisant la définition de la
norme dans E* et Hahn-Banach dans F', on obtient

sup || T(¢)|e- = sup sup [T%(p)(z)]
pEBp= pEBp* x€BE
= sup sup [p(Tz)
zEBE pEBp+
= sup |T=llp =T cee,F)-
z€EBER

Ce qui prouve que T* est borné et ||T*| = ||T. O






Chapitre 2

Distributions

1. Notations et partitions de 'unité

Dans ce chapitre, Q sera toujours un ouvert de R? pour d € N*. On écrira
K CC Q pour signifier que K est un compact de €.

On adoptera la notation suivante, due a Laurent Schartz : pour un ouvert 2 de
R, on notera D() l'espace vectoriel des fonctions C°° & support compact sur ).
Pour K CC Q, Di C D(R) sera les fonctions dont le support est contenu dans K.
Explicitement, Dy est espace vectoriel des fonctions C> sur R qui sont nulles en
dehors de K ; et D(2) = UxDg. On a vu dans le premier chapitre que Dk est un
espace de Fréchet, pour la famille de seminormesﬂ (I - |~ x ) nen (que on notera
parfois || - || v,k ) définies par

o
lellnx = max max | D%p(z)].

Il n’est pas completement évident que D(2) est non nul. En fait, dés que K est
d’intérieur non vide, Dk est de dimension infinie. Pour cela, on rappelle un lemme
qui permet de définir des fonctions C*° a support compact.

LEMME 2.1. Soit # € R? (muni de la norme euclidienne usuelle notée | -|) et
0 < r < R. Il existe une fonction C™ ¢ telle que 0 < ¢ < 1, avec p(y) = 1 si
|z —y| <retply) =0si|lz—y| > R.

DEMONSTRATION. Il suffit de construire ¢ dans le cas particulier on d = 1 et
x = 0. En effet, alors la fonction y — ¢(Jz — y|) convient. Un exercice classique
montre que la fonction f sur R définie par

1
T si0<t <]
=4 °¢"
) { 0 sinon

est O (il s’agit de montrer que f*)(t) = 0 quand t — 0 ou t — 1; ceci découle
de l'observation, démontrée par récurrence sur k, que f)(t) = Ry(t)f(t) pour
une certaine fraction rationnelle Ry dont les poles sont contenus dans {0,1}.). Sa
primitive F' qui s’annule en 0 est donc C*° croissante, nulle sur (—o0,0] et est

constante (disons égale & C) sur [1,00]. Il suffit de poser ¢(s) = &F (g;:jz) O

On en déduit un résultat de partitions de I'unité qui est bien utile en pratique

PROPOSITION 2.2 (Partitions de 'unité). Soit I' un recouvrement ouvert d’un
ouvert Q0 C RY. Alors il existe une suite (1,) C D(Q) de fonctions positives telle
que

— Vn, Jw, €T tel que supp(vy,) C wy,.

1. ces seminormes sont en fait des normes

23
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— VK CcC Q, AN € N, tel que Y1 4+ --- +v¥n =1 au voisinage de K.
— Y ¥n =1 sur Q (sommes localement finie).
En particulier, pour tout K CC il existe 1 € D(Q) telle que

() C[0,1] et =1 sur K.

DEMONSTRATION. L’hypothése que I' est un recouvrement ouvert de  im-
plique (exercice) qu'il existe une suite V,, de boules telles que U, V,, = © et pour
tout n, adhérence de V,, est contenue dans un élément w,, de I'.

Par le lemme précédent, pour tout n il existe ¢, : @ — [0,1] dont le support
est contenu dans w, et telle que ¢, = 1 sur V,,. On pose alors ¥1 = ¢, et ¥, =
(I—=p1)...(1—pn_1)en. Il est clair que ¢, est C*° & valeurs dans [0, 1], de support
contenu dans wy,. De plus on vérifie par récurrence que 1 + -+, = 1 — (1 —
©1) ... (1=py). En particulier, ¢ +- - -+, = 1 sur U, V;. La Proposition découle
facilement du fait que U, V,, = . O

2. Distributions : définitions et premiéres opérations

DEFINITION 2.3. Soit © un ouvert de R%. Une distribution sur Q est une forme
linéaire A sur D(€2) dont la restriction & chaque D est continue : pour tout K CC £,
il existe un entier N et une constante Ck telle que

IA(p)] < Ckll@llng kYo € Di.

On notera D' (€2) 'ensemble des distributions sur 2, que I'on munira de la topologie
d’evtle donnée par les seminormes A — |A(yp)| pour ¢ € D(Q).

Explicitement, la notion de convergence des distributions est donnée par

PROPOSITION 2.4. Soit A, une suite de distributions telle que A,(p) € R
converge vers une limite notée A(p) pour tout ¢ € D(Y). Alors A est une distribu-
tion et est la limite de A,, dans D'(Q).

DEMONSTRATION. Le fait que A est une distribution est le théoréme de Banach-
Steinhaus appliqué a chaque Dg qui est un espace de Fréchet. Le reste de la pro-
position est la définition méme de la topologie sur D’(€2). O

DEFINITION 2.5. Une distribution A est dite d’ordre fini s'il existe N € N tel
que pour tout K CC , il existe C'i telle que

|A(@)] < CkllellnVe € Di.
Le plus petit tel NV est appelé 'ordre de A.

Il n’est pas tres difficile de construire des distributions d’ordre infini (exercice),
mais la plupart des exemples naturels sont d’ordre fini.

2.1. Exemples de distributions. Toute fonction mesurable f : Q@ — R et
dont la restriction a tout compact est intégrable définit une distribution Ay, par la
formule

As(p) = /Qfso-

En effet on a [Af(@)] < ([ |f])ll¢llo,x pour tout ¢ € Dg. Af est d’ordre 0. Par
abus de notation, on oubliera rapidement la notation Ay et on identifiera f et la
distribution associée Ay.
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Plus généralement, toute mesure positive p sur € telle que p(K) < oo pour
tout K CC Q définit une distribution A, d’ordre 0 par la formule

Au(p) = /Q edp.

Un exemple important est la distribution 6 € D(R?) qui correspond & la masse
de Dirac en {0} : 6 = ¢(0).

THEOREME 2.6. Toute distribution positive sur Q (dans le sens A(p) > 0 pour
tout ¢ > 0) est une mesure positive localement finie sur €.

DEMONSTRATION. (Esquisse) L’essentiel de la preuve consiste & montrer qu’une
distribution positive s’étend en une forme linéaire continue positive sur C.(€2),
puisque le théoréme de Riesz permet alors d’identifier A avec une mesure. Soit
K cc Q; il s’agit de montrer que [A(p)| < C||l¢]|oo pour tout ¢ € Dg. En effet,
cela impliquera que A s’étend en un forme linéaire continue (de norme au plus C)
sur 'adhérence dans C(€2) de D (). Comme toute fonction continue ¢ a support
compact sur 2 est limite uniforme de fonctions dans D pour un certain K qui ne
dépend que du support de @, cela concluera la preuve.

Par la proposition il existe une fonction ¢ € D(Q) telle que

() C[0,1] et p =1 sur K.

Alors pour tout ¢ € D, on a —[|pllwct)(x) < @(x) < [l@lloct(x), et donc [A(p)] <
Cllelleo avee C = A(). 0

2.2. Apparté : structure d’evtlc sur D(2). La définition[2.3]est sans doute
la définition des distributions avec laquelle il est le plus pratique de travailler, mais
comme le suggerent les notations, il y a une structure d’evtic naturelle sur D(Q2),
pour laquelle D’ () correspond au dual topologique de D(2), muni de la topologie
préfaible. Il n’est pas indispensable de connaitre cette topologie pour travailler avec
les distributions.

Cette structure d’evtlc est appelée limite inductive (au sens des evtic) des es-
paces de Fréchet Dy pour K CC (), et correspond a la topologie d’evtlc la plus fine
qui rende continues les inclusions Dx C D(). Explicitement, on note 8 I’ensemble
des parties V' C D(Q) convexes et équilibrées (—=V = V) telles que V N D est un
ouvert de Dg pour tout K CC . On note 7 I'ensemble des réunions quelconques
d’ensembles de la forme ¢+ V pour V € 8 et ¢ € D(Q).

PROPOSITION 2.7. Awec la définition précédente :

(1) 7 est une topologie d’evtle sur D(Q2), et B forme une base de voisinages
de 0 pour T.

(2) Une suite @, € D(Q) converge vers ¢ si et seulement si il existe K CC Q
tel que ¢, € Dk pour tout n et @, converge vers ¢ dans Dg.

(3) D'(Q) coincide avec (D(R),7)*.
DEMONSTRATION DE . On commence par prouver le
LEMME 2.8. Soit V, € B et p € Vy. Il existe Vo € (3 tel que ¢ + Vo C V1.

DEMONSTRATION. Soit K tel que ¢ € Dg. Alors comme Dy NV est un ouvert
de D, il existe € > 0 tel que ¢ € (1 —&)(Dx N Vy). 1l suffit de poser Vo = eV, 11
est clair que Vo € B, et o + Vo C (1 —€)V; +eV; = V) (car V) est convexe). O
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Ce lemme implique que 7 est une topologie et que § est une base de voisinages
de 0. Il reste a vérifier que c’est une topologie d’evt.

Continuité de 'addition. SiV € B, (0 +1/2V) + () +1/2V) = (¢ +9) + V.

Continuité de la multiplication. Soit ag € R et o € D(R), on a ap — agpy =
(v — ap)po + ap — o). Pour tout W € 3, (a — ap)po € W/2 pour tout « assez
proche de ag, et de méme a(p — o) € W/2 si ¢ — pg € (2 + 2|ag) W et si
o — ap| < 1.

Séparation. Si ¢ # ¢ € D(Q), il existe x € N et € > 0 tel que |[PP(z) —p(x)] > €.
Alors W = {f € D(Q),|f(x)| < €} appartient & S et o+ W N+ W = 0. O

DEMONSTRATION DE . Il est clair qu'une suite dans Dg qui converge dans
Dy converge aussi pour 7. Il s’agit de montrer la réciproque. Soit donc ¢, une
suite qui converge vers ¢ pour 7. Supposons par l'absurde que {¢,,n € N} n’est
inclus dans aucun Dg. Alors quitte & extraire, il existe une suite z, € € qui
sort de tout compact de Q et telle que ¢, (z,) # 0. On pose ¢, = |p(zy)|, alors
V= {¢ € D), |¢(xn)] < ¢, ¥n} appartient & 3 et ¢, — ¢ ¢ V pour tout n tel
que x, n’est pas dans le support de . Cela contredit I’hypotheése que ,, converge
vers .

Il existe donc K CC  tel que ¢, € Dk pour tout n et ¢ € Dg. Alors comme
{¥ € D(Q),sup|o <y supg [D*9Y| < e} appartient & 8 pour tout N et tout €, on a

llon, — @lln.x — 0 pour tout N, c’est-a-dire ¢,, converge vers ¢ dans Dg. O
DEMONSTRATION DE ([3]). C’est évident. 0

REMARQUE 2.9. La preuve de montre de méme que toute suite de Cauchy
est en fait contenue dans un Dy, et donc converge. On peut en déduire que la
topologie 7 n’est pas métrisable. En effet, si ¢’était le cas, D(2) serait un espace
de Baire puisque par la discussion a la fin de la section [2| du chapitre (1} la topo-
logie serait métrisable par une distance invariante, qui serait donc complete. Or
les sous-espaces Dk sont des fermés d’intérieur vide de D(2), et si on choisit une
suite exhaustive (K,,) de compacts de ), on obtiendrait une contradiction avec le
théoréme de Baire en écrivant D(2) = U, Dk, .

Une conséquence de cette description est le
LEMME 2.10. {Af, f € D(Q)} est dense dans D' (Q).

DEMONSTRATION. Par Hahn-Banach, il faut montrer que toute forme linéaire
continue sur D’'(2) qui s’annule sur le sous-espace {Ay, f € D(Q2)} est nulle. Mais
par la Proposition apliquée a Uevtle E = D(f2), une telle forme linéaire est de
la forme A — A¢ pour un certain ¢ € D(Q). L’hypothese A, = 0 implique donc
que [? =0, c’est-a-dire ¢ = 0. O

2.3. Dérivation des distributions. Comme D’'(Q2) est défini comme un es-
pace de formes linéaires, on définira la plupart des opérations sur D’(Q2) par dualité.
Pour cela, on appliquera le principe général suivant, qui est une reformulation de
la Proposition 281 T : D(Q) — D(Q) est une application linéaire qui laisse
invariants tous les D (T(Dk) C Dk) et dont la restiction T : Dx — Dy est
continue pour tout K CC €, alors la formule T*A(f) = A(Tf) définit une appli-
cation linéaire D'(2) — D'(2), qui est continue comme composée d’applications
linéaires continues. En particulier T*A est une distribution.
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Soit o € N?. L’opérateur de dérivation partielle D est clairement continu sur
chaque Dg. En appliquant le principe précédent, on peut définir

DEFINITION 2.11. Soit @ € N% et A € D'(Q2). La dérivée DA de A est la
distribution

D*A(p) = (=1)*IA(D%p).
Cette définition est justifiée par la formule d’intégration par partie, qui implique

LEMME 2.12. Soit f une fonction de classe CYN sur Q. Alors pour tout |a| < N,
DaAf = ADaf.

DEMONSTRATION. Par récurrence il suffit de traiter le cas ot |a| = 1, et alors
D*f = 0 f pour un k € {1,...,d}. Il faut montrer que pour tout ¢ € D(Q),

/Q<P3kf= —/Q(aksﬂ)f

Par Fubini on se rameéne au cas ou d = 1. Alors on peut écrire ) comme une
réunion disjointe d’intervalles, et on applique la formule d’intégration par partie
sur chacun de ces intervalles (les contributions au bord disparaissent car ¢ est a
support compact). O

Par le principe général, Papplication A — DA est alors continue sur D’'(Q).
En particulier :

ProPoOSITION 2.13. Soit A, une suite de distributions qui converge vers A.
Alors pour tout o € N, D*A,, converge vers D*A.

2.4. Multiplication par une fonction C*. Soit f € C°°(Q)). On sait que
pour tout ¢ € D(Q), fp € D(N), et par le théoréme du graphe fermé (ou la formule
de Leibniz si on veut rester explicite) la restriction & Dg de ¢ — f¢ est continue
pour chaque K CC 2. On peut donc définir

DEFINITION 2.14. Soit f € C*(Q2) et A € D’(f2). La multiplication de f par
A, fA, est la distribution

FA(@) = A(fep).

PROPOSITION 2.15 (Formule de Leibniz). Soit f € C>*°(Q). Alors A — fA est
continue sur D'(Q). De plus pour tout o € N¢,

DU(fA) =Y (g) DB FDABA.
BLla

DEMONSTRATION. Le fait que A — fA est continue est le principe général
ci-dessus. Pour la formule de dérivation, par récurrence on se ramene au cas ou
la] = 1, auquel cas il faut la tester sur tout ¢ € D(Q). Si o = (§;1)—,, D* = Iy et

Wh(fA)(p) = —A(fOrp) = —AOk(fp) — (Orf)p) = (fOLA) () + (O f)A)(p)-

Une preuve moins élémentaire consisterait a dire que par le lemme [2.12]et la formule
de Leibniz pour les fonctions, la Proposition est vraie pour A = Ay et g € C™(Q),
et de conclure par densité (lemme [2.10]). O
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2.5. Support.

DEFINITION 2.16. Le support de A € D'(Q) est le complémentaire de I'union de
tous les ouverts w sur lesquels A s’annule, i.e. tels que A = 0 pour tout ¢ € D(w).

DEFINITION 2.17. On notera &’(2) 'espace vectoriel des distributions & support
compact sur €.

On a en fait la caractérisation suivante.

PROPOSITION 2.18. Le support de A est le complémentaire du plus grand ouvert
sur lequel A s’annule. De maniére équivalente, si ¢ € D(Q) est nulle au voisinage
du support de A, alors Ap = 0.

DEMONSTRATION. Il faut montrer que si A s’annule sur une famille d’ouverts
(w;)ier, alors A s’annule sur U;w;. Soit donc ¢ € D(U;w;). Par la proposition il
existe une famille finie (11,2, ...,%,) de fonctions C*° & support dans un des w;
et telle que 91 + - - - + 1, = 1 sur le support de . Alors

Alp) = A(Z Yip) = ZA(z/Jigo) =0.
O

REMARQUE 2.19. Attention : il n’est pas vrai que si p € D(2) est nulle sur le
support de A, alors Ap = 0. Un contre-exemple est donné pour 2 = R et A = ¢'.
Le support de A est {0} et il existe des fonctions ¢ € D(€2) nulles en 0 telles que

Ap = —¢'(0) # 0.
THEOREME 2.20. Une distribution A € £'(Q) & support compact est d’ordre
fini. Et méme il existe C; N et un compact K CC <) tel que

(3) Vo € D(Q), [Ap| < ¢ max max D%l < Clle|ln-
De plus, A s’étend de maniére unique en une forme linéaire continue sur
C>(Q).
DEMONSTRATION. Soit 1) € D(Q) telle que
¥(Q2) C [0,1] et ¥ = 1 sur le support de A.

L’existence de v est assurée par la Proposition [2.2] Alors A = A. Soit K =
supp(v), et Ck, N tels que |A(¢)| < Ckl|¢||n pour ¢ € Dg. Alors pour tout
¢ € D(Q),

< < / « < / .
A@)] < Crellplly < " max max | D[ < Cllelly

La derniere inégalité découle de la formule de Leibniz.

La formule [Ap| < C'sup|, <y supy [D¥¢| implique que A est continue pour
la topologie d’espace de Fréchet de C*°(Q2), donc A s’étend en une forme linéaire
continue sur 'adhérence de D(£2) dans C>°(2), qui est C*(Q). O

THEOREME 2.21 (Distributions & support singleton). Soit A une distribution
dont le support est un singleton {a}. Soit N lordre de A, alors il existe (ca)jaj<n C

R tel que
A=Y caD,
la| <N
ot §, est Uévaluation en a : 0,(p) = ¢(a).
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DEMONSTRATION. Par le lemme il suffit de montrer que si ¢ € D(Q) et
D%p(a) = 0 pour tout |a| < N, alors A(y) = 0. Tout d’abord la formule de Taylor
implique que pour || < N

|DPp(z)| = Oz — a|N*F1=181) au voisinage de a.
Pour pouvoir appliquer , on va tronquer ¢ au voisinage de a.

Soit ¢ € D(R?) qui vaut 1 sur un voisinage de 0 et 0 sur R%\ B(0,1), et

Yn(x) = Y(n(x — a)). Alors le support de v, est contenu dans B(a,1/n) et donc

pour n assez grand v, € D(Q), et comme 1 — 1), est nulle au voisinage de a,
YA = A. Si Ja| < N, la formule de Leibniz ainsi que la formule de Taylor donnent

1D (Wn)lle < Z(Z)HD%DQ—%HW

B<a

< Z(Z)MHD%HW sup  |D*Pip(a)| = O(1/n).

B<a z€B(a,1/n)
On a donc en utilisant

(@)l = [A(ne)| = O(1/n).
On conclut A(p) = 0 en faisant n — oco. O

2.6. Localisation et recollement. Siw C 2 sont deux ouverts, et si A1, Ay €
D'(2), on conviendra de dire que A; = Ay sur w si Aj(p) = Ax(p) pour tout
¢ € D(w). Le théoréme suivant permet de dire qu'une distribution est déterminée
localement.

THEOREME 2.22. Soit T' un recouvrement ouvert de Q, et pour tout w € ', soit
Ay € D'(w). On suppose que Yw,w' € T, on a A, = Ay sur wNw' dés lors que
wNw' #0.
Alors il existe une unique A € D'(Q) telle que
Vwel,A=A, surw.

DEMONSTRATION. Soit (¢,,) une partition de I'unité donnée par la Proposition
et notons K, le support de v,. Soit ¢ € D(2). Alors ¢ = > pp (somme
finie), de sorte qu’on n’a pas le choix pour définir A : pour avoir une forme linéaire
qui coincide avec A, sur w,, on doit poser

A@) =D Au, ().

Il reste a voir que A est une distribution et que A = A, sur w pour tout w € I,
Soit K CC Q. Alors il existe N tel que

N
Alp) = A, (Ynp)Ve € Dk,
n=1

et la continuité de A sur Dg découle donc de la continuité de p € D — Y €
Dk, , et de la continuité de A,,, sur Dg,,.

Maintenant, si w € I' et ¢ € D(w), en utilisant la définition de A, ’hypothese
A, = Ay, sur wNw, et la linéarité de A, on a

A@) =D Au, ($np) = Y Au(np) = Aulp),
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ce qui prouve bien que A = A, sur w. a

3. Convolution

Cette section traite de convolution de distributions. Il est plus pratique (mais
pas indispensable) de se restreindre & 2 = R%.

3.1. Convolution d’une fonction et d’une distribution. Pour deux fonc-
tions f et g sur R? convenables, la convolution de f et g est définie par

fr9@) = [ £@)oe - ).
Cette formule suggere naturellement la généralisation suivante :
DEFINITION 2.23. Soit A € D'(R?) et g € D(RY). La convolution A * g est la
fonction définie par
A g(x) = Ay = gz —y)).
Pour simplifier les notations, on notera g(x — -) la fonction y — g(x —y). On a
les propriétés élémentaires suivantes

PROPOSITION 2.24. Soient A € D'(R?) et g € D(RY). Alors

supp(A * g) C supp(A) + supp(g)-
De plus A x g € C®(R?) et pour o € N¢
DYAxg)=(DA)xg=AxD%.

DEMONSTRATION. Si z ¢ supp(A) + supp(g), I'application y — g(z — y) est &
support contenu dans R? \ supp(A), et donc A x g(x) = 0 par la proposition m
Pour montrer que A * g est C°°, par récurrence on se ramene a montrer que A * g
admet des dérivées partielles en tout point de R?, et que

DY(Axg) = (D*A) xg=A* D% pour |a| = 1.

La formule D*A %« g = A x D*g découle de la définition du produit de convolution
et de la dérivée des distribution. On fixe donc = € R? et on montre D(A * g)(z) =
Ax D%g(z). Or on a

F(A ot hen) = Awgle) = A (G (ate+ hes =)~ gl = ).
Le support de +(g(x + hex — ) — g(z — -)) est contenu dans le compact K =
{y,x —y € supp(g) + B(0,1)} deés que |h| < 1, et la formule de Taylor implique
que, pour tout 8 € N DP(}(g(x + hey — ) — gz — -))) converge uniformément
vers Org(x — ) lorsque h — 0. Par définition des distributions, cela implique que
A ($(g(z + hey — ) — g(z — -))) converge vers A(dg(x —-)) et conclut la preuve de
D*(Axg)(x) = A« Dg(x). O

Ce résultat permet de reprouver de maniere élémentaire que C>(R?) est dense
dans D'(R?). En fait on a plus fort :

THEOREME 2.25. Toute distribution sur Re est limite au sens des distributions
d’une suite de fonctions C'*°.
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DEMONSTRATION. (Esquisse) Soit p : R — [0, 00) une fonction C*° & support
dans la boule unité et d’intégrale 1. On pose p,(z) = n~9p(nz). Pour p € D(RY)
on calcule

| Aspeo@in = [ Ao e@pnte - y)ds

= Ay~ /Rd o(x)pn(r — y)dz) — Agp.

Le passage de la premiere a la deuxieéme ligne se justifie en passant par des sommes
de Riemann, et la derniére égalité se justifie en observant que y — fRd go(x)pn(z—
y)dx converge dans D(Q) vers . O

3.2. Convolution de deux distributions. On ne peut pas définir de notion
raisonnable de convolution de deux distributions arbitraires : il faut faire attention
a leur support. En effet, une notion raisonnable devrait satisfaire les équations
suivantes (sur R, ot H = 1g+ est la fonction de Heaviside) :

(1x8)«H=(1x0)+«H=0xH=0
et
Ix('«H)=1x(6xH) =1x6=1,
En particulier la convolution ne serait pas associative. Tout se passe bien des que

I'une des distributions est a support compact.
Lorsque A € D'(R%), p,v € D(RY), A * 1) a été défini précédemment et

Jso@e@an = ( [ ot i) =a( [ et uwi).
Cette formule justifie la définition suivante -

DEFINITION 2.26. Soient A € D'(R%) et M € £'(R%). La convolution de A par
M est la distribution définie par

(4) A« My = Ay olt ¢(x) = M (p(x + -)) Ve € D(RY).

De maniere équivalente,

A% My = A(M * ) ot Mgy = M()(—)).

On a les propriétés

PROPOSITION 2.27. Soient A € D'(R%) et M, My, M; € &'(RY). Alors

Axd=A.
supp(A * M) C supp(A) + supp(M),
ordre(A « M) < ordre(A) + ordre(M),
VYa € N4 D¥(A + M) = (D*A) * M = A x D*M,
My« Mg = Mg #« My, (AxM;j)*My = Ax (M x Ms).

DEMONSTRATION. Si @ € D(RY), A+(p) = Ay ot ¥(x) = 6(¢(z+-)) = ¢(x).
On a donc bien A x 6 = A.

Soit » € D(R?) nulle sur un voisinage ouvert U de supp(A) + supp(M). On
pose ¢¥(x) = M(p(z + -)). Comme ¢(x + -) est nulle sur 'ouvert U — z, on a que
1 est nulle sur ensemble V des x tels que supp(M) C U — x. V contient supp(A),

et par compacité de supp(M) Pensemble V' est un ouvert. Par la proposition m
A(v) =0, ce qui prouve bien que supp(A x M) C supp(A) + supp(M).
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Supposons que A est d’ordre fini N7, et notons Ny 'ordre de M, qu1 est aussi
Vordre de M. Soit K cC R? et ¢ € Dg. Notons 9(z) = Mip(z + -) = (M * ¢)(x).
Par le théoreme précédent, le support de 1 est contenu dans un compact qui ne
dépend que de K, et donc il existe C' tel que |A * My| < C||¢)||n,. Mais par [2.20]

— M % D° < DDy = C” .
191l 3, Jmax. [(M* D%p)lo < ‘alggﬁg‘gmﬂ ¢llo el Ny +Ns

On a donc bien ordre(A « M) < ordre(A) + ordre(M).
Soit a € N9 et p € D(R?). Alors par la définition de la dérivée de distributions,
la définition de la convolution de distributions et le théoréeme précédent,

DO(A % M)p = (—1)*IA(R + (D)) = (~1)@A(D* (R + ) = (D*A) + M.
De méme, en utilisant de plus que DM = (—1)‘“'@ on a
DA M)p = (—=1)®A(M + (D*p)) = A(D*M % ) = A * (D“M)ep.
Lorsque M; et M5 sont a support compact, I’égalité My * My = MyxM; pourrait
se montrer d’abord lorsque M; € D(Q), puis par approximation. On n’écrit pas les
détails puisque ce sera une conséquence d’'un résultat plus fort (Théoreme [2.41)).
La relation (A * Mj) * Mo = A % (M; * Ms) découle simplement des définitions.
Pour ¢ € D(RY),
(AxMp)*Map = (AxMi)(y— Ma(p(y +-)))
A(z = My(y = Ma(p(z +y ++)))
= Az (My*My)(p(z+))
A x (Ml * MQ)(p

O

3.3. Applications : solutions fondamentales d’équations aux dérivées
partielles.

PROPOSITION 2.28. S0it (Ca)|a|<n une famille finie de nombres compleves. On
consideére l’équation aux dérivées partielles linéaire

(5) anDau =f

d’inconnue u et de donnée f.
Supposons que l’équation fondamentale associée

Z caD%u =19

admette une solution u € D'(R?). Alors I’équation admet au moins une solution
dans D' (RY) pour tout f € &' (R?), a savoir ux f. En particulier lorsque f € D(RY),
ux f est une solution dans D(R?) de (5)).

Si la solution fondamentale appartient ¢ E'(RY), alors f xu est solution de
pour tout f € D'(R?).

DEMONSTRATION. Supposons f € £(R?). Alors par la proposition on
peut calculer

anDau*f anD“ f=6xf=f
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De méme si u € £ (R?), alors le méme calcul donne pour tout f € D'(R%)
D caD(fru)=fx (D caD)=fx6=f.

O

EXEMPLE 2.29. Equation de Laplace. Soit d > 2. Sur R?, on rappelle que le
Laplacien est 'opérateur différentiel A = Z?:l 92. Un calcul donne que la fonction

— - log |z d=2
FE(x) = £ _
(=) { Ta—son ! 423

est solution au sens des distributions de AE = 4. Donc pour tout f € &'(R%)
E x f est solution de A(E x f) = f. En particulier, si f est de classe C? & support
compact, E * f est une fonction de classe C? solution de A(E * f) = f.

EXEMPLE 2.30. Equation de la chaleur. On considere les coordonnées (z, )

sur R = R? x R, et alors A correspond & Zle 9?. Le noyau de la chaleur est
la fonction

k(t,x) = al

1 2
x| /4t
(4t)d/2 € Lig>o0y-

On calcule que k est solution au sens des distributions de 1’équation (9; — A)k = 0.
On en déduit des solutions de (9; — A)u = f pour tout f € & (R?) sous la forme
k= f.

EXEMPLE 2.31. Equation des ondes. On considére les coordonnées (z,t)
sur R2, et on appelle opérateur 9? — 92 opérateur des ondes. Alors la fonction
E(z,t) = 1), est solution au sens des distribution de (87 — 92)E = 6. On
obtient donc des solutions de (8?2 — 92)u = f pour tout f € &'(R?) sous la forme
Exf.

4. Transformée de Fourier

4.1. Rappels sur la transformée de Fourier des fonctions. Lorsque f €
LY(R%) on peut définir la transformée de Fourier Ff : RY — C par la formule
_ 1 iz
}—f(f)_(%r)d/z/Rde f(z)da.

On admettra les propriétés suivantes, vues en cours d’intégration :

THEOREME 2.32. La transformée de Fourier a les propriétés suivantes.
(1) Si f € L"(RY), Ff est continue et || Fflloo < (2m)" 2| f|l 11

(2) Soit N € N. Si f € CN(RY) est telle que D*f € LY(R?) pour tout
la] < N alors

F(D*)(&) = ()¢ F£(©).

(3) Soit N € N. Si f € L'(RY) est telle que [ |z|N|f(z)|dz < oo, alors Ff
est de classe OV et pour o € N9 tel que |a| < N,

D(Ff) = (=)l F(a"f)
ou z® f est la fonction qui @ x associe x7* - -- x5 f(x).
(4) Si f,g € L"(RY), alors F(f % g) = (2m)¥2FfFg.



34 2. DISTRIBUTIONS

(5) Si f € LY RY) et Ff € LY(RY) alors FFf = f, ot la transformé de
Fourier inverse est définie par

Fole) = Gy [ oSl

(6) (Formule de Parceval) F s’étend en une isométrie de L*(RY), d’inverse

F.

On voudrait définir la transformée de Fourier par dualité. Ce n’est pas pos-
sible naivement car D(R?) n’est pas stable par la transformée de Fourier. La solu-
tion consiste & considérer un espace plus gros que D(RY), qui, lui, est stable par
F. Les propriétés et disent que F échange les propriétés de régularité et
d’intégrabilité ; il est donc naturel de considérer les fonctions qui ont de bonnes
propriétés de régularité et d’intégrabilité.

DEFINITION 2.33. On note S(RY) et appelle classe de Schwartz 'espace vec-
toriel des fonctions f € C°(RY) & décroissance rapide, i.e. telles que pour tout
N,

(6) sup sup (14 |z))N|D*f(z)| < oc.
la|<N zeR4

Alors la famille de seminormes (en fait de normes) @ lorsque N € N définit
une structure d’evtle sur S(R?), et on vérifie sans difficulté que S(R?) est un espace
de Fréchet : une suite de Cauchy pour cette structure est en particulier de Cauchy
dans Cy(R?), donc y converge vers une fonction continue bornée ¢. On vérifie
facilement que ¢ € S(R?) et que la convergence a lieu dans S(R?). On énonce les
propriétés de S(R?) sous la forme du

THEOREME 2.34. La classe de Schwartz est stable par dérivation, multiplica-
tion par les polynomes, et les opérations de dérivation ou de multiplication par un
polynome sont continues.

D(R?) est dense dans S(RY).

La transformée de Fourier préserve S(R®) et est un isomorphisme (linéaire
continu) de S(RY).

DEMONSTRATION. La stabilité de S(R?) par dérivation et multiplication par
un polynome est claire : si f € S(R?) et 3 € N,
sup sup (1+ |z)V|DDPf(z)| < sup  sup (1 + |z|)NHPDf(2)).
|| <N zeRd || <N+|B] z€R4
De méme si P est un polynéme de degré n, par la formule de Leibniz et le fait que
DPP =0si|3| >n,ona
sup sup (1+ [z))V[D*(Pf)(z)] <C  sup  sup (1+[x)¥*"|[D*f ()]
|a|]<N zeR4d la|<N+n zeR?
pour une constante C' qui ne dépend que de P. La continuité de ces opérations
découle de ces estimations, ou bien du théoreme du graphe fermé.
Si 1) : RY — [0,1] est une fonction C* & support compact égale & 1 sur B(0,1),
et si ¥, (7) = 9 (2/n), alors pour tout p € S(R?), 1, converge vers ¢ dans S(R?).
En effet, pour |o| < N

D1 —t)e) = 3 (“)Dﬂu gD,

B<a b
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Tout d’abord, sup,, |D?(1—1,,)| = n~1#lsup, |D?(1—1)| < ||¢||n. Et comme 1—1),,
est nulle sur B(0,n), on a la majoration

sup [(1+ [a]) Y D?(1 = 9,) D Pl < [l sup (1 + |z)¥ Do ()|

z|>n
191l
n

IN

sup |(1 + |z[)V D ()|
= O(1/n).
En sommant sur 8 on obtient

sup (1+[2])V|D%(¢ — ¥ne)(2)| = O(1/n),
z€R4
ce qui montre bien que 1,¢ tend vers ¢ dans S(RY).
Le fait que F préserve S(R?) découle des propriétés de la transformée de Fourier
et de I'observation que S(R?) C L}(RY). En effet si ¢ € S(R?) et «, 3, comme 2%
et toutes ses dérivées appartiennent & S(R?), on a

7D (Fp)() = F(D*(z°9))(€),
ce qui montre en particulier par (1) que

sup [€7D*(F)(€)] < (2m) =2 DP (%) || 11 < o0
£eRd

et implique bien que Fy € S(R?). La continuité de F découlent des ces égalités,
ou bien du théoreme du graphe fermé. Le fait que FF = FF = Id découle de 1}
dans le théoréme 2321 O

4.2. Distributions tempérées et transformée de Fourier.

DEFINITION 2.35. Une distribution A € D'(R?) est dite tempérée et on écrit
A € 8'(RY) s'il existe N € N et C € R¥ tel que

|Ap| < C sup sup (1+ |z)V|D%(z)]
|a|<N zeRd

pour tout ¢ € D(RY).

Par densité de D(R?) dans S(R?), une distribution tempérée s’étend de maniére
unique en une forme linéaire continue sur S(R?). Réciproquement, toute forme
linéaire continue sur S(R?) définit par restriction une distribution tempérée par
restriction & D(R?). §'(R?) est donc bien naturellement le dual topologique de
S(R?) (ouf!). On équipera S’(RY) de la topologie préfaible.

EXEMPLE 2.36. Les distributions & support compact appartiennent & S’(R%).

De méme les fonctions L! (ou plus généralement les fonctions qui croissent
moins vite qu'un polynéme) sont dans S’(R?). Si une fonction positive croit trop
vite, elle n’est pas dans S’(R%). Par exemple z — el*l.

PROPOSITION 2.37. S'(RY) est stable par dérivation et multiplication par les
polynomes.

DEMONSTRATION. Cela découle des résultats analogues pour S(R?) et de la
définition de la dérivée d’une distribution et de la mutliplication d’une distribution
par une fonction C°. (]
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Comme la transformée de Fourier (et la transformée de Fourier inverse) est une
application linéaire continue sur S(R?), la définition suivante est licite.

DEFINITION 2.38. La transformée de Fourier (respectivement inverse) d’une
distribution tempérée u € S’'(R?) est la distribution Fu € S'(R?) (respectivement
définie par Fu € S'(R%))

Fup = u(f(p) ( respectivement ?u(p = u(?go)) .

Heureusement, cette notion coincide avec le transformée de Fourier des fonc-
tions L1.

LEMME 2.39. Si f € L'(RY), Ay = FAy.

DEMONSTRATION. Il faut montrer que si f € L' et g € S(R?),

[Ene= [ 179,

ce qui est vrai par Fubini. ([l
Comme conséquence du théoréme on a
THEOREME 2.40. F est un isomorphisme de S'(R?) d’inverse F.

La plupart des propriétés de la transformée de Fourier de fonctions restent
vraies, par dualité, pour les distributions. En particulier,

THEOREME 2.41. Soit u € S8'(R") et v € &'(R™). Alors Fv € C*°(R?).
De plus uxv € S'(R™) et F(uxv) = (2m)¥2FvFu.

DEMONSTRATION. On commence par prouver que uxv € S'(R%). Par définition
de u*x v, on a ux*v(p) = u(v* ). Et si K, C et N sont donnés par le théoréme
2.20] pour la distribution & support compact ¥, on a que ¥ * 1 a un sens pour tout
P € C°(RY) et que

0% 1p(z)| < C sup  sup [DPy(y)l.
[B|<N yExz+K

Pour N’ € N, et || < N’ calculons en appliquant la Proposition m
1L+ 2)Y DY (0 x @)oo = (14 |2)™ 05 (DY) |loo

< Cswp  swp |1+ [2z)V(D*Po)(y)l
IBISN zeR4,yex+K
< C sup s [(L+[yl+ RN (DPp)(y)]

IBISN+N’ yeR4

< O sup  sup |(1+[y)NTV (D) ().
[B|[<N+N’yeR4

o R est tel que K C B(0,R). La derniére inégalité est vraie par exemple pour

C'=CO1+R)N ". Cela implique que ¢ — ¢ est une application linéaire continue

sur S(RY). En donc u(9 * ¢) est bien définie pour tout ¢ € S’'(R?) et u * v(p) =

u(0 * ) définit une distribution tempérée.

On montre maintenant que Fv € C®(R%). Par le théoreme [2.20} v s’étend
de maniére unique en une forme linéaire continue sur C*°(R?). On pose f(£) =
(27) =4 2p(z +— e~™€). Comme la fonction z ~— e~**¢ dépend contintiment de
¢ (pour la topologie de C*°(R%)), f est une fonction continue. De méme par le
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méme argument que dans la preuve de la proposition 2:24] f est de classe C™ et
Def(&) = (2m)~¥?v(x — (—iz)®e~**¢). En approchant I'intégrale par des sommes
de Riemann (attention : Pargument est un peu délicat puisqu’il faut montrer que si
on approche la mesure de Lebesgue par des combinaisons linéaires u,, de masses de
Dirac, z — [ e~ p(€)dun,(€) approche  — [ e~ €p(€)d¢ au sens de la topologie
sur C*(R%)), on obtient donc que pour tout ¢ € D(RY)

/ F(€)p(E)de = vz o> (2m)~ 42 / e TES(E)E) = o(Fip) = Fole).

Ceci prouve que Fv = Ay.
Prenons maintenant ¢ € D(RY) et z € RY. Alors on a en notant que Fp(z +
y) = F(E = e 80(€))(y), la formule précédente donne

o (Fo)(x) =v(y = Fo(z +y)) = /f(é)f”'%(ﬁ)df = 2m)*?F(f¢)(@).
En appliquant la distribution u, on obtient
Fluxv)p = u(d* (Fp)) = 2m)?u(F(fe)) = @m)*(Fu)(fe),

ce qui prouve bien que les distributions JF(u*v) et (27)%2(Fv)(Fu) coincident sur
D(R?), ce qu'il fallait démontrer. O






Chapitre 3

Espaces de Sobolev

De bonnes références pour ce chapitre sont [AF03] et [Bre83].

1. Espaces de Sobolev d’indice entier
1.1. Définitions et densité.

DEFINITION 3.1. Soit Q un ouvert de R%, p € [1,00] et k € N. On note W*?(Q)
I’ensemble des distributions u € D'(Q) telle que D*u € LP(£2) pour tout || < k.

REMARQUE 3.2. Les espaces de Sobolev ont des propriétés tres différentes selon
que p = oo ou p < oo. Dans ce cours on n’étudiera quasiment pas le cas p = oo.

PROPOSITION 3.3. Muni de la norme
1/p

fall = [ S 10l o) |

la|<k

WHkP(Q) est un espace de Banach, qui est séparable si p < oo, et réflexif (et méme
uniformément convere) si 1 < p < oo. Sip=2, Wk2(Q) est un espace de Hilbert.

DEMONSTRATION. Si on note I, = {a € N? |a| < k}, application ¢: u >
(D“u)yer, est une isométrie lindaire de WP (Q) sur LP(I}, x Q) (pour la mesure
produit de la mesure de comptage sur I et de la mesure de Lebesgue sur Q).
Comme LP (I x ) est un espace de Banach, séparable si p < oo, et réflexif (et
méme uniformément convexe) si 1 < p < oo (et un espace de Hilbert si p = 2), la
seule chose & montrer est que ((W*P?(£2)) est un sous-espace fermé (pour justifier la
réflexivité, on a le Corollaire . Soit donc u,, € WkP(Q) tel que t(u,) converge
vers (Vg )acr,, ¢'est-a-dire D%u,, converge vers v, dans LP({) pour tout a € Ij.
Comme la convergence dans LP est plus forte que la convergence dans D'(2), on
a en particulier que D%u,, converge vers v, dans D’(Q), et donc par continuité
de la dérivation dans D'(Q2), v, = lim, D%, = D*(lim, u,) = D%y, et donc
(Va)acr, = t(vg) € WEP(Q). O

Un outil pratique est le

LEMME 3.4 (Approximation par convolution). On suppose 1 < p < co. Soit
p € D(RY) positive d’intégrale 1 et de support contenu dans B(0,1), et p,(z) =
nep(nz). Alors pour tout n, u x p, € WEP(R?) et u * p,, converge vers u dans
Wkr(RY).

De plus supp(u * p,) C supp(u) + B(0,1/n).

DEMONSTRATION. Pour |a| < k, on écrit
D% (u—pnxu)(x) = D%u(x) — (pn * Du)(2) = /pn(y)(D%(x —y) — D%u(z))dy,

39
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d’ott on déduit par I'inégalité triangulaire

IN

1D (u = pn * u)||Lr /Pn(y)IIDQU(' —y) = D%l rdy

sup  [|[D%u(- —y) — D%ul|»
yEsupp(p)/n

IN

qui converge vers 0 par les propriétés bien connues des espaces LP. Cela montre
que u * p, vers u dans W*P(R?). L’inclusion des supports a été prouvée dans la

Proposition [2.24] O
On en déduit

THEOREME 3.5. Soit 1 < p < co. Alors C=(Q) N W*P(Q) est dense dans
Wkr(Q).

DEMONSTRATION. Soit (¢,),>1 une partition de l'unité dans Q (relativement
& un recouvrement ouvert arbitraire de §2). Soit u € W*P?(Q) et ¢ > 0. Pour tout n
le Lemme [3.4] donne w,, € D(Q) telle que [|w,, —¥nulwrr < 27 ". De plus on peut
s’arranger pour que le support de w,, soit suffisament proche de celui de ¥, u pour

que w(z) = >, wy(x) soit une somme finie sur tout compact, et en particulier
définisse une fonction dans C*°(2). Alors w —u = > w, — ¥pu (somme finie sur
tout compact), et donc [|w — ullyre <Y, [[wn — Ypullwes <e. O

REMARQUE 3.6. WkP(Q) aurait donc pu étre défini sans méme savoir ce qu’est
une distribution, simplement comme le complété de I’ensemble des fonctions ¢ €
C>(92) telles que [|¢||yx.r) < oo pour cette norme. Encore plus fort, dans les cas
oi1  a un bord suffisament régulier, on verra plus tard que W*P(Q) coincide avec
le complété des fonctions C°°(£2) qui s’étendent, ainsi que toutes leurs dérivées, en
une fonction continue sur Q.

PROPOSITION 3.7. Si 1 < p < oo, D(R?) est dense dans WFP(R?).

DEMONSTRATION. Par le Lemme il suffit de montrer que W*P(R%) N
E'(R?) est dense dans WHP(RY), puisque pour u € W*P?(R?) & support compact,
u * py, est une suite d’éléments de D(R?) qui converge vers u.

Prenons 1) € D(R?) constante égale & 1 sur B(0,1). Si u € WFP(RY), vérifions
que ¥(-/n)u converge dans W*P?(R%) vers u. Cela découle de la formule de Leibniz :
pour |a] <k,

1D — by < 3 (g)nDﬁaw./n))DMunm

|BI<]e]

o o
3 (ﬂ>||DB(1—1/f)||L°°||D Bl pomye 1o,

[BI<]e|

qui converge bien vers 0 par le théoreme de convergence dominée. (Il

Cette proposition n’est plus du tout vraie pour un ouvert € arbitraire. On
introduit donc

DEFINITION 3.8. On note W (Q) I'adhérence de D(Q) dans W*?(Q).
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1.2. Prolongement. On peut toujours prolonger une fonction de Wéc P(Q)
par 0 a un ouvert plus grand :

PROPOSITION 3.9. Soient Q C Q; deuz ouverts de R%. Si u € Wéc’p(Q), la
function u: Q1 — C donnée par

v oulx) sizeQ
u(z) = { 0 sinon

appartient a W(f’p(gh) et est de méme norme que u.

DEMONSTRATION. Comme D(9) est dense dans WP () par définition, il suffit
de vérifier la proposition lorsque u € D(2), auquel cas c’est évident. O

Pour étendre une fonction de W*P(Q), il faut plus d’hypotheses sur le bord
de Q (penser & Q =] — 1,1[\{0} et u(z) = signe(x)). C'est par exemple le cas
pour = R4 = {(z1,...,2q) € R zq > 0}, ou bien pour des domaines bornés
réguliers.

En guise d’apéritif, on peut commencer par prouver une forme de réciproque a
la proposition précédente

LEMME 3.10. Soit 1 < p < oo, @ = R et u € WHP(Q). Alors la fonction
u définie dans la proposition appartient a W*P(R?) si et seulement si u €
WP ().

DEMONSTRATION. Une direction a déja été prouvée dans la proposition
Pour la réciproque, supposons & € W*P(R?). Par I'hypothése p < oo et les pro-
priétés bien connues de LP(RY),  est limite dans W*P(R?) (et donc a fortiori dans
WkP()) des fonctions 1. (z) = u(z — eeq). 1l suffit donc de prouver que . appar-
tient & Wg’p(Q) pour tout € > 0. Par la proposition il existe ¢, € D(R?) qui
converge vers i, dans W*P(R?). Soit ¢ € C*®(R) telle que 9(t) = 0 sur (—o0, 0]
et ¥(t) = 1 sur [g,00). Alors par les calculs de la proposition ©n1 converge
vers .1 = . dans W*P(R?) (et donc a fortiori dans W*»(Q)). Cela montre que
U. € WHr(Q). 0

THEOREME 3.11. Soit1 < p < 0o et s0it ) = Ri, ou bien un ouvert borné dont
le bord est une variété de classe CF. Alors il existe une application P: WFP(Q) —
WkP(R?) linéaire bornée de prolongement, c’est-a-dire telle Pulg = u.

REMARQUE 3.12. Ce théoréme n’est pas optimal : la condition 99 est C! (et
méme Lipschitz) est suffisante. Voir [AF03].

DEMONSTRATION. On commence par traiter le cas ) = R‘i. Pour comprendre
la preuve on commence par étudier le cas simple ou k& = 1. Alors on définit
Pu(z',zq4) = u(2’, |zal), et on vérifie que ||Pully1pgay = 21/p||u||W1,p(Ri). La
seule chose a prouver est que la dérivée au sens des distributions 9;(Pu) coincide
avec la fonction d;u(a’, |zq4|) si i < d et sgn(zq)Oqu(z’,|xq]) si i = d, et on laisse
cette vérification en exercice.

Pour k£ > 1 arbitraire, voici une preuve complételﬂ On cherche P sous la forme

u(x) sixg >0

— _ / d
Pule) = { St aju(a’, —jza) siza <0 Vo= (e, ma) € R

1. remarquez que pour k = 1, la construction de Pu est un peu plus compliquée que celle
donnée précédemment, mais la preuve est plus simple.
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pour des nombres a; & déterminer. On montrera que pour un bon choix des a;,

| Pullwermay < (1+ Zjill |aj|jk)|\u||wk,p(Ri) pour tout u € WHP(R%). Par un
argument de densité il suffit de vérifier cela lorsque u € C*(R%) N WP(R%). Et

méme, en utilisant que u(- + ceq) converge vers u dans W*?(R%) lorsque € — 0,

on peut supposer que u est C*° sur un voisinage de Rﬂlr. Mais si pour une telle
fonction u, Pu est une fonction de classe C* sur R?, I'inégalité est claire. Il faut
donc choisir les a; de telle sorte que Pu soit bien de classe C* sur R?¢. Comme Pu
est clairement C* sur {(z/,z4),zq # 0}, il faut juste s’assurer que les dérivées a
gauche et & droite sur R?~! x {0} coincident, c’est-a-dire

k+1
D%u(z',0) = Zaj(—j)o‘d D%u(2',0)
j=1

5;1 a;(—j)™ =1pour m=0,1,... k.

Ce systeme de Vandermonde a une (unique) solution, et par ce qui précede ce choix
de (a;) convient.

On passe maintenant au cas ou le domaine {2 est borné et son bord est une
sous-variété (compacte) de classe C*. Par compacité on peut trouver un nombre
fini d’ouverts de R?, wi,...,w,, qui recouvrent 9 et des C*-difféomorphismes
¢;: w; — U; sur un voisinage U; de 0 qui envoient 2 Nw; sur Ri NU;, 900 Nw; sur
R?! x {0} NU; et le complémentaire dans w; de Q sur RZ N U;. Par un argument
de partition de I'unité on peut trouver iy, ...,%, € D(R?) positives telles que
>, %: = 1 au voisinage de Q et telle que 19 € D(Q) et ¢; € D(w;). Enfin, prenons
& € D(U;) qui est constante égale a 1 sur le support K; de ¢; o ¢; 1. On définit
alors P : W*?(Q) — WkP(R4) par

pour tout |a| < k. Pour cela il suffit que

Pu = (You)lg + Z (&P ((5u) 0 ¢7)] 0 dila,.

Avec des mots, cette formule veut dire que I'on écrit u = ), ¢;u, et on étend de
fagon indépendante chacun des ¥;u. Comme yu est a support compact, on I’étend
par 0. Pour ¢ > 1, le difféormorphisme ¢; permet de voir ¥;u comme une fonction
sur U; N R‘_f_ a support dans K; N Ri. En I’étendant par 0 sur Ri \ U;, on obtient
alors une fonction sur R‘j_, qui en fait appartient a WP (Rff_) (par les formules
habituelles de changement de variables). On peut donc 1’étendre & tout R par la
premiére partie du théoréme, on obtient la fonction P ((y;u) o qSi_l) € Wkr(R?).
Pour s’assurer que son support est contenu dans U,, on la multiplie par &;, ce qui
ne change pas ses valeurs sur R‘i par choix de &;. En composant a nouveau par ¢;
et en étendant par 0 en dehors de w;, on obtient alors une fonction dans W*»?(R%)
qui prolonge ;u. (Il

En combinant le théoréme et la proposition [3.7] on obtient

COROLLAIRE 3.13. Soit Q comme dans le théoréeme précédent et 1 < p <
0. Alors lespace des restrictions a Q des fonctions dans D(R?) est dense dans

WP (Q).
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2. Injections de Sobolev

On appelera un espace de Banach (respectivement de Fréchet) de distribution
un espace de Banach (respectivement de Fréchet) E constitué de distributions, et
tel que les évaluations u € E — u(f) sont continues pour tout f € D(). De fagon
équivalente, l'inclusion E — D'(2) est continue. Par le théoréme du graphe fermé,
si F et I sont deux espaces de Banach de distributions, F C F' est équivalent a
dire qu’il existe une constante ¢ telle que ||ul|r < ¢||u||g. Pour montrer une telle
inclusion, on procede généralement de maniere inverse : on montre que 'inégalité
lu]lF < ¢||lu|| g est valable sur un sous-espace dense de E et on en déduit 'inclusion
ECF.

Le but de cette section est de montrer plusieurs résultats d’injections d’espaces
de Sobolev dans d’autres espaces de Banach de distributions. Comme nous venons
de voir, ces énoncés, de type W*P(Q) C E, seront des raccourcis pour des inégalités
du type |lulle < c|lullwrr@) pour tout u € C°°(Q) N WHP(). On énonce les
résultats pour WP, On peut ensuite obtenir des résultats du méme type pour
WHkP en utilisant simplement que u € W*P si et seulement si D € WP pour
tout |a] < k—1.

2.1. Cas p > d. Pour un ouvert Q C R% et a € (0,1), on note C*(Q2) T’es-
pace des fonctions uniformément a-Hélderiennes sur (2, ie telles que sup, , [u(z) —
u(y)|/|z —y|* < 00. Si zg € Q, c’est un espace de Banach de distributions, pour la
norme ||ul|ce = |u(zo)| +sup,,, [u(z) — u(y)l/|z — y|*.

THEOREME 3.14 (Morrey). Soit @ = R%, ou R%, ou un domaine borné de bord
C*t. Alors pour d < p < oo, WHP(Q) C C¥(Q) o a=1—d/p.

DEMONSTRATION. Par les résultats de densité et d’extension il suffit
de traiter le cas Q = R? et de montrer que [[ul|ce < Cllullyy1.0(ray pour tout
u € D(RY). Soit € RY et B une boule de rayon r contenant x. On montre que

1
() -~ / u(y)dy| < Cr|[ V|-
Bl /s

11 suffit de traiter le cas © = 0, et alors pour y € B, |u(y) —u(0)] < |y fol [Vu(ty)|dt

et on peut majorer
1 1
o [ ol [ V(e dtay
| B| /B 0

1
u(0 ——/u d
u(0) B/, (y)dyl
1 1
< —/ 2rt*d/ |Vu(y)|dydt
|B| Jo tB

1 1
< @/ 2t Vul| o [tB]*~YPdt < Cri=P||Vu||1»
0

IN

Cela implique (en choisissant une boule de rayon |z — y| qui contient x et
y) que |u(z) — u(y)| < 2Cfx — y|*||Vu|r». De plus en utilisant la majoration
\ﬁ [pu(y)dy| < [B|7YP|lul|p» < Cr=4P||u||1», on obtient pour tout r > 0 la
majoration
[w(0)] < Cr*|[Vullr + =P ||u]|£s),
qui implique bien |u(0)] < C||uH1L;
qu’il fallait démontrer.

P 7u)| 4P en prenant r = ||ul s /|| Vul|1e. Ce



44 3. ESPACES DE SOBOLEV

REMARQUE 3.15. Par un argument d’homogénéité, ’exposant du théoreme de
Morrey est optimal. En effet, si o est tel que WP C C¢, alors en particulier il
existe une constante c telle que |u(x) — u(y)| < clx — y|“||u||wr.». En remplagant u
par u(\-) avec A > 1, et en utilisant que [Ju(\-)|[w1.r < X" |ul|y1.», on obtient
I'inégalité

Ju(z) = u(y)] < AP ce — ylullwrs,
ce qui entraine (en faisant A — o0) 1 —d/p — a > 0.
2.2. Cas p<d.

THEOREME 3.16. Soit @ = R?, ou Ri, ou un domaine borné de bord C*. Alors

— (Gagliardo-Nirenberg) W'(Q) c LY@ (q).

— (Sobolev) Si 1l < p<d, Whp(Q) C L®/(d=P)((Q)).

DEMONSTRATION. Comme précédemment, il suffit de traiter la cas ot1 = R
et u € D(R?). On commence par prouver Gagliardo-Nirenberg. On prouve méme
plus, & savoir que

(7) [l para—n gay < (] 05ullz)/*.
J
Pour 1 < j < d, Posons

Fj(fEl,...,.’Ejfl,.’EjJrl,...,[L'd):/ |8ju(x1,...7xd)|dxj7
R

de sorte que u(x1,...,zq) < Fj(x1,...,%-1,%j41,...,%q) pour tout (z1,...,2q) €
RY. En particulier, on a

d

1/d

\u(azl, cee ,.’L‘d)| < H Fj(ﬂjl, ey L1, Ljgdy e - ,.’Ed) / .
Jj=1

On conclut par le Lemme suivant, dont on présentera la preuve plus bas.

LEMME 3.17. Soient d > 2 et Gy,...,Gq € LYRIY). Alors la fonction
G: R = C définie par

d
G(z) = H Gi(®1,- s Tjo1, %1, -+, Ta)

Jj=1
appartient & LY 4=D(RY) et |G| pasa-1 < Hj:1 Gl Lama—1y-

On démontre maintenant 1’inégalité de Sobolev, en se ramenant au cas p =
1. Soit s > 1 & déterminer. Pour u € D(), la fonction |u|® est C' & support
compact, donc en particulier appartient a W'(R?). Par (@), |[|[ul*|| _a

LT-T (Rd)

max; iu L1, €t par l'imegalite de riolaer
3 1105]ul*| L1, et par I'inégalité de Hold

10; ul* | x < sll[ul* " Oullr < slldjull o lllul*~ | 1o = sllOjull Lo ul

On obtient donc

s 1-1/s
(8) ] s, < s |9 0) 015
Si s est choisi de telle sorte que p'(s—1) = sd/(d—1), c’est-a-dire s = p(d—1)/(d—p)
(qui est bien > 1 car p < d),on a p'(s—1) =sd/(d—1) = pd/(d — p) et I'inégalité
précedente devient |[uflpq/(p—ay < $°max; [|0jul|L», ce qui implique bien WP C
Lpd/(d—p) O

s—1
Lr/(s=1)"
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Il reste a donner la

DEMONSTRATION DU LEMME 317l On fait la preuve par récurrence sur d.
Pour d = 2 c’est évident. Pour alléger les notations pour € R on pose

Ci’j = (1’1, ey L1, T4y ,iL’d) € Rdil.
Supposons le Lemme pour d—1 > 2. On prend G; et G comme dans ’énoncé. Pour
x4 fixé, en utilisant I'inégalité de Holder pour ¢ = d—1 (et donc ¢’ = (d—1)/(d—2))
puis ’hypothese de récurrence, on a

d—2
d—1

_d_ =4 PR i
/ |G(x)|TTdry ... drar < [|Gallja’ /H |G (&)|72dzy ... deg—
Re~ j<d
_d_ a-1 d
< NGalla" TT Iy € RT2 = 1G5y, wa) 77| o
j=1

En intégrant par rapport a x4 et en utilisant I'inégalité de Holder on obtient
d d
< d 4

G177 < TI G 57 o

2.3. Cas p=d.

THEOREME 3.18. Soit Q@ = R?, ou Ri, ou un domaine borné de bord C*. Alors
Whd(Q) n'est pas inclus dans L (S2), mais WH4(Q) C LI(Q) pour tout d < q < .

DEMONSTRATION. Pour montrer que W14(Q) n’est pas inclus dans L, il suffit
par le théoreme d’extension de considérer le cas ou €2 est une boule, par exemple
Q = B(0,1). Soit alors u(x) = (—In|z|)*. Alors u ¢ L> dés que a > 0. Or u € L4,
et |0ju(z)| < a(—Inl|z|)*~1/|z| est dans L des que 1 — a > 1/d.

Pour l'inclusion, il suffit encore de considérer le cas Q = R%, et de prendre
u € D(RY). Notons d’ = d/(d — 1). Rappelons I'inégalité (8)), qui dans le cas p = d
devient

Julsar < sCmax 19sll0) 2wl
pour tout s > 1. Cette inégalité dit donc que si ¢ > d est tel que WH4(R%) c L9,
alors (en prenant (s — 1)d’ = ¢) WY4(R%) ¢ Let% . Par récurrence cela implique
donc que WH4(R?) ¢ LAk (RY) pour tout k € N. Donc

Wl’d(Rd) C ﬂkeNLd-Hgd’ (Rd) _ md§q<ooLq(Rd)

ou la derniere égalité découle de I'inégalité de Holder, qui implique que LPNLY C L™
pour tout p < r < gq. ([

2.4. Injections compactes. Une conséquence des résultats précédents sont
des injections compacts. Ici une injection E C F’ est dite compacte si la boule unité
de E est relativement compacte pour la topologie forte sur F'.

THEOREME 3.19 (Rellich-Kondrachov). Soit Q un domaine borné de bord C*.

— pourd <p<oo, et0<pB<1—d/p, WHP(Q) C CP(Q) est une injection
compacte.

— pour 1 <p<d,etl<q<dp/(d—p), WHP(Q) C LI(Q) est une injection
compacte.
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— pour p=d, WHP(Q) C L4(Q) est une injection compacte pour tout 1 < q <
00.

DEMONSTRATION. Le premier point découle du théoréme de Morrey et du fait
général suivant : pour un ouvert borné 2, et 0 < B < a, C*(Q) C CA(Q) est
compacte. Prouvons ce fait. Soit (u,) une suite bornée dans C*(€2). Alors la suite
(uy,) est en particulier équicontinue, donc par le théoréme d’Ascoli elle converge dans
C(Q), vers une limite u dans C®(€2). Il s’agit de montrer que cette convergence a
lieu dans C”?(Q). Quitte & remplacer u,, par u, — u on peut supposer que u = 0.
Il faut donc montrer que limy, sup, ., [un () — un(y)|/|z — y|? = 0. Pour cela on
utilise une majoration différente selon que x et y sont tres proches ou pas :

|Un(x) - Un(y)| < min <2||un||oo

Htnlles caw—y“‘ﬁ)
g w— gy Inllosle =l

On conclut facilement en utilisant que lim,, ||[up|lco = 0 et sup,, ||un||ce < 00.
On ne prouve pas ici les points suivants (peut-étre en td ?). O

3. Espace de Sobolev d’indices fractionnaires

Dans cette section on cherche a étendre la définition des espaces de Sobolev
a k non entier. Pour des raisons techniques, on se restreindra au cas p = 2, qui a
I’avantage de donner une théorie hilbertienne.

3.1. Définition. La définition des espaces de Sobolev d’indices fractionnaires
est basée sur la transformée de Fourier, et repose sur ’observation suivante

LEMME 3.20. Soit k € N. WF2(RY) coincide avec ’ensemble des fonctions
dans L*(RY) telles que & — (1 + |¢2)*/2Fu(€) € L?2(RY). De plus

k
lullwezmay < 1L+ - 132 Full 2 ray < (d+1)2 Jullweera)-

DEMONSTRATION. D’une part, en utilisant les propriétés de la transformée de
Fourier, on peut réécrire

lullfrzmay = D D%l =Y IFDu)|3= Y [I€*Ful3

lal<k lal<k lal<k

D’autre part, on peut développer (1+ [¢]?)* comme une somme de (d+ 1)* termes,
qu’on peut regrouper sous la forme Zla\<k cal?® avec 1 < cq < (d+1)F (si on

k!

veut on a méme la formule eXpliCite Co = m

). Et donc on a
0+ PP Fulfay = 3 e [ € 1FuPde = 3 caleniFull3
Jal<k lal<k
L’inégalité 1 < ¢, < (d + 1)* permet de conclure. O

DEFINITION 3.21. Pour s € R, I'espace de Sobolev fractionnaire H*(R?) est
I’ensemble des distributions tempérées u telles que (1 + | - |?)*/2Fu € L*(R%).

PROPOSITION 3.22. H*(R%) est un espace de Hilbert pour la norme |jul|gs =
(1 +1-1?)%2Ful 2. D(R?) est un sous-espace dense de H*(R?). Pour s € N,
H?*(R?) coincide avec W2(R%) (normes équivalentes).
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DEMONSTRATION. Comme tout espace L%, L2(R%, (14 |£]?)%d€) est un espace
de Hilbert, et il est facile de vérifier qu’il est constitué de distributions tempérées.
H*(R?) est défini comme F~1(L2(RY, (1+¢]?)*d€)), c’est donc un espace de Hilbert
pour la norme transportée.

Comme S(R?) est un sous-espace dense de L?(R%, (1 + |¢|?)*d€), et comme F
est une bijection de S(R?), on a que S(RY) est un sous-espace dense de H*(R?).
De plus on sait que D(R?) est dense dans S(R?) pour la topologie de S(R?), donc
a fortiori pour la norme de H*. On obtient donc la densité de D(R?) dans H®.

Le cas s € N a été traité dans le Lemme O

REMARQUE 3.23. (Pour la culture) Par les propriétés de la transformée de
Fourier, pour u réguliere et s € 2N, on a (14+A)%/2u = F~1((1+|¢]?)%/2Fu). Cette
formule permet de donner un sens & (1 + A)%/2u pour tout s € R (et méme pour
tout u € S’(R%)), et alors |Jul|gs = ||(1 + A)*/?ul|z>. Cette formule permettrait de
définir les espaces H*P(R?) comme 'ensemble des distributions tempérées u telles
que (14 A)*/24 € LP. 11 est encore vrai que pour s € N ces espaces coincident avec
les espaces W*P?(R?) (au moins pour 1 < p < o), mais c’est beaucoup plus dur a
montrer.

Pour définir les espace H?® sur un ouvert arbitraire {2, ce n’est pas si simple car
il n’y a pas de transformée de Fourier sur . Mais le Théoreme d’extension [3.11]
justifie la

DEFINITION 3.24. Pour 2 un ouvert arbitraire de R?, on note H*(Q) I’ensemble
des restrictions & Q des éléments de H*(R?).

PROPOSITION 3.25. Muni de la norme

ull grs = inf V|| 75
ey =, o€ ol

H*(R?) est un espace de Hilbert. Si s € N et Q est Ri, ou bien un ouvert borné
de bord C*, H*(Q) coincide avec W*2(R?) (avec des normes équivalentes).

DEMONSTRATION. H*(Q) est défini comme le quotient de H*(R?) par le sous-
espace des éléments de H*(R?) dont la restriction & 2 est nulle. Comme ce sous-
espace est fermé, la premiere partie de la proposition découle du fait général que le
quotient d’un espace de Hilbert par un sous-espace fermé est un espace de Hilbert
pour la norme quotient. La deuxieme partie de la proposition découle du théoreme

11 O

3.2. Théoreémes de traces.

THEOREME 3.26. Soit Q = R% et s > 1/2. Alors Uapplication qui d u € D(R?)
associe sa restriction a OQ s’étend (de maniére unique) en une application continue
et surjective de H*(Q) dans H*~1/2(09).

REMARQUE 3.27. Ce théoreme est aussi vrai deés que §2 est un ouvert borné a
bord suffisamment régulier. On ne prouve pas cet énoncé ici, puisque la principale
difficulté consiste & donner un sens & H*(99Q).

DEMONSTRATION. L’unicité découle du corollaire B.13l
Pour 'existence, par la définition de H*® (R‘i), il s’agit de montrer que

|z € R = w(@,0)| o172 < Cllul| s (raypour tout u € S(RY).
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La formule de Fourier inverse nous permet d’exprimer la transformée de Fourier de
la fonction u: z — u(x,0) :

1 i(2,0)-€ _ 1 i€ e el
(27T)d/2/Rd e Fu(§)dE = COEE Jou s e v(€)dg
ot v(¢') = (2m)~1/? Jr Fu(&',€4)dEq. Bt donc v = Fu. Par l'inégalité de Cauchy-
Schwarz, puis 'hypothese s > 1/2

1
WOF < g [arigP+e)d [ 1+ 1P+ IR P

9 u(z,0)=

IN

C1+ ) [ @I + €D Fu(e’ ) P
R
On en déduit
[ Os = [ A+IERY (€ < Cluly.

Montrons que cette application de restriction est surjective. Pour cela on aura
besoin d’une fonction § € D(R) telle que [ 0(t)dt = 1. Soit g € H*~/2(RI~1). Soit
G € LR (1 + |€)?)5~V/2d¢) sa transformée de Fourier. On définit f € S'(R%)
par

/ _ Ta(& §d !
Fr(E,€a) = V2mg(¢)o <\/1+ |€/|2> VI+HIEP

et on vérifie que f € H*(R?) :
Jasigr 1 rE o de
-9 1 t2892tdt 1 112\s—1/2| A /2d,.
o [arerena [ ey e

L’application ¢ — f est donc une application linéaire bornée de H*~1/ 2RI
dans H*(RY). Pour vérifier que la restriction de f & R?! est g pour tout g €
H*=1/2(R%1) on peut donc supposer que g € S(R41). Dans ce cas Ff et donc
f appartiennent & S(RY), et I’égalite f |ga—1 = g est donc la combinaison de @D
appliqué a u = f et de la formule de transformée de Fourier inverse pour g. O



Chapitre 4

Théorie spectrale

Dans ce chapitre (sauf éventuellement dans la partie sur les opérateurs com-
pacts), les espaces vectoriels seront toujours complexes. Ce n’est pas essentiel pour
la partie sur les opérateurs compacts, mais c¢a I’est plus pour I’étude des espaces de
Hilbert.

Un opérateur borné est une application linéaire continue entre espaces de Ba-
nach. On rappelle que 'espace des opérateurs bornés de X dans Y, noté L(X,Y),
est un espace de Banach pour la norme

IT]lcx,yy= sup 17zl
TEX,x#£0 Hx”X

L’objet de ce chapitre est d’étudier ce qui reste vrai de la réduction des endo-
morphismes en dimension finie, lorsqu’on travaille sur des espaces (de Banach) de
dimension infinie. On peut facilement voir que tout ne marche pas : le décalage sur
0% (e v+ en_18im > 0 et ey — 0) est un exemple d’opérateur surjectif non injectif.
Comme le montre I'exemple de la multiplication par ¢ sur L2([0, 1],dt), il existe
aussi des opérateurs injectifs non surjectifs, et qui n’ont aucune valeur propre. Ce
qui joue le role des valeurs propres est plutot le spectre, qui est défini par

DEFINITION 4.1. Le spectre d’un opérateur T' € L£(X) est 'ensemble, noté o(T'),
des X € CE| tels que T'— AId n’est pas inversible dans £(X).

REMARQUE 4.2. Par le théoréme de 'application ouverte, A ¢ o(T) si et seule-
ment si T'— A d est injectif et surjectif.

Une premiere partie de ce chapitre consiste en I’étude des opérateurs compacts.
Puis on se restreindra aux espaces de Hilbert.

1. Opérateurs compacts

Dans cette partie, X,Y désigneront toujours des espaces de Banach réels ou
complexes.

1.1. Définitions. On aura besoin de la notion d’adjoint (Proposition [1.54]).
Etant donné un espace de Banach X, on note

pour A C X, At = {z* € X*,2%(2) =0 Vz € A},
pour A C X* A= {z e X,z*(x) =0 Va* € A}.

A+ est un sous-espace fermé préfaible, et - A est un sous-espace fermé fort (et donc
faible par le lemme de Mazur). Ces notations permettent d’utiliser le vocabulaire
(et lintuition) de la notion d’orthogonalité dans les espaces qui ne sont pas des

1. Lorsque I’espace X est réel, on définit bien sur le spectre de T' comme ’ensemble des réels
tels que ...

49
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espaces de Hilbert. Commengons par vérifier quelques propriétés qui restent vraies
ici.

LEMME 4.3. Si A est un sous-espace vectoriel de X, +(AL) = A.
Si A est un sous-espace fermé de X, dim A = codimA*’ et codimA = dim A+
(égalités dans N U {oo}).

DEMONSTRATION. L'inclusion A C L(A1) est évidente, et on obtient A C
(A1) en prenant I’adhérence. Pour la réciproque, si ¢ A, par Hahn-Banach il
existe % € X* tel que 2*(z) = 1 et 2* = 0 sur A (c’est-a-dire z* € AL). Et donc

¢ Lt(At).
Montrons que si d = dim A < oo, alors A* est de codimension finie d. Les autres
égalités sont similaires. Soit 7, ...,z une base de A* étendue par Hahn-Banach

en une famille (nécessairement libre) de X*. Posons
F =vect(z7,...,x)) C X™.

Clairement F' N A+ = {0}. De plus pour tout z* € X*, la restriction de z* & A
appartient a l’espace vectoriel engendré par les restrictions de x} a A. Il existe donc
ALy Aq tel que 2% — Y7 Nat € AL, Ce qui montre que X* = F & A+, et donc
conclut la preuve. O

PROPOSITION 4.4. Soit T € L(X,Y). Alors ker(T*) = Im(T)*, et ker(T) =
LIm(T™).

DEMONSTRATION. Pour la premiére égalité, on a
y* eker(T") & Ty =0 Ve e X,(T"y",z) =0
eVre X, (y*,Tr) =0« y* € Im(T)*.
La deuxieme égalité est similaire. O

DEFINITION 4.5. Un opérateur T € L(X,Y) est dit compact si T(Bx) est
relativement compact (pour la topologie forte de Y). On note K(X,Y) = {T €
L(X,Y),T compact }.

REMARQUE 4.6. T est compact si et seulement si pour toute suite bornée (z,,)
dans X, (T'z,) a une sous-suite convergente.

PROPOSITION 4.7. Soit T € L(X,Y).

— Si T est de rang fini, T est compact.

— SiT e K(X,Y) est tel que Im(T') est fermé, alors T est de rang fini.
— K(X,Y) est un sous-espace fermé de L(X,Y).

DEMONSTRATION. Le premier point est vrai car en dimension finie, les fermés
bornés sont compacts.

Soit T € K(X,Y) d’image fermé. Alors son image est un espace de Banach donc
par le théoréme de I'application ouverte, T'(Bx ) contient une boule de Im(T). Cela
implique que Im(T) est de dimension finie par le théoreme de Riesz (la boule unité
d’un espace vectoriel normé est relativement compacte si et seulement si ’espace
est de dimension finie).

Si S et T sont compacts, on a (T'+ S)(Bx) C T(Bx) + S(Bx) qui est rela-
tivement compact comme somme de relativement compacts. Il faut juste voir que

K(X,Y) est fermé dans £(X,Y). Soit donc T € K(X,Y). Comme Y est com-
plet, il s’agit de montrer que T(Bx) est précompact, c’est-a-dire que pour tout
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e > 0, T(Bx) peut étre recouvert par un nombre fini de boules de rayon e. Soit
S € K(X,Y) tel que ||T — S| < /2 et (par compacité) yi,...,yx € Y tel que
S(Bx) C U;B(yi,e/2). Alors T(Bx) C U; B(y;, €). cqfd. O

THEOREME 4.8 (Schauder). Soit T € L(X,Y). Alors T est compact si et seule-
ment si T* est compact.

DEMONSTRATION. Supposons 7' compact. Soit g} une suite dans By, et no-
tons f, la fonction continue sur K = T(Bx) donnée par f,(y) = yi(y). Alors la
suite (fp) est équicontinue (car |f,(y) — fn(¥')| < lly — ¥'|]) avec f,,(0) = 0, donc
par le théoreme d’Ascoli elle a une sous-suite qui converge uniformément sur K.
En particulier elle est de Cauchy dans C(K)? Comme

1Ty, — T ypllx = sup Ty, — T yp,2)| = sup  |(fn — f)(¥)]
r€Bx y€T(Bx)

pour tous entiers n,m, la suite (T*yy(n))n est donc de Cauchy dans X*, donc
converge. Ceci montre que 7™ est compact.

La réciproque est une conséquence formelle du sens direct, si ’on utilise 1’in-
clusion canonique Jy:Y — Y**. Si T est compact, alors T** est compact par le
point précédent. Or comme Jy oT = T** o Jy, on a Jy (T(Bx)) = T**(Jy (Bx)) C
T**(Bx«~) est relativement compact dans Y** donc dans Y. O

1.2. Alternative de Fredholm. En dimension infinie, il n’est pas vrai qu’une
application linéaire est injective si et seulement elle est surjective. L’alternative de
Fredholm est un résultat important qui affirme cela reste vrai pour des perturba-
tions compactes de l'identité.

THEOREME 4.9. Soit T: X — X compact et X\ # 0. Alors
(1) dimker(AMd—T) < oo.
(2) Im(AId — T) est fermé, de codimension finie et méme Im(AId —T) =
Lker(Md — T*).
(8) Md —T est injectif <= Md —T est surjectif.
(4) Plus généralement, dimker(AId — T) = codimIm(Ald — T') < cc.

Avant de donner la preuve, on énonce un petit lemme évident mais qui sera
souvent utile.

LEMME 4.10. Soit E un sous-espace vectoriel fermé de X et x € X \ E. Alors
il existe ¥’ € x + E tel que ||2'|| < 2d(2’, E). Il existe aussi ©' € Vect(x, E) tel que
[l =1 et d(z", E) > 1/2.

DEMONSTRATION. Quitte & remplacer T par A~'T, on peut supposer A = 1.

Commengons par montrer . En effet, T ’ker(ld,T) =1d ’ker(ld,T) est a la fois
compact et d’image fermé, donc de rang fini par la Proposition

Ensuite montrons que Im(Id — T') est fermé. Soit une suite y, = z, — Tx,
qui converge vers y. Pour tout n, xz,, est défini modulo le sous-espace de dimension
finie ker(T — Id), donc par le lemme on peut supposer ||z,| < 2d, ou d, =
d(xyn, ker(T' — Id)) = infyerer(r—14) |7n — 2[|. On aura fini si on montre que la
suite x, est bornée, puisqu’alors quitte a extraire on aura Tz, qui converge, et
donc x, = y, + Tx, aussi vers z, et donc y = v — Tax € Im(Id — T). Si z,
n’était pas bornée, alors on pourrait extraire une sous-suite telle que d,(,) — 00
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et T(l‘g(n)/do(n)) — z € X.Si z, = .’L‘g(n)/da(n), alors d(zn,ker(T — Id)) = 1
et lim, z, = lim, Yo (n)/d@n) + T(2n) = z. En particulier z € ker(T — Id) ce qui
contredit que d(z,, ker(T — Id)) = 1 pour tout n.

On en déduit : comme par Hahn-Banach +(M+) = M pour tout sous-espace
fermé M C X, on obtient donc Im(Id — T) = + ker(Id — T*) est de codimension
finie car T* est compact par le théoreme de Schauder.

Pour , on commence par montrer la direction =—. Supposons par ’absurde
que Id—T est injectif mais pas surjectif. On pose X,, = Im(Id—T)". C’est une suite
décroissante de sous-espaces fermés X par le point précédent. Ils sont tous distincts.
En effet par hypothese il existe zg € X \Im(Id—T) et alors (Id—T)"zo € Xp\Xn+1
car (Id — T)™ est injectif. Le lemme m permet de construire une suite e, € X,
tel que |le,|| =1 et d(en, Xpnt1) > 1/2. Alors pour tout n > m on peut écrire

Tem —Tep =e€m+ (Id—T)(en — €m) —en € em + Xmt1,

et en particulier | Te,, — Te,|| > 1/2, ce qui contredit le fait que T' est compact.
Réciproquement, si Id—T est surjectif alors par Id—T* est injectif donc surjectif
par la direction qu’on vient de prouver. Id — T est donc injectif par la Proposition
|

Pour il suffit de méme de montrer l'inégalité d = dimker(Id —T) > d' =
codimIm(Id — T'). Supposons par Iabsurde que d < d’. Soit F' un sous-espace de
X de dimension d’ tel que F @ Im(Id — T) = X, et A: ker(Id — T) — F une
application injective non surjective. Comme ker(T' — Id) est de dimension finie,
il existe P un projecteur continu sur ker(7' — Id) (c’est-a-dire P € L(X) tel que
P? = P et Im(P) = ker(T — Id)). On pose S = T + Ao P € K(X). D’une part
Im(Id — S) C Im(Id — T) 4+ Im(A) donc Id — S n’est pas surjectif. D’autre part
Id — S est injectif (si (Id — S)(z) =0, v — Tx = A(Px) € FNIm(T — id) = {0};
donc z € ker(T — Id) et « € ker A = {0}) donc surjectif par (3. C’est absurde. O

1.3. Spectre d’un opérateur compact.

THEOREME 4.11. Soit X un espace de Banach de dimension infinie et T €
K(X). Alors
— 0€a(T).
— o(T)\{0} est I’ensemble des valeurs propres non nulles de T', qui sont toutes
de multiplicité finie.
— o(T)\{0} est ou bien un ensemble fini, ou bien l'ensemble des valeurs d’une
suite tendant vers 0.

DEMONSTRATION. Si 0 ¢ o(T), T est inversible donc Id = T o T~! est com-
pacte. Donc dim(X) < oo, ce qui contredit ’hypothese.

Soit A € ¢(T') non nul. Alors par lalternative de Fredholm, T'— AId n’est pas
injectif, c’est-a-dire que A est une valeur propre de T'. Toujours par I'alternative de
Fredholm, ker(7T — AId) est de dimension finie.

Pour montrer le dernier point, il suffit de montrer que o(T') \ B(0,r) est fini
pour tout r > 0. Soit par ’absurde A,, une suite de valeurs propres distinctes avec
|An| > 7. Pour tout n, soit x, # 0 un vecteur propre pour la valeur propre A,. La
famille z,, est libre, donc par le lemme[4.10]on peut trouver des vecteurs de norme 1
Yn € vect(zy,...,x,) tel que d(ynt1,vect(zr,...,z,)) > 1/2. Alors on peut écrire
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pour n > m,

- = + - € + vect(xy,...,Tn—
>\n /\m Yn /\n /\m Yn ( 1 y4n 1)
et donc ||% — Lum || > 1/2, ce qui contredit le fait que Pon peut extraire de T?

une sous-suite convergente.

2. Quelques propriétés du spectre, et algébres de Banach
A partir de maintenant, tous les espaces vectoriels considérés seront complexes.
2.1. Algeébres de Banach et spectre.

DEFINITION 4.12. Une algébre de Banach A est un espace de Banach (com-
plexe) qui est aussi une algebre avec unité 1, vérifiant les relations de compatibilité
11 =1 et [lzyl| < [lz[[[[y]l pour tout z,y € A.

Pour nous une algebre de Banach est munie d’une unité, mais cette terminologie
n’est pas standard. Certains préferent parler d’algebre de Banach unifére.

EXEMPLE 4.13. Si X est un espace de Banach, £(X) est une algebre de Ba-
nach. Réciproquement (exercice!) toute algebre de Banach est isométriquement
isomorphe & une sous-algebre fermée de L£(X) pour un certain espace de Banach
X. (considérer A agissant sur X = A par multiplication a gauche).

Soit A une algebre de Banach.

LEMME 4.14. Six € A, ||z|| < 1 alors 1 —x est inversible, et [|[(1—z)"1 —1]| <

DEMONSTRATION. Comme 2" < [|z||", la série ), ;2™ (avec la convention
2% = 1) converge dans A, et on calcule

(1—m)Zz":Zx”—Zx”:1:Zm"(1—x).

n>0 n>0 n>1 n>0
Donc (1 —z)~t =3 ", et on peut majorer

- ]
1A —2)™ =1l <) ol = :
2 L— ]|

n>1

On en déduit

PROPOSITION 4.15. L’ensemble At des éléments inversibles de A est ouvert ;
Uapplication x — =" est continue sur AT. De plus, pour tout x,y € A et pour tout
p € A*, Uapplication

AeCw o((z+My)™h
est holomorphe sur son domaine.

DEMONSTRATION. Si z est inversible, alors pour tout ||h| < on a

1
llz=1"
|lz=1h|| < 1 donc par le lemme précédent, (1 —2~1h) est inversible. Comme AT est

un groupe, z(1 — 27 'h) = 2 — h est aussi inversible. Donc A est ouvert. De plus,

-1
I+ 1)~ =21 < (L = 2~ h) " = 1] < [l 22 qui tend vers 0

quand ||h|| tend vers 0. D’ou la continuité de I'inverse.
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Pour z,y € A, 'ensemble des A € C tels que = + Ay est inversible est un
ouvert car A’ est un ouvert. Pour de tels A\, ', on utilise la relation a=! — b~! =
a~*(b—a)b~! pour écrire

@+ )t —(z+Ny)~!

A—=N
qui a une limite quand A’ — X par la continuité de I'inverse. A fortiori en appliquant
¢ on obtient que A — o((z + Ay)~!) est dérivable au sens complexe, c’est-a-dire
holomorphe. ([

=—(z+ )yl +Ny)~,

On peut étendre la définition du spectre aux éléments d’une algebre de Banach.

DEFINITION 4.16. Le spectre d’un élément x d’une algébre de Banach A est
Pensemble, noté o 4(x), des A € C tels que z — A n’est pas inversible dans A.

REMARQUE 4.17. On insiste sur la dépendance de o 4(x) sur lalgebre A : par
exemple si A est 'adhérence des polynémes en z dans 'algebre de Banach C(T)
des fonctions continues sur le cercle {z € C,|z| = 1}, alors z est inversible dans
C(T) mais pas dans A. Lorsqu’il n’y a aucune ambiguité possible sur A, on écrira
simplement o(x).

On a alors les propriétés

THEOREME 4.18. Le spectre d’un élement x € A est un compact non vide de
C, contenu dans {\, |\ < ||z|}.

DEMONSTRATION. Par la proposition le complémentaire du spectre est
ouvert (car Af est ouvert) et contient 'ensemble des A tels que |\ > ||z]. o(x) est
donc fermé borné, donc compact. Supposons par 'absurde que o(z) est vide. Par
Hahn-Banach il existe ¢ € A* tel que p(z~1) # 0. Considérons f(A) = ¢((x—A)71).
Par la proposition c’est une fonction holomorphe sur C, qui tend vers 0 a
I'infini et qui est non nulle en 0. Cela contredit le théoreme de Liouville qui affirme
que toute fonction entiere et bornée est constante. ([

2.2. Formule du rayon spectral.

DEFINITION 4.19. Soit z € A. Le rayon spectral de x est

p(x) =sup{|Al, A € o(z)}.
Par le théoréme p(x) < ||z||. On va montrer

THEOREME 4.20. Pour tout x € A,
plz) = lim ||z"|'/".

n—oo

Pour la preuve on aura besoin du
LEMME 4.21. Soit x € A et P € C[X]. Alors o(P(x)) = P(o(x)).

DEMONSTRATION. Si P = 0 c’est évident. Supposons donc P # 0. Pour tout
A € C, décomposons P — A = C[[,(X — N\;). Alors P(z) — A = C[[(x — N\),
et le lemme découle de l'observation que [[(z — A;) est inversible si et seulement
si  — \; est inversible pour tout i. Un sens est immédiat car A est un groupe.
L’autre direction est vraie car les x — A\; commutent. En effet, si y est I'inverse de
[I(z—A\:), alors z — A; a un inverse a gauche, y [],;(x —A;), et un inverse & droite,
[1;4i(z — Aj)y. Par associativité du produit, ces deux inverses coincident et z — A;
est inversible. (]
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DEMONSTRATION DU THEOREME [4.20 Par le lemme on a p(z)” = p(z") <
lz™|| et donc p(z) < liminf ||z™||*/™.

Soit ¢ € A*. Considérons la série entiere #(z) = > @(x™)z". Son rayon de
convergence est R = 1/limsup,, |p(z™)|"/™. D’autre part, elle est égale & ¢((1 —
zz)~1) sur B(0, ﬁ), et cette formule définit une extension holomorphe de 6 a
{z,1/z ¢ o(x)}. En particulier,  est holomorphe sur B(0,1/p(z)). Par la magie de
I’analyse complexe on en déduit R > 1/p(x), c’est-a-dire lim sup,, |o(z™)|"/™ < p(x).

En particulier, pour tout € > 0, si on note y = x/(p(z)+¢), on a sup,, |o(y™)| <
oo pour tout ¢ € A*. Par le théoréme de Banach-Steinhaus, on a sup,, [|y"|| < oo,
et donc limsup ||z*||'/* < p(x) 4+ . On conclut en faisant £ — 0. O

3. Opérateurs autoadjoints et normaux sur un espace de Hilbert

3.1. Rappels sur les espaces de Hilbert. Un espace de Hilbert H est un
espace de Banach complexe dont la norme provient d’un produit scalaire, c’est-a-
dire d’une application (-,-): H x H — C qui est sesquilinéaire (c’est-a-dire linéaire
en la premiére variable, antilinéaire en la seconde variable) et telle que ||z||?> = (z, x)
pour tout z € H. Pour éviter de rares problémes, on supposera toujours que
les espaces de Hilbert sont séparables.

REMARQUE 4.22. Le produit scalaire est uniquement déterminé par la norme,
par les deux formules de polarisation

1 27 . .
@) =5 [ e+ ey,

1 . ) ) .
(@y) =7 (e +yl” +ile+ iyl = |z = yl* = ile —iyl)

On en déduit par exemple que (x,y) = (y,x) pour tout z,y € H.

EXERCICE 4.23. Un espace de Banach complexe H est un espace de Hilbert si
et seulement si ||z + y[|> + [l — y||* < 2(||«]|* + [ly||*) pour tout z,y € H.

On rappelle le théoreme de représentation de Riesz dans le cas complexe, qui
prend exactement la méme forme que dans le cas réel.

THEOREME 4.24. Soit H un espace de Hilbert et ¢ € H*. Il existe un unique
y € H tel que
o(x) = (x,y) Yz € H.
De plus |||z = ||yl -
Profitons-en pour en déduire le
THEOREME 4.25 (Lax-Milgram). Soit a: H x H — C une forme sesquilinéaire

continue et coercive, c’est-a-dire il existe ¢ > 0 tel que R(a(v,v)) > c|v||?. Alors
pour tout ¢ € H* il existe un unique u € H tel que

a(v,u) = ¢(v) Vv € H.
Si de plus a est hermitienne (a(u,v) = a(v,u) pour tout u,v) alors u est caractérisé

par la propriété

%a(% ) — ¢(u) = min <;a(v, v) — W(W) :

veEH
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DEMONSTRATION. Par le théoréme de Riesz, la donnée de a est équivalente &
la donnée d’un opérateur A € L(H), tel que a(v,u) = (v, Au). 1l S’agit de montrer
que A est inversible. A est clairement injectif car R(u, Au) > c|u/|*>. On déduit aussi
de cette inégalité et de Cauchy-Schwarz ||Aul| > c|lu||, donc que 'image de A est
fermée. Enfin 'image est dense puisque si v € Im(A4)*, (Au,v) = 0 pour tout u et
donc en prenant u = v on obtient c||v||? = 0.

Reste la formule variationnelle. Pour tout v € H on a

%a(v,v) —Rp(v) — %a(u,u) +o(u) = % (a(v,v) + a(u,u) — 2Ra(v,u)),

ce qui sous I'hypotheése que a est hermitienne se factorise en a(v — u,v — u), qui
est > 0 avec égalité si et seulement si u = v. (]

REMARQUE 4.26. Le théoreme de représentation de Riesz montre que H* est
aussi un espace de Hilbert, de méme dimension que H. H et H* sont donc iso-
morphes. Par contre, il est important de remarquer que (contrairement au cas des
espaces de Hilbert réels) on n’a pas d’isomorphisme naturel entre H et H*. Plus
précisément, 'identification de ¢ avec y n’est pas linéaire mais antilinéaire : si
@ € H* correspond & y € H, alors iy correspond a —iy. De maniere plus so-
phistiquée, on dirait que H* est naturellement isomorphe & H (qui est H comme
R-espace de Banach, mais dans lequel la nouvelle multiplication par un scalaire
complexe, notée -, est tordue par la conjugaison complexe : A - = A\z).

3.2. Adjoint hilbertien. Soit H un espace de Hilbert.

DEFINITION 4.27. Soit T € L(H).
— On note T* € L(H) et on appelle adjoint de T 'unique opérateur tel que

(Tx,y) = (x,T"y) Va,y € H.

— T est dit autoadjoint si T* =T.
— T est dit normal si T*T = TT*.

Si T est autoadjoint et P € R[X], alors P(T) est autoadjoint. Si P € C[X],
P(T) est normal.

On fera attention & ce que T € L(H) — T* € L(H) n’est pas linéaire mais
antilinéaire : (AT + puS)* = \T* + S*.

EXEMPLE 4.28. Un opérateur P € L(H) est une projection orthogonale si et
seulement si P = P* = P2,

EXEMPLE 4.29. Si U € L(H) est une isométrie linéaire surjective (on dit que
U est unitaire), alors U* = U~'. En effet, la relation |Ux||? = ||z||?> implique que
(U*Uz,z) = (z,x). Par polarisation, on en déduit U*U = Id, et donc U~ = U*
car U est supposée inversible.

EXEMPLE 4.30. Une isométrie partielle est un opérateur U € L(H) tel que
U*U et UU* sont des projections. Dans ce cas U est une isométrie entre 'image de
U*U et I'image de UU™, et est nulle sur 'orthogonal de I'image de U*U.

REMARQUE 4.31. Cette notion d’adjoint différe de la notion d’adjoint pour les
espaces de Banach, puisqu’ici T* € L(H) alors que 'adjoint “espace de Banach”
est un opérateur sur H*. En fait ces deux notions coincident via l’identification
(antilinéaire) de H avec H* donnée par le théoreme de Riesz. Le fait que cette
identification entre H et H* est antilinéaire ce reflete dans l'antilinéarité de T €
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L(H) — T* € L(H), alors que l'adjoint “espace de Banach” T € L(H) — T* €
L(H*) est une application linéaire. Mais comme tout ceci est un peu troublant,
il vaut peut-étre mieux dans ce chapitre oublier la notion d’adjoint “espaces de
Banach” pour ne se souvenir que de la notion hilbertienne.

Une premiere observation est
LEMME 4.32. Le spectre d’un opérateur autoadjoint est contenu dans R.

DEMONSTRATION. Soit T'=T* € L(H). Commencons par observer que (T'z, x)
est réel pour tout « € H. En effet,

(Tz,z) = (x,Tz) = (Tz,x).

Soit maintenant A ¢ R. Il s’agit de montrer que A — T est inversible. Par ce qu’on
vient d’observer,

S\ = T)z,z) = S\|z]|?,
et donc a(z,y) = +i((A — T)z,y) (en fonction du signe de A) definit une forme

sesquilinéaire et coercive. Par le théoréme de Lax-Milgram on en déduit que (T'—\)
est inversible. (]

On prouve maintenant la
PROPOSITION 4.33. Soit T un opérateur normal. Alors p(T) = ||T.

La preuve que I'on donne repose sur
LEMME 4.34. Pour T € L(H), ||T*T| = ||T||*> = | T*|].

DEMONSTRATION. La formule |T|| = sup, ,cp, [(Tz,y)| et la définition de
I'adjoint impliquent que ||T|| = ||7*]|. On en déduit que || T*T|| < ||T*||||T|| = ||T|>.
Pour I'inégalité inverse, on observe

|IT2|* = (T2, Tz) = (T*Tz,z) < |T*T|||z]*.
O

DEMONSTRATION DE LA PROPOSITION [£.33] Tout d’abord le Lemme [4.34]im-
plique que ||S?| = ||S]|? si S est autoadjoint, et donc que ||S™|| = ||S]|"* pour tout
n puissance de 2. Soit maintenant 7" normal. Alors pour n une puissance de 2, en
utilisant successivement le Lemme [£:34] 'hypothese que T est normal, 'observation
précédente avec S = T*T puis le Lemme {34 on a

171> = |(T*)"T"|| = |(T*T)"|| = | T*T||" = | T||*".
On conclut par le Théoréme O
3.3. Décomposition spectrale des opérateurs compacts autoadjoints.

THEOREME 4.35. Soit T € K(H) un opérateur compact normal. Alors T admet
une base hilbertienne de vecteurs propres.

DEMONSTRATION. Par le théoréme o(T)\ {0} est fini (de cardinal N) ou
bien constitué d’une suite tendant vers 0. Indexons le par {1,2,..., N} ou N*. En
notant Ao = 0, on peut donc écrire o(T') = (Ap)o<n<n 0u 0(T) = (Ap)nen, que l'on
abrege en o(T) = (An)n>0. Soit E, = ker(T' — A, Id). Alors E,, est de dimension
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finie pour tout n > 1. De plus, E,, est stable par T* puisque T et T* commute. De
plus, si x,y € E,, on a

(T*z,y) = (x,Ty) = Aulz,y).

Cette inégalité montre que T*x — A,z est orthogonal a Ej,; comme ce vecteur
appartient & E, par ce qui précede, il est nul et 7%z = A\, z. On en déduit que les
FE,, sont orthogonaux deux a deux. En effet, pour z € F,, et y € E,, on a

/\n<x,y> = <Tx7y> = (x,T*y} = /\m<x7y>'

En particulier si n # m on a bien que E, et E,, sont orthogonaux deux & deux.
Montrons maintenant que 'orthogonal de F' = ©,>1F, est Fy. L’inclusion Fy C
F+ découle de ce qu’on vient de montrer. Pour la réciproque, tout d’abord F est
stable par T et par T*, il en est de méme de son orthogonal F* (si x € F*,
(Tz,y) = (x,T*y) = 0 pour tout y € F et de méme pour 7*). On peut donc
considérer I'opérateur 17, la restriction de T & F+. C’est un operateur compact
normal sans valeur propre non nulle. Donc son spectre est réduit & {0}, et par la
Proposition T" = 0. Cela implique donc que F+ C Ej.

Pour résumer, on a une décomposition orthogonale H = ®,>0F,. On obtient

donc une base hilbertienne de vecteurs propres de T en prenant pour tout n une
base hilbertienne de F,,. O

3.4. Application a I’équation de la chaleur sur un domaine borné.
Cette section est basée sur le chapitre IX.8 et le dernier chapitre de [Bre83]. Soit
Q un domaine borné de R?. On étudie I’équation de la chaleur sous la forme du
probléme suivant, d’inconnue u:  x [0,00) — C et de donnée initiale u®: Q@ — C :

O — Au =0 dans ),
(10) uloq =0,

u(-,0) = u°.
Cette équation modélise ’évolution de la distribution de température dans le do-
maine €, si 'on maintient le bord & température nulle.

PROPOSITION 4.36. Soit Q C R un ouvert borné. Il existe une base hilbertienne

(en)nen de L?(Q) et une suite de réels strictement positifs A, — oo telles que
en € C®(Q) N HH(Q) et —Ae, = A\pe, dans Q.

Le preuve utilise

LEMME 4.37 (Inégalité de Poincaré). u — ||Vul|12(q) est une norme équivalente
sur H(Q).

DEMONSTRATION. 11 suffit de trouver une constante C' telle que |[up2q) <

C||01ul|2 pour tout u € D(N), ce qui est facile en écrivant u(x) = fi)oo Ou(x +
te1)dt et en se souvenant que €2 est borné. ]

DEMONSTRATION DE LA PROPOSITION [£.36l On travaille sur H} () que I'on
voit par 'inégalité de Poincaré comme un espace de Hilbert pour le produit scalaire
(u,v) = fQ Vu- Vv, ot - désigne le produit scalaire usuel de C? : -y = Z?Zl ;-
Pour tout f € L2, la forme lindaire ¢ € Hi — [¢f est continue sur H¢ (et non
nulle sauf si f = 0), donc par le théoréme de Riesz il existe un unique u € Hg
tel que cette forme linéaire correspond & ¢ — (p,u). On note cette fonction T'f,
et T € L(L*(Q),H}()). Comme H(Q) C L*(Q) est une injection compacte, on
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peut voir T comme un opérateur compact sur L?(Q2). Il est autoadjoint : pour tout
f.9 € Hy(Q) C L*(9),

[ang= [vasn-vwy - [ 115

En prenant f = g on obtient [Tff = [|V(Tf)|> > 0, donc les valeurs propres
de T sont toutes positives. Elles sont méme strictement positives car T est injectif.
Par le théoréme L?(Q) a une base hilbertienne e,, de vecteurs propres de T, de
valeur propre p, > 0 qui tend vers 0. En particulier pour ¢ € D(f2), la distribution
Ae,, vérifie

un(—Aen)sOZ/V(unen)-V¢=/en<p,

et donc —Ae,, = 1/uye, au sens des distributions. En utilisant de la régularité
elliptique (voir tds) on a en fait que e,, € Ny,>0H™(w) = C>°(w) pour tout ouvert
w relativement compact dans €. (I

REMARQUE 4.38. En écrivant [ Ve, - Ve, = — [Ae,en = Ay [ €6 =
An0n.m, on obtient que la famille (e, /v/A,) est une base hilbertienne de H{ ().
Et méme une fonction u = Y ane, € L? appartient & H} si et seulement si
> Anlan|? < .

On peut maintenant résoudre 1’équation (sans le terme de bord) dans le
cas ot u® € L?() et ot on cherche u € C1([0, 00); L?(12)). En effet, on décompose
alors pour tout ¢ u(-,t) dans la base hilbertienne des e,, donnée par la proposition
4.50] :

u(z,t) = Z an(t)eq(x).
neN

L’équation dyu — Au = 0 devient donc al,(t) + Apan(t) = 0, et donc a,(t) =
e *ta,(0), ot a,(0) est déterminé par u® = > ane,. Et a posteriori on voit
que u(-,t) € HE(Q) pour tout ¢ > 0 puisque Y., Ane~*nfla,|? < oo dés que
S lan]? < oo et t > 0. 11 faut plus de travail (et de conditions de régularité sur le
bord de Q) pour obtenir plus de régularité sur u (voir [Bre83| et les références qui
y sont citées).

3.5. Calcul fonctionnel pour les opérateurs normaux. Dans cette par-
tie, le premier énoncé nous permettra de donner un sens & f(7T") pour tout opérateur
normal T et toute fonction continue sur o(7T). On parle de calcul fonctionnel
continu.

THEOREME 4.39. Soit T € L(H) un opérateur normal, et K = o(T) C C. Il
existe une unique application linéaire T: C(K) — L(H) tel que

— 71(z—1)=1d
—T(iez):T
—7(f)=7(f)"

— 7(fg9) = 7(f)7(9)
— IT(Dllecy = I flle

REMARQUE 4.40. En fait on écrira toujours 7(f) = f(T'). Heureusement cette
notation est consistante lorsque P est un polynome.
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Nous donnerons deux preuves de ce théoreme. La premiere que nous donnons
maintenant, ne marche que pour les opérateurs autoadjoint. La seconde utilise la
théorie de Gelfand, qui consitituera le dernier chapitre de ce cours.

DEMONSTRATION. Dans cette preuve on ne traite que le cas particulier ot T
est autoadjoint. Pour tout P € C[X], P(T) est un opérateur normal, donc par les

lemmes [£.2T] et £33 on a
|P(D)|lccey = p(P(T)) = sup{|P(N)|, A € o(T)} = || Pllox)-

En particulier, P(T) de dépend que de la fonction P|x : A — P(\) € C(K).
On peut donc poser 7(P |k ) = P(T). Cela définit 7 du sous-espace des fonctions
polynomiales & valeurs dans £(H), qui vérifie toutes les conditions du théoréeme. On
peut donc étendre par continuité 7 a 'adhérence des fonctions polynomiales dans
C(K), qui est C(K) tout entier par le théoreme de Weierstrass. Les conditions du
théoreme restent vraies par densité. O

DEFINITION 4.41. Un opérateur T € L(H) est dit diagonalisable s’il existe un
espace mesuré (X, ), une isométrie lindaire surjective U: H — L?(X, ), et une
fonction g € L*(X, u) telle que T = U~ o My o U, ou My € L(L*(X,u)) est
lopérateur de multiplication par g.

REMARQUE 4.42. Pour un opérateur diagonalisable T', on peut donc donner un
sens a f(T') pour toute fonction f borélienne sur C, on posant f(T') = U1 Mo,U.
En travaillant un peu plus (voir par exemple le chapitre 2 de [Con00]), on montre
que M o4 ne dépend que des valeurs de f sur o(7"). On a donc donné un sens & f(7T')
pour toute fonction borélienne f sur (7). On parle de calcul fonctionnel borélien.

REMARQUE 4.43. Pour tout ensemble borélien A C o(T'), Popérateur E(A) =
U~M, ~ogU est une projection qui commute avec T. On peut vérifier que E
vérifie plusieurs des axiomes des mesures : E(0) = 0, E(o(T)) =1, E(AUA’) =
E(A) + E(A’) — E(A N A'), et si (Ay,) sont des parties mesurables disjointes,
(E(UnAp)z,y) = >, (E(An)z,y). E est appelé une mesure a valeur projections,
et on écrit f(T) = [ fdE.

On peut observer qu'un opérateur diagonalisable est nécessairement normal.
On va montrer la réciproque.

THEOREME 4.44. Soit T € L(H) un opérateur normal. Alors T est diagonali-
sable.

Dans la preuve on aura besoin de la notion de vecteur cyclique.

DEFINITION 4.45. Soit T' € L(H). Un vecteur £ € H est cyclique pour T si H
est le seul sous-espace fermé de H qui contient & et qui est invariant par T et T*.

LEMME 4.46. Soit T € L(H) un opérateur normal. On suppose de plus qu’il
existe un vecteur cyclique £&. Alors T est diagonalisable.

DEMONSTRATION. Notons K = o(T'). Soit 7: C(K) — B(H) donné par le
théoréme On définit une forme linéaire ¢ sur C(K) par ¢(g) = (7(9)&, £). Elle
est continue car

(o) < IT@) e IEI7 = llglloc €N
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De plus elle est positive : si g € C(K) est positive, on peut écrire g = hh pour
h € C(K), et donc

p(f) = (r(hh)§, &) = (r(h)* ()€, &) = |IT(h)€]* > 0.
Par le théoreme de Riesz pour les mesures, il existe une mesure p borélienne sur
K telle que p(g) = [ gdp. Soit W: C(K) — H T'application W (g) = 7(g)&. Alors
W (g)| = (r(9)¢, 7(9)€) = (t(|9]*)&, &) = [ |g|*du. W est donc une isométrie pour
les normes L?. Comme C(K) est dense dans L?(X, u1) on peut donc étendre W en
une isométrie U: L?(X, ) — H. Soit f € C(K) la fonction définie par f(z) = 2.
Alors pour tout g € C(K), U(Msg) = W(fg) = 7(fg)§ = TU(g). Par densité
I'égalité U o My = T o U est valable sur tout L*(X, u). Pour conclure il suffit de
voir que U est surjectif. Mais son image est un sous-espace fermé contenant £ et
invariant par T" et T*. C’est donc H. (|

DEMONSTRATION DU THEOREME 4,441 On commence par prouver qu'’il existe
une décomposition orthogonale (finie ou dénombrable puisque H est supposé séparable)
H = ®;H; en sous-espace invariants par 7' et T* et admettant un vecteur cy-
clique pour T'. En effet, par le lemme de Zorn, il existe une famille maximale (H;)
de tels espaces deux a deux orthogonaux. Si par I’absurde l'inclusion &;H; C H
était stricte, alors posons Hy = (@iHlv)J-. Comme chacun des H; est invariant
par T (resp. T*), Hy est invariant pas T (resp. T). Soit & € Hy \ {0}. Alors
H} = vect(T™(T*)™¢&, n,m € N) est cyclique, invariant par T et T, et orthogonal
a chaque H;, ce qui contredit la maximalité de (H;).

Ecrivons donc H = ®;H;, et prenons pour tout ¢ un vecteur cyclique §; €
H;. Par le lemme précédent on a des espaces mesurés (X;, p;), des fonctions g; €
L>®(X;, p1;) et des isométries linéaires Uy : H; — L*(X;, p;) telles que T |z, = U; o
My, U;. Définissons (X, u) = &;(X;, pi) (c’est-a-dire X est la réunion disjointe des
X, v est la mesure o-finie p(E) = >, p(E N X;) définie sur la tribu des E tels
que E N X; est mesurable pour tout i) et f(z) = fi(z) si x € X;. Alors L2(X, ) ~
&, L*(X;, 1;), d’olt on déduit une isométrie surjective U: H — L*(X, ) telle que
T=U"'MU. O

3.6. Applications du calcul fonctionnel continu.

PROPOSITION 4.47. Soit T € B(H) un opérateur normal dont le spectre est
contenu dans C\ (—o0, 0] (ou plus généralement dans un ouvert simplement connexe
de C\{0}). Alors pour tout n € N, il existe un opérateur normal S tel que S™ =T.

DEMONSTRATION. Il existe une détermination continue du logarithme, donc de
la racine n-eéme sur C\ (—o0, 0] (ou plus généralement sur tout ouvert simplement
connexe de C\{0}). On pose donc S = f(T') pour une telle détermination. I’égalité
S™ = T résulte des propriétés du calcul fonctionnel continu et de f(z)" = z sur
C\ (—00,0]. O

PROPOSITION 4.48. (Décomposition polaire) Soit T € B(H). Alors il existe une
unique factorisation T = US ou U est une isométrie partielle et S est opérateur
autoadjoint S de spectre contenu dans R™T tel que U*U est la projection othogonale
sur l’adhérence de l’image de S.

DEMONSTRATION. Si T'= US est une telle décomposition, alors
T*T = SU*US = S?
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et donc nécessairement S = /T*T. Donc S est uniquement déterminé par T, et
U aussi, puisque U est nécessairement nulle sur I'orthogonal de 'image de S. Pour
l'existence, on pose S = T*T. On remarque que pour tout & € H, ||T¢||* =
(T*TE,€) = ||SE|)?, et donc on peut définir une isométrie de 'image de S dans
Iimage de T telle que U(SE) = T€. Elle s’étend en une isométrie de I'adhérence
de I'image de S sur l'adhérence de 'image de T, et en définissant U par 0 sur
lorthogonal de 'image de S on obtient I’isométrie partielle recherchée. O

PROPOSITION 4.49. Soit T € L(H) un opérateur normal. Si A € o(T) est isolé,
alors A est une valeur propre de T'.

DEMONSTRATION. Si A est isolé, f, la fonction indicatrice de ), est une fonction
continue sur o(7T). Notons P = f(T). Par les propriétés du calcul fonctionnel,
on a ||P|| = [|fll¢(e(r)) = 1 donc en particulier P est non nul. De plus comme
2f(z) = Mf(z) pour tout z € o(T), on a TP = AP. Autrement dit les éléments de
I'image de P sont des vecteurs propres pour la valeur propre A.

En fait, P est la projection orthogonale sur ker(T" — A). Comme f est réelle et
f?=f, P= P* et P2 = P par les propriétés du calcul fonctionnel. Ceci implique
que P est la projection orthogonale sur son image. On a déja vu que son image
est contenu dans ker(T — AId). Pour la réciproque, Montrons que I'm(P)* = ker P
ne contient pas de vecteur propre de valeur propre A. Pour cela, considérons la
fonction g continue sur o(T) égale & g(z) = (2 — A\)~! si 2 # X et 0 sinon. Alors
(z—=X)g=(1—f), et donc si x € ker P Nker(T — \),

x=(1—-Plx=g(T)(T—Nz=0.
(]

PROPOSITION 4.50. (Lemme de Schur) Soit S une partie de B(H) stable par
x — x*. Alors les assertions suivantes sont équivalentes.

(1) Les seuls sous-espaces fermés invariants par tous les éléments de S sont
{0} et H.

(2) Le commutant de S est trivial : si a € B(H) est tel que ax = xa pour tout
x €S, alors a € CId

DEMONSTRATION. : est évident car la projection orthogonale P sur un
sous-espace fermé invariant par S vérifie xP = PxP pour tout = € S, et donc
Px = (z*P)* = (Pz*P)* = PxP = xP puisque z* € S.

Pour la réciproque :>, on commence par traiter le cas ot a € B(H) com-
mute avec S et est autoadjoint. Si a n’est pas un multiple de identité, son spectre
o(a) contient au moins deux élements distincts, et donc il existe deux fonctions f
et g continues sur o(a) et non nulles telles que fg = 0. Alors adhérence K de
limage de f(a) est un sous-espace fermé non nul de H, qui est invariant par S :
siz € Set & € H, xf(a) = f(a)z € K. De plus K est distinct de H puisque
g(a) est nul sur K : g(a)f(a) = (fg)(a)¢ = 0. Dans le cas général, si a € B(H)
appartient au commutant de .S, alors a* aussi car S = S*, et donc également les
parties réelle et imaginaire de a. Par le cas autoadjoint, on en déduit que les parties
réelle et imaginaire de a sont des multiples de I'identité, et donc a aussi. ([

3.7. Application : Théoréme ergodique de von Neumann. On donne ici
une application du théoreme de diagonalisation des opérateurs normaux. Le cadre
est le suivant :
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Soit (€2, 1) un espace de probabilité et T: Q — £ une bijection mesurable
d’inverse mesurable et préservant la mesure. On dira que ¢ est ergodique si les seuls
ensembles essentiellement invariants par ¢ sont ceux de mesure totale ou nulle :

VA C Q mesurable u(AAT(A)) =0 = p(A) € {0,1}.

THEOREME 4.51 (Théoréme ergodique de von Neumann). Soit T' une transfor-
mation ergodique d’un espace de probabilité (2, u). Alors pour tout f € L?(Q, i),

1n—1
7ZfoTk—>/fd,u
nk:O

dans L*(Q, ).

On peut traduire I’énoncé précédent purement en termes d’espaces de Hilbert.
En effet, si T est une transformation préservant la mesure de (€2, 1), 'opérateur
U: f e L*(Q,u) — foT est un opérateur unitaire de L?(Q, u). Si de plus T
est ergodique, ker(U — 1) se réduit aux fonctions constantes : en effet si Uf = f,
Pensemble {z, f(x) € B} est essentiellement T-invariant pour tout borélien B de C,
donc de mesure nulle ou pleine par ergodicité. Ceci montre bien que f est constante.
Le théoreme de von Neumann découle donc du

THEOREME 4.52. Soit H un espace de Hilbert et U un opérateur unitaire sur
H. On note P la projection orthogonale sur ker(U — 1). Alors pour tout £ € H,

n—1

1
lim =} " U*¢ = P¢.
17rlnnk:0 3 3

DEMONSTRATION. Un opérateur unitaire est normal. Par le théoréme on
peut supposer que H = L?(X,v) et U = M, pour un espace mesuré (X,v) et une
fonction g € L>(X,v). Alors 1 = UU* = Mgz, donc g est presque stirement de
module 1, et la projection P est la multiplication par la fonction indicatrice de
{z,g9(x) = 1}. On a donc presque slirement

1 &(x) si g(x) =1
n kZ:Ong(l’) = { 1g(=)"—1 (z) I

9@ =1 sinon.

. . —1 ~
En particulier, % o U k¢(x) converge presque siirement vers P¢(x), et la conver-
gence a aussi lieu dans L? par le théoreme de convergence dominée. O

4. C*-algébres commutatives

4.1. Spectre d’une algebre de Banach et transformée de Gelfand.
Dans cette partie, A sera une algebre de Banach commutative.

DEFINITION 4.53. Un caractére de A est une forme linéaire A sur A telle que
A(1) =1 et A(zy) = A(z)A(y) pour tout z,y € A.
Le spectre de A est ’ensemble A des caracteres de A.

Remarquons qu’un caractére n’est pas supposé continu. C’est automatique,
comme le montre le

LEMME 4.54. Si A est un caractére de A et x € A, A(z) € o(x).
Tout caractére de A est continu, et de norme 1. Le spectre de A, muni de la
restriction de la topologie préfaible, est compact.
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DEMONSTRATION. Si A est un caracteére et A ¢ o(x), on a
1=A((z=N(z-X)"") =Ax—-NAxz-X""

En particulier A(z — A) = A(z) — A # 0. Ce qui montre bien que A(x) € o(x).
Comme le rayon spectral est plus petit que la norme, on obtient que |A(z)| <
lz]]. Et donc A est continue et de norme inférieure ou égale a 1. L’inégalité inverse
est claire car A(1) = 1.
Il est facile de vérifier que A est une partie préfaiblement fermée de A*. Elle est

bornée par ce qui précede; elle est donc préfaiblement compacte par le théoreme
de Banach-Alaoglu (Théoreme [1.42)). O

EXEMPLE 4.55. Soit A = ¢!(Z) pour le produit de convolution : si a = (an)nez
et b = (bp)nez alors axb = (3, arbn—k)nez. La correspondance a — f, ou f,
est la fonction 27-périodique f,(t) = >, .5 ane™ identifie A avec I'ensemble des
fonctions 27-périodiques dont la suite des coefficients de Fourier est sommable, et
fa*b = fafb~

A est une algebre de Banach commutative, et son spectre s’identifie & R/27Z,
le caracteére correspondant a t + 2wZ étant a — f,(t).

DEMONSTRATION. Tout ¢t € R/27Z définit clairement un caractére de A, et
deux nombres distincts ¢, ¢ définissent des caracteres distincts. Réciproquement, si
X est un caractere de A, posons z = x(e*) (ol on identifie la fonction 27-périodique
e’ avec sa suite de coefficients de Fourier (8,.1)nez). Alors |2| < [le”]|a = 1 et de
plus comme 1/z = x(e™%), on a |1/z| < 1, ce qui prouve que |z| = 1. Si t € R est
tel que e = z, alors x(a) = f.(t) pour tout polynome trigonométrique, et donc
pour tout a € A par densité. O

DEFINITION 4.56. Un idéal I C A est un sous-espace strict de A tel que
zxeletyec A= zy el

LEMME 4.57. Un idéal ne contient aucun élément inversible.
Tout idéal maximal est fermé.
Tout idéal est contenu dans un idéal maximal.

DEMONSTRATION. Le premier point est clair : un idéal qui contiendrait un
élément inversible contiendrait 1, et donc tout élément de A. Pour le deuxieme,
remarquons que l'adhérence de tout idéal est un idéal (comme il n’intersecte pas
Pouvert des éléments inversibles, son adhérence non plus). Le troisieme découle du
lemme de Zorn. (I

Le résultat essentiel suivant est du a Gelfand.

PROPOSITION 4.58. L’application A € A ker A réalise une bijection entre le
spectre de A et les idéaux maximaux de A.

DEMONSTRATION. Cette application est injective : en effet si deux formes
linéaires ont méme noyau et prennent tous les deux la valeur 1 en 1, elles sont
égales.

Pour la surjectivité c’est plus subtil. Soit I un idéal maximal. Il est fermé par
le lemme précédent. On munit Pespace quotient A/I d’une structure d’algebre de
Banach de la fagon suivante. Si 7: A — A/I est 'application quotient, on définit
||7(z)|| = infyez ||z + y||. Cela fait de A/I un espace de Banach car I est fermé.
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On définit un produit par m(x)7(y) = 7(xy). Il est bien défini car I est un idéal,
et cela munit A/I d’'une structure d’algebre de Banach, et m est un morphisme
d’algebres de Banach. Dans cette algebre, tout élément non nul est inversible. En
effet, si w(x) # 0, cela signifie que « ¢ I. Donc I +2A = A (sinon ce serait un idéal
contenant strictement I, contredisant la maximalité). En particulier il existe y € A
tel que xy — 1 € I, et donc 7(x)w(y) = 1. Donc 7(x) est inversible. Cela implique
que A/I est isomorphe & C : si w(z) € A/I, il existe A € o(w(x)) par le théoreme
et par ce qui précede m(x) — A = 0. Donc 7 est en fait un caractere de A, de
noyau exactement I par construction. (Il

On en déduit
PROPOSITION 4.59. Soit x € A. Alors

o(z) = {A(z),A € A}.
DEMONSTRATION.

A€ o(x)

x — X non inversible

x — X\ est contenu dans un idéal maximal
N e A, Az —A) =0

A e A A(z) = A

t oo

O

Soit A une algebre de Banach commutative. Pour tout 2 € A, la fonction
v(x): A € A A(z) est continue. Pour x = 1, c’est la fonction constante égale a 1.
De plus v(zy) = v(z)v(y) et par la proposition sup, . 7 [A(z)| = p(z) < [|=]|.
~ est donc un morphisme d’algébres de Banach (uniferes). Cela justifie la définition

DEFINITION 4.60. Soit A une algebre de Banach commutative. La transformée

-~

de Gelfand est le morphisme d’algebres de Banach v: A — C(A) défini par
Y(z)(A) = A(z).

Dans l'exemple [£.55] la transformée de Gelfand est Papplication a — f,.

Le théoreme suivant est un résultat célebre di & Wiener. La preuve que 'on
donne est due a Gelfand. Donner une preuve élémentaire de ce résultat était une de
ses motivations pour développer la théorie des algebres de Banach commutatives.

THEOREME 4.61. Soit (an), € £'(Z). On suppose que f(t) =Y, .z ane™ ne
s’annule pas sur R/2wZ. Soit g(t) = 1/ f(t). Alors la suite (§(n))nez des coefficients
de Fourier de g est dans (*(Z).

DEMONSTRATION. Notons A 'algebre de Banch ¢1(Z) pour le produit de convo-
lution comme dans ’exemple L’hypothése que f ne s’annule pas sur R/27Z
équivaut a dire que x(a) # 0 pour tout caractere de 'algebre de convolution ¢*(Z),
et donc par la proposition précédente que a est inversible : il existe b € (1(Z)
tel que a * b = 1. Reste & voir que (by)nez est la suite des coefficients de Fou-
rier de g. Pour cela on évalue a * b = 1 en les caracteres de ¢1(Z), et on obtient
F@) fo(t) = 1ot fo(t) = 3, czbne™. Et donce g(t) = fo(t) = 3, bpe™, ce qu'il
fallait démontrer. (]
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4.2. C*-algebres commutatives.

DEFINITION 4.62. Une C*-algebre est une algébre de Banach A munie d'une
opération *: A — A appelée involution, et qui vérifie les axiomes

— x — x* est antilinéaire.

— (zy)* = y*x* pour tout z,y € A.

— (x*)* = x pour tout z € A.

— llz*z] = |l=||.

EXEMPLE 4.63. Si K est un espace topologique compact, C(K) est une C*-
algebre, pour la norme et le produit usuels, et 'involution f*(z) = f(x).

EXEMPLE 4.64. L£(H) est une C*-algebre pour tout espace de Hilbert H ; pour
lopération d’adjoint hilbertien. Plus généralement toute sous-algebre fermée et
stable par I’adjoint est une C*-algebre. Un théoréme qu’on ne montre pas ici affirme
que toute C*-algebre peut étre réalisée de cette maniere.

De méme que dans L£(H) on définit les éléments autoadjoints, unitaires, les
isométries partielles, normaux d’'une C*-algebre.

LEMME 4.65. Soit A une C*-algébre. Six € A vérifie x* = x, alors o 4(x) C R.

DEMONSTRATION. On a prouvé ce lemme pour A = L(H) en utilisant le
théoreme de Lax-Milgram. Voici une preuve valable en général. Soit A = a +ib €
o4(z). Alors pour tout t € R, a+i(b+t) € o 4(z+it) et donc |a+i(b+t)]? < ||z+it|?,
ce qui devient en utilisant le dernier axiome des C*-algebres

a® +(b+1)* < (o —it)(a + it)l| = |a® — 2] < [|l=]|* + ¢,

et donc 2bt < ||z]|? — a? — b%. Comme cette inégalité est vraie pour tout ¢t € R, on
a bien b = 0, ce qu’il fallait démontrer. O

PROPOSITION 4.66. Soit A une C*-algebre et x € A est normal, alors p(z) =
[l

DEMONSTRATION. La méme preuve que dans la Proposition s’applique.

|

En général, si A C B est une inclusion d’algebres de Banach de méme unité, un
élément de A peut étre inversible dans B sans étre inversible dans 4. Autrement
dit pour z € A, l'inclusion évidente op(x) C oa(x) peut étre stricte (Remarque
. Un fait important est que ce n’est pas possible pour des C*-algebres : on
continuera donc & écrire o(x) sans se soucier de la C*-algébre dans laquelle on se
place.

PROPOSITION 4.67. Soit A C B des C*-algébres (avec la méme unité et la
méme norme) et v € A. Alors o 4(x) = op(x).

DEMONSTRATION. Il suffit de montrer que si x est inversible dans B, alors x
est inversible dans A. On commence par traiter le cas ou z est auto-adjoint. Alors
pour tout t € R*, o4(z + it) C R+ it par le Lemme et en particulier x + it
est inversible dans A. Or par continuité de l'inverse dans l’algebre de Banach B,
(r +it)~! tend quand t — 0 vers 2! (Pinverse de = dans B). Donc 2! appartient
a A car A est complet donc fermé.

Supposons maintenant x € A arbitraire, mais inversible dans B. Alors x*x est
un élément de A autoadjoint et inversible dans B, donc par le point précédent son

inverse (x*z)~! = 2z~ !(2*)~! appartient & A, donc 71 = (z*z)~1z* aussi. O
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SiT € L(H), la C*-algebre engendrée par T est ’adhérence des polynoémes non
commutatifs en T et 7. C’est une C*-algebre commutative si et seulement si 7" est
normal. Etudier les C*-algebres commutatives est presque étudier les opérateurs
Normaux.

THEOREME 4.68. Si A est une C*-algébre commutative, la transformée de Gel-
fand est un isomorphisme d’algébres de Banach, et elle vérifie y(z*) = ~v(x) pour
tout z € A.

DEMONSTRATION. Tout d’abord, comme A est commutative, tout élément x €
A est normal, et donc par les propositions [1.66] et [1.59]

@)leqz) = sup |AG)] = p(a) = o]

Donc 7 est isométrique. On prouvera que -y est surjective a la fin.

Si # = z* € A, on obtient que pour tout A € A, A(z) € o(z) C R. Pour
arbitraire, on peut écrire x = a + ib ot @ = (x + 2*)/2 et b = (ix* — iz)/2 sont
autoadjoints, et on en déduit que A(z*) = A(a) — iA(b) = A(z). Cela démontre
donc que y(z*) = ().

L’image de v est donc une sous-algebre fermée de C (.Z) qui sépare les points
et qui est stable par f — f. Elle est donc tout C(.,Zl\) par le théoréme de Stone-
Weierstrass. (]

On peut maintenant donner une preuve complete du calcul fonctionnel continu
pour les opérateurs normaux.

DEMONSTRATION DU THEOREME [4.39] Notons A la C*-algebre engendrée par
T. Comme T est normal, A est commutative et on peut considérer v: A — C (le\)
la transformée de Gelfand, qui est un isomorphisme isométrique d’algebres de
Banach. Alors comme {A(T),A € A} = o(T), pour toute fonction f sur o(7T),
fo~(T) est bien définie comme une fonction continue sur On peut donc poser
7(f) = v Y(foy(T)). Les propriétés du théorémesont toutes évidentes a partir

des propriétés de la transformée de Gelfand. ]

2. Remarquons qu’ici on utilise de fagon cruciale la proposition






Chapitre 5

Problemes

Ce chapitre contient les énoncés de problemes, donnés comme devoirs a la
maison, examens partiels ou examens finaux.

1. Représentabilité finie, ultraproduits et super-reflexivité

Devoir a la maison en 2013

Représentabilité finie. Dans tout cet exercice, les espaces de Banach seront
sur le corps des réels. Pour 1 < p < 0o, on notera /P ’espace de Banach des suites
de nombres réels telles que ||(z1)x|l, = (32, |7x|P)/P < oo, et on notera ¢y le sous-
espace fermé de ¢>° des suites qui tendent vers 0. On pourra utiliser sans preuve
que si 1 < p < oo (respectivement si p = 1) et si ¢ est tel que 1% + % =1,/
s’identifie au dual de £7 (respectivement co) pour la dualité (x,y) = >, N TkYk-
On notera aussi £ ’espace R™ muni de la norme ¢?, et on pourra utiliser que 2
est le dual de £2 pour la dualité Y ;_, zxys pour tout p,q tel que 1% + % = 1. Plus
généralement si p € [1,00], E est un espace de Banach et et si ZéV(E) désigne 1’es-
pace de Banach E muni de la norme ||(x1,...,2x)| = [|(|z1x,-- -, ||$N||X)Hg$7,

alors le dual de €)Y (E) s’identifie isométriquement avec £)(E*) pour la dualité
(1, -y 0on), (@1, an)) = 32, pi(ws) et 1/p+1/g=1.

Soient E, F' des espaces normés. On dit que F est finiment représentable dans
F si pour tout sous-espace vectoriel V' de E de dimension finie et tout € > 0, il
existe une application linéaire u : V — F telle que

(11) (1 =e)lzlle < u@)|r < ||zlle.Ve € V

1) Montrer que la relation “est finiment représentable dans” est transitive : si
E est finiment représentable dans F' et F est finiment représentable dans G, alors
FE est finiment représentable dans G.

2) Soit E un sous-espace vectoriel dense dans un espace normé F. Montrer que
F est finiment représentable dans E. (Indication : si M 2@ est une base

d’un sous-espace V C F, et (mS))n C FE est une suite qui converge vers z(*), on

considérera la suite u,, € L£(V, E) définie par u,(z(?) = 2 et on montrera que,
pour tout € > 0, u,, vérifie pour n assez grand.)

3) Soit 1 < p < co. On note LP lespace LP([0,1],dx) par rapport a la me-
sure de Lebesgue dx. On note A, la tribu finie de [0,1] dont les atomes sont
[0,1/n),[1/n,2/n),...,[1 —=1/n,n].

a) Montrer que LP([0,1], A,,dx) est isométriquement isomorphe & ¢£. En déduire
que £P est finiment représentable dans L? (on utilisera 1 et 2).

b) Montrer par la méme méthode que LP est finiment représentable dans ¢P (on
pourra utiliser sans preuve que U, LP([0, 1], Ay, dx) est dense dans LP([0, 1], dx)).

69
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4) Le but de cette question est de montrer le principe de réflexivité locale :
si F un espace de Banach, son bidual E** est finiment représentable dans E. Soit
donc V' un sous-espace de dimension finie n de E** et € > 0.

a) Montrer qu’il existe un ensemble fini S d’éléments de norme 1 dans E* tel que
maxgyes p(x) > (1 —¢)||z| pour tout z € V' \ {0}.

b*) On admet dans cette question que pour tout espace normé de dimension finie
V le bidual de L£(V, E) s’identifie isométriquement & L(V, E**), et que 'inclusion
J: L(V,E) — L(V, E**) correspondante est donnée par J(u) = Jg o u pour tout
u:V — E. Onnote X = L(V,E**) et Bx la boule unité de X. Montrer que
{u € Bx,Vz € V tq ||| = 1, max,ecs ¢(u(x)) > (1 —¢)} est un ouvert préfaible de
Bx. En déduire lexistence de u : V — E satisfaisant (11)) (on pensera au Lemme
de Goldstine).

5**) Dans cette question on montre le résultat admis a la question précédente.
a) On suppose que V = £.. Montrer que si ey, ..., ey est la base canonique de £},
alors lapplication £(V,E) — (2 (E) qui envoie u sur (u(e1),...,u(en)) est une
isométrie. Conclure dans ce cas.

b) On suppose que la boule unité de V' a un nombre fini z1,...,zy de points
extrémaux. On note ¢: £ — V D'application linéaire qui envoie (..., Ay) sur
> Aix;. Justifier que ¢ est de norme 1, et que tout élément de z a un antécédent
par ¢ de méme norme. En déduire que £(V, F) s’identifie isométriquement au sous-
espace de L(l4, E) des applications u telles que ker(q) C ker(u). Conclure dans ce
cas.

c¢) Traiter le cas général.

Ultraproduit d’espaces de Banach et représentabilité finie. On sait tres
bien que toute suite bornée de réels admet une valeur d’adhérence. Un ultrafiltre
est un objet mathématique (une recette) qui permet de choisir, simultanément pour
toutes les suites bornées, une valeur d’adhérence, et ceci de maniere compatible avec
I’addition et la multiplication terme-a-terme des suites réelles. Plus formellement,

DEFINITION 5.1. Un ultrafiltre w est un caractere de £>° (c¢’est-a-dire une forme
linéaire non nulle telle que w((anby)n) = w((an)n)w((by)n) pour tout (ap)n, (bn)n €
£°) tel que w(a,) = lim, a,, pour toute suite convergente.

On admet Dexistence d’un tel ultrafiltre (on en verra une preuve plus tard dans
le cours, comme une conséquence du lemme de Zorn).

1) Soit w un ultrafiltre au sens de la définition. Montrer que w((by)n) > 0si by, >
0 pour tout n assez grand. En déduire que w((ay,)r) est, comme annoncé, une valeur
d’adhérence de la suite (a,,). En déduire que si (a,),, est une suite bornée dans R%,
avec d > 1 (on écrit a,, = (ag), ce aﬁld))), alors le vecteur (w(ag))n, .. ,w(a%d))n) €
R est une valeur d’adhérence de (a,).

Notation On notera lim,, a,, la valeur w((an)n)-

2) Soit Fun espace de Banach. Montrer que £*°(F) = {(z,)nen € FN,sup,, [|[za] <
oo} est un espace de Banach pour la norme sup,, ||z,||. Montrer que N, = {(z,,) €
(X)), limy, ||z,|| = 0} est un sous-espace fermé.

3) On note [], F' le quotient de ¢*°(F) par le sous-espace N,,, c’est-a-dire
Pensemble des classes {x+ N,z € £°°(F)}. Montrer que ||(zy)n+ Ny || := limy, ||z, ||
est bien défini et est une norme qui fait de [[  F un espace de Banach.
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4) Soit E un espace de Banach séparable finiment représentable dans un espace
de Banach F'. Dans cette question on montre que E est isométriquement isomorphe
a un sous-espace vectoriel de []  F.

a) Montrer qu'il existe une suite croissante V,, de sous-espaces de dimension finie de
FE telle que le sous-espace vectoriel U, V;, est dense dans F, et une suite u,, : V,, - F
d’applications linéaires telles que vérifiant avec € = 1/n.

b) Pour tout = € U,V,,, on pose u(x) = (un(x))n + N, € ][], F out par convention
un(x) =0siz ¢ V,,. Montrer que u est linéaire et isométrique. Conclure.

5%) Réciproquement, montrer que [[ F (et donc tous ses sous-espaces) est
finiment représentable dans F (On utilisera la partie bleu de la question 1)).

Super-réflexivité. Si P est une propriété d’espaces de Banach, on dira qu’un
espace de Banach I’ a super — P si tout espace de Banach finiment représentable
dans F' a la propriété P. Une propriété est appelée une super-propriété si P est
équivalent a super — P.

Par exemple, un espace de Banach F' est dit super-reflexif si tout espace de
Banach finiment représentable dans F' est réflexif.

On considere lespace X = @202°, c’est-a-dire 'ensemble des suites (z,,), avec
wn € 47 et (3, [lzn]*)/? < 0.

1) Montrer que X est un espace de Banach. Montrer que son dual s’identifie
isométriquement avec @g2f}. Montrer qu’il est réflexif.

2) Montrer que ¢y est finiment représentable dans X. En déduire que X est
réflexif et non super-réflexif. En déduire que la réflexivité n’est pas une super-
propriété.

3) Soit w un ultrafiltre au sens de la partie précédente. Montrer que F est
super-réflexif si et seulement si [[, F' est réflexif (on pourra admettre qu’un espace
est réflexif si et seulement si tous ses sous-espaces séparables le sont).

4) En déduire qu’un espace de Banach isomorphe (pas nécessairement isométrique)
a un espace super-réflexif est super-reflexif.

5) Montrer que 'uniforme convexité est une super-propriété. En déduire que
tout espace de Banach qui est isomorphe & un espace uniformément convexe est
superréflexif.

Remarque. Un théoréeme célebre d’Enflo affirme la réciproque : tout espace
de Banach super-rélfexif peut étre renormé avec une norme équivalente qui est
uniformément convexe.

2. Dentabilité et théorémes de points fixes
Devoir & la maison en 2014
Remarque : Ce devoir & la maison est & rendre pour le jeudi 2 octobre. Il com-
porte trois exercices, de difficulté décroissante. Le résultat montré dans ’exercice i
sera utilisé dans I’exercice i + 1.

Dentabilité. Soit X un espace de Banach réel séparable, et K C X une
partie convexe et compacte pour la topologie faible. On fixe ¢ > 0. Dans cet exercice
on montre qu’il existe une partie K’ C K convexe compacte (pour la topologie
faible) telle que K \ K’ est non vide et de diametre inférieur a e.

(1) Onnote E I'ensemble des points extrémaux de K, et E son adhérence pour
la topologie faibLe (c’est un compact pour la topologie faible). Montrer
qu’il existe yo € F tel que B(yo,£/3) N E est d’intérieur non vide dans F
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pour la topologie faible (on pourra utiliser la forme suivante du théoréme
de Baire : dans un espace topologique compact, une union dénombrable
de fermés d’intérieur vide est d’intérieur vide). Notons U cet intérieur.

(2) On définit K; comme I’adhérence de 1’enveloppe convexe de E \ U, et Ko
comme I'adhérence de 'enveloppe convexe de B(yg,e/3) N E. Montrer que

K={tv+(1—-t)w,t€[0,1),v € K1,w € Ks}.

Pour § € [0,1] on définit K () = {tv+ (1 —t)w,t € [0,1],v € Ky,w €
K>}

(3) Montrer que K () est une partie convexe compacte de K.

(4) Montrer que le diametre de K \ K(4) est strictement inférieur & € si 0 est
assez petit.
Soit y e UNE.

(5) Soit V un voisinage convexe de 0 (pour la topologie faible), et par com-
pacité z1,...,2, € E\ U tels que U;(z; + V) contient £\ U. Montrer que
K est contenu dans 'enveloppe convexe de U;(z; + V) N K. En déduire
que siy € K1, (y — V) intersecte E\ U. Montrer que ce n’est pas possible
pour un bon choix de V, et donc que y ¢ K;. En déduire que y ¢ K(9)
pour tout § > 0.

Un théoréme de point fixe. Dans tout cet exercice, X sera un espace de
Banach sur R et K C X une partie convexe qui est compacte pour la topologie
faible o(X, X*). On va démontrer le résultat suivant.

1l existe x € K tel que gr = x pour toute isométrie linéaire g de X telle que
g(K) =K.

1) Soit F' € L(X) linéaire telle que F(K) C K. On va montrer qu’il existe

x € K tel que F(x) = x.
a) On note F,, € L(X) lapplication F,(z) = X (z+ F(z) + F?(z)+ -+ F""!(z)).
Moutrer que F,,(K) est une partie compacte de K, et que N, F,, (K) est non vide.
b) Soit x € N, F,(K). Montrer que F(x) =

Jusqu’a nouvel ordre on suppose que X est séparable.

Soient g¢1,...,g, des isométries linéaires de X telle que g;(K) = K. On pose
F(z) = g1(@)+-+gn(z)

n
2) Montrer que F' a un point fixe z¢ dans K.

3) Dans cette question on montre qu'’il existe i tel que g;(xo) = zo. On suppose,
par Pabsurde, que ce n’est pas vrai et on pose £ = min; ||g;z9 — zo| > 0. On
note G le sous-groupe des isométrie linéaires de X engendré par g1, ..., gn. Soit
K C K l'adhérence faible de l’enveloppe convexe de {hxo, h e G} C’est un convexe
faiblement compact tel que gz(K )= K pour tout 4. Soit K' C K donné par l'exercice
de dentabilité.

Montrer qu’il existe h € G tel que hzg ¢ K'. Montrer en utilisant la propriété de
dentabilité que hg;xg € K’ pour tout ¢. En déduire que hF'zqg € K'. Conclure.
4) Montrer que g;(xg) = xo pour tout i.

On ne suppose plus que X est séparable.

5) Soient gi,...,gn des isométries linéaires de X telle que ¢;(K) = K. Soit
y € K. Montrer qu’il existe un sous-espace fermé séparable Y C X contenant y et
tel que ¢;(Y) =Y pour tout 1 < i < n. Montrer qu’il existe x € K NY tel que
gi(z) = x pour tout 1 <i < n.
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6) Montrer qu’il existe © € K tel que gz = x pour toute isométrie linéaire g de
K telle que g(K) = K.

Un autre théoréme de point fixe. Soit (X, 1) un espace mesuré o-fini et
posons E = LY(X,u). Soit A une partie bornée non vide de E. On montre qu’il
existe une f € F fixé par toutes les isométries de E qui préservent A.

On rappelle que, comme tout espace de Banach, F s’identifie naturellement
a un sous-espace de Banach de E** (via l'application notée Jg dans le cours; ici
on omettra Jg et on identifiera f € E et son image par Jg). On admettra que E
admet un supplémentaire fermé Ey C E** tel que || f + z| g~ = || f|| + ||z| pour
tout x € Ey et tout f € E (théoreme de Yosida-Hewitt).

1) Pour A une partie bornée d’un espace de Banach V', on pose

pv(A) =inf{r > 0,3z € V tel que A C B(x,r)}

et
Cv(A) ={ceV,ACB(cpy(A)}.

a) Montrer que Cy(A) est une partie convexe bornée de V, et que Cy(A) est
non vide et préfaiblement compact si V' est un espace de Banach dual. (Remarque
culturelle : Cy (A) est appelé centre de Chebychev de A ; il peut trés bien étre vide,
ou bien infini...)

b) Montrer que Cy (A) est réduit & un point si V' est uniformément convexe.
2) On considére maintenant £ = L'(X, 1), et A une partie bornée non vide de E.
Montrer que Cg+««(A) est contenu dans E. En déduire que Cg(A) est non vide et
faiblement compact.

3) Conclure (on utilisera I'exercice précédent).

3. Distribution
Partiel 2013
Soit d > 1 un entier. On rappelle que § est la distribution sur R? donnée par
5 = ¢(0), et on note §(*) = D*§ pour a € N9,
Soit d > 1 un entier et P € C[Xy,...,X ] un polynéme complexe en d
indéterminées. On note m son degré et (ca)ja|<m ses coefficients :

P=P(X),...,Xo)= Y caX® ot X*=X{" .. . XJ*sia=(a,...,aq) € N

| <m
On note S € D'(RY) la distribution S = " ¢, 0.
(1) Quel est le support de S? Quel est son ordre? Quelle est sa transformée
de Fourier 7

(2) Montrer qu'une distribution 7 € D'(R%) vérifie Y coD*T = 0 si et
seulement si 7' % S = 0.

(3) Montrer qu'il existe une distribution tempérée non nulle 7' sur R telle
que Y., coD*T = 0 si et seulement si le polynéme P(i&) possede une
racine dans R%.
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4. Distributions, encore

Partiel 2013

Soit d > 2. On rappelle que la distribution E; € D'(R?) définie par

logr sid=2
FE, =
¢ {r2_d sid>3

vérifie AE,; = ¢4 pour une certaine constante cg > 0.

(1) Soit ¢ € D(RY) telle que ¢ = 1 au voisinage de l'origine. Montrer que
= A(pEy) — cqd est un élément de D(RY).

(2) Montrer que 9;(pE4) € L*(R?) pour tout j =1,...,d.

(3) Soit T € D'(R?) telle que 0;T € LP(R?) pour tout j = 1,...,d. Montrer
que T € L7 (RY).

loc

5. Moyennabilité
Partiel 2013

Soit X est un ensemble. Pour 1 < p < oo on utilise la notation habituelle
¢?(X) pour l'espace de Banach des fonctions f : X — R telles que || f||, < oo on
1l = (e 1 (@)P)177 si p < 00 et |[flle = supye |f(x)]. On fora attention
que ¢*°(X) n’est pas séparable si X est infini. On rappelle que si 1 < p < oo et
1< qg<ooavee 1/p+1/q = 1, le dual de ¢#(X) s’identifie avec £4(X) pour la
dualité (f,g) =>_, f(z)g().

On dira qu'une forme linéaire ¢ € £°°(X)* est positive si p(f) > 0 pour tout
f € 07°(X) telle que f(X) C RT. On dira que ¢ € £*°(X)* est une moyenne si ¢
est positive et p(1x) = 1.

A- Moyennabilité

Lorsque X = I' est un groupe pour une opération notée -, on notera 7, les
translations & gauche sur /P(T') : 7,f(z) = f(¢~' - x). On dira quune moyenne ¢
sur £°°(I") est invariante (& gauche) si (7, f) = ¢(f) pour tout f € £>°(I') et g €T

Etant donné un groupe dénombrable I' et 1 < p < oo, on se propose de
démontrer 1’équivalence des propriétés suivantes.

(i) 11 existe une moyenne invariante a gauche sur £>°(T").

(ii) il existe une suite f, € ¢P(I") de norme 1 (||fnll, = 1) telle que lim, || f, —
Tganp = 0 pour tout g € I

(iii) il existe une suite F;, de parties finies de I" telles que lim,, |g - F, AF,|/|Fn| =
0 pour tout g € I' (ol |A| est le cardinal de A et AAB est la différence
symmétrique de A et B : AAB=(AUB)\(ANB)etg-A={g-a,a € A}).

1) Fixons p = 1. Dans cette question on suppose non et on montre non.

Notons M la partie convexe de ¢*(T') définie par M = {f: T = R, . f(z) =

1}.

a) Montrer qu'il existe une partie finie S CI'et € > 0 tel que 3 g [[7gf — fll1 > ¢

pour tout f € M.

b) Montrer qu'il existe (hy)zes € ()% tel que (>

tout z € T

¢) En déduire non(f).

2) Ici on montre que la condition ne dépend pas de p € [1,00). Soit ¢ €

(1, 00).

geS’Tg—lhg — hg)(x) > 1 pour
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a) Montrer que pour tout s,t € R, ||s|*/7 — [t|*/9] < |s — t|/4.
b) Pour f dans ¢*(T"), on note f(s) = |f(s)|"/7. Montrer que si f, f’ sont de norme
1 dans ¢1(T"), alors f, f’ sont de norme 1 dans ¢4(T) et || f — f’Hq <|If - f’||}/q. En
déduire que avec p = 1 implique avec p = q.
¢) Montrer que pour tout s,t € R, ||s|? — [t|9] < q(|s| + [t])?!|s — t|. En déduire
que avec p = q implique avec p = 1.

3) Dans cette question on suppose a nouveau p = 1 et on montre :>.
Supposons donc . Pour r > 0 on pose F,(r) = {z € T, |f,(z)] > r}.
a) Montrer que [, |Fy,(r)|dr = 1. En particulier F,(r) est finie pour tout r > 0.
b) Soient s,¢ > 0. Montrer que

|S — t‘ = / |1SZ7’ — ltzr‘dT.
0
En déduire que

1fn = 7y fulls > /O g+ o (1) AF, (r)|dr.

¢) En déduire ().

4) Montrer :> (on pourra considérer les moyennes ¢, données par
enlf) = 1|Ful Sper, F@)).

On dira que I' est moyennable si les conditions équivalentes @),
sont satisfaites.

5) Montrer que le groupe Z (pour l'opération d’addition) est moyennable (on
montrera que la condition est vérifiée).

B- Actions de groupes moyennables

Soit I' un groupe. On va montrer les équivalences suivantes.
(i’) T est moyennable : il existe une moyenne invariante ¢ sur £>°(T").

(ii’) Toute action de T' par homéomorphismes sur un espace toplogique compact
préserve une mesure.

(iii”) Pour tout evtcl E, pour tout morphisme de groupes o : I' = GL(E) et tout
compact convexe non vide K C F tel que a(g)(K) = K pour tout g € G, il
existe un point de K fixe par tous les a(g).

6) On suppose ({if). Soit o une action de I' par homéomorphismes sur espace
compact X : autrement dit a: I' — Homeo(X) est un morphisme de groupes. Soit
x € X. On définit pour tout F € C(X), Y(F) = ¢(g — F(a(g)x)).

a) Montrer que % est une forme linéaire positive sur C(X).

b) Par le théoreme de Riesz, il existe donc une unique mesure de probabilité bore-
lienne p sur X telle que (F) = [ Fdu. Montrer que p est invariante, c’est-a-dire
w(a(g)(A)) = u(A) pour tout borélien A C X et g €T

7) On suppose (iif). Soit un evtle E, a : I' = GL(E) un morphisme de groupes
et K C E une partie convexe compacte (non vide) telle que a(g)(K) = K pour
tout g € G. Soit p la mesure de probabilité sur K donnée par ’hypothese )

a) Montrer qu’il existe un unique point z € E tel que [ ¢(y)du(y) = ¢(x) pour
tout ¢ € E*.

b) Montrer que = € K.

¢) Montrer que a(g)x = = pour tout g € T.

8) Montrer (fif)=>(f).
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9) Soit K un convexe compact d'un evtle E et T € GL(FE) une application
linéaire inversible de F telle que T'(K) = K. Montrer que ’ensemble {z € K, Tz =
x} est une partie convexe compacte non vide de K. En déduire que tout groupe
commutatif est moyennable.

6. Distributions tempérées
Partiel 2014
Parmi ces distributions sur R, lesquelles sont tempérées ?

1) > hen %57(171) (ont 55" est la dérivée n-ieme de la masse de Dirac en n).

2) > nen €"0n (ol 6, est la masse de Dirac en n).

3) Yonen 20), (o 8], est la dérivée de la masse de Dirac en n).

7. Théoreme de Krein-Schmulian
Partiel 2014

Dans cet exercice pour tout espace de Banach F on note Bp = {z € F,||z|| < 1}
sa boule unité fermée.

Soit F un espace de Banach réel, et E* son dual topologique. On note o(E*, E)
la topologie préfaible sur E*. Le but de cet exercice est de démontrer le résultat
suivant.

Une partie convexe C de E* est o(E*, E)-fermée si et seulement st C N (nBg~)
est o(E*, E)-fermée pour tout entier n > 1.

1) Justifier la direction évidente.

Le reste de I'exercice est consacré a la réciproque. Soit donc C' C E* une partie
convexe telle que C N (nBp+) est o(E*, E)-fermée pour tout n. On veut montrer
que C est o(E*, F)-fermée.

2) Montrer qu’il suffit de montrer que si 0 n’appartient pas a C, alors 0 n’ap-
partient pas & I’adhérence préfaible de C.

Dans le reste de 'exercice on suppose que 0 ¢ C. On note C,, = C' N (nBg~).
3) Montrer qu’il existe z1 € E tel que £(x1) > 0 pour tout £ € Cy.

4) On note A; = {x1}. Construire par récurrence une suite (4,),>2 de parties
finies de E telles que pour tout n > 2, A, C —5Bg et SUPpeun A, &(x) > 1 pour
tout & € C,.

5) En déduire qu’il existe une suite (z,)n>1 dans E telle que lim,, ||z,| = 0 et
sup,, {(z,) > 1 pour tout £ € C.

6) En considérant la partie convexe {(£(zn))n>1,§ € C} C co, montrer qu’il
existe z € E tel que £(z) > 1 pour tout £ € C' (on rappelle que ¢ = ¢1). Conclure
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8. Spectre d’un opérateur de multiplication
Examen 2014

Convention : tous les espaces vectoriels considérés (en particulier les espaces LP
ou espaces de Sobolev) seront sur le corps des complexes.

Soit (X, 1) un espace de probabilité. Soit f: X — C une fonction mesurable.
Son image essentielle est définie comme ’ensemble des z € C tels que pour tout
voisinage U de z dans C, u(f~1(U)) > 0. Comme deux fonctions qui sont égales
presque partout ont méme image essentielle, on peut définir I'image essentielle de
f € L*(X,u) comme l'image essentielle de n’importe quelle fonction mesurable
représentant f.

Soit f € L>(X, ). On note My: L?(X, ) — L?*(X, ) l'opérateur de multipli-
cation par f : Myg = fg pour tout g € L?(X, p).

1) Montrer que M; est un opérateur borné et normal.

2) Montrer que I'image essentielle de f est fermée et bornée.

3) Montrer que My — zId est inversible si et seulement si z n’appartient pas a
I'image essentielle de f.

4*) On a donc montré que le spectre de My coincide avec I'image essentielle de
f- Ou a-t-on utilisé que p est une mesure de probabilité ? Le résultat reste-t-il vrai
si p est une mesure o-finie ? Pouvez-vous trouver un exemple (avec une mesure non
o-finie) pour lequel 'image essentielle de f est différente du spectre de My ?

9. Espaces de Sobolev

Examen 2014
Soit I =]0,1[. Pour 1 < p < oo on note

By = {u e WP (D), ||ullzs + [lu/|[z» < 2}.

Dans cet exercice on montre que B, est fermée dans LP(I) si et seulement si
1 <p<oo.

1) On suppose 1 < p < co. Soit (u,) une suite dans B,,. Montrer qu’on peut en
extraire une suite u,, qui converge pour la norme | - ||o et telle que u;, converge
faiblement dans LP. En déduire que B, est une partie compacte, donc fermée, de
LP(I).

2) On suppose p = 1. Montrer que la fonction indicatrice de I'intervalle [1/2, 1]
appartient & I'adhérence de B; dans L'(I). En déduire que B; n’est pas fermée
dans L(I).

10. Opérateurs compacts
Examen 2014

Soit (X, u) un espace de probabilité. Soit k e L?(X x X, ,u ® ).

Pour f € L*(X, ) et 2 € X on note (Af)(z) = [ k( y)du(y).

1) Montrer que cette formule définit un operateur borne A L2 (X, u) — L*(X, p),
et que [[A] < [k 2.

2) On suppose que k est de la forme k(z,y) = > 1, gi(z)h;(y) pour n € N
et gi,h; € L?(X, ). Montrer que 'image de A est contenue dans I’espace vectoriel
engendré par gi,...,0gn.

3) On revient au cas général. Montrer que A est compact.

On suppose maintenant que X = [0, 1], que p est la mesure de Lebesgue et que
k(z,y) =0 sur {(z,y),x < y}.

4) Dans cette question on montre que le spectre de A est {0}.
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a) Soit A € C\ {0}. On suppose que A est une valeur propre de A et f un
vecteur propre associée. On note g(z) = [ |f(t)|*dt. Montrer que |\|?|f(z)]* <
g(x) fow k(z,y)%dy. Aboutir a une contradiction (on pourra utiliser la formule d’intégration-

dérivation log g(b) — logg(a) = f; IJ;((Q;))IQd:c valable pour tout 1 > b > a > 0 tels
que g(a) > 0).

b) Conclure

5%) On prend toujours X = [0,1], et k(x,y) = 1;>,. Montrer que A + A* est
la projection orthogonale sur les fonctions constantes. On note V = (1 + A)~L.
Mountrer que V' n’est pas l'identité, que le spectre de V est {1} et que V est de
norme 1.

6) Existe-t-il un opérateur V' sur un espace de Hilbert de dimension finie satis-
faisant les trois conditions ||V]| =1, o(V) = {1} et V # 1?7 On pourra utiliser que
toute matrice complexe est trigonalisable dans une base orthonormée.

11. Algebre de Banach et théorie de Fourier
Examen 2014
Soit || - || une seminorme sur C.(R), I'espace des fonctions continues & support
compact sur R, vérifiant

nmsAmWﬁzwmm>

et

17 %l < 171l
pour tout f,g € C.(R) (ou * désigne le produit de convolution usuel). Le but de
cet exercice est de démontrer l’alternative suivante : ou bien ||g|| = 0 pour tout

g € C:(R), ou bien il existe £ € R telle que | [ g(t)e”"¢dt| < ||g|| pour tout
g€ C.(R).

On suppose que ||-|| n’est pas identiquement nulle. La stratégie est de considérer
une algebre de Banach associée a || - ||.

On commence par ajouter une unité. On note ¢ la distribution de Dirac § f =
f(0), et Ag = Vect(C.(R),0) (vue comme un sous-espace vectoriel de lespace
des distributions & support compact). On définit une seminorme sur Ay on posant
1S+ 86l = [[F1] + [¢-

1) Vérifier que Ay est stable par convolution et que I'inégalité
reste vraie sur Ag. Quelle est 'unité de Ay ?

On note A l'espace de Banach obtenu en prenant le complété de Ag pour la
seminorme || - || (c’est-a-dire le quotient de ’espace des suites dans Ay qui sont
de Cauchy pour || - || par le sous-espace des suites dont la seminorme tend vers
0; la norme de (f,) étant lim, ||f,||. On rappelle que I’application, notée ¢ par
la suite, qui & f € Ag associe la suite constante égale & f réalise le quotient de
Ag par {f,||f]] = 0} comme un sous-espace dense de A). Par I’hypothese que
17 =gl < Iflllgll, le produit (£, g) +— f * g s’étend en un produit sur A, qui fait de
A une algebre de Banach commutative (unitale).

On note B 'adhérence de I'image de C.(R) dans A.

2) Montrer que la restriction i: C.(R) — A s’étend de maniére unique en une
application de norme < 1, toujours notée i: (L'(R), || - |[L1r)) — A. Montrer que

i(f + g) = i(f) *i(g) pour tout f,g € L}(R).

gl < I£1lgll
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3) On note X D'espace vectoriel des fonction f € S(R) (la classe de Schwartz)
telles que Ff € D(R).

a) Montrer que X est un sous-espace dense de L'(R).

b) Montrer qu’il existe f € X tel que i(f) # 0 (c’est le moment d’utiliser
I’hypothese que || - || n’est pas identiquement nulle!).

¢) Justifier 'existence de g € X tel que f* g = f. Montrer que i(g) a un rayon
spectral > 1.

d) En déduire qu’il existe un caractere x de A qui n’est pas identiquement nul
sur B.

4) a*) On suppose par 1’absurde que pour tout £ € R il existe f € C.(R) dans
le noyau de x tel que Ff(£) # 0. En utilisant des partitions de I'unité montrer que
le noyau de x contient toutes les fonctions de i(X), puis que x est nul sur B.

b) En déduire qu'il existe & € R tel que x(i(f)) = [ f(t)e "¢dt pour tout
feC.(R).

5) Conclure.

12. Transformée de Hilbert et théorie de Calderén-Zygmund
Devoir a la maison 2013
A- Transformée de Hilbert : définition et continuité sur L?(R).
On rappelle que vp(%) est la distribution sur R définie par

(vp(l),@ = lim/ #lz) Vo € D(R).
xz =0 |z|>e z

1) Montrer que vp(1) = (log|z|)’ au sens des distributions (ot comme d’ha-
bitude on identifie la fonction log|z| € L}, .(R) avec la distribution associée). En
déduire que vp(1) € S'(R).

2) a) Pour a > 0 on pose f(a) = [;° Sigfe_“fdf. Montrer que f est dérivable
sur (0,00), calculer f’ et en déduire que f(a) = arctan(1/a). Montrer de méme que
pour tout A > 0, f:o %e*“df est une fonction 1-Lipschitzienne de a.

b) Montrer en utilisant la question précédente que fOA Sin,éﬁdf tend vers /2 quand

e
<|¢|l<A T
de {(e,A) € RT,e < A}, et converge vers —im quand € — 0, A — oo.

¢) Montrer que pour tout ¢ € S(R), on a

(wp(2),¢) = lim / @) 4.

xT e—0,A—00 <lz|<A xT

A tend vers l'infini. En déduire que fs d¢ est borné comme une fonction

En déduire que la transformée de Fourier de vp(%) coincide avec la fonction £ —

—iy/m/2sign(§).

Pour tout f € S(R) on définit

1 1

(vp( !

Hf(y) )x )y) = 5),f(y—~)>~

3) Montrer que H f € L*(R) et que F(H f)(§) = —isign(&§)F f(£) (on commen-
cera par traiter le cas ou f € D(R)).

1
= - ;<UP(

B- Continuité sur LP.
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Le but de cette partie est de démontrer que pour tout p € (1, 00) il existe une
constante C), telle que

(12) IHfllLrr) < Cpllfllzr(r) Vf € S(R).

On note (), la plus petite constante telle que a lieu, avec comme convention
C, = oo si n’est pas vraie.

4) Soit f € S(R). Montrer que si Hf € L*(R), alors Ff(0) = 0. En déduire
que C1 = oo.

5) Montrer que Co = 1. Cela permet de donner un sens a Hf € L*(R) pour
tout f € L%(R) par densité de S(R) dans L?(R).

6) Montrer I'identité (H f)? = f2+2H(fH f) pour tout f € S(R) (ou H(fHf)
est bien défini par la question précédente puisque fH f € L?(R)).

7) Soit p € (1,00) et supposons que C),, < co. Montrer que est vraie pour

2p, et que Cop < Cp + /14 C2.

8) Montrer que est vraie pour tout p de la forme 2% avec k un entier > 1,
avec Cp, < p (on pourra utiliser la relation cotan(x/2) = cotanx + v'1 + cotan® z et
I'inégalité cotan(w/2p) < p). En déduire que C,, < 2p pour tout p > 2.

Dans la question précédente on admettra le théoréme de Riesz-Thorin, qui est
une conséquence du théoreme des trois droites en analyse complexe :

Soit (€2, ) un espace mesuré 1 < py < p; < oo. Solent T; € B(LP (£, p))
(pour i € {0,1}) des opérateurs qui coincident sur LP° N LP1. Alors pour tout
po < p < py, il existe T € B(LP) qui coincide avec T; sur LP N LPi. De plus
|I7T]| < max || To|[, 17|

9) Montrer que pour tout f,g € S(R), [(Hf)g = [ f(Hg). En déduire que
pour tout p € (1, 00), est vraie pour p si et seulement elle est vraie pour p’ (ol
p’ est Pexposant conjugué de p : 1/p+1/p’ = 1), et que C), = Cpy.

C- Comportement sur L' : décomposition de Calderén-Zygmund.
Dans cette partie, on prouve ’énoncé suivant :
Soit f € LY(R) et a > 0. On peut écrire f = g+ b ot
gl < 1£115, llglos < 20
— On peut écrire b = 3, b; (somme finie ou dénombrable) ot les
b; sont de moyenne nulle et supportés sur des intervalles Q;
d’intérieurs disjoints.

— 1biller < 4alQs] et 325 1Q51 < Sl fllzr-

On suppose tout d’abord o = 1 et ||f||zr = 1. On conviendra d’appeler in-
tervalle dyadique un intervalle de la forme [m2*, (m + 1)2%(, pour k,m € Z, et la
longueur d’un tel intervalle est 2¥. Pour tout k& € N, on définit deux familles d’in-
tervalles dyadiques de longueur 27%, My et Sy. La définition est par récurrence :

My = {[m,m+1(,m € Z} et Sp = 0.

Si (My, Sk) est construit, on définit My, comme la collection des intervalles dya-
diques de longueur 27*~! contenu dans un intervalle de M, \ Sk. Puis Sky1 est
I’ensemble des intervalles Q) € My, tel que |712| fQ |f(z)|dz > 1.

On note S = U2 ; Si. C’est une famille dénombrable d’intervalle dyadiques. On
indexe ses éléments par un ensemble J (fini ou infini dénombrable) S = {Q,,j € J}
et on note b; = (f — ‘Q—ljl Jo, f(@)dz)lq,.

10) Montrer que S est constitué d’intervalles disjoints, et que >, [Q;[ < [|f[[z1-
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11) Montrer que |Q;| < fQj |f(z)|dz < 2|Q;|. En déduire que ||b;|| . < 4]Q;].

12) On introduit g = f—}, b;. Dans cette question on montre que [|g|z~ < 2.
a) Montrer que |g| < 2 ps sur U;Q;.
b) Montrer que ﬁ| /. 0 g] < 2 pour tout intervalle dyadique de longueur inférieure
a 1/2 (on distinguera deux cas : ou bien @) est contenu dans un des intervalles Q;,
ou bien...). En déduire que | [ hg| < 2|h| L pour tout h dans I'espace vectoriel
engendré par les indicatrices d’intervalles dyadiques, puis pour tout h € L'(R).
Conclure.

13) Déduire du cas particulier a = || f||1 = 1 le cas a, || f||z: arbitraires.

D- Comportement sur L' : type faible (1,1).

Pour f: R — C mesurable on pose ||f|/1,00 = sup,soa|{z,|f(z)] > a}| et on
note L2 (R) = {f, | fll1.0c < o).

14) Montrer que ||f+g Il,oo < 2<||f||1,oo+||g||1,oo)7 ||)\f||1,oo = |)‘|||f Il,oo 5 LLOO
est donc un espace vectoriel. Montrer qu’il contient L' ainsi que la fonction 1/x.

On a vu que H n’est pas un opérateur borné sur L'. On montre ici que H
est de type faible (1,1), c’est-a-dire il existe une constante C telle que pour tout
f € D), [H fll10 < ClIfl112-

Soit donc f € D(R) et t > 0. Pour o > 0, on décompose f = g+ b comme dans
la partie précédente.

15) Montrer les inégalités [{z,|Hg(z)| > a}| < [Hgl?2/0® < [lgllscllgll1/0® <
2l /e

16) Pour tout j on pose Q;‘ I'intervalle ouvert de R qui a le méme centre c;
que (); mais une longueur double.
a) Montrer que

[, [Hb(a)| > )] < (201t |

R\ (U;Q7)

1
Hb(x)|dx) < —(2 Hbj(z)|dx).
(Mquwﬁ;Am|<ﬂ>

b) Montrer que Hb;(x) = %IQ]- %dy pour presque tout r ¢ Q7 (on commencera
par montrer cette formule lorsque b; est remplacée par une fonction arbitraire C'*°
a support compact dans Q;).

c¢) Montrer

Hb‘xdx:*/ b'?!( - )dydwé/ bi(y)|dy.
le; @=L 1, 00 (25— o= i< 2 [ o)

J

En déduire que |[{z,|Hb(z)| > a}| < (2+ %)@

17) Trouver C tel que ||H f||1,00 < C||f||z: pour tout f € L.

Pour aller plus loin. On pourra essayer de montrer qu'un opérateur qui est
borné sur L? et de type faible (1,1) est borné sur LP pour tout p € (1,2] (théoreme
de Marcinkiewicz).

H est un cas particulier de multiplicateur de Fourier, ¢’est-a-dire que F(H f)(§) =
m(&)F f(€) pour une fonction mesurable bornée m. La décomposition de Calderén-
Zygmund est un outil qui permet de démontrer le type faible (1,1) (et donc le
caractere borné sur LP par Marcinkiewicz) pour beaucoup d’autres multiplicateurs
de Fourier.

13. Trou spectral et propriétés de point fixe

Devoir a la maison 2015
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Si E est un espace de Banach, on notera O(F) le groupe des isométries linéaires
surjectives de E. On notera aussi Aff(E) le groupe des isométries affines de E. On
rappelle qu'une isométrie affine est une bijection T: E — E de la forme T(z) =
ux + b, pour u € O(E) et b € E. On appelle u la partie linéaire de T et b = T(0)
sa partie de translation. On peut remarquer que Aff(E) est isomorphe au produit
semi-direct O(F) x E.

Soit G un groupe infini dénombrable, dont on notera e I’élément neutre. Dans
cet exercice, une représentation de G sur E sera un morphisme de groupes de G
dans O(E).

1) Soit ¢ une application de G dans Aff(E). On note 7(g) la partie linéaire de
o(g) et b(g) sa partie de translation. Montrer que o est un morphisme de groupes
si et seulement si m: G — O(FE) est une représentation et

(13) b(gh) = b(g) + m(g)b(h) pour tout g, h € G.

2) Soit 0: G — Aff(F) un morphisme de groupes, et 7, b ses parties linéaire et
de translation. Montrer que ¢ a un point fixe z (c’est-a-dire un point « € E tel que
o(g)(z) = x pour tout g € G) si et seulement si b(g) = w(g)z — = pour tout g € G.

A partir de maintenant, on se fixe 7: G — O(E) une représentation de G sur
E.

3) On notera Z'(G, ) 'ensemble fonctions b: G — E qui satisfont (I3). Mon-
trer que Z'(G, ) est un sous-espace vectoriel de ’ensemble des fonctions de G dans
E. Montrer que, pour la famille de semi-normes (p,)4eq définies par py(b) = ||b(g)||,
c’est un espace de Fréchet.

4) On suppose que tout morphisme o: G — Aff(E) de partie linéaire 7 a un
point fixe. Montrer que

(14) Je > 0,35 C G partie finie ,Vz € X, max Im(g)x — x| > ellz| g e,
g

oun E™ ={y € E,n(9)y = yVg € G} et ou le quotient E/E™ est muni de la norme
quotient ||z[| g/ g~ = infycp~ ||z —y||£ qui en fait (on 'admet) un espace de Banach.
(Indication : on pourra considérer I’application linéaire E — Z'(G, ) qui envoie x
sur ((g)z — 2)gec)-

5) A partir de maintenant, on suppose que F est un espace de Hilbert, et on
note F' I'orthogonal de E™, de sorte qu’on a la décomposition en somme directe
orthogonale £ = E™ @ F. Montrer que m(g)F = F pour tout g € G.

6) On suppose maintenant que (14]) est satisfaite (et toujours que E est un
espace de Hilbert). On note T' = 7(e) + > . ¢ 7(s). Montrer qu’il existe 6 > 0 tel
que |Tz|| < 1+|S|—0 pour tout x € F de norme 1, ou |S| désigne le cardinal de S.

En déduire que (%‘S‘)” converge lorsque n — oo dans £(FE) vers P la projection
orthogonale sur E™ : lim,,_, o ||(%‘S|)" — Pllze) =0.

7) Réciproquement, supposons que la projection orthogonale sur E™ appartient
a l’adhérence dans L(F) de I'enveloppe convexe de {m(g),g € G}. Montrer que
est satisfaite.

Pour aller plus loin : les groupes tels que est satisfaite pour toute représentation
sur un espace de Hilbert sont appelés groupes de Kazhdan, ou groupes avec la pro-
priété (T). Dans la question 4, on a montré que si G est un groupe dénombrableﬂ
et si toute action par isométries affines de G sur un espace de Hilbert a un point

1. ’hypothése que G est dénombrable est importante, il y a des contre-exemples sinon.
D’ailleurs, ou a-t-on utilisé cette hypothese ?
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fixe, alors G a la propriété (T) (en fait on a démontré un énoncé similaire pour tous
les espaces de Banach, pas seulement pour les Hilbert). La réciproque est vraie,
mais uniquement pour les espaces de Hilbert, voir le livre Kazdhan’s property (T)
de Bekka—de la Harpe—Valette. Dans les questions 6 et 7, on a démontré que G
a la propriété (T) si et seulement si il existe une “projection de Kazhdan”. Cette
équivalence reste vraie (avec un peu plus de travail) pour les espaces uniformément
convexes, mais est fausse en général, par exemple pour les espaces L'.

14. Une équation différentielle
Partiel 2015
On considere dans D’'(R) I"équation (E) d’inconnue u

(E) 2zu' —u=4,

ou x désigne la fonction C*° x — x.

1) Exprimer 26() en fonctions des dérivées de 4.

2) Déterminer les solutions de (E) de support {0}.

3) Soit T' € D'(R) une solution de (E), et soient U,V les restrictions de T" &
] — 00,0[ et ]0,00[. Calculer ((—z)~Y2U)" dans D'(] — 00,0]), et (z~*/2V)’" dans
D'(]0, 00[). En déduire U et V.

4) Montrer que pour (A, € C), la fonction u: x — A\y/Z1yso + pv/—1,<q est
solution de 2zu’ —u = 0.

5) Déterminer toutes les solutions de (E).

15. Noyau de la chaleur
Partiel 2015
On considere sur R! = R x R? les coordonnées (¢, ) avec t € R and € R4,
On note [z2 =3¢ 22 et A=3%, 97.. Le noyau de la chaleur est la fonction

1 |2 /4t
k(t,x) = W@ ‘ / 1{t>0}'

1) Montrer que 8k = Ak sur R} x R%

2) Montrer que [g,k(t,z)dz = 1 pour tout t > 0 (on pourra utiliser sans
preuve que \/%7 fooo e/ 2dy — 1). En particulier k est localement intégrable, et on

peut voir k comme une distribution sur R4+,
3) Pour € > 0, on pose kc(t,z) = k(t,z)1;~. Montrer que

(@~ Dkei) = [ olei)ble )da,
R
4) En déduire que k est solution dans D'(R+1) de (9t — A)k = 4.
5*) Montrer que k est une distribution tempérée, et justifier proprement que

sa transformée de Fourier est u(s,&) = (QW)*% ﬁ

16. Un opérateur compact
Examen 2013
Dans cet exercice, on pourra utiliser sans preuve le fait vu en Tds qu’un
opérateur T sur un espace de Hilbert est compact si et seulement si, pour tout
suite f,, qui converge faiblement vers 0, T'f,, converge en norme vers 0.
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On définit un opérateur linéaire P sur Lo([0,1]) en posant pour tout f €
Ly ([0,1])

Vs € [0, 1], (Pf)(s):/osf(t)dt.

Montrer que P est borné. Montrer que P injectif.
Montrer que P n’a pas de vecteur propre.
Montrer que P est compact. Que vaut lim,, | P™||/"?

Déterminer 'adjoint P*. Diagonaliser P*P (on commencera par justifier
que P*P est injectif, puis on pourra montrer que les fonctions propres
de P*P sont de classe C? et vérifient une équation différentielle qu’on
résoudra en faisant attention aux conditions au bord). Que vaut ||P||?

17. Espaces de Sobolev
Examen 2013
Dans cet exercice, on considere des fonctions ou distributions a valeurs dans
R Les notations v € D'(Q; R%), H'(Q; R?), etc., signifient que u = (uy,...,uq)
est un d-uplet d’éléments dans ’espace correspondant a valeurs réelles.
Soit d > 2,  un domaine borné régulier dans RY, et v € H(; R?) telle que
Au=ge L} (QRY).

loc

Remarque : On a donc

/Vu~V<p:—/g~ga Yo € D(Q;RY),

ou Vu - Vyp = Zj Vu; - Vp;. Dans I'équation ci-dessus, le coté gauche s’étend
naturellement & ¢ € H}. Toutefois ce n’est a priori pas le cas du coté droit, et il
n’est pas du tout évident que cette formule ait encore un sens.

Le but de cet exercice est de démontrer le
Théoréme. Pour toute ¢ € H}(Q; RY),

C'QZOP-P-ﬁ/VC-VuSO,

On appliquera ensuite ce théoreme pour obtenir une borne L°° pour toute solu-
tion d’un systeme elliptique quasi-linéaire, dont la non-linéarité vérifie une condition
de croissance & linfini (question 6).

On admettra le résultat suivant (régle de la chaine) :

Yo € WES(R), Vu e WEH (4 R), vi=poue Wh! et 90 = (9;u)¢ (u).

oc

(Ce résultat est facile & démontrer pour ¢ de classe C* et Lipschitz, mais non trivial
en général : en particulier, puisque ¢’ est définie modulo égalité p.p., il implique
que 14c40;u = 0 p.p. pour tout A C R de mesure nulle...)

(1) Démontrer le théoreme dans le cas o ¢ € H{(€;R?) est bornée et a
support compact dans 2. On pourra utiliser et justifier rapidement qu’il
existe une suite de fonctions ¢, € D(2; R%), & support dans un compact
fixé, uniformément bornées, et convergeant vers ¢ dans H' et p.p.
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(2) Inégalité de Hardy. Montrer qu’il existe C' > 0 tel que
@ 2 d
/ o Vel Vel RY)
x>0 Lg zn >0
Dans la suite on admettra qu’il existe C = C(2) > 0 tel que
[t <o [1ver veeni)
o (dag)
ot daq(x) est la distance de z € © au bord 99 de Q.
(3) Soit 8 € C(Q) vérifiant

1
0<0, <1, 6p=1dans {x€ Q,dsa(z)> -, \V&k\gi
k dag

(on admettra I'existence d’une telle suite). Pour ¢ € Hg(;R), on définit
(x = 0xC. Montrer que

/Vu-VCk—>/Vu~VC.

En déduire que le théoreme est valable pour ¢ € (H} N L>®)(Q; RY).

(4) Soit ¢ € H(92;R?). On définit
Pult) = Lesio + Lo o et Goim aul(CP)C

Calculer ¢}, (dans D'(R)), et en déduire que ¢ € H (2 R?) et ¢ — ¢

dans H'.
(5) Démontrer le théoreme.
(6) Une application. Soit Ry > 0 et F : R — R telle que :

|| > Rgp = F(z) -2z >0.

Soit ug € H(Q;RY) vérifiant |ug| < Ry p.p. Montrer que toute solution
u € up + Hi (Q; R?) de

Au=F(u) D(Q)
(en particulier F'(u) € L}, ) vérifie |u| < Ry p.p. On pourra appliquer le
théoreme a ¢ = ¢(|ul?)u, olt p € C°(R) vérifie

0, ¢ >0, @=0dans[0,R3], ¢=1dans [R3+6,+c0),

/ |Vul> = 0.
|u‘>Ro
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et en déduire que

Examen 2015
Soitd>1et s e R.
1) Soit f € D(RY).
a) Montrer que pour tout g € D(R?) et tout £ € RY,

F(fg)(€) = (2m) /2 / FF)Fgl€ —n)dn.

R4
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En déduire qu'’il existe une constante C' (qui dépend de d et s uniquement) telle
que pour tout £ € R?

L+ &P 21F(f9)(€)] < C/Rd(l + ) VRIFF()[(1+ 1€ —nf*)* 2| Fg(€ —n)ldn.

b) En déduire qu’il existe une constante C’ (qui dépend de f mais pas de g)
telle que
1 fallzs ey < C'llgllas ey,
puis que fg € H*(RY) pour tout g € H*(R?) (on utilisera la forme intégrale
de l'inégalité triangulaire : si F' est une fonction positive mesurable sur un pro-
duit (X x Y,pu x v) d’espaces mesurés o-finis, alors || [ F(-,y)dv(y)||le(x,m) <
JUECy)llex mdv(y) pour tout 1 < p < o00).

2) Soit m € N et L € L(D'(R%)) de la forme L = 2 aeNd ja|<m(Ca + @a) D™
pour ¢, € C et a, € D(R?). Montrer que L(H*(R%)) c H*~™(RY).

3) On suppose maintenant que L = >y la|<m co D% avec ¢, € C, et qu’il
existe ¢ € (0,00) telle que pour tout & € RY,

Z cab® > C|€|m

aeN? |a|<m

ot [¢] = (32 €2)'/2. Montrer que si f est une distribution telle que f € H*(RY) et
Lf € H*(RY), alors f € H**™(R?) et il existe une constante C' (qui dépend de
s,m,d, L mais pas de f) telle que

I £l zrotm ray < CUfll s ray + 1 Lf las may)-

4) On garde les mémes hypotheses sur L. Soit f € L? (R?) (une fonction dont
la restriction & tout compact est de carré intégrable) et A € C telle que Lf = \f.
Montrer que f est C* (on pourra commencer par montrer par récurrence sur k que

of € H*(R?) pour tout ¢ € D(R?) et k > 0).

19. Opérateurs a trace
Examen 2015

Soit H un espace de Hilbert complexe séparable. Pour A € £(H) on notera
|A|| sa norme d’opérateur. Une base hilbertienne de H est une famille orthonormée
qui engendre un sous-espace dense de H.

Rappel sur la décomposition polaire : si T' € L(H), il existe une unique facto-
risation 7' = U|T| ott [T| = (T*T)'/? et U est une isométrie partielle telle que U*U
est la projection othogonale sur I’adhérence de 'image de |T'| (et donc |T'| = U*T).

Rappel sur les opérateurs de Hilbert-Schmidt : si T € L(H), la quantité
>, ITe,||* ne dépend pas de la base hilbertienne (e,,)nen, et {1, >, |Ten|* < oo}
est un espace de Hilbert pour le produit scalaire (T',S) = >, (Tey, Se,,) (le produit
scalaire ne dépend pas de la base hilbertienne). On note Sy cet espace de Hilbert,
et |T|ls, = (32, ITen]|?)/? 1a norme dun élément de Sy. On pourra utiliser sans
preuve que || Ts, = [|T*|s, et que [AT||ls, < [[A[[T]ls, et [ITAlls, < [IA[IT]]s,
pour tous T' € Sy et A € L(H).

On définit S; = {A € L(H),|A|'/? € S5}

1) Soit A € Sp. Soit (e, )nen une base hilbertienne de H.
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a) Montrer que la série ) (T'Aey,,e,) converge pour tout T € L(H), et que
cette somme ne dépend pas de la base hilbertienne. On la notera tr(T'A). (Indi-
cation : on pourra utiliser la décomposition polaire de A pour exprimer t¢r(TA)
comme un produit scalaire dans Ss).

b) Montrer que tr(|A|) = [[[A]'/2||2,, que tr(T'A) < |T||tr(JA]) pour tout T €
L(H), et que tr(|A]) = sup{[tr(T'A), T € K(H), |[T|| <1}.

2) Réciproquement : soit A € L(H) et (en)nen une base hilbertienne de H.
On suppose que la série ) (T Aey, e,,) converge pour tout T € L(H ). Montrer que
AeSy.

3) En utilisant les questions 1 et 2, montrer que S; est un sous-espace vectoriel
de L(H), et que tr(]A]) est une norme sur Sj.

4) La question 1b) implique que si A € Sy, T+ tr(T'A) est une forme linéaire
continue sur (C(H),|| - ||) de norme tr(]A|). Dans cette question on montre que
toute forme linéaire continue sur (IC(H), || - ||) est de cette forme. Soit ¢ une forme
linéaire continue sur IC(H).

a) Montrer qu'il existe un opérateur A € L(H) tel que ¢({-,£)n) = (An, &) pour
tous £, € H (ou (-, £)n dénote 'opérateur de rang 1 qui envoie u € H sur (u, &)n).

b) Montrer que ¢(T) = tr(T'A) pour tout T de rang fini.

c¢) Montrer que A € S; et que o(T') = tr(TA) est vraie pour tout T € K(H) (on
pourra utiliser sans preuve que les opérateurs de rang fini sont denses dans K(H)).

5) a) Soit T' € L(H). Montrer que A € Sy +— tr(T'A) est une forme linéaire
continue de norme égale a ||T'|| (on pourra commencer par montrer que si &, sont
des vecteurs de norme 1 dans H, alors 'opérateur de rang 1, A = (-, £)n, appartient
& S1 et a pour norme tr|A| = 1).

b) Montrer réciproquement que toute forme linéaire continue sur S; est de la
forme A — tr(T'A) pour T € B(H).

6) Montrer que le bidual de IC(H) est isométriquement isomorphe & L(H).
7) Soient A, B € L(H) tels que AB € Sy et BA € Sp. Le but de cette question
est de montrer que tr(AB) = tr(BA).

a) Traiter le cas ot A, B € Sy, puis le cas o A € S; (pour le second cas, on
pourra écrire A comme le produit de deux éléments de Ss).

b) On suppose que A est un opérateur autoadjoint de spectre contenu dans
R*. Soit f,: Rt — [0,1] une fonction continue qui vaut 0 sur [1,1/n] et 1 sur
[2/n,00). Montrer que f,(A)B € S! (on écrira f,(A)B = CAB pour un C € L(H)
bien choisi). En déduire que tr(f,(A)AB) = tr(BAf,(A)).

c*) En faisant tendre n — oo, conclure I'égalité tr(AB) = tr(BA) dans le cas
ol A est autoadjoint de spectre contenu dans R™T.

d) Traiter le cas général.






Annexe A

Topologie induite par une famille de fonctions

Soit X un ensemble. On rappelle qu’une topologie sur X est un ensemble 7 de
parties de X satisfaisant les axiomes suivants : ) € 7, X € 7, et 7 est stable par
réunions quelconques et intersections finies. L’exemple le plus usuel est lorsque X
est un espace métrique, auquel cas la topologie est constitué des ensembles O C X
tel que Vo € O, il existe r > 0 tel que {y € X,d(z,y) < r} C O. En analyse
fonctionnelle on travaille beaucoup avec des topologies qui ne proviennent pas de
distance. En effet, on cherche souvent a travailler avec des topologies les moins fines
possibles, puisque s’il y a moins d’ouverts, il y a plus de compacts. La construction
suivante, appelée topologie initiale, joue ce role.

Soient X un ensemble et F = {fy : X = Z,}aca oU Z, est un espace topolo-
gique. On note 7 la topologie la moins fine (de fagon équivalente la plus faible, ou
la plus petite) sur X rendant continues chaque f,. On a les caractérisations

THEOREME A.1. Awec les notations précédentes

(1) 7 coincide avec 'ensemble des réunions quelconques d’intersections finies
d’élements de la forme f;1(U,), o € A et U, ouvert de Zy,.

(2) Soit Z un espace topologique. Une fonction g: Z — X est continue (pour
7) si et seulement si fo, 09 : Z — Z, est continue pour chaque «.

(8) Soit (zy,) une suite dans X. Alors
Ty = T pour T <= Ya € A, fo(x,) = folzx).

DEMONSTRATION. Le premier point est quasiment la définition de 7 : si on
note 79 'ensemble des réunions quelconques d’intersections finies d’élements de
la forme f;'(U,), a € A et U, ouvert de Z,, alors il est clair que 7y est une
topologie. Comme elle contient f;!(U,) pour tout a et tout ouvert U, de Z,, elle
rend continue chaque f,. Réciproquement, toute topologie qui rend continue les f,
contient chaque f;!(U,), et donc contient les réunions quelconques d’intersections
finies de telles parties, c’est-a-dire elle contient 7y. Ceci prouve bien que 7y est la
topologie la moins fine rendant continues les f.

Pour le second point : si g est continue, alors fa o g aussi, comme composée
de fonctions continues. Réciproquement, si pour tout «, f, o g est continue, alors
g (f1)(Uy)) est ouvert pour tout « et tout ouvert U, de Z,. On en déduit que
g 1 (U) est ouvert pour tout U réunion croissante d’intersections finies d’ensembles
de la forme f;1(U,), c’est-a-dire pour tout U ouvert de 7. Donc g est continue.

Le dernier point est un cas particulier du précédent pour l'espace Z = N U
{00} le compactifié d’Alexandrov de N. En effet pour cette topologie, une suite .,
converge vers x dans X si et seulement si f: Z — X qui a n associe x,, et co associe
x est continue. (]
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