SOUTENANCE

en vue d’obtenir

L’HABILITATION A DIRIGER DES RECHERCHES

délivrée par I'Ecole Normale Supérieure de Lyon

présentée et soutenue publiquement le ler avril 2010

par Monsieur DRUET Olivier

Titre :

Stabilité et instabilité pour des EDP elliptiques issues de la géométrie

Apres avis de :

Monsieur COLDING Tobias, rapporteur.
Monsieur GHOUSSOUB Nassif, membre / rapporteur.
Monsieur STRUWE Michael, membre / rapporteur.

Devant la Commission d’examen formée de :

Monsieur EKELAND Ivar, membre.

Monsieur GHOUSSOUB Nassif, membre / rapporteur.
Monsieur GHY'S Etienne, membre.

Monsieur HEBEY Emmanuel, membre.

Monsieur STRUWE Michael, membre / rapporteur.
Monsieur VILLANI Cédric, membre.

N. d’ordre : 018.






Stabilité et instabilité
pour des EDP elliptiques

issues de la géométrie

Olivier DRUET






A la mémorre de mon pére,






Remerciements

Tobias Colding, Nassif Ghoussoub et Michael Struwe ont accepté d’étre rap-
porteurs de cette habilitation. Je leur exprime ici toute ma gratitude. Mes sinceres
remerciements vont également aux membres du jury, Ivar Ekeland, Nassif Ghous-
soub, Etienne Ghys, Emmanuel Hebey, Michael Struwe et Cédric Villani.

Ces dernieres années, j’ai passé la plus grande partie de mon temps a 'UMPA,
lieu agréable s’il en est pour travailler. Je tiens a remercier tous les membres de
ce laboratoire, passés et présents, pour avoir su créer cette atmosphere propice au
travail sans exclure pour autant les moments de détente. Bien entendu, je pense
a tous mes collegues mathématiciens avec qui j’ai pu avoir des discussions fort
stimulantes mais aussi a Magalie, Virginia et Gérard sans qui le laboratoire ne
serait stirement pas ce qu’il est.

Je tiens également a remercier le Pacific Institute for Mathematical Sciences et
tous ses membres d’alors pour m’avoir accueilli pendant une année a Vancouver,
ville magnifique, année qui restera gravée dans ma mémoire pour longtemps.

Enfin, je remercie de tout mon coeur Stéphanie pour son soutien fidele et sans
failles au cours de toutes ces années.






Table des matieres

Introduction

Chapitre 1. Inégalités de Sobolev et isopérimétriques optimales
1. Inégalités de Sobolev
1.1. Le programme AB
1.2. Inégalité de Poincaré-Sobolev
1.3. Inégalités de Trudinger-Moser
2. Inégalités isopérimétriques

Chapitre 2. Analyse asymptotique et quantification
des niveaux d’explosion
1. Théorie asymptotique ponctuelle
1.1. Comment trouver les points de concentration ?
1.2. Un premier controle ponctuel de la suite
1.3. Hiérarchie des points de concentration et controle optimal
1.4.  Asymptotique précise
1.5.  Conclusion
2. Equations d’ordre 4
3. Quantification en dimension 2
3.1. Le premier point de concentration
3.2.  Comment trouver d’autres points de concentration ?
3.3. Toute I'énergie a-t-elle été trouvée ?
3.4. Et apres?
4.  Conclusion

Chapitre 3. Stabilité, instabilité et compacité
1. Compacité pour I'équation de Yamabe
1.1.  Résolution du probleme de Yamabe et questions de multiplicité
1.2. Compacité de 'ensemble des solutions
2. Stabilité et instabilité des équations de type Yamabe
2.1.  Un résultat de stabilité forte
2.2. Lieux de M cause d’instabilité
2.3. Solutions cause d’instabilité
2.4. Borne sur I’énergie ou pas?
2.5. Et si 'opérateur a un noyau?

11

15
15
16
22
23
25

29
31
36
46
o1
52
52
93
o8
61
63
66
67
67

69
69
70
73
74
76
81
83
83
84



10 TABLE DES MATIERES

3. Les équations de contrainte en relativité générale

3.1.  Les contraintes dans la théorie d’Einstein avec champ scalaire
3.2. Stabilité et instabilité de I’équation d’Einstein-Lichnerowicz
4. Les systemes d’EDP elliptiques

Chapitre 4. Quelques problemes d’EDP elliptiques euclidiennes
1. Le phénomene des petites dimensions
2. La conjecture de Lazer-McKenna

Liste des travaux effectués
Liste des travaux présents dans la these
Liste des travaux effectués depuis la these
Liste des travaux en cours de rédaction

Bibliographie

85
85
90
91

95
95
102

107
107
108
109

111



Introduction

Ce mémoire est consacré a la présentation de mes travaux de recherche, es-
sentiellement ceux effectués depuis la fin de ma these. Il est toujours délicat de
découper un ensemble de travaux nécessairement entremeélés en morceaux bien
définis. J’ai néanmoins tenté de le faire, tout en sachant ce que cela présente d’ar-
tificiel. J’ai donc pris le parti de les séparer en quatre grands themes que je vais
brievement décrire dans cette introduction. Chaque chapitre comporte une intro-
duction spécifique qui remet en perspective les travaux qui y sont présentés. Une
liste des travaux effectués se trouve page 107. Ils sont référencés entre parentheses
dans ce mémoire tandis que les références entre crochets renvoient a la bibliogra-

phie globale présente a la fin de ce mémoire *.

Le chapitre 1 traite essentiellement d’inégalités de Sobolev et d’inégalités isopé-
rimétriques sur les variétés. Y sont également étudiées en détail des inégalités de
type Sobolev, comme celles de Nash, de Poincaré-Sobolev, de Trudinger-Moser.
Presque tous les travaux contenus dans ce chapitre ont été effectués durant ma
these ou juste apres et ne feront donc ’objet que d’un rapide survol. Y est prégnante
I'étude de linfluence de la géométrie sur les inégalités de Sobolev optimales?.
Mais, en retour, ’étude des inégalités de Sobolev optimales peut donner des
résultats de nature géométrique, en particulier en ce qui concerne les problemes
isopérimétriques. A ce titre, le théoreme 1.6, page 206, est intéressant : il sti-
pule qu'un domaine de petit diametre dans une variété riemannienne (M, g) a
un bord de volume plus grand que ne l'aurait la boule de méme volume dans
I'espace-modele Mg simplement connexe de courbure constante K des lors que
la courbure scalaire de (M, g) est strictement inférieure a celle de M. En par-
ticulier, ce théoreme donne un développement asymptotique au deuxieme ordre
du profil isopérimétrique d’'une variété riemannienne compacte (voir page 27). Il
donne également une version locale de la célebre conjecture qui stipule qu’une
variété complete simplement connexe a courbure sectionnelle négative ou nulle

1. Ainsi, (X) renvoie au travail référencé (X) dans la liste de mes travaux tandis que la
référence [X] renvoie a la bibliographie générale.

2. cf. en particulier la figure 1, page 20, pour un résumé de ce phénomene sur les inégalités de
Sobolev. Le théoreme 1.3, page 22, qui concerne lui les inégalités de Poincaré-Sobolev, constitue
également une illustration concise et frappante de l'influence de la géométrie et de la dimension
sur des inégalités de type Sobolev optimales.
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12 INTRODUCTION

(dite variété de Cartan-Hadamard) devrait vérifier I'inégalité isopérimétrique eu-
clidienne®. La preuve de ce résultat isopérimétrique local, qui améliore notable-
ment des résultats antérieurs de Johnson et Morgan [95], repose sur une étude fine
d’inégalités de Sobolev optimales associées a des espaces fonctionnels variables.

Les trois chapitres suivants portent, eux, sur des travaux plus récents.

Le chapitre 2 est consacré a une description générale mais précise des phénome-
nes de concentration qu’une suite de solutions d’équations aux dérivées partielles
(E.D.P.) elliptiques peut développer. Les E.D.P. géométriques héritent des inva-
riances géométriques des problemes dont elles sont issues. Ces invariances rendent
I'étude de ces E.D.P. délicate? parce qu’elles induisent la plupart du temps des
défauts de compacité. Malgré tout et en quelque sorte en retour, la signification
géométrique sous-jacente de ces défauts de compacité permet de les classifier, ou
d’espérer pouvoir le faire. La premiere partie de ce chapitre est consacrée a une
étude fine et précise de ces défauts de compacité sur un modele simple - I’équation
de type courbure scalaire prescrite. Les parties suivantes illustrent sur des exemples
plus compliqués la méthode développée sur ce premier modele.

Apres avoir rappelé a propos de I’équation de type courbure scalaire prescrite
les résultats classiques de quantification des niveaux d’énergie d’explosion et la
description des défauts de compacité dans les espaces d’énergie adéquats, nous
montrerons comment les décrire dans des espaces ponctuels. Si la théorie dans les
espaces d’énergie remontent aux années 1980, dans notre cas précis aux travaux de
Struwe [160], la théorie ponctuelle des défauts de compacité a été développée en
collaboration avec E. Hebey et F. Robert en 2004 dans (18). Le résultat principal
de ce chapitre est le théoreme 2.1, page 34, qui décrit I’ensemble des solutions
d’une famille d’équations de type courbure scalaire prescrite, y compris lorsque
cet ensemble n’est pas pré-compact. Toute suite de solutions dans un tel ensemble
est alors décrite comme somme de sa limite faible (qui appartient également a
I’ensemble) et d’une somme de bulles standard (causes des défauts de compacité
éventuels) & un reste pres, négligeable dans C°. La preuve de ce théoréme qui figure
dans (18) étant longue et technique, nous avons tenté dans ce chapitre d’en donner
les idées principales en omettant presque tous les ”détails” techniques. Nous avons
également clarifié le schéma de preuve initial, travail déja entamé dans (27) et
poursuivi dans ce mémoire.

Enfin, le reste de ce chapitre montrera que cette théorie ponctuelle s’applique a
beaucoup d’autres équations, voire a des systemes d'E.D.P. elliptiques (cf. (27)),
méme si nous nous sommes contentés de la mettre en place en détails seulement
dans quelques cas. Nous expliquerons aussi pourquoi cette théorie ponctuelle, ou

3. Cette conjecture a été démontrée en dimension 2 par Weil [166], en dimension 3 par Kleiner
[101] et en dimension 4 par Croke [49] par des méthodes & chaque fois spécifiques & la dimension
considérée. Elle reste completement ouverte en dimensions plus grandes.

4. Ces E.D.P. constituent souvent des cas limites d’équations classiques et simples a traiter.
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plus exactement des idées issues de celle-ci, permettent d’obtenir des résultats de
quantification pour des E.D.P. elliptiques avec des non-linéarités sauvages (comme
des non-linéarités sur-exponentielles en dimension 2) ou d’ordre supérieur alors
que les méthodes d’énergie étaient inopérantes.

Le chapitre 3 est central puisque c’est autour de lui que s’articulent les autres,
le chapitre 2 en tant qu’outil et le chapitre 4 pour des exemples d’applications des
notions qui y sont développées. Ce chapitre est consacré aux notions de stabilité
et de compacité pour des E.D.P. elliptiques. Y sont décrits plusieurs résultats de
stabilité et / ou d’instabilité et de compacité pour des E.D.P. elliptiques de type
Yamabe, pour des systemes d’E.D.P. elliptiques, pour les équations de contrainte
de la relativité générale.

Pour une équation d’évolution, la stabilité est mesurée par rapport a des per-
turbations des données initiales ou de I’équation. L’équation - ou la solution - est
dite stable lorsqu’une perturbation n’induit pas un grand changement de la so-
lution. Il y a diverses manieres de mesurer un tel changement et cela mene a
diverses notions de stabilité®. Pour une E.D.P. elliptique, la stabilité est mesurée
par rapport aux seules perturbations de I’équation. Une E.D.P. elliptique est dite
stable si une légere perturbation de I’équation ne crée pas de solutions éloignées
de toute solution de I’équation originale®. Cette notion, parente de celle de com-
pacité, en est cependant différente. En particulier, I’ensemble des solutions d’une
équation donnée peut étre compact alors que I’équation est instable. C’est le cas
par exemple de I'équation de Yamabe sur de nombreuses variétés riemanniennes
compactes. Dans 'autre sens, rien n’est clair : "une équation peut-elle étre stable
tout en n’étant pas compacte ?” est une des nombreuses questions dont le chapitre
3 est émaillé. La notion de stabilité est particulierement adaptée au suivi de ’en-
semble des solutions le long d'une famille d’équations et est a ce titre extréemement
utile pour compter le nombre de solutions d'une équation (cf. par exemple le co-
rollaire du théoreme 3.3, page 90, dont I’énoncé se trouve a la suite du théoreme).

Dans ce chapitre, nous étudions en détail ces questions de stabilité pour les
équations de type Yamabe sur des variétés riemanniennes compactes (cf. théoreme
3.1, page 76, et plus généralement la section 2). Nous passerons un certain temps
a expliquer les diverses notions de stabilité car cette problématique nous semble
en partie nouvelle en ce qui concerne les E.D.P. elliptiques. Nous verrons ainsi que
I’équation géométrique, celle de Yamabe, est critique a bien des égards. Lorsqu’une
telle équation est instable, nous analysons également avec précision les causes
de cette instabilité. Nous décrivons également des résultats de stabilité pour des
systemes d’E.D.P. elliptiques (cf. théoreme 3.4, page 93) et pour les équations
de contrainte issues de la théorie d’Einstein avec champ scalaire (cf. théoreme
3.3, page 90). Le cas des systemes est intéressant car il nécessite de comprendre

5. La stabilité est une notion plurielle; ce terme désigne plutoét un groupe de notions qu’une
seule notion bien définie.
6. Nous renvoyons au chapitre 3 pour des définitions précises de diverses notions de stabilité.
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précisément les interactions entre les lignes du systeme, qui présentent déja a titre
individuel des causes potentielles d’instabilité. Celui des équations de contrainte
est intéressant car cette équation couple une non-linéarité critique du point de vue
des injections de Sobolev - déja présente dans les cas précédents - avec une non-
linéarité en puissance négative. A chaque fois, des résultats relativement complets
de stabilité et d’instabilité sont obtenus. Nous y verrons apparaitre en particulier
des phénomenes dimensionnels étudiés plus en détail dans le chapitre suivant.

Quant au chapitre 4, plus court, il réunit un certain nombre de résultats de
non-existence de solutions a des EDP elliptiques euclidiennes. Si une équation
ne possede pas de solutions et si elle est stable, alors aucune équation ”proche”
de celle-ci ne peut admettre de solutions. C’est cette idée qui se cache derriere
I’ensemble des résultats de ce chapitre. Partant d’une équation qui ne possede pas
de solutions pour des raisons évidentes, montrant qu’elle est stable, nous arrivons a
démontrer des résultats de non-existence pour des équations proches ; résultats qui,
eux, sont loin d’étre évidents et qui sont tres sensibles a la dimension de I'espace.

Ainsi, dans un travail en commun avec P. Laurain (28), nous sommes revenus
sur le maintenant classique phénomene dimensionnel en E.D.P. elliptiques. Nous
jetons une nouvelle lumiere sur celui-ci en démontrant que la célebre obstruction
de Pohozaev est stable en dimension 3 alors qu’elle ne 1’est pas en dimensions plus
grandes (cf. théoreme 4.1, page 101).

Nous montrerons également que la conjecture de Lazer-McKenna dans le cas
critique, si elle a été résolue affirmativement en grandes dimensions, est beaucoup
plus subtile, voire fausse, en petites dimensions. La conjecture de Lazer-McKenna,
tres générale, stipule qu'une E.D.P. elliptique devrait posséder d’autant plus de
solutions que sa partie non-linéaire interagit plus avec le spectre de 'opérateur (ici
le laplacien). Nous en étudions un cas particulier qui a beaucoup attiré 'attention
ces dernieres années.



CHAPITRE 1

Inégalités de Sobolev et isopérimétriques optimales

Ce chapitre consiste en un bref résumé de quelques résultats contenus dans
les travaux (1)-(4), (6)-(10), (12), (13), (15), (17) et (29). L’essentiel de ces
travaux se trouvant dans ma these®, le survol sera ici rapide. Ce chapitre intro-
duit cependant certaines notions qui seront utilisées dans les parties suivantes de
ce mémoire. Nous y traiterons d’inégalités de Sobolev optimales sur les variétés
riemanniennes, d’existence de fonctions extrémales pour celles-ci et d’inégalités
isopérimétriques locales. La référence (9) est un petit livre récapitulatif sur ce
qu'Emmanuel Hebey a appelé le programme AB pour les inégalités de Sobolev
riemanniennes.

1. Inégalités de Sobolev

Les espaces de Sobolev sont un outil important d’analyse. Tant que ne sont
concernées que des propriétés basiques de ceux-ci?, passer de I'espace euclidien &
une variété riemannienne ne pose pas de grosses difficultés, a condition de faire
quelques hypotheses de géométrie bornée a l'infini. Pour ce qui est de propriétés
plus fines telles que les inégalités optimales, elles aussi tres utiles en analyse, les
effets de la géométrie sont beaucoup plus importants. En premiere approxima-
tion, tout se passe au mieux en courbure négative tandis que la situation est plus
compliquée en courbure positive.

Considérons (M, ¢g) une variété riemannienne de dimension n > 2. Pour p > 1
un réel, 'espace HY (M) est la complétion de C'*° (M) pour la norme

fullgy = (full + 1Vul2)* = ( [ (1) dvg) |

Cet espace est également 'espace des fonctions dans LP (M) dont le gradient (au
sens des distributions) est dans L? (M), cf. [129]. Muni de la norme ci-dessus,
c’est un espace de Banach. Les injections de Sobolev de premier type stipulent que
HY (M) C Lns (M) des que 1 < p < n. Les injections de Sobolev de deuxieme
type concernent les espaces H} pour p > n qui s’'injectent dans des espaces de
fonctions continues et holdériennes. Des que la variété riemannienne considérée
est compacte, toutes ces injections sont valides, comme dans le cas euclidien. Sur

1. Seuls (17) et (29) n’y figurent pas, (29) étant de 'ordre de la remarque.
2. Complétude, existence d’injections, compacité de celles-ci, . ..

15



16 1. INEGALITES OPTIMALES

les variétés completes, quelques hypotheses de type ”géométrie bornée a I'infini”
sont nécessaires®. Ces injections sont en fait continues et sont donc accompagnées
d’inégalités de Sobolev.

1.1. Le programme AB. Pour simplifier la discussion, nous ne considérerons
_np_
que le cas des variétés compactes dorénavant. Ainsi HY (M) C L=+ (M) et la
continuité de cette injection fournit l'existence d'une constante C' telle que

full oo < C lull gy
P

pour toute fonction u € HY (M). 1l est extrémement intéressant de séparer la
norme HY en deux et de découpler la constante C' dans U'inégalité ci-dessus en
écrivant qu’il existe deux constantes A et B telles que

[ull e < AfIVull, + B [lull,

pour toute fonction u € HY (M). En effet, les deux constantes A et B jouent des
roles tres différents. Munis de cette inégalité, nous pouvons nous intéresser aux
meilleures constantes possibles dans celle-ci en posant

a, (M, g) =inf {A t.q. 3B t.q. 'inégalité ci-dessus soit valide}
et
By (M, g) = inf {B t.q. 3A t.q. I'inégalité ci-dessus soit valide} .

Par inégalité valide avec les constantes A et B, il faut entendre que 'inégalité a
lieu avec ces deux constantes pour toute fonction u € HY (M). Ces deux définitions
ont la signification suivante. Pour la premiere, pour tout ¢ > 0, il existe B. > 0
telle que

lull e < (e (M, g) +€) [IVull, + B [Jull,

pour toute fonction u € H{ (M) tandis que, pour toute constante A < a, (M, g)
et toute constante B, il existe une fonction v dans HY (M) telle que

lull e > A[Vull, + B Jull, -
Et de méme, symétriquement, si priorité est donnée a la constante B. Les valeurs

de ces deux constantes sont connues. La seconde est liée au volume de la variété
riemannienne (M, g). Elle vaut

_1
By (M,g)=Vol, (M) " .
La premiere ne dépend en fait pas de la variété considérée et vaut

a, (M,g) = K(n,p)

3. Pour tout ce qui concerne les propriétés basiques des espaces de Sobolev et leur passage,
ou non, & des variétés riemanniennes complétes, nous renvoyons au détaillé [76] ou au plus court
(82].
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L Vul? da
K (n,p)?= inf o [V — .

ucCge (R™ _np_ =
N (Lo 7 )

Ce résultat est du a Aubin [10]. La valeur exacte de K(n,p) a été trouvée par
Aubin [10] et Talenti [162] - voir également le travail antérieur de Rosen [145]
pour le cas n = 3 et p = 2 - en s’appuyant sur 'inégalité isopérimétrique et des
travaux de Bliss [19]*. Ainsi

p—1
1 (np—1)\ » 'n+1
k() = (M=) )
p T(@I«n+l—%%%4
pour p > 1 ou I est la fonction d’Euler et w,_; le volume de la sphere unité dans
R™ et

1
1 n
K1) =+ () =g Kp),

n \Wnp-1
De plus, 'infimum est atteint par les fonctions

)\(M‘|‘|l’—l‘0|ﬁ) P

pour p > 1 pour tous A € R, u > 0 et zp € R", et par les fonctions caractéristiques
des boules® pour p = 1.

Revenons a nos inégalités de Sobolev sur les variétés riemanniennes compactes.
Vu les définitions des meilleures constantes, une question vient a l’esprit : dans ces
définitions, I'infimum est-il atteint 7 En d’autres termes, étant donné 1 < p < n,
existe-t-il une constante B > 0 telle que

lull = < K (n,p) [[Vull, + B |lull,
pour toute fonction u € HY (M) ? Existe-t-il une constante A > 0 telle que
_1
lull e < Al Vull, + Volg (M) [ul],

pour toute fonction u € HY (M)?
Une inégalité sans doute plus intéressante du point de vue des EDPs est celle
qui donne 'existence de deux constantes A’ et B’ telles que

[ullPap. < A"(|Vull) + B [|ulf;
n—p

4. La preuve d’Aubin et Talenti s’appuie sur un processus de symétrisation qui permet, grace
a I'inégalité isopérimétrique, de se ramener au cas des fonctions radiales, qui avait été traité par
Bliss dans les années 1930. Une preuve alternative basée sur le transport optimal a été proposée
récemment par Cordero-Erausquin, Nazaret et Villani [45].

5. 11 faut noter que l'inégalité de Sobolev pour p = 1 est en fait équivalente a l'inégalité
isopérimétrique. Voir Federer-Fleming [65] et Fleming-Rishel [68] pour ce cas p = 1.
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pour toute fonction u € HY (M). Il n’est pas difficile de voir que les meilleures
constantes dans cette inégalité sont «, (M, g)" et G, (M, g)". Ainsi les questions
juste posées s’étendent naturellement : étant donnés 1 < p < mn et 6 > 1, existe-t-il
une constante B > 0 telle que

G 9 9 9
[ull e, < K (n,p)” [|Vull, + B [ul, (1)
pour toute fonction u € HY (M) ? Existe-t-il une constante A > 0 telle que
0 6 _9 0
[ullCee < AfIVull, + Volg (M)~ [ull, (J3)

pour toute fonction u € HY (M) ? Si c’est le cas, nous dirons respectivement que
I'inégalité (Ig ) est valide - lorsque priorité est donnée a la premiere constante - et
que l'inégalité (Jg ) est valide - lorsque priorité est donnée a la seconde constante.

Ces deux inégalités optimales sont tout-a-fait différentes et leur intérét dépend
du probleme considéré. La premiere est particulierement intéressante pour traiter
des problemes de défaut de compacité b, la seconde est particulierement intéressante
lorsque 'intérét est porté sur les fonctions qui sont proches de constantes ”.

Commencons par l'inégalité (Jg). Celle-ci est valide des lors que 6 = p et
1 <p<2o0uf =2et2 < p< n mais ne 'est plus dés que > 2 et 2 <
p < n, et ce pour toute variété de dimension n. Ce résultat simple se trouve dans
(9), théoremes 8.11 et 8.12, pp. 90-94% L’idée principale est de neutraliser les
constantes pour prouver la validité en utilisant I'inégalité de Sobolev-Poincaré et
au contraire de regarder ce qui se passe au voisinage des fonctions constantes pour
invalider I'inégalité.

En ce qui concerne 'inégalité (Ig ), de maniere surprenante, tout dépend de la
géométrie de la variété. Le résultat suivant résume un certain nombre de travaux :

THEOREME 1.1. Soit (M, g) une variété riemannienne compacte de dimension
n > 2. Alors

(1) Si 1 <p <2, linégalité (III)’) est valide. Si 2 < p < n, l'inégalité (Ig) est
valide.

(2) Si2 <p<n etsila courbure scalaire de (M, g) est strictement positive
quelque part, l'inégalité (Ig) est fausse des lors quen > 3p — 2 et 6 > 2.

(8) L’inégalité (Ig) est valide pour tout 2 < p < n des lors que la courbure
scalaire de la variété est strictement négative.

6. En particulier parce que ces défauts de compacité sont de nature purement locale.

7. Il convient de remarquer que le cas d’égalité dans (Jg ) est nécessairement atteint pour les
fonctions constantes, fonctions qui sont dans H} (M) lorsque la variété est compacte, ce qui n’est
pas sans poser quelques problémes en analyse. Par exemple, controler une fonction dans HY (M)
demande de controler non seulement la norme LP de son gradient mais également sa moyenne
(comparer avec le cas des fonctions définies sur un ouvert de R™ avec conditions de Dirichlet au
bord).

8. Dans le cas p = 2 et § = 2, la premiere preuve fut donnée par Bakry [13].
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La question de la validité de I'inégalité (Ig ) remonte aux travaux d’Aubin [10].
p

Dans ce papier, Aubin démontre que I'inégalité (III,’) pourl <p<2et (IF) pour
2 < p < n est vraie sur la sphere standard. Il conjecture alors que cela devrait
étre vrai sur toute variété riemannienne compacte. En 1995, Hebey et Vaugon
[83], [84], démontrerent cette conjecture dans le cas p = 2, § = 2. On s’attendait
alors a ce qu’en fait, I'inégalité (III)’) soit valide sur toute variété riemannienne
compacte et pour tout 1 < p < n. Mais la situation s’est révélée plus intéressante.
En particulier, dans (1), nous avons montré que cette inégalité n’était pas valide
des lors que la courbure scalaire de la variété était strictement positive quelque
part moyennant quelques restrictions dimensionnelles (cf. point (2) du théoreme?).
Ensuite la conjecture d’Aubin fut démontrée et méme améliorée par Aubin-Li [11]
et moi-méme (3) dans des travaux indépendants (cf. point (1) du théoreme). Enfin,
le point (3) est une conséquence d’un lemme de localisation '* que j’avais montré
dans (1) (cf. (9) ou [77] pour un énoncé précis de celui-ci) et du résultat de nature
isopérimétrique démontré dans (12) (cf. section 2).

Ce groupe de résultats amene quelques commentaires : d’abord, il y a visible-
ment une rupture dans I’échelle des inégalités optimales. L’exposant 2 joue un role
particulier. Pour p > 2, I'inégalité (Ig) est toujours valide et la géométrie n’in-
tervient pas'!. Ensuite, il y a une différence entre courbure négative et courbure
positive, sachant que c’est la courbure scalaire qui a la part belle dans cette af-
faire. En courbure scalaire négative, toute ’échelle des inégalités (tant que 6 < p)
est valide. Des que la courbure scalaire est strictement positive quelque part '2, les
inégalités ne sont pas valides (méme localement) pour § > 2. Ce dernier résultat est
a nuancer puisque des restrictions dimensionnelles apparaissent. C’est la derniere
rupture dont il faut parler : la rupture dimensionnelle. Méme si cela n’est pas fla-
grant sur ce groupe précis de résultats (sauf sur le point (2)), la dimension joue un
role non négligeable dans I’histoire et les phénomenes ont tendance a étre différents
(de nature moins locale) en petites dimensions '*. Nous verrons des exemples plus
frappants de cette rupture dimensionnelle un peu plus bas. Un bon résumé du
théoreme se trouve dans le dessin ci-dessous (fig. 1) :

9. La restriction dimensionnelle était n > p* dans (1) mais la preuve s’étend facilement 2
n > 3p—2.

10. qui stipule que l'inégalité (Ig ) est valide si et seulement si elle est valide pour des fonctions
a support compact dans des petites boules autour de chaque point de la variété.

11. Toujours pour § = 2 mais pour p < 2, Yaxin Peng a démontré dans sa theése [136] que
I’inégalité (Ig ) était toujours valide localement, moyennant quelques restrictions dimensionnelles
peu importantes mais que, par contre, le passage du local au global n’a plus lieu (en fait pour
0 > p) et 'inégalité n’est pas valide globalement dés lors que n”—_";) < 2.

12. Pour des résultats lorsque la courbure scalaire est nulle, cf. le survol (9).

13. ”Petites” dépendant de p.
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Fig. 1 : Validité de (19)

Pour en finir avec ces inégalités de Sobolev optimales, décrivons brievement
les résultats connus en ce qui concerne l'existence de fonctions extrémales. Pour
discuter cette question, nous ne considérerons que le cas p = 2, § = 2, et renvoyons
a (9) pour des résultats plus généraux. L’inégalité optimale (I3) étant valide, nous
pouvons fixer la premiere constante égale & K(n,2)? et prendre pour deuxiéme
constante la plus petite possible une fois la premiere fixée, constante que nous
appellerons By(g). Nous arrivons alors a l'inégalité totalement optimale suivante :

lull’2n < K (n,2)? [[Vull3 + Bo(g) llull; (Zopr)

pour toute fonction u € H? (M). Si la dépendance en la métrique est explicitée
dans la notation By(g), c’est que cette constante va dépendre de la géométrie de

la variété. En particulier, By(g) > Vol, (M)f%, ce qui s’obtient en prenant u =1
dans l'inégalité. Mais également, des calculs de fonctions-tests a la Aubin et a la
Schoen permettent de montrer que

n—2
s =<z 2
By(g) > n = 1)K(n, 2) m]‘E}XSg

des que n > 4 et que

max Mpy(g)(z) < 0
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quand n = 3 olt Mp est la masse de la fonction de Green'* de 'opérateur A, + B.
En dimensions n > 4, ce résultat est du a Hebey [76] mais repose sur des calculs
a la Aubin [9]. En dimension n = 3, c’est démontré dans (13) en s’appuyant
sur des calculs faits par Schoen [153]. Une fois devant cette inégalité totalement
optimale, nous pouvons nous poser la question suivante : le cas d’égalité est-il
atteint 7 En d’autres termes, existe-t-il des fonctions extrémales pour l'inégalité
optimale (Ippr)? Le cas n = 4 du théoreme suivant a été démontré dans (7)
tandis que le cas n = 3 a été traité dans (13) :

THEOREME 1.2. Soit (M, g) une variété riemannienne compacte de dimension
n > 3. Alors, si l'inégalité (Iopr) n'admet pas de fonctions extrémales,

By(g) =

sin >4 et Bo(g) est tel que

n— 2

n—a 2
Tn = 1)K(n,2) mAz}XSg

max Mp,(g)(2) = 0

sin =3, ce qui le caractérise de maniére unique.

Le théoreme est de nature locale en dimensions n > 4 (perturber la métrique
en un endroit ou la courbure scalaire n’est pas maximale ne change rien a I'affaire)
et de nature globale en dimension 3. Voici une illustration de la rupture dimen-
sionnelle citée plus haut. Ce résultat a été étendu a la notion de fonction critique,
qui remplace By(g), en dimensions n > 4 par [85] (cf. aussi [43, 94]). Dans le cas
n = 3, cette extension se trouve dans (13).

A titre de remarque, et en utilisant les travaux de Aubin [9] et de Schoen [153],
un corollaire de ce résultat est qu’il existe des fonctions extrémales pour (Ippr)
des que la courbure scalaire de la variété est constante. Comme, dans toute classe
conforme, il existe une métrique & courbure scalaire constante!®, il existe dans
toute classe conforme une métrique g pour laquelle (Ippr) admet au moins une

fonction extrémale u (strictement positive). La métrique g = uﬁg est alors telle

que By (g) = Volg (M )_%. Il est assez surprenant de voir que, dans toute classe
conforme, il existe une métrique pour laquelle I'inégalité de Sobolev est valable
avec ses deux meilleures constantes a3 et 3. C’est d’autant plus étrange qu’il
était plutot attendu que ce soit une caractéristique de la sphere standard 1°.

14. En dimension 3, la fonction de Green de A, + B peut s’écrire m + B (x,y) avec

B € C%(M x M). La masse de la fonction de Green au point z est Mp(z) = 3(z, x).

15. C’est la résolution du probleme de Yamabe qui le donne (cf. section 1 du chapitre 3).

16. Peut-étre que c’est une caractéristique de la sphere standard dans le monde des variétés a
courbure de Ricci (strictement) positive mais rien n’est moins siir. Toujours est-il que le résultat
ci-dessus ne donne aucun controle sur la courbure des métriques qui ont cette propriété.

Remarque : cette métrique pour laquelle cette inégalité a lieu vérifie que la premiere valeur
propre de son laplacien est supérieure ou égale a celle de la sphere standard (apres normalisation
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De nombreux travaux ont ensuite repris les idées de ce programme AB et mis
en évidence les phénomenes dimensionnel et de courbure (i.e. courbure négative
vs courbure positive et role de la dimension) sur d’autres inégalités optimales :
inégalité de Nash (cf. (4) mais aussi [90, 91, 92, 93, 147]), inégalité de Gagliardo-
Nirenberg (cf. [29, 35, 167, 168]), inégalité de Poincaré-Sobolev (cf. (6), (15)
mais aussi [78, 175, 176]), inégalité de Hardy-Sobolev (cf. [70]), inégalité de
Sobolev en dimension 2 et inégalité de Trudinger-Moser (cf. (17) mais aussi [63,
64, 111, 112, 170, 171, 172, 173, 174]), inégalité de Sobolev a trace (cf. [66,
67, 146]), inégalité de Sobolev d’ordre supérieur (cf. [18, 48, 79]), inégalité de
Sobolev en présence de symétries (cf. [60, 61, 62]), inégalité de Sobolev tordue ou
sur des produits (cf. [34, 44]), inégalité de Sobolev vectorielle (cf. [80]). La liste
ci-dessus n’est sans doute pas exhaustive mais reflete les connaissances de 'auteur
a ’heure actuelle.

1.2. Inégalité de Poincaré-Sobolev. Cette courte sous-section est consacrée
a I'inégalité de Poincaré-Sobolev optimale que nous avons étudiée avec E. Hebey
et M. Vaugon dans (6). Sur cette inégalité, et en se contentant de questions de
validité, apparaissent clairement les phénomenes dimensionnel et de courbure. Soit
(M, g) une variété riemannienne compacte de dimension n > 3. Il existe A et B
deux constantes telles que

2 2 2
[ull 2 < Af[Vully + B lully

pour toute fonction u € HE (M). C’est une inégalité du type Poincaré-Sobolev :
elle permet un controle de la norme L (M) par la norme L? de son gradient et
sa norme L' (ce qui est juste un petit peu plus fort que sa moyenne). La meilleure
premiére constante dans cette inégalité est bien entendu K(n,2)?. Existe-t-il une
constante B > 0 telle que

2 2 2
[ull’2n < K (n,2)* [|Vully + B ul;

pour toute fonction u € HF (M)? Si c’est le cas, nous dirons que l'inégalité de
Poincaré-Sobolev optimale est valide. Le résultat suivant est tiré de (6), aidé de
I'inégalité isopérimétrique locale de (12) pour le deuxiéme point :

THEOREME 1.3. Soit (M, g) une variété riemannienne compacte de dimension
n > 3. Alors :

(i) L’inégalité de Poincaré-Sobolev optimale est valide si n = 3.

(i1) L’inégalité de Poincaré-Sobolev optimale est valide sin >4 et S, < 0 sur
M.

(iii) L’inégalité de Poincaré-Sobolev optimale n’est pas valide dés que n > 4 et
Sy > 0 quelque part sur M.

de volume). Il suffit de rentrer la fonction 1 + eu avec u de moyenne nulle dans I'inégalité et de
faire un développement limité quand € — 0 pour le voir.
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Nous voyons dans ce résultat apparaitre tres clairement un phénomene dimen-
sionnel (la validité est vraie en dimension 3 sans hypotheses supplémentaires) et
un phénomene de courbure (validité en courbure scalaire négative / non-validité en
courbure scalaire positive). Lorsque n > 4 et maxy; S, > 0, la meilleure inégalité
possible pour A proche de K(n,2)? a été trouvée dans (15). Notons B. la plus
petite constante possible pour que I'inégalité

2 2 2
lull’2n < (K(n,2)* +¢) [Vull; + B: ||ully

ait lieu pour toute fonction u € Hf (M). Sin > 4 et maxy S, > 0, elle se doit de
tendre vers +o0o quand € — 0. L’estimée

K(4,2)? 3
B. =

nt2 _ (n—4)(n+2)

(C(n) <max Sg)T + 0(1)) D sin>5

M
avec

C(”) = iz 2n
(=30 (n — 2)(n — 4))73 72

n—1

pour n > 5 a été dérivée d'une analyse asymptotique tres fine dans (15).

1.3. Inégalités de Trudinger-Moser. Le travail (17), écrit en collaboration
avec Adimurthi, étant le seul de cette section a avoir été rédigé apres la these,
nous allons le décrire maintenant. Le cadre en est euclidien et 2-dimensionnel.
Considérons  un ouvert lisse et borné de R?. L’espace H{ (€2) des fonctions nulles
sur le bord dont le gradient est dans L? (2) s’injecte en dimension 2 dans tous les
espaces L” () de maniere compacte. Mais en fait, un controle de la norme L? du
gradient de u donne beaucoup plus qu’un controle des normes LP de u. En effet,
toute fonction u € H} (Q) vérifie que e*” est dans tous les L? (Q). Mais les normes
L? de e** ne sont pas toutes uniformément controlées par la norme L? du gradient

de u. L’inégalité de Trudinger-Moser stipule que
2

C(Q)= sup / e 193 dy < 400
weH(Q) JQ

Cette inégalité est due a Trudinger [163] et Moser [130]. Trudinger en avait
démontré une forme non optimale. C’est Moser qui a démontré que la constante
47 dans I'exponentielle était optimale. Le supremum n’est en particulier plus fini
si cette constante 47 est remplacée par une constante plus grande.

Etant donnée une suite (u;) de fonctions non-nulles dans H} () normalisées
par ||Vu,|, =1, Lions [121] a démontré que

. 2
lim sup / ety < 400
Q

i——+00
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pour tout p < si u; — ug faiblement dans HY (Q) quand i — +o00. Ce

1 — || Vug)?
résultat donne plus” d’iﬂormations que l'inégalité de Trudinger-Moser lorsque la
suite (u;) converge faiblement vers une limite uy non-nulle. Dans (17), nous avons
cherché des extensions de l'inégalité de Trudinger-Moser qui donne des informa-
tions méme lorsque la suite (u;) converge faiblement vers 0. Nous avons étudié la
constante

(1 I3 ) w2
C, (Q) = sup /64 (H HVuH%)HVuH% dx
Q

u€EH ()

pour « > 0. Le résultat obtenu dans (17) est le suivant :

THEOREME 1.4. Soit Q un ouvert borné lisse de R?. Alors C,, (Q) < 400 si et
seulement si a < A\ (Q) ot A1 () est la premiére valeur propre du laplacien sur
Q avec condition de Dirichlet au bord. .

Ce résultat est d’'une nature différente mais assez complémentaire de celui de
Lions [121]. En effet, lorsque la suite (u;) converge faiblement vers une limite
faible non-nulle, notre résultat est une conséquence de celui de Lions. Par contre,
des que la suite (u;) converge faiblement vers 0, notre résultat est plus précis que
I'inégalité de Trudinger-Moser, le résultat de Lions ne fournissant aucune informa-
tion supplémentaire par rapport a celle-ci dans ce cas.

Le fait que C, (§2) = 400 pour tout o > Ay (€2) est obtenu par un calcul de
fonctions-tests inspiré de Moser [130]. Par invariance d’échelle de I'inégalité et a
translation pres, il n’est pas difficile de se ramener au cas ou la boule unité centrée
en 0 est contenue dans 2. Quelques calculs donnent alors que

llucl3 u
47r<1+>\1(9) 22) T
/ e IVuelly J IVuely fp —s 400 quand e—0
Q
ou

1
In— pour0<|z|<¢
£

1

Us = ln1 3u +— I

: £ ° Vo L poure < |z <1
n

L 0 pour |z| > 1
avec ug la fonction propre strictement positive normalisée par ||ugll, = 1 associée

AN (Q).

Le fait que C,, (2) est fini pour tout v < Ay (€2) découle, par I'intermédiaire d'un
raisonnement par I'absurde, d’une analyse asymptotique fine et particulierement
délicate de suites de solutions ’EDP avec une non-linéarité en e*”. Nous renvoyons
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a la section 3 du chapitre 2 pour quelques détails et précisions concernant cette
analyse asymptotique.

2. Inégalités isopérimétriques

Le cas limite p = 1 des inégalités de Sobolev est en fait équivalent a une
inégalité isopérimétrique. Une inégalité de Sobolev qui stipule que

[ull o < AflVull, + B lul),

pour toute fonction u réguliere entraine une inégalité isopérimétrique qui stipule
que
Vol, () < AVol, (0Q) + BVol, (%)

pour tout domaine € lisse (ou méme de périmetre fini). Il suffit de remarquer que
la fonction caractéristique d’un tel domaine peut-étre approchée par des fonctions
lisses, d’appliquer a ces fonctions lisses I'inégalité de Sobolev et de passer a la limite
dans celle-ci. La réciproque est également vraie, méme si plus subtile : 'inégalité
isopérimétrique entraine l'inégalité de Sobolev correspondant au plongement de
H! dans L1, Clest une conséquence de la formule de la co-aire (cf. Chavel [37]
par exemple).

Remarquons tout d’abord que, sur n’importe quelle variété riemannienne com-
plete de dimension n > 2, Pexistence d'une inégalité de Sobolev Hi (ou, de
maniére équivalente, d’'un plongement continu de H} (M) dans L»-1 (M)), i.e.
d’une inégalité isopérimétrique du type de celle ci-dessus, entraine 1’existence d'une
inégalité de Sobolev HY (ou, de maniere équivalente, d'un plongement continu de
HY (M) dans Lns (M)) pour tout 1 < p < n. Grace a la formule de la co-aire,
ceci est encore vrai pour les inégalités optimales. Une inégalité isopérimétrique
optimale entraine des inégalités de Sobolev optimales (en un sens a préciser). Mais
I'inverse est vrai : des inégalités de Sobolev optimales pour tout p > 1 entraine
une inégalité isopérimétrique optimale par passage a la limite p — 1 (ce passage a
la limite devant étre justifié). C’est I'idée principale qui est derriere cette section.

Reste a la mettre en ceuvre. Par exemple, cela permet d’obtenir le résultat suivant,
démontré dans (10) :

THEOREME 1.5. Soit (M, g) une variété riemannienne compacte de dimension

n > 2. Il existe une constante B(g) > 0 telle que
n—1
Vol, () » < K (n,1)Vol, (0Q) + B (g) Vol, ()

pour tout domaine réqulier de M. De plus, il existe un domaine extrémal (réalisant
le cas d’égalité dans l'inégalité ci-dessus), i.e. un domaine Q) de M connexe qui, s’il
n’est pas M tout entier, a un bord lisse en-dehors d’un sous-ensemble de dimension
de Hausdorff au plus n — 8 et de courbure moyenne

- (5 vt 29
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en ses points réquliers.

Il faut ici rappeler que K(n,1) est la constante apparaissant dans 'inégalité
isopérimétrique euclidienne
n—1
Vole () » < K(n,1)Vol: (09) .
Ainsi, le cas d’égalité étant atteint pour les boules de I'espace euclidien,

n—1

_ Vole(B) 1 n
o) =7 G =7 ()

SI=

Une preuve de 'inégalité isopérimétrique se basant sur I’équivalence entre celle-ci
et une inégalité H}, a été donnée par Gromov [72] (voir [37]). Pour un historique
sur les inégalités isopérimétriques, le lecteur pourra consulter 'excellent survol
d’Osserman [132] et, pour une liste de preuves de celles-ci en dimension 2, Burago-
Zalgaller [30].

Comme pour les inégalités de Sobolev, I'inégalité isopérimétrique est censée
mieux se comporter en courbure négative qu’en courbure positive. En particulier,
une célebre conjecture 7 stipule que l'inégalité isopérimétrique euclidienne devrait
étre vraie sur toute variété riemannienne complete simplement connexe a courbure
sectionnelle négative ou nulle (dite variété de Cartan-Hadamard). Cette conjecture
a été démontrée par trois méthodes tout-a-fait différentes les unes des autres en
dimension 2 par Weil [166], en dimension 3 par Kleiner [101] et en dimension 4
par Croke [49]. Elle reste ouverte en dimensions supérieures.

Néanmoins, une version locale de cette conjecture a été démontrée dans (12).
Nous avons le résultat suivant :

THEOREME 1.6. Soit (M, g) une variété riemannienne compléte. Soit v € M.
Pour tout € > 0, il existe 6. > 0 tel que

Vol, (0Q2) > Vol 0B)

IK+e (

pour tout domaine lisse 2 contenu dans la boule de centre x et de rayon 6. ot
(Mg, gi) est la variété complete simplement connezxe de courbure sectionnelle K
et B est une boule de cet espace de volume le volume de Q0 dans (M,g) et ou
K = Sg(x)

n(n—1) "

En particulier, si S,(z) < 0, alors les domaines contenus dans une boule de
rayon suffisamment petit vérifie l'inégalité isopérimétrique euclidienne. Comme
corollaire de ce théoreme, nous avons dans le cadre compact le résultat suivant :

17. Difficile de dire a qui elle remonte exactement. Elle se trouve en tout cas explicitement
dans [10].
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COROLLAIRE 1.1. Soit (M, g) une variété riemannienne compacte de courbure
scalaire Sy, < n(n — 1)K. 1l existe V> 0 tel que tout domaine lisse Q0 de M de
volume inférieur ou égal a V vérifie

Vol, (09) > Vol,, (0B)
ot B est une boule de 'espace-modéle (My, gi) telle que Vol,, (B) = Vol, (£2).

Ce corollaire avait été démontré par des techniques totalement différentes!®
sous une hypotheése beaucoup plus forte par Johnson et Morgan [95]. Dans ce
papier, ils démontraient le méme résultat sous I'hypothese K, < K. En fait, a
un niveau local, ce n’est pas la courbure sectionnelle qui joue un role mais la
courbure scalaire. Par contre, si la condition S, < n(n — 1)K est remplacée par
Sy < n(n — 1)K, le résultat devient faux. En fait, il devient méme faux sous
I'hypothese Ric, < (n— 1)K. Si I'hypothese faite sur la courbure est large, il est
nécessaire de faire une hypothese sur la courbure sectionnelle. De méme, un résultat
de nature plus globale demandera certainement une hypothese sur la courbure
sectionnelle.

Le théoreme ci-dessus est démontré en passant par des inégalités de Sobolev
HY locales optimales pour p tendant vers 1, illustrant la remarque faite plus haut.
L’utilisation d’outils d’analyse asymptotique permet d’étre plus fin - et d’aller
chercher la courbure scalaire - qu’avec les outils de théorie de la mesure géométrique
de [95].

A titre de remarque, ce résultat donne un développement limité au deuxieme
ordre du profil isopérimétrique de toute variété riemannienne compacte. Le profil
isopérimétrique est défini par

I, (V)= inf Vol, (09)

QCM, Voly(Q)=V

et il vérifie donc pour V' petit

, (V)= K(n, 1)V (1 — ﬁl((n, 1)? <m]‘z}X Sg) Vato (Vi))

sur toute variété riemannienne compacte. Jusqu’'au deuxieme ordre, le profil isopé-
rimétrique de (M, g) est celui de la variété modele de courbure sectionnelle constan-

1
te wln Ty Maxy Sy.

Enfin, grace au lien bien connu entre profil de Faber-Krahn et profil isopérimé-
trique, il est simple d’en déduire un développement limité du profil de Faber-Krahn
d’une variété riemannienne compacte (voir (29)). Le profil de Faber-Krahn d'une
variété riemannienne compacte (M, g) est défini par

FE,(V)=  inf A (Q)

QCM, Voly(Q)=V

18. Techniques de théorie de la mesure géométrique qui ne leur permettaient pas, entre autres,
de traiter le cas des domaines de petit diametre du théoreme précédent.
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ot A1 (£2) est la premiere valeur propre du laplacien avec condition de Dirichlet au

bord dans €2. Ce profil vérifie

_ n K 1 Ha
FK,(V)= (wn_lV) - <6 + S+ 2)) mAz}XSg +o(1)

ou pp est la premiere valeur propre du laplacien euclidien sur la boule unité avec
condition de Dirichlet au bord. Ce profil est donc, jusqu’au deuxieme ordre, celui
de la variété modele de courbure sectionnelle ﬁ maxys Sg. Il faut remarquer ici

que l'existence de domaines atteignant I'infimum dans la définition du profil de
Faber-Krahn est une question ouverte (a la connaissance de 'auteur) alors qu'’il en
existe pour le profil isopérimétrique (cf. Almgren [6]). Des domaines extrémaux,
c’est-a-dire critiques pour la fonctionnelle A\; (2) pour des variations préservant
le volume, ont été construits dans Pacard-Sicbaldi [133]. Ces auteurs obtiennent
des domaines extrémaux qui ressemblent a des petites boules autour de tout point
critique non-dégénéré de la courbure scalaire. Les domaines minimisant pour le
profil de Faber-Krahn de petit volume, s’ils existent, devraient donc se concentrer
autour d’un point de maximum de la courbure scalaire, vu le résultat ci-dessus, et
étre en fait ceux construits dans [133].



CHAPITRE 2

Analyse asymptotique et quantification
des niveaux d’explosion

Ce chapitre concerne les travaux (18), (22) et (23). Ces trois papiers traitent
de défaut de compacité dans des EDP elliptiques avec non-linéarité critique et
classifient les singularités pouvant apparaitre de maniere précise. Cela conduit a
des résultats de quantification de niveaux d’explosion et a une description fine du
comportement asymptotique de suites de solutions de telles EDP qui explosent.
Dans la section 1, nous décrirons le schéma de preuve du long (18) ol une asymp-
totique ponctuelle précise de suites de solutions d’EDP elliptiques de type Ya-
mabe est obtenue. Le résultat principal en est le théoreme 2.1, page 34. Cette
analyse asymptotique est menée sur une variété riemannienne compacte, ce qui
brise toutes les symétries de I'espace euclidien et interdit donc d’utiliser un certain
nombre d’outils ("moving-planes”, transformée de Kelvin, . ..) qui reposent sur ces
symétries. La preuve du théoreme 2.1 n’utilise donc que des outils relativement
souples, réutilisables dans de nombreuses situations. Nous tenterons de montrer
quels sont ses ingrédients essentiels puis nous passerons en revue les différentes
difficultés qui peuvent surgir pour généraliser ce résultat sur deux exemples dans
les sections 2 et 3. Dans la section 2, nous décrivons un résultat de quantification
pour des EDP elliptiques d’ordre 4 obtenu dans (22), cf. théoreme 2.2, page 54.
Dans la section 3, nous décrivons un résultat de quantification pour des EDP avec
non-linéarité sur-exponentielle! en dimension 2 obtenu dans (23), cf. théoreme
2.3, page 59. Dans le chapitre 3, nous verrons d’autres exemples auxquels elle
s’applique. Mais avant d’entrer dans le vif du sujet, nous allons faire un petit
rappel historique sur cette quantification des niveaux d’explosion dans des EDP
elliptiques avec défaut de compacité.

Une équation aux dérivées partielles issue d'un probleme de géométrie est tres
souvent critique du point de vue de I'analyse. Cette criticalité signifie par exemple
qu’il n’est pas possible, en toute généralité, de controler ’ensemble des solutions
de I'équation. Pour illustrer cette idée de criticalité, prenons un exemple simple.
Considérons 1’équation

Ay = yd!

1. critique d’apres I'inégalité de Trudinger-Moser de la section 1.3 du chap. 1.
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2n
n—27
I'équation est sous-critique : la non-linéarité est compacte?. Cela signifie en par-
ticulier qu'il est possible d’obtenir une borne C? a priori sur I'ensemble des solu-
tions de I'équation. Si ¢ = %, I’équation devient critique et un tel controle de
I’ensemble des solutions devient au mieux (ou au pire) difficile & obtenir, au pire
(ou au mieux) faux. L’équation devient critique pour cet exposant précisément car

sur un ouvert €2 de R™ avec condition de Dirichlet au bord. Tant que ¢ <

I’équation devient alors invariante par les changements d’échelle u — N (ML),
i.e. par un groupe de transformations non compact. L’éventuel défaut de compacité
de I’ensemble des solutions de I'équation vient directement de la non-compacité de
ce groupe de transformations qui laisse invariante 1’équation.

Etant donnée une équation aux dérivées partielles elliptique critique, sachant
qu’il est sans espoir de controler ’ensemble des solutions de maniere brutale, est-il
au minimum possible de décrire les défauts de compacité de cet ensemble? D’en
décrire une compactification ?

Les premiers résultats frappants dans cette direction sont ceux d’Aubin [9]
dans son attaque du probleme de Yamabe et plus encore de Sacks-Uhlenbeck [151]
dans leur recherche d’applications harmoniques. A chaque fois, il est montré qu'un
défaut de compacité pour des suites de solutions d'un probleme approchant le
probleme critique ne peut se produire qu’a condition que suffisamment d’énergie
soit présente. Dans [151] se trouve déja une description de ce défaut de com-
pacité en termes de développement de bulles®. Pour ce qui est des applications
harmoniques, le travail pionnier de Sacks-Uhlenbeck a été largement étendu et
transformé en résultats de quantification pour des suites de Palais-Smale ¢ pour la
fonctionnelle énergie associée® dans [56, 96, 134, 143]. En particulier, dans [134],
a la suite d’un article de Parker et Wolfson [135] qui traite de la méme question
pour les courbes pseudo-holomorphes, est introduite la notion d’arbre de bulles®.
Mais cette notion n’était pas completement nouvelle puisque s’étaient développés,
parallelement a ces papiers sur les applications harmoniques, deux travaux impor-
tants de quantification pour des problemes analogues. Les premiers résultats précis

2. Des lors que la norme L? du gradient de u (énergie associée au terme de gauche de
Péquation) est controlée, la norme L2 de u, plus forte que la norme L9 associée a la non-
linéarité du terme de droite, est controlée grace aux injections de Sobolev. Il n’y a donc pas
compétition entre le terme de gauche et le terme de droite : c’est le terme de gauche qui 'em-
porte. Si ¢ = %, les deux termes sont de force équivalente, aucun controle n’est a priori
possible.

3. Pour les équations de Yamabe, nous continuerons a nommer ces modeles de défaut de
compacité des bulles méme si elles ressemblent plus a des pics qu’a des bulles. La raison en est
historique.

4. Pour la notion de suite de Palais-Smale, cf. section 1, page 33.

5. dont les points critiques sont des applications harmoniques.

6. c’est-a-dire la notion de bulles sur des bulles, tout le probleme étant de les détecter et
ensuite de démontrer qu’aucune énergie n’est perdue dans la jonction entre ces bulles.
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de quantification ont été obtenus indépendamment par Struwe [160] dans le cas
des équations de type Yamabe et par Brezis-Coron [25] dans le cas de 1’équation
des H-bulles. Nous reviendrons sur le résultat de Struwe dans la section 1. Dans
[25], les auteurs s’intéressent & des suites de surfaces dans R? & courbure moyenne
constante 1 s’accrochant sur un contour qui s’écrase sur un point ”. Ils démontrent
alors que cette suite ressemble, dans les espaces d’énergie, a un chapelet de spheres
(ou & un arbre de bulles) ®.

Dans les années 80, a la suite du travail de Sacks-Uhlenbeck [151], ont donc
été trouvé parallelement des résultats de quantification pour diverses équations
présentant des défauts de compacité (tous dus a une invariance conforme sous-
jacente des équations). Tous ces résultats donnent une description en termes de
bulles standard d’une suite de solutions - exactes ou approchées - de I'équation
considérée dans l'espace d’énergie approprié, i.e. celui ou est naturellement définie
la fonctionnelle dont les points critiques sont solutions de I’équation en question.
Un survol rapide sur ces questions de quantification se trouve dans [59]. Dans
la section 1, nous reviendrons sur cette description dans le cas des équations de
type Yamabe. Nous décrirons également notre travail (18) ou nous avons réussi a
décrire les défauts de compacité dans des espaces ponctuels. Bien entendu, la porte
est ouverte pour un travail similaire sur toutes les équations classiques mentionnées
ci-dessus.

1. Théorie asymptotique ponctuelle

Dans (18), nous nous sommes attachés a décrire les défauts de compacité pour
des équations de type Yamabe dans des espaces ponctuels, ce qui constitue un saut
qualitatif au-dela des espaces d’énergie. Si cette théorie a été développée en toute
généralité pour des équations modelées sur I’équation de Yamabe, les idées et le
schéma général de preuve ont déja été appliqués a des équations différentes (cf.
par exemple les travaux décrits dans ce chapitre) et sont sirement voués a servir
dans beaucoup de problemes.

Considérons une variété riemannienne compacte (M, g) de dimension n > 3 et
considérons 1’équation

Agu+ hu = =
olt h est une fonction de M dans R régulicre” et A, est le laplacien ™. La non-

c , e, nF2 o .. ~
linéarité u»-2 est critique ' et nous n’avons a priori aucune chance de controler un

7. Un probleme équivalent consiste a fixer le contour et a regarder une suite de surfaces a
courbure moyenne constante tendant vers 0 s’accrochant sur ce contour.

8. En fait, ils le démontrent pour des suites de Palais-Smale pour la fonctionnelle énergie
associée au probleme. Encore une fois, le terme de bulles est ici plus approprié que pour les
équations de type Yamabe.

9. Nous préciserons ultérieurement quelle régularité est requise en fonction des résultats.

10. Le laplacien est dans ce mémoire un opérateur positif défini par Ay = —div, (V.).

11. Elle est critique car I'injection de H? (M) dans L2 (M) n’est pas compacte, cf. chap. 1.
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tant soit peu '’ensemble des solutions de cette équation. Celle-ci est modelée sur
I’équation de Yamabe. En rajoutant un parametre h, nous nous permettons essen-
tiellement de ne pas parler dans le vide ultérieurement lorsque nous considérerons
des suites de solutions de I’équation. De plus, nous verrons dans le chapitre 3 que
cet ajout de parametres permet d’introduire la notion, nouvelle et intéressante, de
stabilité d'une telle équation.

Etant donnée une suite de solutions positives (u,) d’équations

n+2
—2
Ayt + hottg = ud™

I'objectif est de décrire les comportements possibles de cette suite. Dans 'espace
d’énergie associé a 1'équation, i.e. HZ (M), cela a été fait par Struwe [160] (cf. le
chap. 4 de (18) pour une preuve détaillée dans le cas riemannien). Supposons que
la suite (h,) converge dans L?(M). Supposons également que la suite (u,) soit
d’énergie bornée, c’est-a-dire qu’il existe A tel que fM |Vua\§ dvy, < A pour tout
a. Alors, a extraction d’'une sous-suite pres, la suite (u,) peut s’écrire sous la forme

N
Uy = UO—FZBLQ—FRQ (21)

i=1
ol g est une solution (éventuellement nulle) de 1’équation limite

n+2
Agug + houg = ui ™,
les B;,, sont des ”bulles standard” et R, est un reste qui tend vers 0 dans H? (M).

Les bulles standard sont de la forme

1_n
n=2 dy (Tig, 1) ’
Bio=p;2 |pia+ -0 2.2

s :uz,a <:uz,oz + n<n _ 2) ) ( )

ol (2;4) est une suite de points de M, appelés centre de la bulle, et (u; ) est une
suite de réels strictement positifs tendant vers 0 lorsque av — 400, appelés poids
de la bulle. Ces bulles sont modelées sur les fonctions extrémales de 'inégalité

de Sobolev euclidienne (cf. chap. 1, page 17, de ce mémoire). En particulier, si la
n+2

variété considérée était 1'espace euclidien, nous aurions exactement A¢B; , = Bl?
Ici, nous avons
n+2
AgBi,oz - Biﬁ;Q + Ri,a

olt R;, est un terme d’erreur qui tend vers 0 dans H? (M). L’apparition de ces
bulles est la trace du défaut de compacité inhérent a I’équation. En effet, si N = 0,
on peut alors montrer, quitte a supposer une convergence de la suite (h,) dans des
espaces plus réguliers, que la suite (u,) est uniformément bornée dans C* (M). Par
contre, des que N > 1, il est clair que la suite (u,) ne peut plus étre uniformément
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bornée ponctuellement ; elle perd méme de I'énergie a la limite. L’énergie d’une
bulle tend vers une constante universelle lorsque a tend vers +oo :

/ IVBial, dvg = K(n,2)™" + o(1) = E, + o(1)
M

ou K(n,2) est la meilleure constante dans 'inégalité de Sobolev euclidienne, cf.
chap. 1, page 17. De plus, dans la décomposition (2.1) de wu,, les bulles n’inter-
agissent pas au niveau H?. En d’autres termes,

/ (VBi.a, VBj,a)g dvy — 0 quand o — +00
M

des que ¢ # j. Ceci se traduit par des relations entre les poids des bulles et la
distance entre leurs centres respectifs :

2
dy (Tia, Tja) Hja
Mi,ozuj,a ﬂj,a ,ui,a

pour tous i,j € {1,..., N}, i # j. La perte d’énergie par passage a la limite est
donc quantifiée puisque

lim / |Vua|§ dv, = / \Vu0|§ dv,+ NE, . (2.4)
M M

a——+00

— 400 quand o — +00 (2.3)

Le cas N = 0 correspond a une convergence forte de (u,) vers sa limite uy tandis
que, des que N > 1, la suite (u,) converge faiblement mais pas fortement vers .

En fait, la décomposition (2.1) a lieu dans un cadre beaucoup plus général puis-
qu’il suffit que la suite (u,) soit une suite de Palais-Smale pour les fonctionnelles

1 -2 2n_
Jo(u) = 3 /M <|Vua|§ + haui> dv, — % /M |u04|”2—2 dv, .

En d’autres termes, il suffit que la suite (u,) soit une suite de fonctions positives
ou nulles dans H? (M) vérifiant

n+2

/ (Vua, Vi), dug +/ hotiapa dvg = / Uy o dvg + o(1)
M M M
pour toute suite de fonctions (¢,) de H? (M) telles que leall g2 ary = 1-

Si une bulle apparait dans la décomposition (2.1), nous dirons que la suite (u,,)
développe un phénomene de concentration. Nous appellerons les suites (z;,) des
points de concentration et les suites (p; ) leur poids (ou vitesse de concentration)
respectif. Ainsi, en un sens H?, la suite (u,) ressemble & la somme de sa limite
faible et d’un certain nombre de bulles (cf. fig. 2, page 35).

La question qui se pose naturellement et a laquelle nous allons répondre dans
cette partie est alors : est-il possible d’obtenir une description similaire dans des



34 2. ANALYSE ASYMPTOTIQUE

espaces ponctuels ? Passer d’'une description dans 'espace d’énergie H? & une des-
cription ponctuelle dans I'espace C° représente un saut qualitatif énorme. La dif-
ficulté essentielle pour passer d'une description a I'autre est que les bulles, si elles
n’interagissent pas dans les espaces d’énergie, peuvent tres bien interagir au niveau
ponctuel. Il n’est par exemple certainement pas vrai que

2n 2n

2n
(Bia + Bjo)™? — B/',;> — B/',* — 0 dans C° (M) quand @ — +00
alors que cette convergence a lieu dans L' (M), ce qui correspond & l'espace
d’énergie. Ceci peut étre illustré par la figure 3, page 35. Les bulles peuvent méme
se superposer les unes aux autres sans interagir au niveau H? : elles peuvent avoir
méme centre sans violer la relation (2.3); il suffit que I'une d’elles soit beaucoup
plus concentrée que lautre (cf. figure 4, ci-dessous).

Dans un grand nombre d’applications (cf. chap. 3 et 4), il est particulierement
intéressant de comprendre ces mécanismes d’interaction. En particulier, si inter-
action ponctuelle il y a, celle-ci obéit a un certain nombre de contraintes. La
machinerie nécessaire pour décrire ces phénomenes de concentration a été élaborée
sur le cas des équations de type Yamabe dans le livre (18). Elle s’adapte parfaite-
ment bien a un certain nombre de problemes présentant des défauts de compacité
classifiables (cf. (22), (23), (27), [161], ...). Le résultat démontré dans (18) est
le suivant :

THEOREME 2.1. Soit (M, g) une variété riemannienne compacte de dimension
n > 3. Soit (hy) une suite de fonctions dans C%" (M) pour un certain 0 < n < 1 qui
converge vers une fonction limite hy dans C%" (M) lorsque o — +oo. Considérons
une suite de solutions strictement positives (u,) de

n+2

Ay + hottq = ud ™

sur M d’énergie a priori bornée / |Vua|§ dvy, < A. Supposons également que
M

Vopérateur Ay + hy a un noyau trivial.

Alors il existe ug € C* (M) solution (éventuellement nulle) de I’équation limite
n+2

n—

Agug + houg = ui ™ et N bulles B; , de la forme (2.2) telles que, apreés extraction
d’une sous-suite,

Ug (20) = (1+ o(1))ug (za) + Z(l +0(1)) Bia (z4) + O (( max “i,a) T)

i=1,...,
=1

pour toute suite de points (xy).
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Flg 2: Ug + Bl,a + 32704 + Bg,a

Fig. 3 : Interaction ponctuelle de bulles.

+ __/\ =

Fig. 4 : une bulle + une bulle = une bulle sur une bulle (méme centre).

35
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Ce théoreme répond parfaitement a la question de la description ponctuelle de
la suite posée ci-dessus. Une fois la description dans 'espace C° obtenue, les effets
de régularisation des EDP elliptiques donnent des descriptions aussi précises dans
les espaces C* (k dépendant du degré de régularité dans la convergence de la suite
(ha)). Ainsi la figure 5, page 36, est parfaitement justifiée. La suite (u,) ressemble
réellement a la somme d’une solution réguliere de 1’équation limite et d’un certain
nombre de bulles.

I
|
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
3,

X1 u 5w %

Fig. 5 : théorie ponctuelle sur les (u)

Nous verrons dans le chapitre 3, section 2.1, comment obtenir des informations
précises sur les configurations de bulles possibles dans un tel processus. Si des bulles
peuvent se former sur des bulles, ceci ne peut étre fait de maniere completement
arbitraire.

Le reste de cette partie est consacré a 'exposition des idées essentielles de la
preuve du théoreme 2.1 2,

1.1. Comment trouver les points de concentration ? Méme si les tech-
niques de type ”énergie”, basée sur la fonction de concentration de Lévy (cf. [160]),
permettent de détecter toutes les bulles qui peuvent se développer dans notre cas
précis '3, nous allons décrire comment détecter les points de concentration par une

12. 11 est tout-a-fait exclu de la présenter exhaustivement puisqu’elle court sur 120 pages et ce
n’est pas l'objet de ce texte. Nous renvoyons & (18).
13. C’est d’ailleurs ainsi que la décomposition H? ci-dessus est obtenue.
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méthode ponctuelle qui nous menera au résultat principal de cette sous-section,
la proposition 2.1, page 45. L’énorme avantage de cette méthode est, outre sa
souplesse qui lui permet de s’adapter a des équations ou la méthode d’énergie
est inopérante, qu’elle fournit automatiquement des estimées ponctuelles sur la
suite (u,) dépendant de la distance a laquelle se trouve I'ensemble des points de
concentration. Son (léger) inconvénient est évidemment qu’elle demande un peu

plus de régularité sur la suite (h,). Cette méthode de détection repose fondamenta-
n+2

n—

lement sur I'invariance des termes dominants de I'équation, i.e. Aju, et ui™?, par
le changement d’échelle u — AT (Ax). Bien entendu, ce changement d’échelle
n’a aucun sens global sur une variété mais, comme les phénomenes de concentra-
tion se déroulent a des échelles microscopiques et comme une variété riemannienne
n’est infinitésimalement qu’un espace euclidien, il est possible de donner un sens
a ce changement d’échelle sur les domaines qui vont nous intéresser. La méthode
décrite ci-dessous se compose de deux étapes : premierement, il faut trouver le
changement d’échelle qui permette de voir quelque chose au voisinage d'un point
de concentration ; deuxiemement, il faut trouver une estimée ponctuelle ayant les
meémes invariances que l’équation - ou tout du moins que ces composantes non
compactes - qui fournira, si elle est violée, un nouveau point de concentration. La
premiere étape est également utilisée dans les méthodes d’énergie. Elle consiste a
regarder a la loupe la solution (u,) au voisinage d’un point ou elle se concentre -
que ce soit 1'énergie, i.e. la norme H? ici, qui se concentre, ou que ce soit une
concentration ponctuelle, i.e. en norme L - et a écraser celle-ci afin qu’elle ne se
concentre plus. Il faut alors montrer que la suite, vue sous cet angle, converge vers
un profil standard (ce qui demande un résultat de classification des solutions de
I'équation-modele associée). La deuxieme étape est I'idée essentielle de la méthode
ponctuelle. Ces deux étapes s’adaptent a beaucoup d’équations présentant des
défauts de compacité dus a l'invariance de celles-ci par un certain changement
d’échelle. Trouver 'estimée ponctuelle invariante qui permet de faire fonctionner
la deuxieme étape est souvent le point délicat. Nous reviendrons sur ces diverses
difficultés (classification des solutions de 1’équation-modele associée, recherche du
changement d’échelle adapté et de 'estimée ponctuelle adéquate) dans les sections
2 et 3 de ce chapitre.

1.1.1. Détection du premier point de concentration. Le candidat le plus naturel
pour étre point de concentration est le - ou un - point ou la fonction u, est maxi-
male. Remarquons tout d’abord que, si la suite (u,) était uniformément bornée
dans L (M), les résultats de théorie elliptique standard donneraient alors gratui-
tement le résultat du théoreme avec N = 0. En d’autres termes, nous aurions, a
extraction d'une sous-suite prés, convergence dans U'espace C? (M) de la suite (u,)
vers une limite ug solution de I’équation-limite. Dans ce cas d’ailleurs, il est certain
que cette limite est non-nulle (cf. (18) pour la preuve, simple, de cette assertion).
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A partir de maintenant, nous supposerons donc que

sup u, — 400 quand o — +00 .
M

Soit alors (z,) une suite de points de M telle que

U (To) = SUDP U -
M

Regardons cette suite (u,) au microscope au voisinage de z, et écrasons-la afin
2

d’y voir plus clair. Pour ce faire, on pose, pour =z € B (5ua (l’a)m) c R~

0 <8< 2ig(M), ig(M) étant le rayon d’injectivité de M,

2

Vo(T) = Uq (%)_1% (expgga (ua (To) ™2 x)) et
9o(r) = exp; g (ua (o) 72 :c) .

Passer dans la carte exponentielle permet de donner un sens au changement
d’échelle effectué. Celui-ci est lié aux invariances de 'équation (cf. la discussion
ci-dessus). En effet, la suite (v,) vérifie I’équation

__4 2 n+2
Ay Vo + U (To) "2 hy <expxa (ua (xq) 2 )) Vg = V& °

dans B <5ua (a:a)$> Ce changement d’échelle laisse bien invariant les deux

termes non-compacts de 1’équation et rend négligeable le terme linéaire qui, lui,
est compact. De plus, grace a notre choix de z,, 0 < v, < v,(0) = 1 dans

By <5ua (SL’Q)%> Comme u, (,) — +00 quand o — +00, g, — & dans C? _(R")

quand o — 400 ou £ est la métrique euclidienne. Par théorie elliptique standard,
moyennant une borne L* sur (h,) par exemple, il existe une sous-suite de (v,)

qui converge dans C}  (R™) vers une solution U (réguliere) de I’équation-modele

AU = Un
dans R™. De plus, par passage a la limite, 0 < U < U(0) = 1. Clest a ce
moment-la qu’est absolument nécessaire une classification de I’ensemble des so-
lutions de I'équation-modele. Ici, cette classification est particulierement simple
puisque toutes les solutions positives de 1’équation ci-dessus sont de la forme

n-2 A2z — o2\ 2
£\ AT ol
Ulx) =\ ( + nn—2) )

pour un certain zo € R™ et un certain A > 0. Cette classification est due a
Caffarelli-Gidas-Spruck [32]. Dans notre cas, c’est-a-dire lorsque les solutions sont

a priori dans = (R™), elle est en fait due & Obata [131]. La preuve d’Obata
est purement géométrique puisqu’il est possible lorsque I’énergie est finie (ce qui
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correspond moralement & une décroissance des solutions a l'infini '*) de remon-
ter les solutions sur la sphere et se ramener au probleme de la classification des
métriques dans la classe conforme de la sphere standard qui sont a courbure scalaire
constante (ce qui revient a caractériser le groupe des difféomorphismes conformes
de la sphere standard). Il convient de noter que c’est la non-compacité de ce
groupe de difféomorphismes conformes de la sphere standard qui est cause des
phénomenes de perte de compacité dans des équations de type Yamabe mais que
c’est grace au fait que cette perte de compacité vienne de ce probleme géométrique
qu’on peut classifier les profils d’explosion (i.e. les solutions de I’équation-modele).
Une preuve du résultat d’Obata utilisant la technique des "moving-planes” due a
Alexandrov [5] a ensuite été trouvée par Gidas-Ni-Nirenberg [71]. La classification
générale de [32] est basée sur une adaptation de la méthode des ”"moving-planes”
lorsque la fonction n’a a priori pas de décroissance a l'infini - ’étape cruciale
de la preuve étant alors de démontrer qu’il y a suffisamment de directions avec
décroissance pour pouvoir démarrer la méthode des "moving-planes”. Une preuve
plus simple - plus géométrique et plus élégante - de cette classification, basée sur
une méthode des "moving-spheres” (qui n’utilise que le caractére conformément
invariant de I’équation et un principe du maximum) a été donnée plus récemment
par Li-Zhang [114]. Muni de cette classification, puisque U admet son maximum
de valeur 1 en 0, il est clair que

U(z) = (1 + %)1_% :

Nous avons donc bien obtenu un profil de u, au voisinage de z,. En effet, en
remontant ce résultat sur la variété, nous avons

Uo = (1+0(1))Bia

dans toute boule B,, , (Rpt1,4) OU T1,0 = Ta, fia = Ua (xa)_% et By, est la
bulle-standard de centre x; , et de poids p;, comme définie en (2.2).

Nous avons donc trouvé notre premier point de concentration. Ce procédé clas-
sique de changement d’échelle remonte a Struwe [160]. Mais la technique ponctuelle
directe développée ici remonte plutot a Schoen [155].

1.1.2. Détection des bulles "hautes”. Dans cette sous-section, nous allons expli-
quer comment détecter un premier paquet de bulles, dites bulles "hautes”. La ter-
minologie s’éclaircira dans la sous-section suivante quand nous aurons un deuxieme
paquet de bulles a comparer a ce premier. L’idée essentielle est de concocter une es-
timée ponctuelle invariante par le changement d’échelle utilisé dans la sous-section
précédente pour obtenir un profil asymptotique autour d’'un point de concentra-
tion. Une telle estimée ponctuelle donnera souvent, si ce n’est toujours, un moyen
de détecter d’autres points de concentration. Pour illustrer cette méthode, voyons

14. Ceci peut d’ailleurs étre rigoureusement démontré, cf. par exemple (27).
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comment elle permet de construire le deuxieme point de concentration, les autres
points de ce premier paquet s’obtenant de maniere similaire. Posons

Do) = dy (T1,0,7)"7 talz) .

Cette quantité est invariante par le changement d’échelle de la sous-section précé-
dente. En effet,

n—2 n—

n—s 2
Pa (exps,, (1at)) = 15 21T ua (expy, , (1ar)
= o] vala),

ce qui n’est rien d’autre que la quantité ci-dessus construite cette fois a partir de
la fonction v,,.

Cette quantité permet de détecter un deuxieme point de concentration de la

facon suivante : supposons que sup ¢, — +o0o quand o — +o0o. Alors, en prenant
M
Yo un point de maximum de ®,,, il est possible de répéter ’étape de la sous-section

précédente en remplacant x, par y,. En effet, ce choix de y, assure que la suite
de fonctions renormalisées est localement uniformément bornée, ce qui permet une
nouvelle fois de passer a la limite dans I’équation et d’obtenir la convergence vers
un profil standard. Le point essentiel ici est que ’hypothese ®,, (y,) — 400 assure
que, apres le changement d’échelle approprié autour de y,, le premier point de
concentration est bien envoyé a l'infini, ce qui se traduit par les relations suivantes :

dy (T1,05 Ya)
2 2
Uq (Il,a>_"_2 + Uq (ya>_n_2

En un sens, cette étape permet de détecter des bulles qui sont relativement éloignées
les unes des autres (leur distance respective étant mesurée par rapport a leur
poids).

— +o00 quand o — 400 .

Pour continuer le processus, il suffit de remplacer la quantité ®, par
n—2

( min d, (xm,x)) N Ua ()

i=1,...k

une fois les k premiers points de concentration construits. Tant que cette quantité
n’est pas uniformément bornée, son maximum donne un nouveau point de concen-
tration. Le processus s’arréte nécessairement grace a la borne a priori sur I’énergie
que nous avons faite. En effet, un argument simple (déja présent dans [160]) per-
met de montrer que les bulles ainsi construites n’interagissent pas au niveau H? et
que leur propre énergie est quantifiée. Chaque bulle apporte un quantum d’énergie
E,, et k bulles ainsi construites en apportent kFE,. La borne sur I’énergie borne
donc a priori le nombre de points de concentration que ce processus peut produire.
Pour une discussion des difficultés soulevées par ’absence de borne sur 1'énergie,
nous renvoyons a la section 2.4 du chapitre 3.
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Une fois que le processus s’arréte, nous avons non seulement un certain nombre
de points de concentration (214, .., %) avec des poids associés (f1.qa,-- -, fka)
et un profil asymptotique de u, au voisinage de ces points, i.e.

uo = (1+0(1))B;a
dans la boule B, , (Rpi o), mais également une estimée ponctuelle sur u,, i.e.
n—2

( min d, (xw,g;)) @) <C

=1,k
sur M avec C' indépendant de a.
Les bulles trouvées dans cette étape vérifient toutes
d. (x: :
g (1‘27047 x]va) — +OO (25)
Hi.a

pour tous i,j € {1,...,k}, i # j.

L’estimée ponctuelle ci-dessus a déja été utilisée de nombreuses fois dans le cas
d’un point de concentration isolé. Elle remonte a Schoen-Zhang [159].

1.1.3. Détection des bulles "basses” et "cachées”. Nous n’avons malheureuse-
ment pas trouvé toutes les bulles avec le mode de détection de la sous-section
précédente. En particulier, nous n’avons pas trouvé de bulles sur des bulles, c¢’est-
a~dire des couples de bulles ne vérifiant pas la relation (2.5). En fait, il nous manque
dans ces couples les plus basses (et donc les plus étalées), celles dont le maximum
est caché par celui de la bulle-compagnon, cf. figure 6 ci-dessous, page 42.

Comment faire pour détecter ces bulles ? Il faut raffiner la méthode précédente
en regardant cette fois la quantité
n—2

¥, (z) = < min_ (d, (210, 2) +um))T

i=1,....k

k

Ua(2) = ug(z) = Y Bial(z)

i=1

Tant que cette quantité ne tend pas uniformément vers 0, il est possible de trouver
un nouveau point de concentration '*. Montrons-le sur le cas le plus simple. Suppo-
sons donc que les k points de concentration trouvés sont ceux de I’étape précédente.
Remarquons tout d’abord que W, tend uniformément vers 0 sur |, By, . (Rptia)

mais également sur M \ Ule By, . (%) pour tout R > 0. Ceci est une conséquence
de la sous-section précédente. Pour le deuxiéme point, nous avons juste besoin
de remarquer que la suite (u,) est uniformément bornée sur cet ensemble grace
a estimée faible obtenue lors de la premiere étape et d’utiliser des résultats de
théorie elliptique standard pour en déduire une convergence ponctuelle vers ug
sur cet ensemble. Il nous reste donc a comprendre ce qui se passe dans la zone
intermédiaire.

15. Remarque : cette quantité est toujours uniformément bornée une fois 1’étape précédente
achevée.
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Fig. 6 : une bulle "basse” et "cachée” qu’il faut détecter.

Supposons que

\Ila (xa> = sup \I[a > €0
M

pour un certain £y > 0 indépendant de a. Vu ce qui vient d’étre remarqué, il est
clair que

_Erllink dy (Tia, o) — 0 quand o — +00 (2.6)

et que

dg (xi,aa xa)

— 400 quand o — 400 (2.7)
,ui,a
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pour tout 1 < i < k. Il est également clair que u, (z,) — 400 quand a@ — +00.
Posons

0a(@) = o ()t (ex0,, (e (20) 77 ) et
galz) = exp}, g (ua(za) 72 a) .

Pour tout 1 < ¢ < k, notons #;, 'image du point de concentration xz;, par ce
changement d’échelle, i.e.

_2_ _
iji,a = Uq (xa>n72 eng;o} (xi,a>

pour les points pour lesquels cela a un sens, c’est-a-dire pour ceux qui vérifient
dy (Tias To) < iy (M). Mais peu importe car ceux qui nous intéressent sont ceux

pour lesquels
n—2

dy (Tia,Ta) 2 Ua(xe) =O0(1)
qui vont donner, quitte a extraire une sous-suite, une trace dans R", ¢’est-a-dire une
limite de Z;, que nous noterons ;. Nous noterons également Z C {1,...,k} len-
semble des ¢ pour lesquels cette limite existe et est finie. Il convient de remarquer
que Z # () grace a l'estimée obtenue & la fin de la premiere étape d’exhaustion des
points de concentration. Ceci illustre le fait que la nouvelle bulle que nous sommes
en train de construire est "sous” celles correspondant aux points de concentration
qui laissent une trace z; apres le changement d’échelle.

En utilisant 'estimée de la premiere étape, i.e.

=

(‘Hllinkdg (xi,avx)> uq (2) < C,
=1,

et puisque cette estimée est invariante par le changement d’échelle effectué, il est

clair que

1-3
limsup v, (24) < C (min |z — i:z\)
a—+00 i€l

pour toute suite de points (z,) convergeant vers z € R™ \ {Z;},.;. En particu-
lier, la suite (v,) est uniformément bornée sur tout compact de R\ {Z;},.; et,
par théorie elliptique standard, apres extraction d’une sous-suite, v, — V dans
Ch. (R"\ {#},.;) quand o — 400 out V vérifie

AV =V dans R™\ {2}

1€l

et

1-3
0§V§C<min|z—ii|) :

i€l
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Grace a cette estimée ponctuelle, les singularités de V' en z; sont effagables et
V € C* (R") vérifie I'équation-limite sur tout l'espace 6. 1l reste & montrer que
V n’est pas identiquement nulle pour obtenir encore une fois un profil standard.
Mais ceci est di au fait que ¥, (z,) > €9 > 0. En remarquant grace a (2.6) et
(2.7) que

n—2

(dg (:Ei7a7 xa) + Mi,a) 2 Bi,a (IEa) — 0 quand o« — +00

et que

n—2

5=
<‘_nllink (dg (Tias Ta) + um)) Uy (o) — 0 quand o — +00

nous obtenons directement |#;| > ;> pour tout i € Z. La convergence de v, vers
V ayant ainsi lieu dans C* dans un petit voisinage de 0 et v,(0) étant égal a 1,
il est clair que V(0) = 1. Le résultat de classification de [32] nous donne alors
I'existence de x¢y € R™ et de A > 0 tels que

2 |z — :1co|2 3
Viz)=\7 [ N2+ —
() * n(n — 2)
En posant zpi1. = exp,, (ua (a:a)fﬁ SL’O) et fit1.a = (Mg (:ca))fﬁ, nous
sommes arrivés a
— o> "7
Fort1,ala (expl‘k+1,a (Nk+1,a$)> —U(z) = <1 + m)

dans C?_ (R™\ Sgy1) quand o — +00 olt

loc

Sk+1 = { lim

a—-+00 :uk-l—LOé

expm_k1+17a (xi,a) ) 1 S ? S k tq dg (:Ei,aa xk-{—l,a) - O (uk-{—l,a)} .

Il est clair que la bulle ainsi trouvée correspond bien a celle de la figure 6, page 42.
En particulier, il existe nécessairement au moins une bulle qui a son centre dans
la boule de centre x4 et de rayon Rji41. pour R assez grand, c’est-a-dire une
bulle qui est vraiment sur elle.

De méme que dans 'étape précédente, toute nouvelle bulle ainsi construite
n’interagit pas, au niveau H?, avec les précédentes, et apporte avec elle un quantum
d’énergie. Quitte a répéter le processus'”, processus qui s’arrétera nécessairement

16. Ceci est également un point crucial. La classification des solutions de I’équation-limite avec
singularités éventuelles peut poser un probleme, méme avec ’estimée ponctuelle correspondant
a I'hypothese d’énergie bornée. Voir par exemple section 3. Si des solutions singulieres pouvaient
exister, cela signifierait qu'une bulle haute pourrait ”tordre” une bulle basse et éventuellement
lui faire perdre de I’énergie.

17. Le cas général, i.e. lorsqu'on a déja des bulles de second type, est techniquement plus
compliqué mais fondamentalement similaire a celui que nous venons de traiter.



1. THEORIE ASYMPTOTIQUE PONCTUELLE 45

grace a la borne a priori sur I’énergie des solutions, nous arrivons au résultat
suivant :

PROPOSITION 2.1. Soit (M, g) une variété riemannienne compacte de dimen-
sion n > 3. Soit (u) une suite de solutions C* positives de I’équation

n+2
n—2

Ayt + hotty = ud

avec ho — ho dans C%7 (M) pour un certain n > 0. Alors il existe ug € C* (M)

solution de

n+2
n—2

Agug + houg = ug

qui est soit identiquement nulle, soit strictement positive, N € N et N suites
(xi,a7/ii,a)i:17m7N ol Tio € M et po > 0 vérifie p; o — 0 quand o — +oo telles
que les propriétés suivantes aient lieu apres extraction d’une sous-suite :

(a) uy — ug dans C} . (M \ S) quand o — 400 ot S = {lim,_ oo Tiatie1, N-
(b) Pour tout 1 <i < N,
52 2\
i U (expxiya (umx)) — (1 + m)
dans C}. (M \ S;) quand o — +00 ot

. 1 o,
S = {QETOO " exp,, , (Tja), J # 1 1.q. dg (Ti, Tj0) = O (Mz‘,a)} :

(¢) Pour tous i,5 € {1,...,N}, i # j,

d Tioy Tjou ? [NeY Ne'
0 (Tia, Tja) 4 i, X H,
Hiafls o Hj o Hi.a

— +00 quand o — 400 .

(d) La quantité

(i, (0 o100 2) + 1)) ) - ot - i B, (a)

tend vers 0 dans L™ (M) quand o — 400 ot

w3

1—
n-2 dy (i, 1)
Bio(w) =2 |2 4 Go\Fia®)
a(T) = 0 <uw+ n(n—2) )

En fait, les points (a) et (b) sont des conséquences de (c) et (d) avec un peu de
théorie elliptique standard. Le point (c) est bien connu et n’est que I'indépendance
des bulles dans l'espace d’énergie H?. Enfin, une derniere remarque : si N = 0,
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alors ug ne peut étre identiquement nulle si 'opérateur A, +hg a un noyau trivial '®
(cf. (18) pour une preuve). Nous verrons plus loin, cf. section 2.1 du chapitre 3,
que la réciproque est vraie en petites dimensions.

Une fois que ces deux étapes ont été menées a bien et que nous avons démontré
la proposition 2.1, nous avons en fait trouvé tous les points de concentration. Ceci
n’est pas encore démontré et 'estimée (d) de la proposition 2.1 ne suffit pas pour
I'obtenir. Elle est en effet critique pour les espaces d’énergie'® et ne permet donc
pas de montrer qu’il n'y a pas d’énergie perdue entre les bulles et pas d’autres
points de concentration. Mais cette estimée ponctuelle (faible) peut étre améliorée
en une estimée ponctuelle optimale. Il va nous falloir plusieurs étapes pour y
arriver. C’est l'objet des sous-sections suivantes.

1.2. Un premier contrdole ponctuel de la suite. L’objectif est d’obtenir
un controle par au-dessus de la suite (u,) par la somme des bulles et de ug, ce
qui sera achevé dans la sous-section suivante. Pour I'instant, nous nous proposons
d’esquisser la preuve du résultat suivant :

PROPOSITION 2.2. Soit (M, g) une variété riemannienne compacte de dimen-
sion n > 3. Soit (uy) une suite de solutions C* positives de I’équation

n+2
—
Agtg + hoti = ug

avec ho — ho dans C%7 (M) pour un certain n > 0. Alors il existe C' > 0 telle que,
apres extraction d’une sous-suite,

2—n
n-2 .
i) = o 0)] < O ( min, (g (i) 4 15)) 2 ol

pour tout x € M ot les suites (Tia);,_; n € (Hia);—y y €l la fonction ug sont
données par la proposition 2.1, [i, = MaX;—1 N [ia, €t 0U (,) est une suite de
réels strictement positifs tendant vers 0 quand o — +00.

Nous allons nous contenter d’esquisser la preuve de cette proposition dans le
cas, beaucoup plus simple techniquement, ot uy = 0 et nous renvoyons a (18) pour
le cas général. La preuve se décompose en deux étapes, la premiere donnant une

. it vons déja qu érateur n valeurs propr rictement négativ u
18. Nous savons déja que cet opérate ‘a pas de valeurs propres strictement négatives tout

n+2
n—2

simplement car I’existence d’une solution strictement positive de I’équation Aguq +hota = us
entraine que 'opérateur A, +h, est coercif, i.e. a une premiere valeur propre strictement positive.
Ce fait simple, obtenu en testant ’équation sur une fonction propre associée a la valeur propre
la plus petite de cet opérateur, a été remarqué dans [16] par exemple.

19. L’estimée de décroissance en distance aux points de concentration a la puissance 1 — 3 ne
permet tout juste pas d’appliquer le théoréme de convergence dominée de Lebesgue pour controler
la norme L7-2. Il est tout-a-fait normal que 'estimée ponctuelle invariante par le changement
d’échelle qui laisse invariant I’équation soit également 1’estimée ponctuelle qui constitue la limite
pour un théoréme de convergence dominée dans l'intégrale d’énergie.
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estimée intermédiaire entre celle de la proposition 2.1 (point (d)) et celle voulue
icl.

Etape 1 (estimée intermédiaire) - Pour tout 0 < & < 3, il existe R. > 0 et
C. > 0 tels que

n=20q_
Ua(ff) S Ca,an (1—2¢)

N
pour tout = € M\ U B, . (Repti) ol
i=1

o (x)(an)(lfe)

ro(a) = min, dy (ri0,7)

La preuve de cette estimée repose sur deux ingrédients, I'estimée ponctuelle
de la proposition 2.1 et le principe du maximum, combinés avec un bon choix de
fonctions-tests. Il suffit en fait de montrer cette estimée pour des ¢ suffisamment
petits puisqu’elle s’améliore quand e décroit. L'opérateur A, + hy étant supposé
sans noyau, il est coercif (cf. note de la page 46). Ainsi il existe g9 > 0 tel que
l'opérateur A, + hy — € soit également coercif. Soit G' la fonction de Green de cet
opérateur, i.e. la fonction symétrique G : M x M\ {(z,z), x € M} — R vérifiant

Ay G (z,y) + (ho(y) — €0) G (,y) = &,

au sens des distributions pour tout z € M. Cette fonction de Green est strictement
positive et, cf. (18), il existe C; > 0, Cy > 0 et C3 > 0 telles que

= <dy(2,9)" G ay) £ O (2.8)
1
et ,
VG (x, _
NE@ YL 5 oy w2 4 29)
G (z,y)
pour tous (z,y) € M?, x # y. Posons
N
Coe() =Y G (Ti0 1) "
i=1

pour x € M\ {z;o},_, - Soit maintenant un point z, € M maximum local de

Uq Ua _ Ua
B, Comme V (%’E> (xa) =0et A, <%’E> (xq) >0,
Agug (74) > AyP, . (7a)
Ug (o) = Poe(xa)
Ceci donne
AyD, - (24) 4

o (o) < g (T0) "2 — hy (24) -
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Il reste a remarquer par un simple calcul que

N
Agboc(za) = —(ho(wa) —20) (1 =€) G (Tin,za)
i=1
N 2
VG (20, 7a)| 1—¢
+e(l—¢ : G (Tia, Ta
( )Zzl G(xi,omxoz)2 ( 7 )
= —(ho(za) —€0) (1 =€) Pae
N
VG (74, 74)] l1—e
+e 1 : G Tiay Loy
(=6 g G v
pour en déduire que
N 2
_ VG (%, T -
e(1—8)®,. (za) " | e G (%o, Ta) ©
( ) y ( ) ; G<xi,a’xa)2 ( s )

< o (Ta)"2 = ha (Ta) + (ho (Ta) — €0) (1 =€)
< Ug ()2 —eg (1 — &) —ehg (z4) + 0(1)

4 €
< o ()77 = 2+ o(1)
quitte a choisir € suffisamment petit. En utilisant le point (a) de la proposition 2.1
et puisque ug est supposée nulle, on voit déja, en utilisant que le terme de gauche
est positif ou nul, que 7, (z,) — 0 quand a@ — +oo. Il n’est alors pas difficile en
utilisant (2.8) et (2.9) de minorer le terme de gauche par

e(1—¢) N (Core (24) 2 — C3)

012—26
et d’en déduire que
4 NC:
Fo (Ta)? Ua (Ta) 77 > (1 —¢) CQ—_Z? +o(1)
1

Grace a 'estimée (d) de la proposition 2.1, il en découle que

To (24)? (Z Bia (xa)> : >e(l—e¢) é\;—oj +0(1).

N
Ceci n’est possible que si x, € U B,, .. (Refti o) pour un certain R. > 0 ne dépen-
i=1

dant que de . Ainsi, la fonction —— n’admet pas de maxima locaux en-dehors
b
a,e
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N
de U B, . (R-ftio). Ainsi
i=1

Uq Uq

sup — = sup — .

M\UiL, Ba; o(Reptisa) 5 8<U§V:1 Bwi,a(REW’Q)) 5

Les estimées (2.8) et (2.9) et le point (b) de la proposition 2.1 permettent ensuite
de conclure la preuve de cette premiere étape.

FEtape 2 - Nous pouvons maintenant démontrer I'estimée de la proposition 2.2
qui correspond en gros a prendre € = 0 dans l'estimée de I’étape 1. Mais il y a un
saut qualitatif entre ¢ > 0 et ¢ = 0. L’hypothese ¢ > 0 était cruciale dans I’étape
précédente et il n’existe d’ailleurs pas a notre connaissance de preuve directe par
principe du maximum de lestimée finale (dans un cadre aussi général). Ici, nous
allons utiliser la formule de représentation de Green pour obtenir le résultat. On
note G, la fonction de Green de l'opérateur A, + h,. Comme h, — hy dans
C%1 (M) quand o — +o0, les estimées sur les fonctions de Green sont uniformes
en a et nous avons en particulier I'estimée (2.8) sur G, pour tout a assez grand ?°.
Grace a la formule de représentation de Green et a l’équation satisfaite par wu,,
nous pouvons ensuite écrire que

n+2 n+2

Ug, ("L‘a) = /]\;[Ga (IL'oml’) Ug (fl')m dvg <Oy /]\/[dg ({L‘a,x)z_n Ug, (x)m dvg

pour toute suite (z,) de points de M. Fixons 0 < ¢ < TLLH et utilisons l'estimée
de I’étape 1 pour estimer une partie de cette intégrale. Plus précisément, écrivons
que

/ dy (e, )" " Uug (:10)2_irg dvg,
MUY, B, (Repia)
nt2 ni2 g
<o pe Y / dy (T, 7)* " 1o ()" dy,
M\vazl Bxi,a (Repia)
mH2 a2 g0 o 2 n ~(nt2)(1—¢)
S an—2 HQQ Z / dg (fEa, IL‘) dg (ZL‘LO” l‘) d’l}g
i=1 Y M\Ba; ,,(Repa)
N n—2
=0 (Z pa® (dg (Tia, Ta) + Ma)2n>
i=1

20. Evidemment, la constante C] se doit d’étre changée mais peut étre choisie uniforme en «.
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par simple calcul puisque € < —=. Pour l'autre partie de I'intégrale, nous pouvons
écrire que
_ n+t2
/ dy (e, )" " g (2) "2 dv,
Ug\]:l Bwi,a (Repa)

N

=0 (Z dy (T g, xa)Q"/ dy (Te, 7)* " Uuq (l,)%ﬁ dvg>
i1 Ba; o (Repia)
N n—2

=0 (Z fa? dy (Tq, xi,a)Q_">

i=1
grace aux inégalités de Holder et a la borne a priori sur I’énergie des lors que
dg (xi,av SL’Q)

Ha
pour tout 1 < i < N. En combinant ces deux estimées, nous arrivons a

o () = O (Ma_ ( min_ (d, (i, 7) + m,a))g_n>

— +o00 quand o — 400

i=1,....N

des que la relation ci-dessus est vérifiée. Supposons maintenant que r, (r,) =
O (f1,). Le point (d) de la proposition 2.1 donne alors immédiatement que

Uq (o) = (Z /%a (2 avxa) + fi a)2_n>

1_n
to ((mqlm]v (dg (Tiar Ta) + Nz}a)) 2)
= 0O (,u;QQ (Z:r{unN (dg (%ia, To) + Hia ) )
1-5
(i)

ce qui donne le résultat voulu puisque

n—2

min (dg (Zia; Ta) + pia) = O <N02 )
i=1,....N

dans ce cas. Ceci acheve (I’esquisse de) la preuve de l'estimée de la proposition 2.2.

Dans le cas ou la limite faible ugy est non-nulle, la preuve est essentiellement

plus technique. Il faut tout d’abord démontrer une version locale de 'estimée a ¢

pres (c’est-a-dire au voisinage des points de concentration) pour 1'étendre ensuite
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par des arguments de théorie elliptique standard a toute la variété. L’estimée ob-
tenue n’est pas tout-a-fait la bonne, elle fait intervenir des termes supplémentaires
légerement singulier (de moins en moins lorsque € — 0). De méme, pour passer
a l'estimée avec ¢ = 0, il faut travailler un peu plus pour prendre soin de ces
nouveaux termes. Mais le schéma général de la preuve reste dans ’ensemble le
meme.

Des estimées ponctuelles fortes de ce type, dans le cas d’'un point de concen-
tration isolé, i.e. dans le cas d’une bulle, remontent dans le cas euclidien a Han
[75] et dans le cas vraiment riemannien (i.e. non localement conformément plat)
a Hebey-Vaugon [83, 84].

1.3. Hiérarchie des points de concentration et contréle optimal. L’ob-
jectif de cette étape est de parvenir a une estimée ponctuelle par au-dessus de la
suite (uq) qui soit optimale, ¢’est-a-dire un contréle ponctuel de la suite (u,) par
la somme des bulles :

PROPOSITION 2.3. Soit (M, g) une variété riemannienne compacte de dimen-
sion n > 3. Soit (u,) une suite de solutions C* positives de I’équation

n+2
-2
Ayt + hott = ug

avec hy, — ho dans C%" (M) pour un certain n > 0. Alors il existe C' > 0 telle que,
apres extraction d’une sous-suite,

N
[tua(2) =t (2)] < O Bia () + calluoll
i=1

pour tout x € M ot les suites (Tia),_; n € (Hia);—y y €l la fonction ug sont
données par la proposition 2.1 et ot (,) est une suite de réels strictement positifs

tendant vers 0 quand o — +00.

Ordonnons les points de concentration par ordre décroissant de hauteur :

/La:MLaZNZaZ"'ZﬂN,a'

L’estimée de la proposition s’obtient par récurrence sur k en montrant successive-
ment que les estimées suivantes ont lieu :

ua(@) =0 (@) < C(ZBM(@WZ%Q( min (0 0,210) + i) )

i=k+1,..N

+ea [luolls -

Il faut remarquer que cette estimée pour k = 1 est exactement celle de la pro-
position 2.2 et que, pour k = n, nous obtenons 'estimée désirée. Comme dans la
sous-section précédente, le cas ug Z 0 est techniquement plus délicat que la cas ou
la limite faible est nulle. Mais méme dans ce cas, des difficultés apparaissent. L’idée
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naturelle est d’imiter la preuve de I'estimée pour k = 1 pour passer de k a k + 1,
i.e. passer par des estimées a € pres grace au principe du maximum et au point (d)
de la proposition 2.1 en choisissant des fonctions-tests adéquates puis d’utiliser la
formule de représentation de Green pour passer a ’estimée avec ¢ = 0. Ce schéma
fonctionne a quelques modifications d’importance pres. Il est quasi-impossible de
trouver les bonnes fonctions-tests qui donnent l'estimée a e pres attendue. Le
principe du maximum ne donne qu'une estimée a € pres a priori moins bonne que
celle voulue. La formule de représentation de Green donne alors une estimée (avec
e = 0) un peu moins bonne que celle voulue (en gros, jix+1,, est remplacée par une
quantité un peu plus grande). Il faut donc une étape supplémentaire pour mon-
trer que cette quantité peut étre en fait prise égale a fij41 . Ce raisonnement par
récurrence sur les points de concentration constitue le coeur de la preuve (et sa par-
tie la plus longue et technique). Méme si, par rapport a (18), elle a été 1égerement
simplifiée dans (27) 2!, il parait illusoire d’espérer la résumer en quelques pages.
Nous renvoyons donc & (18) et (27) pour la preuve.

1.4. Asymptotique précise. Une fois I'estimée optimale par au-dessus ob-
tenue, 'asymptotique précise du théoreme 2.1 est simple a obtenir. Il suffit d’écrire
avec la formule de représentation de Green que

n+2

Ug (Ta) — ug (To) = /M G (x4, ) (ua<x)2—f§ - uo(a:)m) dvy(z)
+ [ 0 0) (hofe) = halo) o) doy )

pour toute suite (z,) de points de M ou G est la fonction de Green de I'opérateur
A, + hg et d’estimer les différents termes grace a la proposition 2.3 et au point (b)
de la proposition 2.1. Nous ne le ferons pas dans ce mémoire et renvoyons a (18)
pour les détails.

1.5. Conclusion. Résumons brievement cette preuve. Tout d’abord, il faut
trouver un bon changement d’échelle, une bonne renormalisation de la suite de
fonctions au voisinage d'un point ou elle explose, et ce afin d’obtenir un profil
limite. L’étape suivante consiste a trouver une estimée ponctuelle invariante par
ce méme changement d’échelle qui va permettre de détecter, en deux temps, l'en-
semble des points de concentration. La partie la plus longue et la plus technique
de la preuve consiste ensuite en la transformation de l'estimée ponctuelle faible
en estimée ponctuelle forte. Méme si les outils (principe du maximum et fonction
de Green) sont simples a décrire, leur agencement n’est pas évident a cause de
I'imbrication des bulles les unes dans les autres.

21. En particulier, (18) contenait une hiérarchisation plus compliquée des points de concen-
tration (en construisant un arbre généalogique de bulles, ol les enfants d’une bulle étaient les
bulles qui se trouvaient au-dessus de celle-ci) dont (27) se passe en grande partie.
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Le théoréme 2.1 donne donc une description précise dans I'espace C° de toute
suite de solutions d’équations de type Yamabe qui explose. Il est a ce point de
vue optimal. Il resterait bien entendu a comprendre de quelles fagons les diverses
bulles peuvent interagir en fonction du potentiel h,, de la géométrie de la variété
et de la dimension. Ceci sera 'objet de la section 2 du chap. 3.

A titre de remarque, I'hypothese que 'opérateur limite Ay, + h ait un noyau
trivial est nécessaire pour obtenir la description ponctuelle du théoreme 2.1. En
effet, comme démontré dans I’appendice B de (18), si une suite (u,) de solutions
strictement positives de

n+2

Agug + hotiy = us ™
avec h, — ho dans C%" (M) vérifie

N n=2
2
Ug (20) = (1+0(1))ug (za) + Z(l +0(1)) Bio (z0) + O ((‘_rglaxN uw) )
i=1 o
pour toute suite de points (z, ), alors I'opérateur A,+h est coercif et en particulier
a un noyau trivial.

2. Equations d’ordre 4

Nous allons donner une premiere illustration, particulierement simple, de la
puissance de la méthode ponctuelle quand il s’agit de quantifier les niveaux d’éner-
gie auxquels des défauts de compacité peuvent se produire. Nous allons nous
intéresser a des équations d’ordre 4 issues de la géométrie conforme (au sens ou
les équations d’ordre 2 de la section 1 I'étaient) et décrire les résultats de (22).

Soit (M, g) une variété riemannienne compacte de dimension 4. Considérons
sur celle-ci ’équation d’ordre 4 avec non-linéarité exponentielle :

Alu — divg (Adu) +b = fe"
oub et f sont deux fonctions régulieres sur M et A est un champ de (2, 0)-tenseurs
symétriques. Cette équation est modelée sur ’équation de ()-courbure, équation
de prescription de la Q-courbure dans une classe conforme qui est en dimension 4
'analogue de I’équation de prescription de la courbure scalaire?? en dimension 2.
La @-courbure a fait I’'objet de nombreux travaux ces dernieres années. Nous ren-

voyons sur ce sujet a l'article de survol [36] et aux références qui y sont contenues
(voir aussi [125]).

Considérons maintenant une suite (u,) de solutions de
A?]ua — divg (Aadug) + by = fae"® (2.10)

ou les suites (by), (fa) et (A,) convergent vers des objets de méme nature by, fo
et Ay, en topologie C? - pour fixer les idées mais ce n’est pas optimal. Supposons

22. Celle-ci s’écrit, en dimension 2, Agu + S, = fe".
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que la suite (u,) explose lorsque o« — 400, i.e. sup,;u, — 400 quand o —
+00. Le théoreme ci-dessous donne alors un résultat de quantification d’énergie
pour les niveaux d’explosion mais également une asymptotique relativement précise
de la suite (u,) et des informations sur la localisation éventuelle des points de
concentration. Avant d’énoncer le résultat, quelques notations sont nécessaires.
Nous noterons Ly = A; — div, (Apdu). Nous supposerons dans la suite que son
noyau ne contient que les constantes. Alors sa fonction de Green G est bien définie
a une constante pres?? et peut s’écrire sous la forme

1

1
G(%y):@lnerﬁ(%y)

pour (z,y) € M?, x # y. Ici, la fonction (3 est dans C* (M x M). C’est la partie
réguliere de la fonction de Green GG. Posons également

o) = [ Ga)boly) dv,.
M
Enongons maintenant le résultat démontré dans (22) :

THEOREME 2.2. Soit (M, g) une variété riemannienne de dimension 4. Soit
(uq) une suite de solutions de (2.10) qui explose. Supposons que le noyau de Ly ne
contienne que les fonctions constantes et que la limite fo soit strictement positive.
Alors, a extraction pres d’une sous-suite,

(a) (quantification) Il existe N € N* tel que
/ bo dv, = 647N .
M

(b) (asymptotique) Il existe {x;},_,  tel que

N
1
o ad 42 G i) T
T Jy e SR )~

dans C}, (M \ {xl}zle) quand o — +00.
(c) (localisation) Enfin,

BTV, 3 1,0 + 647 3 V.G (11,27) = Vip ) = =20 )

i Jo (sz)
pour tout 1 <1 < N.

23. Que nous fixons pour la suite, par exemple en demandant que le minimum de la fonction
de Green soit 1. Mais ce choix est arbitraire et le lecteur pourra s’assurer que les résultats du
théoreme 2.2 sont invariants par ajout d’'une constante a cette fonction de Green.
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Le point (a) correspond bien a la quantification annoncée. Celle-ci a lieu sur

I'intégrale de by qui correspond également a liIJIrl / fac" dvg, ce qui joue le role
aA— 100
d’énergie ici. Le point (b) donne un comportement ]\z;[symptotique de la suite (uq)
loin des points de concentration qui sont d’ailleurs isolés (il n'y a pas de phénomene
de bulles sur bulles pour des non-linéarités exponentielles en dimension critique).
Le comportement de la suite tout pres des points de concentration est régi par
un profil standard. Il resterait a obtenir un comportement asymptotique dans la
zone intermédiaire. Ceci est partiellement fait - mais de maniere non optimale - au
cours de la preuve de (22). Le point (c) est une contrainte sur la localisation de
ces différents points de concentration. Il convient de remarquer que seul ce dernier

point dépend de la fonction fy (hormis le fait qu’elle soit strictement positive).

Le point (a) donne une condition simple sur I'intégrale de by pour que I'ensemble

1
des solutions de 1'équation soit borné dans C? (M). Il suffit que 61 / by dvy ne
™ JM

soit pas un entier. En particulier, des résultats de compacité pour I’équation de
Q-courbure prescrite en découlent. Ce point précis du théoreme a été démontré
indépendamment par Malchiodi [123] et est utilisé de maniére cruciale en com-
binaison avec des travaux de Ding-Jost-Li-Wang [55] dans [57] pour obtenir des
résultats d’existence de Q-courbure constante dans une classe conforme donnée
(moyennant que l'intégrale de cette courbure évite un ensemble dénombrable de
valeurs). Les points (b) et (c) sont une premiere étape dans I’analyse des défauts de
compacité lorsque | 1 Do dvg traverse une des valeurs interdites par le point (a) et
laissent un espoir pour compter 24 précisément le nombre de solutions de I'équation
pour toute fonction by. Sur ce sujet, les travaux de Chen-Lin [38], voir aussi [118],
en dimension 2 sont instructifs et ceux de [119] en dimension 4 constituent une
étape supplémentaire.

Indiquons en quelques étapes comment se démontre un tel résultat. Tout d’a-
bord, prenons un point de maximum z,, de la fonction u,, i.e. u, (o) = maxy; uq,
qui, par hypothese, tend vers +o0o quand @ — +o0. Le changement d’échelle
adapté - le réglage du microscope - a ce genre d’équations est bien connu depuis
les travaux sur des non-linéarités exponentielles avec le laplacien en dimension 2 :
en posant

Va(T) = Uq (eXpJCa (Mozx)) — Uq (Ta)
pour = € By (6p,t), 0 < 6 < 3i,(M) fixé avec (p1q) une suite de réels strictement
positifs tendant vers 0 lorsque @ — 400 définie par

fa ('Ta) Mieua(xa) =1 )
il est possible de montrer que

Ve — V dans C},. (R*) quand o@ — +00

24. au sens de la théorie du degré.
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ou V vérifie I’équation
AEV =ev
dans R* et V' < V(0) = 0. De plus, ¢V € L'(R*). Ceci vient du fait que
< / fae" dv, | est uniformément bornée®. A titre de remarque, cette quantité
M

jouant le role d’énergie pour notre équation, il vient gratuitement que la suite (u,)
est d’énergie uniformément bornée. Malheureusement, ceci ne suffit pas tout-a-fait
pour classifier exactement ’ensemble des solutions de ’équation-limite ci-dessus.
En effet, Lin [120] a démontré que, moyennant ces informations sur V', soit
V(z) = —41 (1+ W)
r) =—4In — ),
8v/6

soit il existe a > 0 tel que A¢V > a sur R% Ce défaut de classification®® est
essentiellement du a la présence de fonctions dans le noyau de Ag qui sont majorées
sur R* et qui ne sont pas constantes?’. Tout le probléeme est donc d’éliminer la
deuxieme possibilité. Ceci peut se faire en utilisant 1’équation vérifiée par u, et
plus précisément en écrivant grace a la formule de représentation de Green que

p [ 8 dy,
onz (RMQ)

< Oy / / 18,Go (2, 9)] (€ () + 1) duy(y) duy(2)
2E€Bgy, (Rpa) JyeM

<c[ w+ (uof / 4, (r,y) " dvg<x>) duy(y)
yEM xeBwa(Rua)
< CR?

ol C' est une constante indépendante de R et o changeant d’une ligne a I’autre, G,
est la fonction de Green de I'opérateur Az —div, (And . ), opérateur qui a un noyau
réduit aux constantes pour a grand puisque cette propriété a lieu a la limite. Ici,
il faut utiliser quelques estimées standard sur la fonction de Green. Un passage a
la limite lorsque o« — 400 donne alors

/ AV ] dz < CR?
Bo(R)

pour une constante C' indépendante de R. Ceci exclut clairement la deuxieme pos-
sibilité et nous donne la convergence de v, vers la solution de I’équation-limite

25. ce qui suit d’une simple intégration de 1’équation satisfaite par u,,.

26. a comparer avec la classification des solutions de I’équation analogue en dimension 2, cf.
[39].

27. Ceci est a comparer avec le théoreme de Liouville qui assure que toute fonction harmonique
majorée sur tout I’espace est constante.
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désirée. Ainsi, l'origine de la solution V' nous permet tout de méme de la ca-
ractériser 2. Il faut remarquer que le point de concentration ainsi construit trans-
porte un quantum d’énergie puisque

lim lim fac" dvg = eV dr = 6472 .
R—+00 a—400 Bxa (Rlla) R4
Pour trouver les autres points de concentration, il faut concocter une estimée
ponctuelle invariante par le changement d’échelle ci-dessus. La quantité

P, (2) = dy (24, :c)4 el (®)
a cette propriété. En effet,

Pq (epra (Nax)) = |x‘4 Ja <$a>_1 e’

et une borne sur ®,, est équivalente a une borne sur la quantité analogue construite
a partir de v,. En reprenant le schéma de preuve de la section 1.1.2, il est ainsi
possible de construire un deuxieme point de concentration des que sup,; ¢, — +00
quand o — +o00, deuxieme point de concentration qui n’interagit pas au niveau
énergétique avec le premier et qui apporte son quantum d’énergie. Le processus
peut ainsi se continuer et est certain de s’arréter faute d’énergie disponible. En
suivant ce schéma de preuve, le résultat obtenu est le suivant : il existe N € N* et
N suites de points (7;,),_, , convergentes tels qu’apres extraction d'une sous-
suite, les assertions suivantes soient vérifides :

(i) dg(Ti,0,Tj,a)

” — 400 quand o — +o00 pour tous i,j € {1,..., N}, i # j, avec

M?,a = fa (sz,a)_l e e@ia) _ () quand o — +00 .

(R*) quand @ — +oo pour

loc

(ii) uq (expmm (,ui,ax)> — Uy (Tio) — V dans CF
tout 1 <7 < N ou V est comme ci-dessus. En conséquence de quoi,

lim lim fae" dv, = 647°
R—+400 a—400 Bxi,a (Rti. o)

pour tout 1 <7 < N.

=1,..,

4
(iii) La quantité ( min_d, (.4, x)) @ est uniformément bornée en o et
.

Par effet régularisant des EDPs elliptiques, I'estimée ponctuelle (iii) passe aux

gradients successifs de u, et la quantité ( nlainN dyg (in,a,fb’)) ’Vkua}g est uni-
i=1,...,

formément bornée en « et x pour k =1, 2, 3.

28. Dans certains cas, il n’est pas possible de s’en sortir comme cela et il faut alors faire face
a une multitude de profils asymptotiques, cf. [144].
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Evidemment, cette estimée ponctuelle faible est juste insuffisante pour conclure
que les points de concentration prennent toute ’énergie par théoreme de conver-
gence dominée de Lebesgue. Il faut donc réussir a améliorer un petit peu cette
estimée, au moins dans un voisinage des points de concentration. Le probleme ici
est que Popérateur A2 — div, (Aqd . ) ne vérifie pas de principe du maximum. Par
contre, 'estimée ci-dessus sur les gradients donne directement que les fonctions
(uq) sont comparables a leurs moyennes sur les spheres centrées en un point de
concentration, tout du moins au voisinage de celui-ci. Obtenir des estimées sur les
fonctions (u,) revient donc a obtenir des estimées sur leurs moyennes. C’est en
gros la stratégie utilisée dans la suite de la preuve. Nous ne la détaillerons pas
dans ce mémoire.

Comparée a l'analyse ponctuelle de la section 1, celle-ci est infiniment plus
simple. Le résultat de quantification est également plus simple a démontrer que
celui de la section suivante. Il pourrait donc étre intéressant de comprendre ce qui
se passe si 'opérateur limite Ag — div, (Apd . ) a un noyau. En particulier, est-ce
que le résultat de quantification reste vrai dans ce cadre? C’est a notre avis une
des questions a regarder avant tout sur ce type d’équations ou l’analyse semble
plus simple.

3. Quantification en dimension 2

Dans cette section, qui décrit le travail (23), nous allons illustrer sur un
exemple encore plus frappant le type de résultats totalement inaccessibles par
des méthodes d’énergie qu’il est possible d’obtenir grace a ’approche ponctuelle
développée dans la section 1. Nous allons repasser dans 1’espace euclidien quoique
un résultat analogue puisse sans aucun doute étre démontré sur des espaces non-
homogenes puisque la preuve n’utilise les symétries de ’espace euclidien que pour

des raisons techniques .

Considérons € un ouvert borné de R? et une équation du type
Acu = f(z,u) dans Q, u >0 dans Q, u =0 sur 09, (2.11)
ol f est une non-linéarité exponentielle critique. Pour fixer les idées, prenons
flaz,t) = h(z)te™™

La constante 47 n’est pas tres importante et n’est la que pour des questions
ultérieures de normalisation agréable; le point important est que la non-linéarité

29. L’analyse du papier (17), cf. section 1.3 du chap. 1, est un sous-cas de celle de (23) décrite
ici et a, elle, été étendue au cadre riemannien dans [173].
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. 2 . . ., oy .
croisse en e", ce qui est en quelque sorte la vraie 30 non-linéarité critique en di-

mension 2 au vu de I'inégalité de Trudinger-Moser (cf. chap. 1, section 1.3). Pour
I’exemple de non-linéarité f pris, les solutions de ’équation sont des points cri-
tiques (strictement positifs) de la fonctionnelle

/\Vu| dx——/ )™ da

définie et régulicre (grace a I'inégalité de Trudinger-Moser) sur H} (2). Mais cette
fonctionnelle ne satisfait pas la condition de Palais-Smale (globalement) - ceci n’est
pas surprenant puisque l'inégalité de Trudinger-Moser a un aspect critique - et des
suites de solutions de I’équation (2.11) peuvent développer des phénomenes de
concentration.

Cette équation présente de fortes analogies avec I'équation de type Yamabe
étudiée section 1. Il est donc naturel de se demander s’il est possible de décrire
une suite de solutions de cette équation dans des espaces d’énergie, obtenir une
quantification des niveaux d’explosion (comme cela avait été fait par Struwe [160]
pour I’équation de type Yamabe) voire obtenir des estimées ponctuelles analogues
a celles décrites section 1. La théorie ponctuelle pour cette équation semble inac-
cessible®' pour I'instant. Par contre, en utilisant certaines idées développées pour
la théorie ponctuelle des équations de type Yamabe, il est possible d’obtenir des
résultats de quantification et une décomposition dans I'espace d’énergie pour cette
équation. Le résultat obtenu dans (23) est le suivant :

THEOREME 2.3. Soit Q un domaine régulier de R*. Soit (f.) une suite de
fonctions a croissance critique uniforme dans €. Soit (u,) une suite de solutions

de
Aug = fo(x,us) dans Q, uy >0 dans Q, u, =0 sur 9.

Supposons que J, (uy) — 0 quand o — +oo ou J est la fonctionnelle d’énergie
associée a l’équation, i.e.

u(e)
Ja(u):%/ﬂ|Vu\2 da:—/Q /0 Fo(,t) dt ) da .

Alors il existe us, € H} () solution de l'équation-limite Auy, = foo (T,Us) avec
condition de Dirichlet au bord, éventuellement nulle, et un entier N tels que, apres

30. Elle est en tout cas "plus critique” et plus difficile a comprendre que la non-linéarité en
e" qui présente également des défauts de compacité et que nous avons traité dans le paragraphe
précédent avec une équation en bi-laplacien. L’analyse asymptotique pour les équations de cour-
bure scalaire prescrite en dimension 2, i.e. avec une non-linéarité e, a été tres largement étudiée
ces 20 derniéres années. Voici quelques références sur le sujet : [26, 38, 113]. Le lecteur trouvera
une liste plus étoffée dans article de survol de Lin [118].

31. ou, tout du moins, le chemin pour y parvenir est escarpé et semé d’embtches.
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extraction d’une sous-suite,

= Js (Uus) + g .

Enoncé ainsi, ceci est un résultat de quantification des niveaux d’explosion **
de la suite (u,). En fait, la preuve fournit également une décomposition de u,
dans l'espace H} (©2) en termes de bulles standard mais la description en est un
peu compliquée.

Qu’est-ce qu’une suite de fonctions a croissance critique uniforme dans €2 7 Pour
une définition précise, nous renvoyons a (23). Il suffit de savoir que cela signifie
en gros que f, (z,t) se comporte comme e pour ¢ grand uniformément en z et
a et que la suite converge vers une limite f,,. Cette classe comporte en particulier
toutes les suites de fonctions du type

fo (@, 1) = hy () Pa(t)e*™

a condition que (h,) soit une suite de fonctions régulieres strictement positives
convergente dans C' et que P, vérifie les propriétés suivantes : P, est régulicre,
impaire et strictement positive des que t > 0 et est a croissance sous-critique.
Une suite convergente de polyndmes convient, ou méme des termes en e!” pour
1n < 2. Pour la discussion qui suit, nous nous contenterons de prendre des suites
de fonctions (f.) indépendantes de la variable x car cela simplifie beaucoup les
notations.

Ce théoreme répond a une question naturelle, au vu de ce qui se passe pour les
équations de type Yamabe, ou pour les équations avec non-linéarité exponentielle
en dimension 2, mais a en fait une histoire assez courte, faute d’outils disponibles
jusqu’a récemment. Adimurthi et Struwe [3] 'ont démontré dans le cas ou il est
certain que N = 1 et ug = 0. Ils font une hypothese sur # qui rend exclusive
Palternative uy Z 0 ou développement d’un phénomene de concentration et qui in-
terdit également le développement de plusieurs bulles. De plus, ils se restreignent
a une classe tres spéciale de non-linéarités (f.) (qui, en particulier, ne dépendent
pas de x). Le théoreme ci-dessus répond d’ailleurs a une question explicitement
posée dans [3]. Leur apport essentiel est d’avoir découvert le changement d’échelle,
un peu étrange au premier abord, adapté a la compréhension du phénomene d’ex-
plosion. Par contre, la méthode utilisée étant essentiellement de type énergie, ils
étaient contraints de s’arréter a la premiere bulle. En effet, pour détecter une
éventuelle deuxieme bulle, cette méthode demande de soustraire la premiere bulle
a la solution mais, ici, ’équation vérifiée par cette nouvelle suite change drama-
tiquement de nature (a cause de la non-linéarité sauvage). Il semblerait de plus,
mais c’est un travail a faire, que ce résultat de quantification soit faux pour des
suites de Palais-Smale. C’est le travail de Adimurthi et Prashanth [2] qui exhibe
deux types de profil asymptotique pour I'explosion de suites de Palais-Smale qui

32. Comparer a (2.4).
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appuie cette intuition. Il devrait en effet étre possible de combiner ces deux types
de profil pour violer la quantification pour des suites de Palais-Smale.

Dans les paragraphes qui suivent, nous allons esquisser la preuve du théoreme
2.3 en comparant celle-ci a la preuve du théoreme 2.1.

3.1. Le premier point de concentration. Dans toute la suite, et pour avoir
une bonne idée de ce qui se passe, il faut penser a une non-linéarité

fo(z,1) = te*™ .

Quoique tres restrictif, cet exemple est significatif.

Tout d’abord, un simple argument permet de montrer que I’hypothese du
théoreme " J, (o) — [ quand o — +00” donne une borne a priori sur la norme
L? du gradient de u,,. Ainsi, la suite (u,) est uniformément bornée dans Hj (Q) et,
& extraction d’'une sous-suite pres, elle converge faiblement dans Hy (€) vers une
solution u.,, éventuellement nulle, de I’équation-limite. Si jamais la suite (u,) était
uniformément bornée dans L (Q2), les plongements compacts de Sobolev donne-
raient immédiatement que la convergence est forte (et a méme lieu dans C°) et
donc le résultat de quantification avec N = 0. Nous supposerons donc dorénavant
que

sup 4, — 400 quand o — +00 .
Q

Prenons un point z, € Q tel que u, (r,) = supg u,. L'objectif est de trouver
le changement d’échelle adéquat, i.e. de régler correctement le microscope, afin de
voir ce qui se passe au voisinage de ce point. Soit une suite (1, ) de réels strictement
positifs convergeant vers 0. Posons

Va(2) = tg (To + pax)
définie sur Q, = {r € R" t.q. 24 + por € Q}. 1l est clair qu’a extraction pres,
Q,, converge soit vers l'espace R? tout entier - ce qui correspond & d (4, 9Q) >
[l - SOit, apreés une rotation qui ne change rien au probleme, vers un demi-espace
d (x4, 08)

fho

Avg = i fo (va) -
La suite (v,) vérifie également v, < v,(0) dans ,. Il faut maintenant écraser
notre suite (v,). Pour des non-linéarités exponentielles, I’écrasement ne se fait pas
par division par le maximum mais par retranchement de celui-ci. Ecrivons alors
que

[Ro, +00) X R - ce qui correspond a — Ry quand o — 4o00. L’équation

vérifiée par v, est

A (va —v4(0)) = Nifa (Va) -
La seule chance d’obtenir de la convergence est de prendre p, suffisamment petit
pour que le terme de droite soit uniformément borné. Comme la suite (f,) est
uniformément croissante pour ¢ grand et tend vers +oo lorsque ¢t — 400, f, (v,) <
fa (v4(0)) dans €, pour a grand. Une premiere idée pourrait étre de prendre p? =
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m. Malheureusement, a cause de la présence du carré dans ’exponentielle,
si jamais (v, — v,(0)) convergeait avec ce choix de p,, p2 fo (Vo) ne convergerait
pas mais se comporterait comme 3™ (0®a=va(0) ] est clair qu'un passage a la
limite serait ici inenvisageable. Il faudra donc choisir p?2 < m. Mais alors
Ua — Vo(0) a tendance a devenir harmonique. Il est d’ailleurs possible de montrer
qu’elle converge, a extraction pres, vers une fonction harmonique négative ou nulle
sur I'espace tout entier®?, valant 0 en 0. D’apres le théoreme de Liouville, elle
converge donc vers 0. D’ou l'idée suivante : remultiplier cette suite (v, — v4(0))
par un certain A\, — +o0o afin de garder de la convergence mais vers une fonction
non triviale. Pour résumer, les arguments, partiellement heuristiques, ci-dessus

suggerent de poser
W = Ny (ua (Ta + o) — Ug (a:a))
sur €, avec 12 < +——=— et A\, — +oo quand a — +o0. Imaginons un instant que

fa(va(0))

nous soyons dans le meilleur des mondes et que cette suite converge dans C}) . (R?)

vers une fonction w non triviale. A quelles conditions un passage a la limite dans
I’équation

Aw, = Aaﬂifa (Ua (Ta) + Aglwa)
est-il envisageable ? La réponse se lit tres bien sur 'exemple simple f,(t) = telmt®
puisque, dans ce cas,

fa (ua ('Ta) + )‘;lwa) - (ua («Ta) + )\;lwa) €4W(u“(xa)+)‘awa)2

_ (ua (xa) +o (1)) 647rua(aza)2687rua(ma))\gl(w+o(1))647r)\52w§
= (14 0(1))uq (1) 'malze) Smiaalta (oot

Pour que cette quantité converge lorsque multipliée par A 2, le choix de )\, et
e Simposent : il faut prendre \, = 87u, (7,) et p2 = u, (xo{)2 eimua(@a)’ —
Ug (Ta) fo (Ua (24)). Clest en effet un bon choix et le résultat suivant a lieu : a
extraction d’'une sous-suite pres,

Wo = 8TUq (o) (U (Ta + fla®) — Ua (Ta)) — W dans Cp. (R*) quand o — +00
ou W <0, W # 0, vérifie
AW = 8re" dans R?

et W(0) = 0. Il reste & montrer que ¢V € L' (R?), ce qui vient de la borne sur
I’énergie de (u,), pour conclure, grace au théoreme de classification de Chen et Li
[39], que

W(z)=—2In(1+n|z|?) .

33. C’est a ce moment-la qu’est éliminée la convergence de ), vers un demi-espace, 1'idée
essentielle étant que v, — v, (0) devrait y devenir une fonction harmonique, nulle en 0, et tendant
vers —oo sur le bord de ce demi-espace, ce qui est impossible.
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Ceci donne un premier point de concentration. En particulier, nous avons I’estimée
d’énergie suivante :

lim lim Ua fo (U) dx = / Mdr=1.
R—+400 a—-+o00 By (Rita) R2

Il faut remarquer ici que, contrairement au cas des non-linéarités critiques en

puissance en dimensions supérieures, la norme L? du gradient ne se concentre

pas tout-a-fait au méme endroit - et a une vitesse différente - que 'intégrale de

Ua fo (Ua). Globalement, ces deux quantités sont égales mais, par exemple,

lim \Vue|* dz — 0
a7F0 ) By (Rua)
quand o — 400 pour tout R > 0. En fait, la norme L? du gradient se concentre sur
un anneau autour de z, et de maniere diffuse **. Une difficulté non négligeable de la
preuve du résultat de quantification est la détection des vitesses de concentration
de cette norme.

3.2. Comment trouver d’autres points de concentration ? Afin de trou-
ver d’autres points de concentration, et selon I'idée développée dans la section 1.1.2,
il faut trouver une estimée ponctuelle qui possede les mémes invariances d’échelle
que I’équation. Parler ici d’invariance d’échelle de 1’équation est un léger abus si
on pense au changement drastique de la nature de I’équation apres le changement
d’échelle opéré ci-dessus. Mais I'idée reste la méme. Cette estimée ponctuelle est
donnée par la quantité

q)a<l’) = |xa - x‘Q ua(x)fa (ua(x)) :
Pourquoi cette quantité est-elle invariante par le changement d’échelle de la sous-
section précédente ? C’est un tout petit peu délicat a voir. Le mieux est de réécrire
®,, sous la forme
Do) = |20 — 2> tal(z) Aug(z) .
Ainsi,
Dy (10 + par) = Ni‘x|2ua (Ta + HaT) Atg (To + f1aT)

| xﬁw Aw,(z)
8Ty (T4)

ol w, est la fonction renormalisée de la sous-section précédente. Il suffit ensuite
de se convaincre que % reste proche de 1 et que w, est bornée sur une
certaine distance pour admettre que cette estimée est ”invariante” par le chan-
gement d’échelle de la sous-section précédente. Toujours est-il que cette estimée
joue le role attendu d’elle puisqu’elle permet de détecter de nouveaux points de
concentration.

34. aucun changement d’échelle par dilatation ne donne quoique ce soit de visible pour cette
norme.
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Nous ne reprendrons pas les arguments en détail mais, si sup ¢, — +0o quand
Q

a — +00, alors un point de maximum de ®, donne un deuxiéme point de concen-
tration qui apporte sa contribution quantifiée d’énergie et n’interagit pas avec le
précédent (au niveau énergétique). Le processus peut alors étre continué jusqu’a
épuisement, ce qui ne manquera de se produire puisque I'énergie totale de la suite
(uq) est uniformément bornée. Cette étape correspond a l'étape de ”détection
des bulles hautes” dans la théorie ponctuelle pour les équations de Yamabe. Mal-
heureusement, c¢’est un des points faibles de cette preuve de quantification - et
aussi ce qui la rend tres longue - il semble délicat de détecter les ”bulles basses”
par une méthode ponctuelle. Nous sommes ainsi contraints de saturer en quelque
sorte le nombre de bulles que nous obtenons artificiellement. Plus clairement, par
la méthode ponctuelle ci-dessus, un certain nombre k de suites (z; 4, /‘@a)i:L...,k
avec les propriétés (a), (b) et (c) énoncées ci-dessous ont été trouvées (a extrac-
tion d’une sous-suite pres). L’idée est ensuite de saturer le procédé en ajoutant, si
elles existent, de nouvelles suites telles que leur ajout ne viole pas les propriétés
(a), (b) et (c) ci-dessous. Et ce jusqu’a ce que ce soit impossible, ce qui arrivera
nécessairement puisque la suite (u,) a une énergie uniformément bornée. Nous
arrivons alors au résultat suivant :

PROPOSITION 2.4. Soit Q un domaine régulier de R?. Soit (f,) une suite de
fonctions a croissance critique uniforme dans €. Soit (u,) une suite de solutions

de
Aty = fo (T,uy) dans Q, uy >0 dans Q, u, =0 sur J€2 .

On suppose que la suite (u,) est uniformément bornée dans Hy () et que supg u, —
+o0 quand o — +4o00. Alors il existe N € N*, et il existe N suites de points
(Tia),_y N telles que, aprés extraction d’une sous-suite, les assertions suivantes
aient lieu :

(a) Pour tous i,j € {1,...,N}, i # 7,

ot ,uz_g = Uq (Tia) fa (ua (xm)) et pio — 0 quand a — +00.

(b) Pour tout 1 <i < N,
87 Ua (Tia) (ta (Tia + Hial) — Ua (Tin)) — —2In (1 4 7|z|?)

dans O (R*\ S;) quand o — +00 ot

loc

a=+00  [liq
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(¢) 1l existe C > 0 telle que

(Zr{l’lr}N |T5,0 — $U|) U (7) fo (ua(z)) < C

pour tout x € Q) et toul a.

De plus, étant donnée une suite de points (Tny1.4), il est impossible d’extraire
une sous-suite de la précédente de facon a ce que les trois propriétés ci-dessus

aient liew avec les suites (Tia);_y  n,q- Enfin,

U — ug dans Cp,, (QA\ S) quand a — +o0o

ot ug est une solution de I’équation-limite, éventuellement nulle, et

8:{ lim xi,a,izl,...,N} )

a——400

Revenons un instant sur les raisons de 1’échec de la méthode ponctuelle pour
détecter ces éventuelles bulles basses. Celles-ci correspondent dans la proposition
ci-dessus au cas ou S; # (), c’est-a-dire au cas ou les autres bulles déja trouvées
ne sont pas envoyées a l'infini par le changement d’échelle (cf. section 1.1.3 pour
I'analogue dans le cas des équations de Yamabe). En général, apres changement
d’échelle sur un tel point de concentration (qui serait détectable par une méthode
ponctuelle comme dans la section 1.1.3), la suite converge vers une solution de
I’équation

AU = 8meV
dans R?* privé d’un certain nombre de points - les traces des bulles précédentes. De
plus, eV € L' (R*). Mais cela ne suffit pas pour un résultat d’effacement des singu-
larités éventuelles. En effet, comme démontré par Prajapat et Tarantello [142], il
existe des solutions du probleme ci-dessus qui sont singulieres. Elles sont données,
par exemple en supposant que la singularité est en 0, par

L 2=
o] (1+ [a]2 )
et sont solutions au sens faible de ’équation
AcU, = 218y + 8metn .

77:

Deés que 0 < n < 2, eV € L' (R*) et cette fonction pourrait a priori apparaitre
comme limite de notre suite renormalisée. Rien ne peut éviter a priori I’apparition
de ces solutions ou il faut imaginer que l'interaction entre les bulles est telle quune
bulle va jusqu’a influer sur la forme méme d’une autre bulle, méme dans le rayon
d’action du microscope adapté. De plus, 1'énergie portée par ces bulles pourrait
étre aussi petite qu'imaginable puisque

9 _
/ eU”d:L’:—n.
]R2 2
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Ainsi, méme en supposant le processus d’extraction de bulles lancé, rien ne pourrait
assurer qu’il s’arréte.

En fait, ces bulles ne peuvent apparaitre, en tout cas lorsque la suite (u,)
est réellement solution de I’équation et pas seulement suite de Palais-Smale as-
sociée a la fonctionnelle correspondante. Mais il faut travailler un peu plus pour le
démontrer. C’est pour cela qu’il faut saturer la proposition en ajoutant artificiel-
lement, sans procédé pour les détecter, ces bulles basses en supposant qu’elles ont
la bonne forme. La tache suivante est de démontrer qu’en effet, toutes les bulles
ont été trouvées. C’est par ailleurs une excellente question, ouverte, que de savoir
si ces bulles basses artificiellement ajoutées peuvent réellement apparaitre. Il sem-
blerait que cela soit assez compliqué a produire. Sur cette équation, le phénomene
de bulles sur bulles semble peu probable, comme 1'est le phénomene de bulles sur
solution faible non-nulle®®. Mais ceci reste a prouver (ou & contredire).

3.3. Toute I’énergie a-t-elle été trouvée ? Maintenant que I’ensemble des
points de concentration probable a été trouvé (cf. proposition 2.4), il s’agit de
montrer qu’en effet, ce sont les seuls, et qu’il n'y a pas de perte d’énergie entre
ces points de concentration pour arriver au résultat de quantification. Nous serons
brefs sur le sujet car c’est de loin la partie la plus technique et ardue de la preuve.
La premiere remarque a faire est que 'estimée faible obtenue dans la proposition
2.4 se transforme en une estimée sur le gradient de u, : il existe une constante
C > 0 telle que

< min_|z; . — az\) Ua () [Vua(z)] < C.

i=1,..,N

La preuve de cette estimée faible sur le gradient n’est pas triviale; elle requiert un
raisonnement par contradiction, une renormalisation adéquate et quelques argu-
ments sur les fonctions harmoniques. Toujours est-il que cette estimée nous permet
de comparer, au moins dans un voisinage proche des points de concentration, la
fonction u, a sa moyenne sur les spheres de centre le point de concentration. Plus

précisément, posons
1

= — Uq do
2mr 9Ba, (1)

Spi,a

pour 0 < 7 < minj4 |T0 — Tjal €t 7 < d(2;4,00). Tant que 7 est dans cette
région, grace a l'estimée faible sur le gradient,

%fa (9004) <Ap, < Df, (‘Pa>

pour une certaine constante D > 1 indépendante de a. Une étude de cette inéqua-
tion différentielle ordinaire permet d’obtenir quelques estimées intéressantes sur
U, et d’en déduire en particulier qu’aucune énergie n’est perdue dans cette zone.

35. Pour une discussion de cette problématique, cf. la section 2.1 du chap. 3.
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Une fois que ceci est fait sur tous les points de concentration, il faut les re-
grouper par deux ou plus (tous a la méme distance les uns des autres) puis
recommencer en considérant que ce groupe ne fait qu'un. Ainsi, la combinaison
d’une hiérarchisation bien choisie des points de concentration et d’une étude d’une
inéquation différentielle ordinaire permet de conclure que tous les points de concen-
tration ont été trouvés. En particulier, et c’est le plus difficile, il est démontré qu’au-
cun point de concentration dégénéré ne peut apparaitre. Ensuite, il faut démontrer
qu’aucune énergie n’est perdue entre les points de concentration. La mise en place
rigoureuse de ce vague schéma de preuve est assez technique et cette seule partie
de la preuve court sur quelque 30 pages.

3.4. Et apres? Cette astuce de passer par les moyennes pour se ramener a
I'étude d’équations (ou d’inéquations) différentielles ordinaires®® est certes jolie
mais elle ne donne pas les estimées optimales que nous sommes en droit d’at-
tendre. Ces estimées sont nécessaires pour qui veut répondre aux questions assez
naturelles qui se posent ici : les points de concentration sont-ils isolés comme c’est
le cas pour les non-linéarités vraiment exponentielles (cf. section 2) 7 Est-il possible
d’avoir un phénomene d’explosion avec une limite faible non-nulle? Y a-t-il des
non-linéarités fy pour lesquelles il n’y a pas d’explosion ? Pour toutes ces questions
et leur motivation, nous renvoyons a la section 2 du chap. 3.

Enfin, une question brilante et intéressante est la suivante : la quantification
est-elle vraie pour des suites de Palais-Smale ? A notre avis non?” mais il faudrait
une preuve. Ce serait une magnifique illustration, claire et nette, de la force de
la méthode ponctuelle puisque, si la quantification n’est pas vraie pour des suites
de Palais-Smale, la méthode d’énergie est nécessairement vouée a l’échec. Pour
I'instant, nous ne pouvons que constater que celle-ci est inopérante mais une preuve
de son inefficacité serait intéressante.

4. Conclusion

Dans cette section, en montrant comment fonctionne la méthode ponctuelle
de détection des points de concentration sur plusieurs exemples, les difficultés qui
apparaissent et comment les contourner, nous espérons avoir convaincu que cette
méthode est tres efficace pour répondre a des problemes de quantification. Mais
ce n’est pas son seul atout. Elle donne également des informations extréemement
précises sur les suites de solutions qui développent des points de concentration,
voire une description optimale de celles-ci, quitte a travailler un petit peu plus.
C’est d’ailleurs souvent dans cette partie qu'une adaptation a I’équation est néces-
saire alors que la détection des points de concentration est une ”autoroute”. Ces

36. déja utilisée dans la section 2 et propre aux non-linéarités exponentielles (en dimension
critique).
37. cf. commentaire page 61.
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estimées asymptotiques optimales sont utiles pour obtenir des résultats de compa-
cité, stabilité, ...(cf. chap. 3 et 4).

Nous sommes persuadés que la méthode décrite ci-dessus peut étre utilisée, en
I'adaptant, dans beaucoup de situations®®. Nous espérons donc qu’elle servira &
I’avenir.

38. Cela a d’ailleurs déja été fait dans [152, 161]. C’est en cours pour I’étude du probleme des
H-bulles.



CHAPITRE 3
Stabilité, instabilité et compacité

Ce chapitre est consacré aux travaux (16), (19)-(21), (24), (26) et (27). Nous
allons introduire la notion de stabilité pour des équations aux dérivées partielles
elliptiques, notion qui nous parait intéressante et qui, sans avoir été formalisée
ni étudiée pour elle-méme, est déja présente dans un certain nombre de résultats
d’existence par méthode de continuité. C’est d’ailleurs une notion parente de celle
de compacité, avec laquelle elle partage quelques points communs mais de laquelle
elle se révele bien différente. Encore une fois, fidele au parti-pris de ce mémoire,
nous la présenterons sur le modele le plus simple, les équations de type Yamabe,
qui ont déja été bien étudiées dans le chapitre 2. Puis nous passerons rapidement
en revue quelques autres exemples ou nous I'avons étudiée (les systemes d’EDP
elliptiques, les équations de contrainte en relativité générale). Avant d’en venir
a la notion de stabilité, nous allons parler d’une notion plus classique, celle de
compacité, en reprenant I'un des problemes phares de l'analyse géométrique, le
probleme de Yamabe.

Précisons un peu le plan de ce chapitre et le contenu des travaux qui y sont
présentés. La référence (19) contient une preuve en petites dimensions de la com-
pacité de I'ensemble des métriques a courbure scalaire constante dans une classe
conforme fixée, cf. section 1. Les références (16) et (20) traitent de la notion de
stabilité pour des équations de type Yamabe, cf. la section 2 qui est la principale
de ce chapitre, tandis que la référence (21) est un survol sur ces mémes équations.
Les références (24) et (27) concernent la stabilité pour des systemes d’équations
aux dérivées partielles elliptiques a croissance de Sobolev critique, cf. section 4.
Enfin, dans le travail (26), il s’agit de stabilité pour des équations d’Einstein-
Lichnerowicz issues du probleme des contraintes pour les équations d’Einstein avec
champ scalaire, cf. section 3.

1. Compacité pour I’équation de Yamabe

En 1960, Yamabe s’est dit qu’il était temps d’essayer de résoudre la conjecture
de Poincaré a I'aide d’outils d’analyse’. Partons de I'observation d’Hilbert que les

1. Cette intuition s’est trouvée justifiée quelque quarante ans plus tard avec les travaux de
Perelman [137, 139, 138], méme si ce n’est pas completement 'angle d’attaque suggéré par
Yamabe qui s’est révélé efficace mais celui proposé vingt ans plus tard par Hamilton [73].

69
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métriques d’Einstein sont des points critiques de la fonctionnelle

H(g) = Vol, (M) / S, dv,
M

parmi toutes les métriques sur une variété M de dimension n fixée. Poursuivons
avec le fait, classique en géométrie riemannienne, qu’une variété compacte sim-
plement connexe de dimension 3 qui admet une métrique d’Einstein est la sphere
S3. 11 en découle qu'une possibilité pour attaquer la conjecture de Poincaré est de
trouver un point critique de cette fonctionnelle sur toute variété de dimension 3
compacte simplement connexe. Evidemment, ce ne peut étre simple puisque sur
certaines variétés, cette fonctionnelle n’admet pas de points critiques : c’est le
cas de S' x S? qui n'admet pas de métrique d’Einstein et donc sur laquelle la
fonctionnelle H n’admet pas de points critiques.

Comme exercice préparatoire, Yamabe s’est donc proposé de trouver des points
critiques de cette fonctionnelle sous la contrainte que la métrique g reste dans une
classe conforme fixée. Un tel point critique ne donne plus une métrique d’Einstein
mais une métrique a courbure scalaire constante. Trouver une telle métrique peut
étre intéressant : par exemple, en dimension 2, cela donne le théoreme d’uniformi-
sation 2.

Yamabe affirmait dans son papier [169] de 1960 qu’un tel point critique exis-
tait dans toute classe conforme et donc que toute classe conforme possédait une
métrique a courbure scalaire constante. Le probleme de Yamabe connait une
(re)naissance en 1968 avec la découverte par Trudinger [164] d'une erreur dans le
travail de Yamabe [169]. Trudinger, en montrant que la preuve était trouée, allait
ouvrir tout un champ d’investigations en analyse géométrique .

1.1. Résolution du probléme de Yamabe et questions de multiplicité.
Le probleme de Yamabe est donc le suivant : étant donnée (M, g) une variété rie-
mannienne compacte ?, existe-t-il une métrique § = eg, v fonction réguliere de M
dans R, qui soit a courbure scalaire constante 7 En dimension 2, une réponse posi-
tive est une facon de voir le théoreme d’uniformisation de Poincaré. En dimensions

2. D’aucuns voient le probleme de Yamabe comme une extension du théoreme d’uniformisa-
tion, d’autres expliqueront que c’est le probleme de @-courbure en dimension paire. Mais ceci
n’a pas grand sens. Le théoréeme d’uniformisation, une fois qu’il est vu comme probleme de pres-
cription de courbure de Gauss constante, peut admettre autant de généralisations qu’il existe de
problemes de prescription de courbure constante puisque la dimension 2 ne présente qu’une seule
courbure, celle de Gauss.

3. Il est fort probable que le travail de Pohozaev [140] ait mis la puce a Uoreille de Trudinger.
En effet, Pohozaev avait démontré en 1965 qu’une équation similaire a celle pour laquelle Yamabe
prétendait avoir trouvé une solution n’en possédait pas nécessairement. Il se trouve d’ailleurs que,
dans ces années 60, I’équation en question intéressait a la fois des géometres et des EDPistes
euclidiens (cf. chap. 4).

4. Le probleme peut également étre posé sur des variétés non compactes.
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4 . -
n > 3, il vaut mieux poser e’ = u»-2 et les courbures scalaires de g et g sont alors
reliées par ’équation

n—2 n—2 n+2

=) T d

Résoudre le probleme de Yamabe revient donc a trouver un A € R et une fonction
u réguliere et strictement positive solution de

n — 2 n+2
Agu~+ ——=S,u = Aun-—2 . 3.1
Clairement, A peut toujours étre supposé appartenir a {—1,0, +1}. Mais, qui plus
est, une fois donnée la variété riemannienne (M, g), le signe de A est déterminé par

le signe de la premiere valeur propre de I'opérateur A, + 481—121)59. En effet, si cette

Agu+

premiere valeur propre est négative (resp. nulle, positive), les seuls A pour lesquels
il puisse y avoir une solution a I’équation (3.1) sont négatifs (resp. nuls, positifs).
Ceci amene a distinguer trois classes de Yamabe : négative, nulle et positive. Dans
les cas nul et négatif, il est relativement facile de trouver une solution a 1’équation
(cf. Trudinger [164]). De plus, la solution est unique dans ces cas-1a°. Le cas positif
a résisté quelques années de plus : il a fallu attendre Aubin [9] en 1976 pour le
traitement des variétés de dimensions n > 6 non localement conformément plates
et Schoen [153] en 1984 pour les cas restants, i.e. les dimensions n < 5 et les
variétés localement conformément plates. Un excellent survol sur la résolution du
probleme de Yamabe a été écrit par Lee et Parker [107]. Ce survol unifie méme les
preuves de Aubin et Schoen en introduisant les coordonnées conformes normales.

Si, lorsque l'invariant de Yamabe est négatif ou nul, il n’y a essentiellement
qu’une métrique a courbure scalaire constante, la situation change drastiquement
si 'invariant de Yamabe est positif : il existe des variétés riemanniennes a invariant
de Yamabe positif pour lesquelles le nombre de métriques a courbure scalaire
constante dans la classe conforme de la métrique initiale est arbitrairement grand
(voire infini).

Le premier exemple qui vienne a l'esprit est la sphere standard : si (S™,h)
dénote la sphere unité de R**! avec la métrique induite de la métrique euclidienne,
alors non seulement la métrique standard a une courbure scalaire constante (égale
an(n — 1)) mais une infinité de métriques dans la classe conforme de la métrique
standard ont une courbure scalaire constante. Obata [131] a tout d’abord montré
que toute métrique a courbure scalaire constante dans la classe conforme de la
sphere standard était isométrique a celle-ci. Donc trouver ’ensemble des métriques
a courbure scalaire constante dans la classe conforme de la métrique standard
revient a trouver I'ensemble des difféomorphismes conformes de la sphere standard,

5. Unique a multiplication par une constante pres, ce qui modifie le A dans le cas négatif mais
ne le modifie pas dans le cas nul. En particulier, dans une classe conforme a invariant de Yamabe
négatif ou nul, il n’existe qu’une seule métrique a courbure scalaire constante de volume 1.
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c’est-a-dire des difféomorphismes de la sphere tels que ¢*h appartienne a la classe
conforme de h. Ceci n’est pas difficile une fois remarqué qu’il est possible, quitte
a composer par une rotation (isométrie), de fixer un point puis de repasser a un
difféomorphisme conforme de l'espace euclidien via projection stéréographique.
Nous n’en considérerons qu’une famille, ceux donnés par ®py(z) = 7p (tnp' ()
ou 7p est la projection stéréographique de pole P fixé et t > 1 est un réel. Un

simple calcul donne alors
4

* _ n—2
Pt h = Upy h

ou

n—2

(2) 2t ’
upy(z) = )
e 1 —cosdy, (z, P) + t2(1 + cos dy, (z, P))

Cette fonction vérifie I’équation de Yamabe sur la sphere standard, i.e.

n(n —2) n(n —2) nt2
1 Upy = ————

4 Pt
Or cette famille & un parametre de solutions n’est pas bornée dans ’espace C?.
Elle a une énergie bornée puisque

n(n — 2 n(n — 2
/ <|VUP¢|2 n %U?DJ dvy, = %wn

pour tout ¢ > 1. Par contre, il est clair que |[up,|| — 400 quand ¢ — +o00 et que la
suite (up;) se concentre au point —P lorsque ¢t — +o00. C’est le modele d’explosion
qui peut se produire pour une suite de solutions de ’équation de Yamabe (cf. chap.
2).

Apups +

Revenons a notre probleme de multiplicité de métriques a courbure scalaire
constante (positive) dans une classe conforme donnée. Hormis la sphere standard,
il y a d’autres exemples de multiplicité. Prenons par exemple My = S™~! x S1(T))
munie de la métrique produit standard. Il est clair que, lorsque T — +o00, cette
métrique n’atteint plus le mimimum de la fonctionnelle

</ Sy dvg) Vol, (MT)f%
M~

dans sa classe conforme puisque celui-ci est inférieur a une valeur fixe ne dépendant
que de n. Or ce minimum est toujours atteint par une métrique a courbure sca-
laire constante. C’est comme cela que le probleme de Yamabe a été résolu par
Aubin [9] et Schoen [153]. Ainsi il est clair que, pour un certain 73 suffisam-
ment grand, il existe une deuxieme métrique a courbure scalaire constante. Cette
métrique elle-méme se releve naturellement aux revétements Myp, et cesse d’étre
minimisante pour N grand. Ainsi, par le méme argument, il existe un certain 75
pour lequel il existe trois métriques distinctes a courbure scalaire constante dans
la classe conforme de la métrique produit. Et ainsi de suite. Cet exemple est du a
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Schoen [156] et montre bien qu’il peut, en-dehors de la sphere standard, y avoir
une multiplicité de solutions au probleme de Yamabe dans une classe conforme
donnée®. Pollack [141] a d’ailleurs montré que ces exemples étaient nombreux.

1.2. Compacité de I’ensemble des solutions. Dans les deux travaux [155]
et [156], Schoen provoqua un coup de tonnerre en annongant que, excepté sur la
sphere standard, I’ensemble des métriques a courbure scalaire constante dans une
classe conforme donnée est pré-compact dans la topologie C?. En termes d’EDP,
ceci revient a dire que I'ensemble des solutions de I'équation

n—2 n+2

Agu + mSgu = un—2
est borné a priori dans C? (M), sauf si la variété est conformément difféomorphe a
la sphere standard (voir sous-section précédente). Schoen donne une preuve dans
le cas conformément plat en supposant une borne a priori sur 1’énergie des so-
lutions (ou encore sur le volume des métriques a courbure scalaire constante 1)
dans [155]. Dans [156], en s’appuyant sur les travaux de Schoen-Yau [157] et sur
I’application développante des variétés localement conformément plates, il donne
une preuve particulierement élégante de ce résultat toujours dans le cas localement
conformément plat mais sans borne a priori sur I’énergie des solutions. Il apparais-
sait clairement que cette deuxieme preuve n’avait aucune chance de s’étendre au
cas non conformément plat. Mais dans un cours donné a Stanford en 88-89, voir
[154], il proposait une approche pour démontrer ce résultat de compacité dans le
cas général. Cette approche a été mise en ceuvre par Li et Zhu [116] en dimen-
sion 3 quelques années plus tard en s’'inspirant de Schoen-Zhang [159] qui avait
développé cette analyse dans un cadre proche mais différent. En dimensions plus
grandes, le probleme apparaissait plus ardu. J’ai démontré dans (19) ce résultat
en dimensions 4 et 5. Puis les choses se sont accélérées puisque Marques [126] I'a
ensuite démontré jusqu’a la dimension 7, Li et Zhang [115] jusqu’a la dimension 11
et enfin Khuri, Marques et Schoen [100] 'ont démontré jusqu’a la dimension 24. Il
convient de remarquer qu’a partir de la dimension 8, ces résultats sont conditionnés
a la preuve du théoreme de la masse positive, disponible seulement en dimensions
n < 7 grace a [158]. Un autre coup de tonnerre est venu de Brendle [20] puis de
Brendle-Marques [22] qui ont démontré que le résultat était faux en dimensions
plus grandes .

6. Le résultat dans [156] est plus précis que cela puisqu’il contient un décompte des solutions.
Il faut noter que, dans ce cas précis, I’équation de Yamabe se réduit a une équation différentielle
ordinaire.

7. Brendle [20] trouve des contre-exemples a la compacité en dimensions n > 52, contre-
exemples étendus aux dimensions 25 < n < 51 par Brendle et Marques [22]. Le lecteur pourra
consulter le récent article de survol de Brendle [21].
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2. Stabilité et instabilité des équations de type Yamabe

Nous allons nous intéresser a des questions de stabilité et d’instabilité pour des
EDP elliptiques, plus particulierement dans cette section pour I’équation

Agu+hu:uz_ﬁ, u>0 (3.2)

sur une variété riemannienne compacte (M, g) de dimensions n > 3 ou h est une
fonction de M dans R. Pour fixer les idées, nous supposerons que cette fonction
h est de classe C!. Pour une équation d’évolution, la stabilité est mesurée par
rapport a des perturbations des données initiales et de ’équation. Pour des EDP
elliptiques, la stabilité sera mesurée uniquement par rapport a des perturbations
de I’équation. Ici, un parametre naturel a perturber est la fonction h. Nous dirons
donc que I"équation (3.2) est stable si une perturbation du potentiel h ne crée pas
de nouvelles solutions, i.e. de solutions qui se trouvent loin de toute solution de
I’équation initiale.

Pour étre plus précis, il va nous falloir introduire une distance entre les en-
sembles de solutions des équations. Pour X et Y deux sous-ensembles de C? (M),
nous définirons donc la distance pointée suivante :

c2(X3Y) = sup inf [0 = ullczga) - (3.3)

Ce n’est pas une vraie distance puisqu’elle n’est pas symétrique ®. Par convention,
nous poserons dg» (X,0) = +oo si X # 0 et dgz (0,Y) =0 pour tout Y. Avant
de définir diverses notions de stabilité, nous avons encore besoin d’introduire une
notation. Etant donnés h € C* (M) et A un réel strictement positif, nous noterons
SA Tensemble des solutions de I'équation (3.2) d’énergie plus petite que A, i.e.

S) = {u € O? (M) solution de (3.2) t.q. / |u\% dvy < A} .
M

Par définition, S;° est 'ensemble des solutions de (3.2).

DEFINITION 3.1. Soit (M, g) une variété riemannienne compacte de dimension
n > 3. Soit h € C' (M). Soit A € (0,+00). Nous dirons que l’équation (3.2) est :

- A-stable si pour tout € > 0, il existe n > 0 tel que

7 L= A+e A
Hh - hHCl(M) <n=da (SHS) <e

- A-compacte si l'ensemble 82 est borné dans C* (M),

Enfin, si A = +o00 dans les définitions ci-dessus, nous dirons simplement que
I’équation est (globalement) stable ou (globalement) compacte.

8. Cette distance est nulle si et seulement si X C Y. Elle vérifie une inégalité triangulaire
dex (X3 Z2) <doa (X5 Y) +dax(Ys Z).
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Une premiere remarque qui s'impose est que §p° = {0} des que la premiere
valeur propre de l'opérateur A, + h est négative ou nulle”. Ainsi, si \;(h) < 0,
il est clair que I’équation (3.2) est compacte. Si A\; (k) < 0, cette propriété est
stable par perturbations; aucune équation perturbée ne possede de solutions et
donc 'équation (3.2) est stable. Dans la suite, nous supposerons donc que

S (\Vu\z + huQ) dv
M(h)=  inf LAY ’>0.
ueC> (M), u#0 fM u? dvg

Par théorie elliptique standard, une équation est A-compacte s’il existe C' > 0
telle que toute solution u € S vérifie ||ul|,, < C. Réciproquement, une équation
n’est pas A-compacte si il existe une suite de solutions (u,) dans S telle que
|l tall, — +o0 quand o — +o0.

Toujours par théorie elliptique standard, une équation est A-stable si toute
suite de solutions (u,) d’équations perturbées

n+2

Agty + hotiy = ui > et / uZ dv, < A+ o(1)
M

avec h,, — h dans C' (M) quand a@ — +00 est uniformément bornée dans L> (M).
Par contre, la réciproque n’est pas vraie. Elle le sera uniquement si I’équation est
A-compacte. Il est seulement vrai qu'une équation A—Compacte est A-stable si et
seulement si toute suite de solutions (u,) dans 8A+ Y avec ho — h dans C'! (M)
quand o — 400 est uniformément bornée dans L°° ( ). Cela souleve une premiere
question :

Question 1 - Existe-t-il des équations qui sont A-stables sans étre A-compactes ?

Cela nous parait assez improbable mais tant que ce n’est pas démontré, la
notion de stabilité forte définie ci-dessous est pertinente. Si la réponse a la question
1 est non, cette stabilité forte ne sera rien d’autre que la stabilité.

DEFINITION 3.2. Soit (M, g) une variété riemannienne compacte de dimension
n > 3. Soit h € C* (M). Soit A € (0,400). Nous dirons que l’équation (3.2) est
fortement A-stable si elle est A-compacte et A-stable. Pour A = 400, nous dirons
alors qu’elle est fortement stable.

La question 1 revient a poser la question de I’équivalence entre A-stabilité et
forte A-stabilité. Considérons maintenant une fonction h € C*' (M) pour laquelle
I'équation (3.2) correspondante n’est pas fortement A-stable. Ceci signifie qu’il

9. En effet, en testant ’équation (3.2) contre la fonction propre ¢ strictement positive associée
a la premiere valeur propre A; de Ay + h, nous obtenons / uz_ﬁcpdvg =)\ / up dvg, ce qui
M M

impose A\ > 0 si u # 0.
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existe une suite (h,) de fonctions C'! sur M telle que h, — h dans C* (M) quand
a — +00 et une suite de solutions strictement positives (u,) de I'équation

n+2
-2
Ayt + hotty = ug

avec

2n
/ us? dvg < A+ o(1)
M

qui n’est pas uniformément bornée dans L (M). Si A = +oo, cette derniere
condition est vide. Si A < +o0o, grace a la décomposition Hf de Struwe [160], cf.
section 1 du chapitre 2, il existe N € N* tel que

N
Uq :U0+ZBi,a+Ra
i=1

olt R, — 0 dans H? (M) quand o — 400, les B;, sont des bulles standards de
centre (z;,) et de poids (11;4) et ug € Sp~V5". De plus,

2n

2n
A+ o(1) 2/ u&”dvg:/ ug > dv, + NE, + o(1) .
M M
I s’ensuit en particulier que I'équation (3.2) est toujours fortement A-stable si
A< E,.

L’équation de Yamabe sur la sphere standard, i.e. avec h = n’est pas
A-compacte des lors que A > F,,. Elle n’est d’ailleurs sans doute pas A-stable non
plus (cf. discussion de la question 1).

L’équation de Yamabe sur une variété riemannienne compacte (M, g), i.e. avec
h = 4(’;—121)59, est compacte si la dimension de la variété est inférieure ou égale a

n(n—2)

24 ou si la variété est localement conformément plate (et n’est pas conformément
difféfomorphe a la sphére standard). Par contre, dés que la variété est localement
conformément plate, cette équation n’est pas E,-stable (cf. (20)). Et il existe des
exemples de variétés de dimension n > 25 sur lesquelles elle n’est pas E,,-compacte.

Ces quelques exemples montrent que cette notion de stabilité est riche, plus
riche que la notion de compacité : il existe par exemple des équations compactes
instables. Cette notion ouvre la porte a un foisonnement de questions que nous
allons décrire ci-dessous.

2.1. Un résultat de stabilité forte. Nous allons commencer par décrire un
résultat de stabilité obtenu dans (16). C’est lui qui va ouvrir tout un champ de
questions autour de cette notion. Le résultat est le suivant :

THEOREME 3.1. Soit (M, g) une variété riemannienne compacte de dimension
n > 4. Soit h € C* (M) telle que \i(h) > 0. Si h(z) # 4"—121)59(:16) pour tout

(n

x € M et sin # 6, alors I'équation (3.2) est fortement A-stable pour tout A > 0.
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Ainsi nous voyons que I’équation de Yamabe est critique a bien des égards. Elle
Pest bien sir & cause de la non-linéarité en wn-2 qui correspond au cas limite des
injections de Sobolev mais elle 'est également du point de vue de son potentiel.
Des lors que le potentiel h ne touche pas le potentiel de I'équation de Yamabe,
I’équation (3.2) est fortement A-stable pour tout A > 0 excepté en dimensions
3 et 6. Rappelons que, pour le cas de I’équation de Yamabe elle-méme, la forte
A-stabilité est fausse sur certaines variétés de grande dimension et sur la sphere
standard en toutes dimensions.

Avant de discuter plus avant les questions soulevées par ce résultat, donnons
une breve idée de sa preuve 1. Elle procede par I’absurde. Supposons que, sur une
variété riemannienne compacte (M, g) de dimension n > 3, nous ayons une suite
(uo) de solutions C? aux problémes suivants :

n+2

.
-2
Aty + hotiq = ub

Uq > 0 dans M (3.4)

2n_
/ us? dvg < A
\ Jm

ol (h,) est une suite de fonctions C! telle que h, — h dans C* (M) quand o —

+00. Supposons de plus que A;(h) > 0. Si I'équation (3.2) n’est pas fortement A-

stable, il existe une telle suite de solutions (u,) qui n’est pas uniformément bornée

dans L> (M). Nous supposerons donc que c’est le cas et que sup u, — -+oo quand
M

a — +00. Nous sommes alors dans le cadre de ’étude faite dans la section 1 du
chapitre 2. La suite (u,) développe des points de concentration et nous avons,
apres extraction d’une sous-suite,

N
Uq = Uy + Z BLQ -+ Ra (35)
=1

avec R, — 0 dans H} (M) quand o — +00, 1y solution - soit strictement positive
soit identiquement nulle par principe du maximum - de I’équation-limite, N un
entier et les B; , des bulles standard données par

1_n
n—2 d ) 2 5
Bio(T) = p; 2 <M?,a + M)

10. Encore une fois, il n’est pas question de la donner en détails vu qu’elle court sur 70 pages,
tout en supposant acquise la théorie ponctuelle du chapitre 2.
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pour des suites (x;,) de points de M et () de réels strictement positifs (1 q)
tendant vers 0 lorsque o« — +4-00. De plus, le théoreme 2.1 nous donne une descrip-
tion ponctuelle de la suite (u,) :

; i=1,...,
=1

Ug (To) = (1 + 0(1))u0 (Ta) + Z(l + 0(1))Bw (o) + O (( max Mi,a) 2)

pour toute suite (x,) de points de M. Il reste a comprendre pourquoi ce n’est
pas possible si le potentiel h ne touche pas le potentiel de ’équation de Yamabe.
L’idée est qu'un des points de concentration devra se trouver en un point ou
h(z) = 4(’;—’_21)59(3:), tout du moins si la dimension n’est ni 3 ni 6. Ce point sera
celui correspondant au poids p;, le plus grand, c’est-a-dire correspondant a la
bulle la moins haute et la plus étalée. Toute la difficulté provient du fait que cette
bulle risque fortement d’étre cachée par d’autres bulles plus hautes. Il va donc

falloir aller la chercher.

La notion essentielle pour y parvenir est celle de rayon d’influence d’une bulle.
Etant donné 1 <14 < N, le rayon d’influence de la i-eme bulle est défini par

. ,Ui,a 2 : —
min dy (Ti0r Tja)™ + Hiaklo sl ug =0
JEA | My

Ti,a -

min {HHH \/Iui’a dg (:Ei,aa :L‘j,a)2 + Hi,altj,os A/ :ui,oz} si U ?‘é 0

JEA; ,u/j,a
ol

Evidemment, si A; = 0 et ug = 0, nous poserons r;, = 3iy (M) par exemple.
Derriere cette définition d’apparence compliquée se cache en fait une idée simple :
Ti o doit étre vu comme le rayon de la boule de centre x; o, dans laquelle la bulle B,
est dominante dans la décomposition (3.5), excepté que doivent étre oubliées les
bulles qui sont beaucoup plus hautes qu’elle '!. Les rayons d’influence de différentes
bulles sont représentés sur la figure 7, page 79.

11. C’est le sens de la restriction j € A;. De toutes fagons, ces bulles qui sont beaucoup plus
hautes, si jamais elles étaient centrées dans la boule de centre z; , et de rayon r; ., ne seraient
beaucoup plus haute que B; o que sur une boule de rayon négligeable devant r; 4.
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Fig. 7 : rayons d’influence des bulles.

Pourquoi s’intéresser au rayon d’influence d’une bulle ? Tout simplement parce
que c’est a cette échelle, i.e. a distance de l'ordre de 7; , de x; 4, que I'interaction
ponctuelle entre cette bulle et une autre (ou ug) est la plus forte. C’est donc a cette
distance que va se produire le recollement entre cette bulle et une autre bulle (ou
up). Or recoller une bulle sur une bulle (ou sur une fonction ug) tout en restant
solution de I’équation est nécessairement contraignant. C’est donc en comprenant
précisément ce qui se passe a cette échelle que nous pouvons espérer obtenir de
précieuses informations sur les positions relatives des bulles les unes par rapport
aux autres. Enfin, si le rayon d’influence ne tend pas vers 0, ce qui n’arrive que
lorsque la bulle est 'une des moins hautes et uy = 0, la géométrie de la variété
devrait jouer un role dans le recollement de cette bulle pour donner une solution
globale de I'équation.

En travaillant par récurrence de la bulle la plus haute a la plus basse, il est
possible de démontrer que, pour tout 1 <7 < N, si r; , — 0 quand o — +00,

(h (.’L‘Z) — éSg (ZL’Z) —+ 0(1)) Tia In ’ri_,a = Cz

,ui,a
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sin=4cet
1
(1120 = 55 (a0 + o1} r2ulz” =

si n > 5 ou C; est une constante strictement positive (qui est explicite et dépend
de Iendroit ou se trouve les autres bulles et de ug). En dimension 3, il est en fait
impossible de coller des bulles sur des bulles et r;, # 0 quand a — +00. Nous
renvoyons a (16) pour la preuve de ces estimées sur les rayons d’influence.

Ainsi le recollement doit se faire a une distance précise, qui dépend de la hauteur
de la bulle. De plus, il est clair qu'une bulle ne peut étre recollée sur une autre
bulle (ou sur une fonction ug) que si, au centre de la bulle, h(x;) > 481—121)59 (x;).

Mais ceci ne nous donne pas encore le résultat il est possible de recoller une
bulle sur une autre bulle méme

elle, doit absolument se concentrer en un pomt ou h(x) = 2721 Sy(z). 11 faut la
encore distinguer plusieurs cas : cette bulle est isolée; cette bulle doit se recoller
sur une limite faible non-nulle; cette bulle arrive dans un chapelet de bulles de
taille équivalente et de centres tres rapprochés les uns des autres.

Reprenons ces différents cas. Par bulle isolée, nous signifions ici simplement que
Tia 7 0 quand o — 4-00. Ceci ne veut pas dire qu’il n’y a pas des bulles beaucoup
plus hautes qui se concentrent au méme endroit mais cela exclut 'existence dune
limite faible non-nulle et la présence de bulles de hauteur équivalente se concentrant
au méme endroit. Dans ce cas, la conclusion vient assez directement de I’application
d’une identité de Pohozaev : la bulle doit se concentrer a un endroit ou h(z) =
4(’; 21 Sy(z) en dimensions n > 4. La situation en dimension 3 est plus compliquée
et nous ne la discuterons pas ici 2

Si la bulle doit se recoller sur une limite faible non-nulle, i.e. r;0 = |/l q,
I’estimation sur les rayons d’influence donne une contradiction en dimensions n =
3,4, 5 et donne directement que h(z;) = D 21 Sy (x;) si n > 7. Par contre, a
priori, rien ne 'interdit en dimension 6 mais alors I’estimée des rayons d’influence
nous dit, de fagon surprenante, que h(z;) > 4(’;—__21)59 (x;). A titre de remarque,
I'estimée sur les rayons d’influence donne r; , > V/Hia €t donc la nullité de ug en
dimensions 3, 4 et 5, ce qui signifie que la suite (u,) ne peut pas développer de
points de concentration si sa limite faible est non-nulle.

Enfin, si cette bulle arrive avec un chapelet de bulles de méme taille qui se
concentrent toutes au meéme endroit, ¢’est un argument de balance qui donne la
contradiction. Pour que cela soit possible, il faudrait que chaque centre de bulle
soit le "centre de gravité” des autres centres des bulles du chapelet pondérées par
leur parametre ;. Mais, comme le nombre de bulles est fini, il y en a toujours
une qui se trouve le plus a 'extérieur, d’ou une contradiction. Bref, cette situation

12. Nous renvoyons au chap. 1 et au chap. 4, section 1, pour cette discussion sur le phénomene
des petites dimensions.
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est impossible, quelque soit la dimension '®. Pour plus de détails, nous renvoyons

A (16).

Revenons sur les résultats de I'analyse contenue dans (16). Tout d’abord, il a
été démontré qu’une limite faible non-nulle en dimensions n = 3, 4, 5 interdisait
tout phénomene de concentration. Dans ces petites dimensions, il est impossible
d’avoir a la fois ug #Z 0 et N > 1 dans la décomposition (3.5). Résultat surprenant
s’il en est. En dimension 3, et c¢’est un phénomene du méme ordre, il ne peut y
avoir accumulation de bulles : les points de concentration sont isolés. En effet, la
morale de cette histoire est la suivante : plus les dimensions sont petites, plus il est
difficile de recoller des bulles entre elles; plus une bulle est étalée et basse, plus elle
est difficile a recoller a une autre de hauteur donnée. Par " difficile a recoller”, nous
entendons que le recollement doit avoir lieu plus loin du point de concentration.
Il suffit maintenant de voir la limite faible non-nulle comme une bulle de poids 1,
i.e. maximalement étalée pour éclairer un peu le premier résultat a la lumiere du
second.

Ensuite, des informations sur les lieux de concentration ont été obtenues. No-
tons {x;},_,  l'ensemble des limites des centres des bulles (z;,). Alors, nous
avons les résultats suivants :

-sim = 4,5, il existe au moins un point de concentration x; pour lequel
h(@) = 2225, (1),
-sin > 7, tous les points de concentration x; sont tels que h (x;) = I 21 Sy (x;).

-sin =6 et si ug = 0, nous sommes dans le cas des dimensions n > 7.

-sin =6 et si ug Z 0, alors tous les points de concentration x; sont tels que

h(x2> 4(n 21 S ( )

Enfin, si n = 3, les points de concentration sont isolés et des relations (d’équilibre)
faisant intervenir la fonction de Green en ces divers points sont vérifiées.

En fait, il devrait étre possible de montrer '* que, lorsque c’est le cas, non

seulement h (x;) = ] 21)5 (x;) mais aussi Vh (z;) = =] 21)VS (x;).

Ce résultat ouvre la porte a de nombreuses questions autour de cette notion de
stabilité des équations de type Yamabe. Questions que nous allons décrire main-
tenant.

2.2. Lieux de M cause d’instabilité. Etant donnée une équation (3.2) qui
n’est pas fortement A-stable, A fini, et une suite (u,) satisfaisant (3.4) qui explose,
il existe un certain nombre de points, les limites des centres des bulles z; o, dans la

13. Ici, lhypotheése d’énergie finie, et sa conséquence qui est que le nombre de bulles est fini,
est cruciale.
14. Cela se trouvera sans doute dans le travail en préparation (31).
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décomposition (3.5), tels que, a extraction pres,
U — Uy dans C? (M \ Az}, N) quand o — 400 . (3.6)

Nous appellerons cet ensemble de points ou la convergence n’a pas lieu C (u,). Cet
ensemble dépend de la suite considérée (et en fait méme de la sous-suite extraite).
Ainsi il n’est pas tres bien défini. Ce qui est bien défini par contre, c’est I'ensemble
de ces points pour toutes les suites (u,) possibles. Posons

Cf[; = U C (ua)
(ua)
ou 'union est prise sur I'ensemble des suites de solutions de (3.4) vérifiant (3.6).
En d’autres termes, un point z € M est dans C)* si et seulement si il existe une
suite (u,) de solutions de (3.4) avec h, — h dans C* (M) qui vérifie (3.6) et
ot I'un des z; est le point = en question. L’ensemble C{* sera dit "ensemble de
points d’instabilité” de I’équation (3.2). Si celui-ci est vide, alors I’équation (3.2)
est fortement A-stable.

Le théoreme 3.1 ou plus exactement l'analyse faite dans (16) nous dit que

ch ¢ {x € M t.q. h(z) = LQ)Sg(x)}

4(n —1
des que la dimension n’est ni 3 ni 6. En dimension 6, nous avons en fait
1
C’/l\ C {x € M t.q. h(z) = gSg(x) + 2u(x) pour un u € S;L\_E”} .

Une question assez naturelle est la suivante :

Question 2 - Etant donnée une fonction h € C' (M) et A € RT, peut-on
caractériser exactement C2 ? Et bien entendu en déduire des conditions nécessaires
et suffisantes sur h pour que I’équation (3.2) soit fortement stable ?

Hormis les informations ci-dessus, nous savons que cet ensemble est vide des
que A < E,. En dimensions n > 7, nous pouvons conjecturer sans grand risque

o C) = F(h)
pour tout A > E,, ou
n—2 n—2
F(h) = {az e M t.q. ‘h(az) - m5g<l’) + ‘V (h — mSg) (x)| = 0} .

En dimensions 4 < n < 6, une caractérisation complete semble plus délicate.
Il devrait cependant étre possible de démontrer que F(h) C C dés que A > E,.
Ensuite, cet ensemble de points d’instabilité devrait dépendre de A. En particulier,

15. Le papier en préparation (31) se chargera de répondre & cette question, au moins sur la
sphere standard.
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il semble qu’une fois que A > 2F,,, il soit en dimensions 4 et 5 beaucoup plus gros

que F(h).

2.3. Solutions cause d’instabilité. En dimensions 3, 4 et 5, une suite de
solutions (u,) qui explose ne peut avoir une limite faible que nulle. Il est impossible
de développer des points de concentration avec une limite faible non-nulle. Notons
CSQ I’ensemble des fonctions u € §p° qui peuvent apparaitre comme limite faible
d’une suite de solutions (u,) de (3.4) qui explose. Cet ensemble est ’ensemble des
solutions de (3.2) cause d’instabilité. En dimensions 3 < n < 5, comme démontré
dans (16), €Sy = {0}. 1l est naturel de se demander quel est cet ensemble de
solutions cause d’instabilité en dimensions plus grandes :

Question 3 - Est-il possible de caractériser CSQ en dimensions n > 67
En dimensions n > 7, la réponse devrait étre
CSy =8y

Autant dire qu’en dimensions n > 7, hormis la contrainte triviale que la solution
doit avoir une énergie plus petite que A — F,,, il ne devrait pas y en avoir d’autres.

En dimension n = 6, la situation est plus compliquée ¢,

2.4. Borne sur I’énergie ou pas? Remarquons que tous les résultats ci-
dessus concernait la forte A-stabilité pour A fini. En particulier, si nous sommes
capables de répondre aux questions 2 et 3, la forte A-stabilité, et les causes de
I’éventuelle instabilité, serait entierement comprise en dimensions n > 4 pour A
fini, tout du moins si A;(h) > 0. Si, de plus, la réponse a la question 1 est non,
forte A-stabilité et A-stabilité seraient deux notions équivalentes et la A-stabilité
serait alors bien comprise pour tout A fini. Reste alors la question de I'co-stabilité,
ou de la forte oo-stabilité. Sur cette question, beaucoup moins de résultats sont
disponibles. Il a été démontré dans (16) le résultat suivant, le cas n = 3 revenant
a Li-Zhu [116] :

THEOREME 3.2. Soit (M, g) une variété riemannienne compacte de dimension

n > 3. L’équation (3.2) est fortement oo-stable dés que h < 481—121)59 sur M.

Démontrer un tel théoreme utilise une approche différente de celle utilisée pour
la preuve du théoreme 3.1. En effet, des que hy < 4(7;—__21)59, il est possible de rai-
sonner a partir de la bulle la plus haute et de démontrer que celle-ci ne peut pas
apparaitre. La contradiction vient donc de la bulle la plus haute. En effet, recoller

une bulle sur une autre bulle ou sur une limite faible non nulle nécessite, en tout cas

16. Encore une fois, cette question sera traitée dans (31) au moins dans le cas de la sphere
standard.



84 3. STABILITE ET INSTABILITE

> 4";25 au point de concentration '”. En dimen-
(n—1)~9

sion 3, la situation est un petit peu différente ' et les bulles sont nécessairement

isolées. Enfin, pour recoller une bulle sur la variété, il faut avoir hg = ( S au

en dimensions n > 4, d’avoir hg

point de concentration en dimensions n > 4 et la masse de la fonction de Green
nulle en ce point en dimension 3. Dans la preuve du théoreme 3.1, c’est la bulle la
plus basse qui donne la contradiction. Rien n’interdit de recoller une bulle sur une
bulle lorsque hy > 4(n 1 Sy mais la bulle la plus basse, qui doit étre recollée soit

sur la limite faible, soit sur la variété, ne peut ’étre que si hy = ("’

2
1 nfl)S , sauf en

dimensions 3 et 6.

Ainsi ces deux approches sont vraiment différentes. Pour démontrer la com-
pacité dans I’équation de Yamabe, c’est par exemple ’approche sans borne sur
I’énergie qui est utilisée; il faut donc démontrer directement qu’il est impossible
de recoller une bulle sur quoique ce soit. Quand la contradiction vient de la bulle la
plus basse, il semble délicat de la détecter lorsqu’aucune borne sur 1’énergie n’est
faite a priori. Mais il est également extrément délicat de construire des suites de
solutions qui explosent avec une énergie tendant vers +oo, c’est-a-dire développant
une infinité de bulles. La question suivante est donc extrémement intéressante et

difficile :

Questz’on 4 - Iéquation 3.2 est-elle fortement stable (fortement oo-stable) si
ho > 4(n 1 Sy en dimensions n # 3, 67 Ou alors peut-on trouver des contre-

exemples ?

Nous pensons que c’est plutot la deuxieme option la bonne mais construire
des contre-exemples risque de ne pas étre simple. Ceci n’empéchera pas 1’équation
d’étre fortement co-stable dans certains cas mais il nous semble que des hypotheses
supplémentaires sur hy devront étre faites.

2.5. Et si 'opérateur a un noyau ? Il serait tres agréable également de
comprendre quel role joue le noyau de 'opérateur A, + h s’il y en a un. Nous
avons vu que la premiere valeur propre de cet opérateur doit étre positive ou nulle
pour que la question de la stabilité ait un intéréet. Si celle-ci est nulle, le noyau de
cet opérateur est 1-dimensionnel. Quid de la stabilité dans ce cas?

Question 4 - Est-il possible d’obtenir une caractérisation des équations A-
stables lorsque A\ (h) =07

Comme nous 'avons vu au chap. 2, section 1.5, la présence du noyau influence
fortement le profil des suites de solutions qui explosent et son role dans cette
question de stabilité n’est pas encore clair.

17. Voir les estimations sur les rayons d’influence de la page 79.
18. Au sujet de ce phénomene dimensionnel, voir section 1 du chap. 4.
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3. Les équations de contrainte en relativité générale

Dans (26), nous avons étudié cette question de stabilité pour les équations
d’Einstein-Lichnerowicz avec champ scalaire sur des variétés riemanniennes com-
pactes. Ces équations proviennent des équations de contrainte issues de la théorie
de la relativité générale, plus précisément lorsque la gravitation est couplée avec
un champ scalaire vérifiant une équation des ondes non-linéaire (ou linéaire).

Dans la premiere sous-section ci-dessous, nous allons décrire 'origine de 1’équa-
tion dont nous étudierons la stabilité dans la sous-section suivante. Nous explique-
rons également pourquoi il est intéressant d’obtenir des résultats de stabilité forte
pour cette équation.

3.1. Les contraintes dans la théorie d’Einstein avec champ scalaire.
Dans la théorie de la relativité générale, 'espace-temps est décrit par une variété
lorentzienne (X, h) de dimension n + 1. L’équation d’Einstein relie courbure de cet
espace-temps et matiere par

1
Rij — §Shm = 87Tgﬂj .

Dans cette équation, R;; est la courbure de Ricci de (X, h), S sa courbure scalaire
et Tj; est le tenseur énergie-impulsion de la matiere présente, G étant la constante
gravitationnelle de Newton. La forme du tenseur T;; reste a déterminer et dépend
du modele utilisé pour décrire la matiere. Toujours est-il que, pour des raisons
de conservation de I’énergie, celui-ci doit étre a divergence nulle, i.e. T; -j’j = 0,

7
ce qui est d’ailleurs clair pour des raisons géométriques une fois posée 1’équation

d’Einstein ' puisque (R;; — 15h;;)” = 0.

Dans une théorie de champ scalaire, le tenseur T dépend de la métrique h et
d’un champ scalaire ¢ : X +— R et s’écrit

1
Tij = 00y — (5 VY[ +V (w)) hij

ou V est un potentiel. Comme T est a divergence nulle, le champ v doit vérifier
une équation des ondes
: av
Vlﬁi —_ .
Le potentiel dépend de la théorie considérée : pour un champ de Klein-Gordon
massif, V () = %m@bz; le cas V () = A et ¢» = 0 redonne ’équation d’Einstein
dans le vide avec une constante cosmologique. Dans la suite, nous oublierons la

19. Mais c’est ce qui s’appelle renverser le processus historique puisque c’est entre autres cette
conservation de 1’énergie qui a conduit Einstein a ce choix de tenseur géométrique dans son
équation.
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constante physique 87G dans l’équation d’Einstein et celle-ci s’écrira donc dans
notre situation

Considérons maintenant une tranche d’espace M, i.e. une hypersurface (de
dimension n) de type espace® dans X. Ecrivons localement la métrique sous la
forme

h=—Ndt ®dt + ;0" @ ¢
ou (dt, d@i) est la base duale de la base associée a la tranche d’espace choisie

(eL < — 3 (89: )) ,8%1, el %). La fonction N est la fonction de délai,
j n

les 37 sont les composantes du vecteur décalage. Ces deux données dépendent du
feuilletage local de X et de la fonction temps choisi. Posons pour la suite
0 0
o= N1 M ﬁ]_?/) .
8t &rj
En utilisant 1’équation d’Einstein pour G| | et I’équation de Gauss, nous obtenons
la contrainte hamiltonienne

OINTGLy =8, — |K[2 + (try K)? = o° + |V [2 + 2V (1) (3.8)

ou S, est la courbure scalaire de la variété riemannienne (M, y) et K est la seconde
forme fondamentale de la sous-variété M dans X. De I’équation d’Einstein sur les
G et des équations de Codazzi, nous obtenons la contrainte de moment

—NﬁlGjJ_:ij;lm—aj (t’rx,K)zwajw. (39)

Ces équations dites de contrainte portent sur v, K, ¢ et m mais ne contiennent
pas N et (.

Le reste de I’équation d’Einstein (i.e. portant sur les G;;) donne alors les
équations d’évolution

8Kij
U N(R: — 2K, K™ K g
at (RZ] m J _'_ (ttr'\/ ) iy lwajw _'_ 1 V (1/}) fyz.]) (31())
— N7'Nyj + LK
et
o _ N AY + (tryK) v + YMONOW + LT . (3.11)
ot o
Les données v et v évoluent par
o
i = N7+ Lam

20. 7de type espace” signifie que la métrique induite de h sur M est définie positive, i.e.
riemannienne.
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et
%
ot
grace aux définitions de m et K. Les variables N et  sont complétement libres
durant I’évolution. Cela reflete I'invariance des équations sous 'action du groupe
des difféomorphismes.

= —QNKZ']‘ + Eg%j

Dans [40], en s’inspirant de [69] et en s’appuyant sur les travaux de Leray [108],
il est démontré que le systeme d’équations (3.10) et (3.11) est hyperbolique et bien
posé 2!, quitte & faire un bon choix de jauge ??. Partant d’une variété riemannienne
(M,~) et de données K, ¢ et m sur M satisfaisant les équations de contrainte
(3.8)-(3.9), le systeme d’équations d’évolution (3.10)-(3.11) admet une solution en
temps petit sur M avec les conditions initiales (v, K, v, 7). En d’autres termes, il
existe une variété lorentzienne X vérifiant 1’équation d’Einstein (3.7) telle que M
soit une tranche d’espace dans X, 7 soit la métrique induite sur M par la métrique
lorentzienne, K soit sa seconde forme fondamentale, ¢/ et 7 soient les données du
champ et de sa ”"dérivée temporelle” sur M.

Trouver des solutions des équations de contrainte permet donc de générer des
espaces-temps vérifiant les équations d’Einstein avec champ scalaire. Comprendre
I’ensemble des solutions des équations de contrainte peut également avoir un intérét
puisque ces contraintes sont bien sur vérifiées tout au long de I’évolution. Pour un
tres bel article de survol sur ces équations de contrainte, nous renvoyons a [14].
Y est en particulier expliquée en détails la méthode dite conforme pour trouver
des solutions a ces équations de contrainte, méthode que nous allons brievement
décrire dans notre situation maintenant.

Les équations de contrainte (3.8)-(3.9) sont sous-déterminées®. Assez para-
doxalement, un bon moyen pour trouver des solutions a ces équations est de
fixer un certain nombre d’inconnues afin de rendre le systeme déterminé et de
tenter de résoudre ce systeme pour les inconnues restantes. C’est l'objet de la
méthode conforme, initiée par Lichnerowicz [117]. Partons d'une variété rieman-
nienne (M, g). Considérons comme fixée la classe conforme ! et cherchons 7 sous
la forme \

7= prtg
pour une fonction ¢ réguliere et strictement positive sur M. Puisque les courbures
scalaires de v et de g sont reliées par ’équation

n—2 n—2 n+2

=1~ i1

Agp +
21. Pour les équations d’Einstein dans le vide, ce résultat remonte aux années 50 et au travail
de Choquet-Bruhat [69].
22. i.e. de fonctions N et 3.
23. Il y a n + 1 équations pour n? 4+ n + 2 inconnues.

24. Cela "tue” déja % variables.
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la contrainte hamiltonienne (3.8) devient
_nx2 (4(n—1 4
@ WQ(J%:EJAW7h%¢) = T4 2 VY[l 4+ 2V (¥)
—l—(pfﬁ \K\; —7?

avec
T = ”)/Z] KZ] .
La contrainte de moment (3.9) devient quant a elle

__4 . 1 _n+2 :
@ 2 (divg K) TO i+ 20 2K 00 =, 4T,

i =2

Cette deuxieme équation sur K se simplifie en posant
) T 4

K =@ P+—pryg

avec P sans trace. Elle devient alors

n —1
cpfﬁdivg (P), = i T+, .
n

i =

Celle-ci est encore sous-déterminée. Considérons 7, qui sera la courbure moyenne
de M dans P'espace-temps X, fixé, et posons également %

P=U+L,X
pour U un champ de (2, 0)-tenseurs sans trace et a divergence nulle et X un champ
de vecteurs. Ici, £,X est la dérivée de Lie conforme de X, i.e.
2
(‘CQX)ij == Xi,j + Xjﬂ‘ — ﬁ (t’l"g X) gij .

Si U est considérée comme donnée, le nombre d’inconnus devient égal au nombre
d’équations puisque la contrainte de moment devient

n -1
<p_%divg (LX), = nTTﬂ- + 7,

Nous arrivons donc au systeme suivant :

4(n

1 _
?Q)Agso + (59 - |V¢|§> p = <2V () ==

17'2 + 7T2) @Ztg
_3n—-2 2
+o7 2 U+ L X

divg (LX), = <n T+ mﬁ,Z) cp%
d’inconnues ¢ et X. Afin de le découpler au maximum, il convient de poser
2n

m = (p7n727’%

25. Tout champ de (2,0)-tenseurs symétriques sans trace peut se décomposer ainsi.
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pour arriver au systeme final :

Ao+ hp = fors +ap™ne
ne1 ) (3.12)
Ag,conf)( = n ‘P”_QVTJFWVQ/}
avec
n—2 9
h = — = _
4(n—1) (Sg |V¢|g) ’
n—2 n—1
- — = (2 - 2
f 4(71_1)(‘/(1/1) n T) ot
- n—2 2 | ~2
a = mOU—'—EgX‘g‘i‘ﬂ')

Etant donnés une variété riemannienne (M, g), des fonctions ¢, 7, 7 sur M et U
un champ de (2,0)-tenseurs sans trace a divergence nulle, si X et ¢ vérifient le
systeme d’équations (3.12), alors les données (M, ), K, 1 et 7 avec

y=prig, =@ g et K =72 (U+ LX) + —prig
n

satisfont les contraintes hamiltonienne (3.8) et de moment (3.9) et constituent
donc des données initiales pour le probleme de Cauchy 2.

Ce systeme est entierement découplé si 7 est constante>”. Dans ce cas, il suffit
de résoudre la seconde équation, ce qui ne pose aucun probleme puisque 'opérateur
Ay cony est elliptique. Il faut juste s’assurer que le noyau de cet opérateur est trivial
(ou orthogonal a la donnée 7V). Les éléments du noyau sont des champs de
Killing conformes et leur présence est rare d’apres [15]. Une fois résolue la seconde
équation, reste a utiliser X comme donnée supplémentaire dans la premiere et a
trouver une solution ¢ a celle-ci.

La méthode principale qui a été utilisée pour résoudre ce systeme (dans le cas
découplé) est la méthode des sur- et sous-solutions. Celle-ci donne des résultats
lorsque la fonction f est strictement négative. Par exemple, dans [41], il est
démontré que la premiere équation de (3.12) admet une solution des que f < 0,
a > 0 et I'opérateur A, + h est coercif. A titre de remarque, dans le cas découplé,
pour les équations d’Einstein dans le vide, i.e. avec » =0, 1 =0 et V =0, il est
completement connu, en fonction des données, si I’équation admet des solutions ou
non (voir Bartnik-Isenberg [14]). Plus récemment, Hebey-Pacard-Pollack [81] ont

26. En particulier, il existe un espace-temps X = (—¢,¢) x M vérifiant 1'équation d’Einstein
(3.7) avec v la métrique induite sur M, K la seconde forme fondamentale de M dans X, et donc
T sa courbure moyenne, ¥ et 7 étant les données du champ et de sa dérivée temporelle sur la
tranche d’espace M.

27. Cette fonction 7 est la courbure moyenne de 'hypersurface M dans son développement de
Cauchy X = M x (—¢;¢).
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utilisé une méthode variationnelle pour démontrer des résultats d’existence sur le
systeme découplé mais cette fois en accordant que f soit positive ou change de
signe.

Pour le systeme couplé, presque rien n’est connu. Pour les équations d’Ein-
stein dans le vide, la seule approche est encore par sur- et sous-solutions, notions
développées pour les systemes dans [89]. Cette approche a été raffinée par Maxwell
dans [127]. Mais il est certain que ces techniques achopperont sur le signe de la
non-linéarité f pour notre systeme (3.12). Nous sommes pour notre part convain-
cus que la méthode variationnelle, couplée avec des résultats de stabilité, devrait
donner des résultats dans le cas couplé. La section suivante peut étre vue comme
une premiere étape vers cet objectif.

3.2. Stabilité et instabilité de I’équation d’Einstein-Lichnerowicz. Soit
I’équation de Lichnerowicz de la sous-section précédente, i.e.

3n—2

Agu+ hu = fuzitg +au” -2 (3.13)

ou h, f et a sont des fonctions régulieres sur une variété riemannienne compacte
de dimension n > 3. Notons, pour 0 < A < 400,

S(ﬁh’f = {u € C* (M) solution de (3.13) avec E(u) < A}

ou, encore une fois, I’énergie est la norme = (M). L’équation (3.13) sera dite
A-stable si pour tout € > 0, il existe n > 0 tel que

la = d'llgo + [1h = Wllo + 1f = fllce <0 = dgi (SpT g Sany) <€

ol la distance d; a été définie en (3.3), page 74. Elle sera dite fortement A-stable
si, de plus, 'ensemble Séfh’f est borné dans C? (M).
Le résultat que nous avons démontré dans (26) est le suivant :

THEOREME 3.3. Soit (M, g) une variété riemannienne compacte de dimension
3<n<5. Soient a, h et f trois fonctions régulieres sur M. Alors

- l’équation (3.13) est fortement A-stable pour tout A > 0 dés que a > 0.
- l’équation (3.13) est fortement co-stable dés que a > 0 et f > 0.

Un corollaire de ce résultat est qu’en dimensions 3 < n < 5, pour des choix
génériques de fonctions a, h et f avec a > 0 et f > 0, il existe un nombre pair,
éventuellement nul, de solutions a I’équation (3.13). En particulier, a chaque fois
que [81] nous fournit une solution, il en existe une deuxieme (sauf cas excep-
tionnel). Un simple argument de théorie du degré donne ce corollaire & partir
du moment ou la forte oo-stabilité est démontrée pour I’ensemble des données
considérées.

Il faut remarquer que 'hypothese a > 0 est compatible avec le probleme des
contraintes décrit ci-dessus (il suffit par exemple de prendre 7 > 0) et que c’est
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une hypothese cruciale dans ce théoreme?®. Ainsi ’équation de Lichnerowicz ne
pose pas de problemes d’instabilité dans le systeme (3.12), au moins en petites
dimensions. C’est de bon augure pour qui veut comprendre le systeme couplé.

En dimensions plus grandes que 6, I’équation n’est pas stable sous les hy-
potheses du théoreme 3.3. En effet, nous avons la proposition suivante, tirée de
(26) :

PROPOSITION 3.1. Pour tout n > 6, il existe des variétés riemanniennes com-
pactes (M, g) de dimension n et des fonctions a et h strictement positives telles
que [’équation
Agu+ hu = wnE 4 quTns

ne soit pas A-stable des que A est suffisamment grand.

L’effet dimensionnel de ces résultats est a relier avec le fait qu’en dimensions
3 <n <5, il est impossible pour une suite de solutions d’équation de type Yamabe
d’exploser avec une limite faible non-nulle. Ici le terme en puissance négative dans
I'équation (avec le bon signe de a) assure en quelque sorte que cette limite faible
est non-nulle (méme si, pour I'oo-stabilité, il n’est méme pas certain qu’elle existe).
Ensuite, la preuve ressemble dans les deux cas beaucoup plus a une preuve de type
oo-stabilité que A-stabilité (cf. discussion de la section 2.4, page 83). En fait, il est
directement démontré qu’aucun point de concentration ne peut apparaitre, sans
appel a la bulle la plus basse. L’hypothese sur I’énergie lorsque f change de signe
est la pour éviter des profils de concentration dégénérés.

4. Les systemes d’EDP elliptiques

Dans (24) et (27), nous nous sommes intéressés a cette question de stabilité
pour des systemes d’EDP elliptiques. Ces systemes sont vérifiés par les ondes
stationnaires pour des systemes couplés d’équations de Schrodinger non-linéaires 2
(de type Gross-Pitaevskii). Ces systemes apparaissent essentiellement dans deux
branches de la physique : dans la théorie de Hartree-Fock des doubles condensats
de Bose-Einstein (cf. [31]), dans I’étude des solitons incohérents en optique non-
linéaire (cf. [4, 42, 86, 87, 97]).

Soit (M, g) une variété riemannienne compacte de dimension n > 3. Pour p > 1
un entier, M7 (R) dénote I'espace vectoriel des matrices carrées symétriques réelles
de taille p. Considérons le systeme d’EDP elliptiques

AU+ AU = U
ot A: M +— M (R) est C', U : M +— RP est une p-fonction, AP est I'opérateur
de Laplace-Beltrami agissant sur les p-fonctions, i.e. le laplacien agissant ligne a

28. 1l est impossible d’obtenir un résultat de stabilité sans hypothese sur h et f si a est autorisé
a s’annuler voire a changer de signe.
29. Une référence assez générale sur ces systémes et leur role en physique est [1].
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ligne. Reste a spécifier ce que nous entendons par U =%, Deux choix naturels sont
possibles. Le premier, étudié dans (24), consiste a poser, en coordonnées,
n 4
(L[Tig) = |ui| "2
(2

et cela correspond a un systeme faiblement couplé. En effet, dans ce cas, le couplage
entre les lignes n’a lieu que dans le potentiel, par 'intermédiaire de la matrice de
couplage A. C’est le systeme le plus simple a étudier et nous ne décrirons pas ici
les résultats obtenus dans ce cadre dans (24). Le deuxieme, étudié dans (27), est
beaucoup plus intéressant et correspond a un systeme fortement couplé. Dans ce
deuxieme cas,

n 4
Uit = U72 U

ott | . | est la norme [? dans R”. Ici, le couplage entre les lignes a lieu a la fois dans le

potentiel, par 'intermédiaire de la matrice de couplage A, et dans la non-linéarité.

A partir de maintenant, c’est ce systeme fortement couplé que nous considérerons.
Il peut donc s’écrire

AU+ AU = U|7= U (3.14)

ou, en coordonnées,

p P =
i=1 j=1

pour i = 1,...,p ou les (u;) sont les coordonnées de U et les (A;;) les entrées de
la matrice de couplage A. Nous nous intéresserons dans la suite a des solutions
positives ou nulles de ce systeme ou, par & > 0, nous entendons u; > 0 pour tout
1=1,...,p.

Nous mesurerons la stabilité de ce systeme par rapport aux perturbations de
la matrice de couplage A. Ainsi, nous dirons que le systéme (3.14) est A-stable si
pour tout € > 0, il existe n > 0 tel que

A = Al < 0= dzi (S, 8%) <
ou

o2 (X,)Y) = Eg@(égg [ =Vl ,

les normes C* pour des p-fonctions ou des fonctions de matrices étant les sommes
des normes C* des coordonnées et ol

S = {U solution de (3.14) telle que € (U) < A},

I'énergie € (U) d'une p-fonction étant définie par

5<u>:/M|u|% v,
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Dire que le systeme est A-stable revient donc a dire qu'une petite perturbation de
la matrice de couplage ne crée pas de solutions d’énergie plus petite que A loin de
toute solution du systeme initial.

Nous définirons comme dans la section 2 la forte A-stabilité comme étant la
A-stabilité plus la A-compacité. Nous nous sommes attachés dans (27) a trouver
des conditions sur la matrice de couplage A pour que le systeme soit fortement
A-stable pour A fini*. Avant d’énoncer le résultat de (27), nous avons besoin
d’introduire deux hypotheses sur la matrice de couplage A. La premiere concerne
le noyau de l'opérateur A, + A :

(H) Ker (A, + A) N L*(M, Vecty (R?)) = {0}

ou Vect, (RP) est 'ensemble des vecteurs de R? avec des composantes positives
ou nulles. Pour introduire la seconde hypothese, notons
n—2
A=A — —
" 4(n—1)
ou Sy est la courbure scalaire de (M, g) et Id est la matrice identité. Pour = €
M, notons Is4, ) 'espace vectoriel des vecteurs isotropes 31 de A,,. La deuxieme
hypothese est que, pour tout = € M, A, () ne doit pas posséder de sous-espaces
stables avec une base orthonormée composée de vecteurs isotropes a composantes
positives ou nulles. En d’autres termes, nous supposerons que

(H’) Pour tout x € M et tout k € {1,...,p}, il n'existe pas de famille orthonor-

male (€1, ..., ex) de vecteurs dans Is 4,y N Vecty (RP) telle que l'espace vectoriel
engendré par cette famille soit stable par A,.

S,Id

Le cas k = 1 dans 'hypothese (H’) revient a dire que le noyau de A, (z) ne
possede pas de vecteur non-trivial a composantes positives ou nulles. L’hypothese
(H’) est satisfaite dans plusieurs situations simples. C’est le cas par exemple si
A, (x) ne possede pas de vecteurs isotropes, ce qui est assuré par exemple par une
hypothese du type A, (z) définie positive (ou négative) pour tout x € M. Dans le
cas p = 2, (H’) est satisfaite des lors que det A,,(x) > 0 pour tout z € M.

Autant I'hypothese (H) est analytique de nature, I'hypothese (H’) est elle
algébrique. Elle est d’ailleurs reliée a la structure conforme sous-jacente a notre
systeme. Mais, par rapport a la situation pour les équations de type Yamabe, elle
prend en compte l'interaction entre les lignes *2.

Le théoreme démontré dans (27) est le suivant :

THEOREME 3.4. Soit (M, g) une variété riemannienne compacte de dimension
n > 4, soit p > 1 un entier. Pour toute fonction A : M +— My (R) de classe C!

30. Le cas A = 400 est l'objet d’un travail en cours, (32).

31. Un vecteur isotrope d’une matrice B est un vecteur X tel que (BX, X) =0 ou (., .) est
le produit scalaire euclidien de RP.

32. L’hypothese pour k = 1 serait l'analogue de I'hypothese du théoreme 3.1. Mais cette
hypothese pour k > 2 est liée au fait que nous regardons ici un systeme d’EDP elliptiques.
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satisfaisant les hypotheses (H) et (H’), le systéme (3.14) est fortement A-stable
pour tout A > 0 sin # 6. De plus, il existe des exemples de variétés de dimension
6 et de fonctions A de classe C' vérifiant (H) et (H’) pour lesquelles le systéme
(3.14) n’est pas fortement A-stable dés que A est suffisamment grand.

Pour démontrer ce théoreme, il faut : une théorie ponctuelle des défauts de
compacité (cf. section 1 du chap. 2 pour le cas scalaire) pour ces systemes couplés,
une estimation des rayons d’influence des bulles (cf. section 2.1 pour le cas scalaire).
Si la preuve de ce théoreme suit les schémas de preuve de (18) et (16), au prix
d’'un sérieux remaniement tout de méme, elle a également bénéficié de quelques
travaux préliminaires sur ces systémes, en particulier (24).

Nous n’allons pas reprendre le schéma de preuve d’un tel résultat mais juste
en pointer les difficultés principales. La premiere, de taille, est 1’absence totale de
principe du maximum pour ces systemes. Par exemple, une composante de U peut
parfaitement s’annuler quelque part sans pour autant étre identiquement nulle. Le
principe de comparaison étant essentiel dans la preuve des estimées ponctuelles (cf.
section 1 du chap. 2 pour le cas scalaire), cela crée bien entendu des complications.
Nous sommes en fait sauvés par le fait que la somme des composantes de U vérifie
elle un principe du maximum, ce qui permet de faire passer un certain nombre
d’estimées. Reste a travailler pour passer d’estimées sur les composantes prises
dans leur ensemble a des estimées sur les composantes individuelles. Cette théorie
ponctuelle permet de décrire une suite de solutions du systeme qui explose en

4
termes de bulles standard modelées sur les solutions du systeme AU = [U|*2 U
dans l'espace entier R™. Les solutions de ce systeme sont classifiées dans (27) et

(32).

Une deuxieme difficulté, certes banale a énoncer mais bien entendu fondamen-
tale, est que les composantes de U interagissent. Méme si seule une composante
de U développe un point de concentration quelque part, il est clair que les autres
lignes en seront affectées puisque I'équation qui les régit va devenir singuliere.
Si, de plus, plusieurs composantes développent des points de concentration, a des
échelles différentes, plus ou moins proches les uns des autres, il est clair que les
interactions risquent d’étre difficiles a comprendre dans le détail, chose nécessaire
pour obtenir un résultat de stabilité digne de ce nom. C’est tout le travail sur les
rayons d’influence qui s’en trouve perturbé et qui demande a étre repris en grande
partie.



CHAPITRE 4

Quelques problemes d’EDP elliptiques euclidiennes

Ce chapitre porte sur les travaux (25) et (28). Ils ont tous deux en commun de
démontrer des résultats de non-existence de solutions a des EDP elliptiques dans
des domaines de l'espace euclidien en utilisant la stabilité d'une équation qui ne
possede trivialement pas de solutions. Nous commencerons par décrire le travail
(28), écrit en collaboration avec P. Laurain, qui jette une lumiere nouvelle sur le
phénomene des petites dimensions dans les problemes a la Brézis-Nirenberg. Ce
sera I'objet de la section 1. Ensuite, dans la section 2, nous nous intéresserons a des
problemes de type Ambrosetti-Prodi et en particulier a une conjecture de Lazer-
McKenna en résumant le travail (25). Enfin, cf. (30), nous travaillons avec F.
Robert et J. Wei sur une conjecture de Ni qui revient encore une fois a démontrer
de la stabilité pour une équation a croissance critique sur un domaine euclidien,
mais cette fois avec condition de Neumann au bord, ce qui a une forte tendance
a compliquer les choses puisque des points de concentration peuvent apparaitre
sur le bord. Comprendre l'interaction entre points de concentration a 'intérieur et
points de concentration sur le bord n’est pas chose aisée et, encore une fois, des
phénomenes dimensionnels apparaissent.

1. Le phénomeéne des petites dimensions

Si I’équation avec croissance de Sobolev critique doit sa gloire en grande partie
au probleme de Yamabe et a l'analyse géométrique, si nombre d’idées nouvelles
dans 'analyse de ces EDP elliptiques avec défaut de compacité sont issues de ce
domaine, il ne faut pas oublier que, des les années 1960, et parallelement ensuite,
les mémes équations ont été étudiées dans I'espace euclidien. A partir des années
1980, ce domaine, sous I'impulsion du travail de Brézis et Nirenberg [27], a connu
une extension fulgurante.

Nous allons revenir dans cette section sur le phénomene des petites dimensions,
déja mis en évidence par les travaux d’Aubin [9] en 1976, mais mis sur le devant
de la scene par Brézis-Nirenberg [27] et Schoen [153].

La rencontre entre les deux domaines sus-cités s’est sans doute faite chez Tru-
dinger qui découvre I'erreur de Yamabe apres avoir pris connaissance du travail de
Pohozaev. Résoudre I'équation

Au + hu = u?
95
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dans un ouvert €2 avec condition de Dirichlet au bord pour A une fonction réguliere

et bornée sur €2 n’est pas difficile tant que ¢ < Z—fg En effet, dans ce cas, il suffit

par exemple de résoudre le probleme de minimisation

p=inf /(|Vu|2+hu2) dx
Q

u€Hg+1
olt H,y1 est 'ensemble des fonctions dans H} (€2), I'espace des fonctions nulles
au bord dont le gradient est dans L?, normalisées telles que / |u|**' dz = 1. Or
Q

ce probleme de minimisation est simple & résoudre car U'injection de H} (Q2) dans
n+2

L+ (Q) est compacte tant que ¢ < 7==. Une condition suffisante pour le résoudre
est tout de méme que la premiere valeur propre de 'opérateur A + h soit stric-
tement positive. Mais c’est également une condition nécessaire pour avoir une
solution de strictement positive de I’équation ci-dessus (cf. note page 75). Il suffit
ensuite de remarquer que le minimum peut étre pris positif ou nul et d’utiliser le
principe du maximum pour trouver une solution strictement positive a 1’équation
ci-dessus. Pour ¢ = Z—fg, tout se corse. En 1965, Pohozaev, dans [140], démontre
que 'équation ci-dessus n’admet pas de solution si h = X > 0, ¢ > Z—f% et 'ou-
vert {2 est étoilé. Ce résultat est basé sur 'identité de Pohozaev. Nous reviendrons
sur cette identité un peu plus loin, page 98. Ainsi, résoudre cette équation des
que q = Z—Jjg ne peut étre simple. Ce probleme a connu un certain nombre de
développements avant les années 80, essentiellement dans le cadre des problemes
de Yamabe et de courbure scalaire prescrite. Les contributions importantes sont
celles de Trudinger [164], Aubin [9], Kazdan-Warner [98, 99]. Citons également
celle de Schoen [153] au début des années 80. Dans le monde euclidien, une contri-
bution importante, qui contribua a la publicisation de ces questions, fut celle de

Brézis et Nirenberg [27].

Dans [27], Brézis et Nirenberg s’intéressent a ’existence de solutions minimi-
santes (donc positives) de 1'équation

Au+)\u:u%§ dans €2, u = 0 sur 02

ou 2 est un ouvert lisse borné de R™. Une solution est dite minimisante si elle
atteint le minimum de la fonctionnelle

J(u):/ﬂ(|Vu|2+)\u2) dx

sur 'ensemble H des fonctions de H} () vérifiant / |u|% dr = 1. Notons
Q

G

Il est facile de voir grace a un calcul de fonctions-tests di & Aubin [10] que

p< K(n,2)?
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ou K (n,2) est la meilleure constante dans l'inégalité de Sobolev euclidienne (cf.
section 1 du chap. 1, page 17). 1l est également bien connu depuis [9] et méme
[164] que Pinfimum ci-dessus est atteint des que p < K (n,2) > si A > =\ (Q), la
premiere valeur propre du laplacien sur 2 avec condition de Dirichlet au bord. En
dimensions n > 4, en utilisant les fonctions-tests d’Aubin [9], Brezis et Nirenberg
démontrent que pu < K(n,2)"2 si et seulement si A < 0. De plus, une solution
minimisante n’existe que si —A; (2) < A < 0. En effet, son existence pour A > 0
donnerait une fonction extrémale pour 'inégalité de Sobolev euclidienne sur tout
I'espace (en I'étendant par 0 en-dehors de €2); or celles-ci sont connues et ne sont
pas a support compact (cf. chap. 1, page 17). Ainsi, en dimensions n > 4, I'existence
d’une solution minimisante est équivalente au fait que p < K(n,2)2, lui-méme
équivalent a A < 0. Pour ce qui est de 'existence de solutions non-minimisantes,
le résultat de Pohozaev [140] nous dit que, si I'ouvert Q est étoilé, il ne peut
pas exister de solutions des que A > 0. Ceci regle intégralement la question de
Iexistence de solutions au probleme ci-dessus dans le cas étoilé. Si €2 est un ouvert
non étoilé, la situation devient plus complexe, en ce qui concerne les solutions
non-minimisantes. Il peut en exister pour A > 0 : c’est le cas sur les anneaux, cf.
[98], ou sur des ouverts qui y ressemblent, cf. [46], et plus généralement sur tous
les domaines ayant une topologie non triviale, cf. [12].

Revenons au probleme des solutions minimisantes. Il n’est pas difficile d’étendre
le résultat ci-dessus a 1’équation

Au+ hu = ur> dans Q, u =0 sur 052 (4.1)

ou € est un ouvert lisse borné de R"™ et h € C™ (2) N L*> (2). Remarquons que
'existence dune solution a ce probléme entraine la coercivité de I'opérateur Ay +h,
i.e. la positivité de la premiere valeur propre de cet opérateur sur €2 avec condition
de Dirichlet au bord. Posons

. 2 2
uh—&%f{/ﬂ(wm + hu?) dz .

Encore une fois, il est clair que g, < K (n,2)”" et Brezis et Nirenberg [27]
démontrent donc que les trois assertions suivantes sont équivalentes en dimensions
n>4:

(a) Il existe z € Q tel que h(z) < 0.

(b) pup < K(n,2)72

(c) pp est atteint par une fonction strictement positive solution minimisante

de (4.1).

Mais le plus intéressant du travail de Brezis et Nirenberg reste la mise en
lumiere d'un phénomene dimensionnel. En dimension 3, la situation change dras-
tiquement. Ils démontrerent qu’en dimension 3, il existe \* (Q2) € (—A; (2),0) tel
que les propositions suivantes soient vraies :
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-y = K(3,2)7! pour A > \*(Q).
-y < K(3,2)7! pour A < \*(Q).
- pa n'est pas atteint pour A > A* (Q).

Cela pose évidemment la question de la caractérisation de ce A\* (Q2) et également
de l'existence d'une solution minimisante pour A = \* (2). Dans le cas de la boule
unité B de R®, Brezis et Nirenberg ont démontré que \* (B) = —1); (B) et que
a-() nest pas atteint.

Dans (14), nous avions répondu a ces deux questions dans le cadre plus général
de I’équation (4.1). Sur Q un ouvert borné lisse de R3, étant donnée une fonction
h € C*(Q2) N L*>®(Q) telle que l'opérateur A + h soit coercif, nous noterons Gy, :
Q% — R sa fonction de Green avec condition de Dirichlet au bord. Cette fonction
est symétrique, réguliere en-dehors de la diagonale, positive, et vérifie au sens des
distributions

Aygh (SL’, y) + h’(y)gh (.T, y) = 51
pour tout x € Q et Gy (z,y) = 0si z € Q et y € 0. Cette fonction de Green
admet le développement limité

Gn (z,y) = + My, () + o(1)

w |z — y|
pour y proche de z. La constante M, (x) est appelée la masse de la fonction de
Green au point z. Nous avions démontré dans (14) que les trois assertions suivantes
sont équivalentes :

(a) Il existe = € Q tel que Mp(z) > 0.

(b) pn < K(3,2)7%

¢) pp est atteint par une fonction strictement positive solution minimisante
1

de (4.1).

Ainsi la question de I'existence de solutions minimisantes est parfaitement bien
comprise en dimension 3 également.

Dans (28), nous avons tenté de creuser un peu plus ce phénomene de petites
dimensions en étudiant la stabilité de 1'obstruction de Pohozaev en dimension 3.
Considérons une solution de I’équation (4.1). Multiplier cette équation par x'O;u
et intégrer par parties mene a la célebre identité de Pohozaev :

/Q (h ; %xiaih) W=~ /6 @) @) do (4.2)

Cette identité ne sort pas de nulle part. L’idée de départ est que I’équation Au =
n+2 . . , n=2 e .
un—2 est invariante par le changement d’échelle uy = A"z u (Ax). Ceci signifie que
n+2

tous les uy vérifient 'équation Auy = u{~*. Différentier cette équation en A =1
nous donne une solution de I’équation linéarisée : la fonction v = 2*Opu + %u



1. LE PHENOMENE DES PETITES DIMENSIONS 99

vérifie Av = Z—’juﬁv. En fait, I’équation linéarisée admet d’autres solutions ! liées
a l'invariance de ’équation par toute translation en espace. Ces autres solutions
meneraient a d’autres identités de Pohozaev, toutefois moins intéressantes pour
notre propos. Voyons en quoi cette remarque mene a l'identité de Pohozaev. Etant
donnée une solution u de 'équation (4.1), la fonction v = z*Opu+ "T’2u sera presque
solution de I'équation linéarisée, le presque étant du a la présence d’un bord et
a celle d’'un potentiel h. Tester I’équation (4.4) contre la fonction v devrait donc
relier quelques quantités contenant des termes de bord et la fonction h. En effet,
v vérifie I'équation

n zun42” — (xkﬁkh + 2h) .

Av + hv =
n_

Multiplions I’équation (4.4) par v et intégrons par parties. En utilisant le fait que

n+2
ur—2vdr =0,
Q

. A s T3: . 2n_
ce qui est fondamentalement dii a I'invariance de la norme L»-2 par le changement
d’échelle ci-dessus, nous obtenons

0 = /(Au+hu)vdw
Q
= —/ v&,uda+/(Av+hv)udw
Be) Q

= —/ (z,v) (d,u)” do — / (2" Oph + 2h) u* dz
o0

Q
ce qui n’est rien d’autre que (4.2).

Grace a (4.2), 'équation (4.1) ne peut avoir de solutions non-triviales deés que
Q) est étoilé par rapport & l'origine? et que

1 .
ht 5@ 2 0. (4.3)

C’est ce qui est appelé I'obstruction de Pohozaev.

Par contre, des que €2 n’est plus étoilé ou que h ne vérifie plus cette condition, il
est possible d’obtenir des résultats d’existence dont il est illusoire d’espérer donner
une liste 3.

Nous allons ici nous intéresser a la stabilité de 'obstruction de Pohozaev. Par-
tant d'un domaine étoilé €2 et d’une fonction h vérifiant (4.3), nous voulons savoir si
la propriété ”il n’existe pas de solutions non-triviales au probleme (4.1)” est stable

1. Pour une étude complete de cette équation linéarisée sur ’espace entier, cf. Bianchi-Egnell
[17].

2. ou par rapport a n’importe quel point a condition de modifier de maniere adéquate la
condition (4.3), puisque le probleme est invariant par translation.

3. Ce probleme a fait I'objet d’une myriade de travaux dans les 20 derniéres années.
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par perturbation. Nous ne considérerons que des perturbations de la fonction h
mais il serait tout-a-fait plausible de faire le méme travail pour des perturbations
du domaine 2. Voici ce que nous entendons exactement par stabilité de I'obstruc-
tion de Pohozaev :

DEFINITION 4.1. Soit Q un domaine étoilé (par rapport ¢ 0) de R™, soit
(X, |I-llx) un espace de Banach de fonctions sur Q. Soit hy € X N C'(Q) une
fonction vérifiant (4.3). Nous dirons que l'obstruction de PohoZaev est X -stable
en (ho, ) s’l existe 0 (ho, 2, X) > 0 tel que pour toute fonction h € X avec
|h — hollx < 6 (ho,Q, X), la seule solution C* de (4.1) est la solution triviale.

Nous dirons que l'obstruction de PohoZaev est X -stable si elle est X -stable en
(ho, ) pour tout domaine 2 étoilé et toute fonction hg € X N C(Q) vérifiant

(4.3).

Evidemment, la propriété (4.3) n’est elle pas stable sous des perturbations
C* de h, ce qui rend la question de la stabilité de I'obstruction de Pohozaev
intéressante. En dimensions n > 4, I'obstruction de Pohozaev n’est X-stable pour
aucun X raisonnable. En effet, toute perturbation de hy = 0, qui vérifie (4.3),
qui sera négative quelque part conduira a l’existence d’une solution minimisante,
non-triviale, de (4.1) en dimensions n > 4 (cf. discussion ci-dessus)*. Par contre,
en dimension 3, le cas des solutions minimisantes peut laisser espérer une certaine
stabilité de l'obstruction de Pohozaev. Nous avons obtenu dans (28) le résultat
suivant, qui, a nos yeux, est une excellente illustration de ce phénomene dimen-
sionnel :

THEOREME 4.1. L’obstruction de PohoZaev est C*"-stable pour tout n > 0
en dimension 3. En d’autres termes, étant donnés n > 0, Q un domaine de R3
¢toilé par rapport a lorigine, et une fonction hy € C*(Q) vérifiant (4.3), il existe
8 (1,2, hg) > 0 tel que pour toute fonction h € C%"(Q), si ||h — hollgom gy < 0, le
probléeme (4.1) n’admet pas de solutions non triviales.

Une conséquence de ce résultat en dimension 3 est la suivante : si () est un
domaine étoilé de R?, il existe une constante A () < 0 telle que Péquation (4.1)
ne possede pas de solutions non-triviales avec h = X des lors que A > A (Q).
Cette situation est clairement différente de ce qui se passe pour certains domaines
non-¢toilés, en particulier les domaines a trous (cf. [12]).

Dans [28], Brezis et Willem ont étudié cette question dans le cas de la boule
unité pour des fonctions radiales. Notons L? (B) I'ensemble des fonctions radiales
qui sont dans L? (B). 1l est démontré dans [28] que l'obstruction de Pohozaev est
L®-stable dans la boule unité de R?® pour toute fonction h € L (B) N C!(B).

4. Nous ne disons rien sur la X-stabilité en un couple précis (h,2) en dimensions n > 4.
Il pourrait étre intéressant de voir si 'obstruction de Pohozaev peut étre stable en dimensions
n > 4 autour de certaines fonctions h, dans les cas ol ce n’est pas trivial, voire de caractériser
ces fonctions h.
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Dans [28], la question était explicitement posée d’'une extension de ce résultat au
cas non-radial. Si notre résultat fournit une réponse a cette question, le probleme
se révele plus subtil que prévu dans le cas non-radial puisque l'identité de Pohozaev
n’est jamais L*°-stable :

THEOREME 4.2. L’obstruction de PohoZaev n’est jamais L™ -stable. En d’autres
termes, étant donnés un domaine Q de R?® étoilé par rapport a lorigine et une
fonction hg € L™ () N C(Q) satisfaisant (4.3), pour tout € > 0, il existe une
fonction he € C* (Q) N L> (Q) telle que ||he — hol[ (o) < € €t une fonction u. de
classe C? strictement positive vérifiant

Au, + h.u, = u? dans 2
et ue = 0 sur 0.

Ainsi la LS°-stabilité est spécifique au cas radial. En fait, le résultat n’est pas
di tant a la symétrie radiale qu’a une de ses conséquences en dimension 3 qui est
qu’une suite de solutions de perturbations de I’équation (4.1) qui sont radiales ne
peut développer qu'un point de concentration (en 0) si elle n’est pas compacte.
De plus, grace aux techniques d’EDP utilisées dans notre travail (28), a comparer
aux techniques d'EDO de [28], nous pouvons raffiner le résultat dans le cas radial :

THEOREME 4.3. L’obstruction de PohoZaev est LP-stable dans la boule unité
de R3 pour tout p > 3 mais n’est pas L3-stable.

Cet ensemble de résultats dresse un tableau complet de la stabilité de ’obs-
truction de Pohozaev en dimension 3. Une question extrémement intéressante et
difficile est de savoir si ces résultats s’étendent au cas des solutions qui changent
de signe. L’obstruction de Pohozaev, elle, s’étend a ce cadre. Cette question est
tres subtile a cause de la variété de solutions qui changent de signe a I’équation-
modele Au = u® dans R3. En particulier, le monde des ”bulles-standard” s’agrandit
considérablement dans ce cadre. Une simple question, peut-étre plus abordable, est
la suivante : existe-t-il des solutions qui changent de signe a I’équation (4.1) sur la
boule unité de R? pour —i)\l (B) < A < 0 alors qu’il n’en existe pas des que A > 0
et qu’il n’en existe pas de positives dans cet intervalle (voir [24] et [27]) 7

Disons quelques mots rapides sur la preuve de ces résultats. Démontrer que
I'obstruction de Pohozaev est stable en hg revient a démontrer que 1’équation
(4.4) est stable® avec h = hg. Considérons la démonstration du théoreme 4.1. En
raisonnant par l'absurde, cela revient a démontrer que I'existence d’une suite de
solutions u. aux équations

Au, + hou, = u? dans Q, u. > 0 dans 0, u. = 0 sur 002

avec h. — hg dans C%" (Q) quand € — 0 meéne a une contradiction. Or, I’équation-
limite ne possédant pas de solutions, une telle suite (u.) ne peut exister que si elle

5. voir chap. 3, section 2 pour la terminologie.
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développe un certain nombre de points de concentration. Il faut démontrer que ces
points de concentration sont en nombre fini (ce qui est classique en dimension 3 des
lors qu’ils se situent a I'intérieur de I'ouvert 2 mais qui devient délicat lorsque les
points de concentration s’approchent du bord). Eliminer Iexistence de points de
concentration au bord pose probléeme car se crée un point de concentration artificiel
a l'extérieur du domaine (par ”symétrie orthogonale”) qui a tendance & compenser
leffet des autres points de concentration et donc de rendre le recollement plus
plausible. Malgré tout, cela est faisable. Le résultat est donc que la suite (u.)
développe un nombre fini de points de concentration, tous situés dans l'intérieur de
Q). En utilisant I'identité de Pohozaev autour de ces points de concentration, nous
obtenons ensuite des relations d’équilibre entre ces divers points faisant intervenir
la fonction de Green de A+ hy. C’est pour obtenir ces relations que la convergence
dans C%" est absolument nécessaire. S’il n'y a qu'un point, une convergence dans
LP, p > 3, suffit. Ensuite, il faut démontrer que ces relations d’équilibre ne peuvent
pas étre satisfaites, ce qui repose sur une jolie identité de type Pohozaev sur les
fonctions de Green.

La construction des exemples menant a I'instabilité est quant a elle extrémement
délicate puisque le résultat est précis. La suite de fonctions (h.) doit converger dans
L> mais dans aucun C%". Il faut remarquer que notre construction est explicite.
Etant donnéela fonction hg, nous pouvons donner une suite (h.) explicite, en termes
de fonction de Green de 'opérateur A + hg, qui converge dans L™ vers hy et pour
laquelle I’équation (4.4) a toujours des solutions. En fait, nous démontrons que,
sur tout ouvert borné régulier 2 de R?, 'ensemble des fonctions h pour lesquelles
I'équation (4.4) admet une solution non triviale est L>°-dense dans l'espace des
fonctions pour lesquelles 'opérateur A + h est coercif.

2. La conjecture de Lazer-McKenna

Dans cette section, nous allons décrire les résultats obtenus dans (25) sur
des problemes dits d’Ambrosetti-Prodi pour y détecter encore un phénomene di-
mensionnel. Commencons par un petit historique sur ladite conjecture de Lazer-
McKenna. McKenna a d’ailleurs récemment écrit un bel article de survol [128]
sur les questions de multiplicité dans ces problemes de type Ambrosetti-Prodi®.
Tout commence dans la premiere moitié du siecle précédent avec les travaux de
Hammerstein et de Dolph qui s’intéressent a 1’équation

Au = f(z,u) dans Q, u = 0 sur 0N

dans un domaine €2 de R". Hammerstein [74] démontra que si % < A\ — € avec
e > 0, \; étant la premiere valeur propre du laplacien avec condition de Dirichlet
au bord sur €2, alors le probleme admet une unique solution. Ce résultat fut étendu

6. Le lecteur y trouvera un état de I’art sur ces questions de multiplicité, un certain nombre
de questions ouvertes ainsi qu’un lien entre ces questions et des problemes de mécanique des
ponts suspendus.
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par Dolph [58] au cas \; + ¢ < % < Aip1 — €. Autant dire que, si la non-linéarité
n’interagit pas avec le spectre du laplacien, le probleme n’admet qu’une seule
solution.

Le premier travail qui étudia le cas ou la non-linéarité interagit avec le spectre
du laplacien fut celui de Ambrosetti et Prodi [8]. Dans ce papier, ils s’intéresserent
au probleme suivant

Au = f(u) + h(x) — ap;(z) dans Q, u = 0 sur I (4.4)

ol ; est la fonction propre associée a A;. Ils démontrerent que ce probleme a
exactement deux solutions pour « grand si f est une fonction convexe vérifiant
0 < f'(—o0) < A\ < f'(4+00) < Ao La condition f’'(—oc0) > 0 fut ensuite
remplacée par f’'(—oco) > —oo par Manes et Micheletti [124]. L’autre hypothese
est plus difficile & enlever mais il est démontré dans [7, 50] que, si f est convexe
et vérifie —oo < f'(—00) < Ay < f'(400) < 400, alors le probleme (4.4) admet
deux solutions distinctes pour « grand.

Mais, des que deux valeurs propres sont traversées, il devrait apparaitre plus de
solutions. Lazer et McKenna reprirent le probleme (4.4) dans [102] en supposant
cette fois que —oo < f'(—00) < A1 < Agp < f/(+00) < Agpyq. Ils démontrerent
alors que le probléme avait au moins trois solutions, souvent quatre. Hofer [88]
étendit le résultat, qui est alors beaucoup plus subtil, au cas Ag,11 < f' (+00) <
Aonio. Dans [103], les auteurs conjecturerent que le probléeme (4.4) devrait avoir
au moins 2n solutions deés que —oo < f'(—o00) < A\ < A, < f/(+00) < A1, ce
qui s’est révélé faux (cf. [33, 51, 105]). Une conjecture du méme ordre, appelée
habituellement conjecture de Lazer-McKenna, cf. [106], est que le nombre de so-
lutions du probleme (4.4), sous des hypotheses raisonnables de croissance sur f,
devrait tendre vers +oo quand s — 400 si f'(—o0) < A\; et f'(4+00) = 4+00. Une
version plus faible pourrait se contenter de quatre solutions pour o grand sous les
mémes hypotheses.

Si beaucoup de résultats sont disponibles en dimension 1 (cf. [47, 103, 104,
122, 148, 149, 150]), rien n’était connu en dimensions plus grandes avant ces
cinq dernieres années. Nous nous contenterons dorénavant du probleme :

Au = f(u) — ap(z) dans Q, u = 0 sur 0N . (4.5)

Le premier résultat de multiplicité fut obtenu en 2003 par Breuer, McKenna et
Plum [23] a ’aide d’ordinateurs. Ils montrerent que le probleme ci-dessus admet au
moins quatre solutions pour a grand si f(t) = 2 et  est un carré. En 2005, Dancer
et Yan [52] démontrerent que la conjecture de Lazer-McKenna (dans sa version

forte) est vraie si f(t) = [¢|P et 1 < p < 222 en dimensions n > 3. Dans [53], ces

mémes auteurs démontrerent la conjecture de Lazer-McKenna pour f(t) =t + Mt
avec A < Ajet 1 <p< Z—f; En dimension 2, pour des non-linéarités en puissance

ou en exponentielle, nous renvoyons a [52, 54].
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Nous nous intéresserons dans cette section au cas critique, c¢’est-a-dire au cas
n+2

ot la non-linéarité est f(t) = t7 > + At. Ce cas fut étudié par Li, Yan et Yang
[109, 110] et Wei et Yan [165]. L’équation s’écrit alors

n+2

Au = ul™ 4+ I — oy () dans Q, u = 0 sur 052 .

Pour décrire les résultats obtenus par ces auteurs, il est plus simple de remarquer
que v = u — ﬁ(pl est solution de I’équation ci-dessus si et seulement si u est
solution de I’équation

n+2

Au = (u—ap;)}? + lu dans Q, u = 0 sur 99 . (4.6)

Ainsi, la conjecture de Lazer-McKenna dans le cas critique, i.e. pour la non-
n+2

linéarité f(t) =t} + At, stipule que le nombre de solutions de 1'équation (4.6)
devrait tendre vers +oo lorsque o« — +00. Notons que f' (—o0) = A et f'(4+00) =
+00. Pour 0 < A < Ay, Li, Yan et Yang ont construit dans [109] des familles de
solutions avec k pics, pour tout a grand, pour tout £ € N, qui explosent pres d'un
point de maximum de ¢; en dimensions n > 7. Toujours pour 0 < A < Ay, Wei et
Yan [165] construisirent, en dimensions n > 6, des familles de solutions avec k pics
pour tout a grand, pour tout £ € N, qui explosent en un point du bord de €2 ou
—0d,¢1 est maximal. Par construction, ces solutions ont une énergie uniformément
bornée lorsque @ — +o00. En particulier, Li, Yan et Yang [109] et Wei et Yan
[165] ont démontré une version plus forte de la conjecture de Lazer-McKenna :
pour tout k € N, il existe a; tel que, pour tout @ > «y, il existe k£ solutions
différentes de I’équation (4.6) qui ont la propriété que leur norme HY reste bornée
lorsque av — +00.

Dans (25), nous avons démontré que la dimension 6 ainsi que la condition
A > 0 étaient optimales pour ces constructions :

THEOREME 4.4. Si3 < n <5 et X< A\ ousi A\ <0, I"équation (4.6) ne
possede pas de suites de solutions d’énergie bornée. En d’autres termes, sous ces
hypothéses, pour tout A > 0, il existe ap tel que, pour tout o > ay, ’équation
(4.6) ne posséde pas de solutions de norme H} plus petite que A. En particulier,
la conjecture de Lazer-McKenna critique en énergie finie est fausse.

Remarquons que les solutions de (4.6) sont des points critiques de la fonction-

nelle
. ]_ 9 2 n — 2 7’”2?2
= 2/Q(\Vu| ?) dax o /ﬂ(u ap) 7 do .

Cette fonctionnelle a une structure de ”lemme du col”. Dans [109, 110], il était
démontré que le lemme du col s’applique et qu’il existe donc une solution de type
”col” pour tout a > 0 et tout 0 < A < Ay dés que n > 6. Notre théoreme entraine
que ceci n’est plus vrai pour a grand en dimensions 3 <n <5 ousi A < 0.

Jo (u)
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Au cours de la preuve du théoreme, nous obtenons une description précise de
toute suite de solutions de 'équation (4.6) dont 1'énergie est uniformément bornée
lorsque o — +00. En dimension 6, nous obtenons en particulier que la suite doit
développer au moins un point de concentration sur le bord, ce qui explique pour-
quoi la construction de Li-Yan-Yang [109] ne fonctionne qu’en grandes dimensions,
ie.n>T.

Ainsi, démontrer la conjecture de Lazer-McKenna critique en petites dimen-
sions risque d’étre tres délicat puisqu’il va falloir construire de plus en plus de so-
lutions d’énergie de plus en plus grande. Dans 'autre sens, essayer de montrer que
la conjecture de Lazer-McKenna critique est globalement fausse, sans hypothese
sur I’énergie, semble également difficile, et ce pour deux raisons : tout d’abord, la
contradiction vient de la bulle la plus basse et la détecter sans borne sur 1'énergie
est hors d’atteinte pour l'instant (cf. discussion du chap. 3, section 2.4, p. 83);
ensuite, rien n’interdit des profils de concentration dégénérés si I’énergie n’est pas
bornée. L’idée serait de commencer par la dimension 3 ou nous serions tentés, a
nos risques et périls, de dire que cette conjecture est fausse.

La preuve du théoreme se fait par ’absurde. Imaginons qu’il existe une suite
(uq) de solutions de I’équation (4.6) d’énergie uniformément bornée. Il est clair
que la suite doit vérifier |lu,||,, — 400 quand v — +oo. En effet, sinon, par
théorie elliptique standard, il existerait une sous-suite convergeant dans C° (Q)
vers une solution non-triviale de I’équation-limite Au = Au, ce qui est impossible
puisque A < A;. La suite (u,) développe donc des points de concentration, qui
vont étre en nombre fini grace a I'’hypothese sur ’énergie. Il faut reprendre la
preuve du théoreme 2.1 du chap. 2 pour obtenir des estimées précises sur u,. Fort
heureusement, la métrique étant euclidienne, I’homogénéité de celle-ci nous permet
d’éviter d’avoir a obtenir les estimées optimales. L’estimée de la section 1.2 va
suffire ”. Autant dire que nous démontrons une estimée qui ne tient compte que des
bulles les plus basses. Nous n’avons pas besoin de plus car la métrique euclidienne
a ce gros avantage qu’il n’est nul besoin d’estimer les rayons d’influence des bulles
hautes pour estimer celui des bulles basses®. Ainsi, il est possible de trouver des
conditions de recollement de ces bulles entre elles, ou sur la condition au bord. Ces
conditions excluent tous les cas du théoreme.

7. De plus, dans notre cas, la limite faible est nécessairement nulle, ce qui simplifie la preuve.

8. Ceci est du a 'exactitude de 'identité de Pohozaev dans ’espace euclidien, ou a la vraie
invariance de I’équation par le changement d’échelle adéquat. Dans le cas riemannien, il y a une
erreur venant de la métrique dans cette identité qui se révele difficile a controler.
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