Chapitre 6

Polynomes

Dans ce chapitre encore, sauf mention explicite du contraire, tous les anneauz
et corps considérés sont supposés commutatifs.

6.1 Anneaux de polynoémes

6.1.1. Notations. Pour tout @ = (a,...,a,) € N, on note |a| = a3 + ... + a,; on
dit que || est le poids de a. Si A est un anneau, et z1,...,x, € A, on note z* 1’élé-
mentz}! ... 20" ; on utilisera systématiquement la convention a’ = 1 pour tout a € A,
méme lorsque a = 0. On convient aussi que N est réduit au singleton {0}.

6.1.2 Proposition. — Soit A un anneau, n € N, et considérons le groupe abélien
AN des familles (@a)aeNn, aq € A presque tous nuls. Alors la multiplication

(aa).(bg) = (cy) avec ¢y = Z anbg
a+pB=y

définit sur AN") une structure d’anneau commutatif.

Démonstration. — 1l est clair que la multiplication définie ci-dessus est Z-bilinéaire.
Alors les deux applications

1 ((aa), (0g); () = ((aa)-(0p))-(cy) 1" = ((aa), (b), (¢y)) = (aa)-((bg)-(cy))

sont Z-trilinéaires ; pour prouver qu’elles sont égales (ce qui exprime 'associativité de la
multiplication), il suffit de le faire pour des éléments qui n’ont qu'une composante non
nulle. En d’autres termes, si pour tout a € N™ on note g4 : A — AN") Papplication qui
a a € A associe la famille dont tous les termes sont nuls sauf peut-etre celui d’indice «
qui vaut a, on peut supposer (an) = €q(a), (bg) = €5(b), (¢y) = €,(c). Il résulte aussitot
de la définition du produit que l'on a e4(a).c(b) = £44(ab). Donc I'égalité p/ =y se
ramene a :

E(a+p)+((ab)c) = (g1~ (albe))

1
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qui est claire puisque les deux membres sont encore égaux & €,434~(abc) a cause de
I’associativité de I'addition dans N et de la multiplication dans A. La commutativité
de la multiplication est évidente (par un argument analogue, ou directement), et on voit
de méme que €p(1) est élément neutre pour la multiplication.

6.1.3. A-algébres. Soit A un anneau. Pour les besoins de ce cours, nous appellerons A-
algébre tout anneau B contenant A comme sous-anneau (ou contenant un sous-anneau
identifié & A, lorsqu’il n’y a pas d’ambigiiité sur l'identification.)

Soit B une A-algebre, (x;);c; une famille (finie ou infinie) d’éléments de B. Nous
appellerons combinaison linéaire a coefficients dans A des x; toute expression de la
forme ), ;a;x;, avec a; € A presque tous nuls. Nous dirons que les x; sont linéai-
rement indépendants sur A, si la seule combinaison linéaire nulle des x; est celle ou
tous les coefficients sont nuls; nous dirons que les x; engendrent linéairement B sur
A si tout b € B est combinaison linéaire des x;. Si les deux conditions sont remplies
simultanément, nous dirons que les x; forment une base de B sur A. Alors tout b € B
s’exprime de fagon unique comme combinaison linéaire des x; & coefficients dans A.

Soit x1,...,z, une famille d’éléments de B, que nous supposerons finie pour simpli-
fier. Nous dirons que les z; sont algébriquement indépendants sur A, si les %, a € N,
sont linéairement indépendants sur A ; nous dirons que les x; engendrent algébriquement
B sur A, si les ¢ engendrent linéairement B sur A. On dit que B est de type fini sur
A, ¢’il existe une famille finie d’éléments de B qui engendrent algébriquement B sur A.

Soient B, B’ deux A-algebres. Nous appellerons homomorphisme de A-algébres de B
vers B’ tout homomorphisme d’anneaux ¢ : B — B’ tel que ¢(az) = ap(z) pour tous
x € B, a € A. 1l revient au méme de dire que pour tout a € A on a p(a) = a, puisque
la multiplicativité de ¢ donne alors p(az) = p(a)p(x) = ap(x) pour tout = € B.

6.1.4 Théoréme. — Soit A un anneau, et n € N. Comme dans la démonstration de
la prop. 6.1.2, on introduit les homomorphismes de groupes abéliens ¢, : A — AN
On note ej € N", 1 < j < n, la base canonique de Z". Alors :

(a) g est un homomorphisme d’anneaux, qui permet d’identifier A a4 un sous-anneau de
AN - nous ferons désormais cette identification.

(b) Pour 1 < j < n, notons X; = e, (1). Alors les X sont algébriquement indépendants
sur A, et les X®, a € N, forment une base de AN") sur A.

On note désormais AN") = A[X1,..., X,], et on dit que A[X1, ..., X,] est Panneau des
polynémes en n indéterminées a coefficients dans A. Dans ces notations, on a :

(%Z%XO‘) zﬁ:bﬂxﬂ => | D aanbs | X7

vy a+pB=y

Démonstration. — (a) est évident. Pour (b), il suffit de remarquer que pour tout v € N™,
X = g4(1), et donc il est clair que tout f € AN") gexprime de facon unique comme
combinaison linéaire de X & coefficients dans A.
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6.2 Polynoémes et algebres de type fini

6.2.1. Le résultat suivant, bien que tres simple & démontrer, est fondamental. Il exprime
que la A-algebre A[X7, ..., X,] est “libre” sur les générateurs X1, ..., X, ; de méme que
pour définir une application linéaire entre espaces vectoriels on peut choisir librement
les images d’une base, pour définir un homomorphisme de A-algebres au départ d’une
algebre de polynomes on peut choisir librement les images des générateurs Xj.

Théoréme. — (propriété universelle des anneaux de polynomes) Soit A un anneau,
n € N. Soit B un autre anneau, pg : A — B un homomorphisme, et &1,...,&, des
éléments quelconques de B. Alors il exoste un unique homomorphisme d’anneauz @ :
AlXq,..., X, — B tel que o(X;) = & pour 1 < j < n. En particulier, si B est une
A-algeébre, il existe un unique homomorphisme de A-algébres ¢ : A[X1,...,X,] — B tel
que p(X;) = &; pour tout j.

Démonstration. — L’unicité est claire puisque A et les X; engendrent A[X7,..., X,].
Pour l'existence, on écrit :

(P(Z aaXa) = Z SOO(Ga)ga

et on vérifie aussitot que ¢ est un homomorphisme d’anneaux possédant les propriétés
voulues. Dans le cas o1 B est elle-méme une A-algebre, on prend simplement g = Id 4,
puis on applique le résultat précédent.

6.2.2 Corollaire. — Soit B une A-algebre. Alors B est de type fini sur A si et seule-
ment si elle est quotient d’une algébre de polynémes.

6.2.3. Réciproquement, il est tres commode de partir des algebres de polynomes lors-
qu’on veut définir de nouvelles algebres possédant certaines propriétés. Prenons pour
simplifier A égal & un corps commutatif k. Supposons que I'on veuille définir une k-alge-
bre engendrée par certains éléments &1, ..., &, vérifiant certaines identités algébriques,
s’exprimant par des formules polynomiales Ry (&1,...,&,) = 0,..., Rs(&1,...,&n) = 0,
R; € k[X1,...,X,]. Eh bien, c’est immédiat : il suffit de considérer 'algebre A quotient
de k[X1,...,X,] par I'idéal engendré par Ry,..., Ry, et de prendre pour &; I'image de
X par la surjection canonique ! Ce quotient est méme la solution maximale au probleme
cherché, en ce sens que toute autre algebre vérifiant ces conditions est un quotient de
I’algebre A ci-dessus. L’exemple le plus classique est celui de la construction de C comme
quotient de R[X] par I'idéal engendré par X2 + 1, de sorte que I'image & de X vérifie
€2 = —1; si on part d’'un corps plus petit comme le corps Q des nombres rationnels, ce
procédé d’adjonction de nouveaux éléments devient extrémement riche, et est a la base
du traitement purement algébrique et exact des calcul faisant intervenir des quantités
telles que v/2, V/5 4+ V/7, et plus généralement des nombres algébriques arbitraires (cf.
6.4.1) par des systemes de calcul formel tels que Maple.

6.2.4. On peut utiliser le thm. 6.2.1 pour donner une description de A[Xq,...,X,]
comme algebre de polynomes itérée. Soit A’ la sous-A-algebre de A[Xy,...,X,] en-
gendrée par Xi,...,X,_1; alors il est clair que A’ s’identifie & A[X7,..., X,,_1]; nous
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ferons toujours désormais cette identification. En particulier, A[X1,..., X,,] devient une
A’-algebre.

Proposition. — L’unique homomorphisme de A’-algébres ¢ : A'[X]| — A[X1,...,X,)]
appliquant X sur X,, est un isomorphisme.

Démonstration. — Il est clair que toute f € A[X1,...,X,] possede une unique expres-
sion f =5 : [; X%, en mettant en facteur les puissances de X, ; en effet deux polynémes

gXi, hX3, g,h € A, ne peuvent étre égaux que si i = j, comme on le voit en écrivant
g et h dans la base des X O‘/, o' € N1, Ceci exprime précisément le fait que ¢ est un
isomorphisme.

6.2.5 Corollaire. — Pour tout anneau factoriel A, et pour tout n € N, 'anneau
A[Xy, ..., X,] est factoriel. En particulier, les anneaux Z[X1, ..., X,] et k[X1,..., X,),
ou k est un corps, sont factoriels pour tout n € N.

Démonstration. — Immédiat par récurrence sur n a partir du thm. 5.5.12.

6.2.6 Corollaire. — Pour tout anneau ncethérien A, et pour tout n € N, 'anneau
A[Xy, ..., X,] est neethérien. En particulier, les anneaux Z[ X1, ..., X,] et k[ X1, ..., X,],
ouk est un corps, sont noethériens pour tout n € N.

Démonstration. — Méme chose, en utilisant le thm. 5.6.5.

6.2.7 Corollaire. — Toute algébre de type fini sur un anneau noethérien est un an-
neau ncethérien. En particulier, toute algébre de type fini sur un corps est un anneau
neethérien.

Démonstration. — Cela résulte du cor. 6.2.6, du cor. 6.2.2 et de la prop. 5.6.4.

6.2.8. Soit A un anneau, et soit F(A", A) 'anneau de toutes les fonctions sur A™ & va-
leurs dans A munis des opérations d’addition et de multiplication “point par point”.
Alors F(A™ A) est une A-algebre si l'on identifie les éléments de A aux fonctions
constantes. Soient z1,...,x, € F(A" A) les fonctions coordonnées. Alors I'image de
[ =>,0.X%¢c AlXy,...,X,] par 'unique homomorphisme de A-algebres qui pour
tout j applique X sur la fonction x; est la fonction

(T1,...,2p) — Zaaxa noté aussi f(xi1,...,2,)
(63

On dit que c’est la fonction polynome sur A™ définie par f.

Plus généralement, si B est une A-algebre, toute f € A[Xy,...,X,] peut étre
considérée comme un élément de B[X1,...,X,], et définit donc aussi une fonction po-
lynéme sur B", encore notée x — f(x) dans des notations un peu plus condensées. Pour
tout & = (&1,...,&,) € B™, Papplication f — f(&) est un homomorphisme de A-algebres
de A[X4,...,X,] vers B, appelé homomorphisme d’évaluation au point £ ; ¢’est d’ailleurs
I'unique homomorphisme de A-algebres qui applique X; sur &; pour 1 < j < n.

Si A est un corps infini K, des considérations élémentaires sur les polynémes prouvent
que l'application qui a f associe la fonction polynéme correspondante est injective;
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il n’y a donc pas d’inconvénient dans ce cas a identifier les polynémes aux fonctions
correspondantes. Ce résultat s’étend aux anneaux integres infinis par la considération
du corps de fractions.

Il en va tout autrement si A n’est pas intégre, ou si A est fini. Par exemple, si A
est le corps F), a p éléments, nous verrons que ¥ = x pour tout = € F,; les polynémes
X et XP définissent donc dans ce cas la méme fonction polynéme. En fait, il n’est pas
difficile de prouver que pour tout corps fini k, Papplication k[ X1, ..., X,] — F(k" k)
qui a f associe sa fonction polynéme est surjective; elle ne peut pas étre injective pour
la bonne raison que F(k", k) est un ensemble fini, alors que ce n’est jamais le cas pour

K[X1, ..., X,

6.3 Polynémes homogenes, degré, racines

6.3.1. Soit A un anneau. Pour tout m € N, on note A[Xy,..., X,|n = @ AX

|a|=m
on dit que les polynomes f € A[Xq,..., X,]|m sont homogénes de degré m. Clairement
toute f € A[X1,...,X,] a une unique écriture f =Y fn, avec f;, homogene de degré

m, et les f,, presque tous nuls. On dit que les f,,, sont les composantes homogénes de
f. Notons que si A = k est un corps, ces composantes homogenes sont des k-espaces
vectoriels de dimension finie, et si A = Z, des groupes abéliens libres de type fini.

On appelle degré (total) de f € A[Xq,...,X,], f # 0, et on note deg(f), le plus

grand entier m tel que f,, # 0. On pose par convention deg(0) = —oo.

6.3.2 Proposition. — Si f,g € A[X1,...,X,] sont homogenes de degré p,q respec-
tivement, fg est homogéne de degré p + q.

Démonstration. — Evident.

6.3.3 Proposition. — Si A est integre, A[X1,...,Xy,] est intégre pour tout n € N.
Pour tous f, g non nuls dans A[X7,...,X,], on a deg(fg) = deg(f) deg(g).
Démonstration. — Prouvons lintégrité de A[X,...,X,] récurrence sur n > 1. Si
n = 1, on voit comme pour le cas des corps que pour tous f,g € A[X] non nuls,

deg(fg) = deg(f) + deg(g), et en particulier fg est non nul. Dans le cas général, on
utilise I'isomorphisme A[X,..., X,| ~ A[X1,..., X,—1][X] de la prop. 6.2.4.

Si maintenant deg(f) = p, deg(g) = ¢, on aura deg(fg) < p+ g de maniere évidente,
et fpgq 7 0, d’ou I'égalité.
6.3.4. Polynéme dérivé. Soit A un anneau. Pour tout polynéme f =ag+ a1 X + ...+
ap, X™ € A[X] on définit le polynome dérivé [’ par la formule

n
fr=7> g X!
j=1

Pour les polynomes a plusieurs variables, on peut définir de maniére analogue les po-
lynémes dérivés partiels par rapport a chacune des indéterminées.
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On définit par récurrence les polynomes dérivés successifs f*) par la formule f(©) =
f, f® = fE=1" g k> 0. Cependant, pour éviter les problémes de division dans
les formules de Taylor il est intéressant aussi d’introduire les dérivées réduites f[¥.
Moralement, on voudrait poser f* = (1/k!)f*). Comme il n’est pas toujours vrai que
k! soit inversible dans A (il peut méme étre nul!) on définit directement f — f¥ comme
étant I'unique application A-linéaire dj, de A[X] vers elle-méme telle que

0 sij<k
(i) sinon

Sp(X7) = {

Comme (i}) est toujours un entier, on a maintenant une définition valable dans tout

anneau.

6.3.5 Proposition. — (formule de Taylor) Soit A un anneau. Alors pour tout f €
A[X], avec deg(f) = n, et pour tout \ € A donné, on a

f= Z FEON(X = N
k=0

Démonstration. — On voit facilement que les (X — \)*, k € N, forment encore une base
de A[X]. Si on écrit f dans cette base :

n

f=> a(X -

k=0

et si on applique 0, on voit que ap = f[k}(/\) puisque J;(X7) est nul pour j < k et
5k(Xk) = 1.
6.3.6. Racines. Soit A un anneau, f € A[X]. On dit que A € A est une racine de f, si

f(A) # 0. Alors on a la proposition suivante :

Corollaire. — Soit f # 0 dans A[X], A € A. Alors f()\) = 0 si et seulement si il existe
g € A[X] tel que f = (X — N)g.

Démonstration. — La suffisance est claire. La nécessité résulte de la prop. 6.3.5.

6.3.7. On dit que X est une racine multiple de f, de multiplicité m, s’il existe un
polynéme g € A[X] tel que f = (X — \)™g.

Corollaire. — Le polynome [ posséde une racine multiple d’ordre m en X\ si et seule-
ment si fEFI(\) = 0 pour 0 < k < m.

Démonstration. — La suffisance provient de la formule de Taylor. Pour la nécessité, on
écrit g dans la base des (X — \)/ comme dans la démonstration de la prop. 6.3.5, ce qui
prouve que l'écriture de f dans cette base commence avec un terme en (X — )™, et on
applique Jy.
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6.3.8 Corollaire. — Si A est intégre, tout f € A[X] non nul a un nombre de racines
dans A au plus égal a son degré.

6.3.9 Remarque. — Supposons A # {0} (ce qui est toujours vrai s’il existe f # 0
dans A[X].) Alors il est facile de voir que pour tout A € A, X — X est simplifiable dans
A[X]; donc le polynéme g du cor. 6.3.6 est unique; de plus, deg(g) = deg(f) — 1. En
revanche, pour le cor. 6.3.8 ci-dessus, il est vraiment nécessaire que A soit integre (on
pourra méditer I'exemple de I"équation X (X — 1) = 0, qui a quatre racines dans Z/6Z,
et huit dans Z/30Z)

6.4 Eléments algébriques

6.4.1. Le but de cette section 6.4 est de donner quelques résultats élémentaires sur les
extensions algébriques, sans prétendre en aucune fagon épuiser le sujet. Jusqu’a la fin de
6.4, on fixe un corps k, et un surcorps K de k; on dit dans cette situation que K est une
extension de k. Si K7 et Ko sont deux extensions de k, les homomorphismes de corps de
K vers K induisant 'identité sur &k (qui sont aussi les homomorphismes de k-algebres
de Ki vers Ks) sont souvent appelés homomorphismes d’extensions; rappelons aussi
qu'un homomorphisme de corps est toujours injectif (il ne peut pas étre nul puisque
©(1) =1#0, et alors Ker ¢ = {0} puisque {0} et K; sont les seuls idéaux de Kj.)

Pour tout £ € K, il existe un unique homomorphisme de k-algebres ¢ : k[ X]| — K
tel que p¢(X) = & Pour tout f = Zj a; X7 € k[X] on a pe(f) = Zj a;&7 = f(£). On
dit que & est algébrique sur k, s'il existe f € k[X] non nul tel que f(§) =0, i.e., si p¢
n’est pas injective. Dans le cas contraire, on dit que & est transcendant sur k. Puisque
k[X] est un anneau principal, pour tout £ € K algébrique sur k il existe un unique
[ € k[€] unitaire (i.e. de coefficient dominant 1) tel que Ker¢e = (f).Comme K est
integre, I'image de k[X] par ¢¢ est un anneau integre, et donc (f) est un idéal premier,
ce qui prouve que f est irréductible; on dit que f est le polynome irréductible de £ sur
k, et on note f = Irrg(£).

Pour tous &i,...,&, € K, on note k(&1,...,&,) le plus petit sous-corps de K conte-

nant k et &1,...,&,; il est isomorphe au corps de fractions de la sous-k-algebre de K
engendrée par &1, ..., &,. On dira aussi que k(&1, ..., &) est le sous-corps de K engendré
par k et £1n.

6.4.2 Proposition. — Soit £ € K. Les conditions suivantes sont équivalentes :

(i) € est algébrique sur k;

(ii) dimg k(&) < o0.
Si ces conditions sont remplies, k(&) est Iensemble des combinaisons linéaires a coeffi-
cients dans k de 1,¢,...,6m 1 ot m = deg()Irry, (&) = dimy, k(&) ; I'entier m est appelé
degré de £ sur k.

Démonstration. — Reprenons les notations de 6.4.1. Supposons £ algébrique sur k, et
soit f = Irrg(§). Alors on a vu que f est irréductible, donc k[X]/(f) est un corps, et il
est clair que ¢¢ passe au quotient en un isomorphisme de k[X]/(f) sur k(£). Donc k(§)
est bien de dimension finie sur k, et cette dimension est m = deg(f).
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Réciproquement, si k(§) est de dimension finie sur k, ¢¢ ne peut pas étre injective,
donc £ est algébrique sur k.

6.4.3 Définition. — On dit que 'extension K est algébrique, si tout £ € K est algé-
brique sur k. On dit que Pextension est finie, si dimg(K) < oco. D’apres la prop. 6.4.2,
toute extension finie est donc algébrique. Si K est finie, on notera [K : k] la dimension
de K sur k.

6.4.4 Proposition. — Les éléments de K algébriques sur k forment un sous-corps de
K.
Démonstration. — Soit L ’ensemble des éléments de K algébriques sur k. Montrons

que L est stable par addition et par multiplication. Soient o, 3 € L, et considérons le
corps k(«, ) engendré par k et «, 5 (cf. 6.4.1.) Comme [ est algébrique sur k, il est
a fortiori algébrique sur k(«) (en effet Irry () peut étre considéré comme polynéme a
coefficients dans k() ; attention cependant au fait que Irrg(3) n’est plus nécessairement
irréductible sur k(a)). D’apres la prop. 6.4.2 on a donc dimy) k() < oo; de méme
dimy, k(a) < co. Mais il est facile de vérifier que si (e;)1<i<m est une base de k(«a) sur
k, et (fj)i<j<n une base de k(«, 3) sur k(a), alors les e; f; forment une base de k(a, 3)
sur k. Donc k(a, 3) est de dimension finie sur k, et on a méme la formule

Toujours d’apres la prop. 6.4.2, tous les éléments de k(a, ) sont donc algébriques sur k ;
c’est en particulier le cas pour a4+ 3 et 3. Comme de plus il est clair que L contient k,
Lest une sous-k-algebre de K. De plus, si a € L, k(o) C L, donc L contient également
les inverses de tous ses éléments non nuls, ce qui prouve bien que c’est un corps.

6.4.5 Définition. — On rappelle qu'un corps E est dit algébriquement clos, si tout
polyndme a coefficients dans FE possede une racine dans F. On dit que K est une cléture
algébrique de k, s’il est a la fois une extension algébrique et un corps algébriquement
clos.

6.4.6. Montrons que si ’on sait plonger £ dans un corps algébriquement clos, on en a
aussi une cloture algébrique :

Proposition. — Supposons K algébriquement clos. Alors I’ensemble k des éléments de
K algébriques sur k est une cloture algébrique de k.

Démonstration. — On sait déja d’apres la prop. 6.4.4 que k est un corps ; il est clair que k
est une ea de k. Montrons que k est algébriquement clos. Soit f = ag+a1 X +...+a, X" €
k[X]; comme K est algébriquement clos, f posséde une racine ¢ dans K. Soit L le corps
k(ag,...,a,), engendré par k et les a;. Alors L est une extension finie de k, comme on
le voit aussitot, et & est algébrique sur L, donc L(§) = k(ao, ..., an,&) est encore une
extension finie de k, ce qui prouve que £ est algébrique sur k d’apres la prop. 6.4.2, et
donc que ¢ € k.
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6.4.7 Proposition. — Supposons K algébrique, et soit E un corps algébriquement
clos. Alors tout homomorphisme de corps ¢ : k — E s’étend a K.

Démonstration. — Si [K : k] < oo, on raisonne par récurrence sur m = [K : k]. Si
m=1ona K =k etiln’y arien & démontrer. Supposons donc m > 1, et soit £ € K,
& & k;soit f = Irrg(€). Notons h — h¥ 'unique homomorphisme d’anneaux de k[X]
vers E[X] égal a ¢ sur k et appliquant X sur X. Alorssi h = ap+a1 X +...+a,X", ona
h? = p(ap) +¢(a1) X +...+p(a,)X™ (en d’autres termes, h¥ est simplement obtenu en
appliquant ¢ & chaque coefficient de h.) Puisque E est algébriquement clos, f¥ possede
une racine ¢ dans E. Clairement, le noyau de 'application h — h?(£') de k[X] vers
E est l'idéal (f); donc h — h¥(£') passe au quotient en un homomorphisme de corps
Y k(§) — E. Comme [K : k(§)] = m/[k(§) : k] < m, on peut appliquer ’hypothese de
récurrence et conclure que ¥ se prolonge a K.

Dans le cas général, on utilise le lemme de Zorn. Soit F I’ensemble des couples (L, 1)),
ol L est un sous-corps de K contenant k, et ¢ : L — F un homomorphisme d’extensions.
On ordonne F en posant (L, ) C (L',1’) si et seulement si L C L’ et 9|, = ¢. Alors
on voit facilement que F est inductif; il contient donc un élément maximal (Lo, o). Si
Ly # K, on prend € € K, £ & Ly, et on prouve comme ci-dessus que g s'étend a Ly(§),
ce qui est contradictoire avec la maximalité de (Lo, o).

6.4.8 Corollaire. — Soit k une cléture algébrique de k. Alors toute extension algé-
brique de k est isomorphe a un sous-corps de k contenant k.

6.4.9 Théoreme. — Tout corps posséde une cléture algébrique, unique a isomor-
phisme pres.

Démonstration. — Nous admettrons lexistence de la décomposition (voir cependant la
remarque ci-apres). Prouvons 'unicité. Soient L et L’ deux clotures algébriques de k.
D’apres la prop. 6.4.7 ci-dessus, il existe un homomorphisme d’extensions ¢ : L — L/,
ce qui permet de considérer L comme un sous-corps de L’. Soit maintenant £ € L’
quelconque, et soit f = Irry(£'). Comme L est algébriquement clos, les seuls polynémes
irréductibles dans L[X] sont ceux de degré 1; donc f = X — £ pour un certain £ € L,
et ¢ = & € L. Mais alors ¢ est surjective, donc un isomorphisme de L sur L, ce qu’il
fallait démontrer.

6.4.10 Remarque. — Bien que nous n’ayons pas démontré I'existence de la cloture
algébrique en général, la prop. 6.4.6 permet de ’obtenir chaque fois que I’on sait plonger
k dans un corps algébriquement clos; en particulier, c’est le cas pour tous les corps k
que ’on sait plonger dans C. Bien entendu, une condition nécessaire pour cela est que
k soit de caractéristique zéro; ce n’est pas une condition suffisante, mais il n’est pas
exagéré de dire que tous les corps de caractéristique zéro que ’on rencontre en théorie
des nombres se plongent dans C ; de facon plus artificielle, c’est le cas aussi de ceux que
I’on rencontre en géométrie algébrique.

En revanche, pour les corps de caractéristique p > 0, il faut effectivement faire la
construction. C’est déja bien intéressant dans le cas des corps finis; malheureusement
la construction nous entrainerait un peu loin.
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6.4.11 Exemple. — Comme rappelé ci-dessus, la cloture algébrique du corps Q des
nombres rationnels peut se réaliser comme le corps des nombres complexes qui sont
algébriques sur Q; on dit simplement que c’est le corps des nombres algébriques, et on
le note Q. Le degré [Q : Q] de cette extension est infini ; en effet on voit facilement qu’il
existe des polynomes irréductibles dans Q[X] de degré arbitrairement grand.

Montrons cependant que le corps Q est dénombrable. En effet, puisque Q est dé-
nombrable, tout Q-espace vectoriel de dimension finie est dénombrable, et donc Q[X]
est dénombrable, puisqu’il est réunion d’une suite croissante de Q-espaces vectoriels de
dimension finie. A fortiori, il n’y a qu’un nombre dénombrable de polynémes irréducti-
bles unitaires & coefficients dans Q. Or chaque ¢ € Q est racine d’un unique tel polynoéme
f: on a donc une partition de Q en une famille dénombrable d’ensembles finis, ce qui
prouve bien que Q est dénombrable.

6.5 Corps finis

6.5.1. Les notions élémentaires sur les corps exposées dans la section 6.4 suffisent a
la description complete des corps finis, comme nous allons le voir maintenant. Ceux-
ci constituent des structures algébriques extrémement remarquables, qui de plus ont
trouvé récemment des applications pratiques tres importantes dans le domaine des
télécommunications notamment (codes correcteurs d’erreurs.)

6.5.2. Le résultat essentiel sur les corps finis est le suivant :

Théoréeme. — Pour tout nombre premier p, et tout entier r > 1, il existe un corps fini
F, a q éléments, unique a isomorphisme pres.

6.5.3. Bien stir, pour tout nombre premier p nous connaissons le corps fini ¥, = Z/pZ,
et il est clair que F), est le seul corps & p éléments : en effet pour tout corps K il existe un
unique homomorphisme d’anneaux ¢ : Z — K donné par ¢(n) = n.1; dans le cas on K
possede p éléments, le groupe additif (K, +) est engendré par 1, donc '’homomorphisme
¢ est surjectif, et passe au quotient en un isomorphisme F, — K.

Plus généralement, si K est fini, ¢ définit un homomorphisme F,, — K, ou p est la
caractéristique de K ; donc tout corps fini peut étre vu comme une extension d'un F.
Une maniere d’obtenir I'existence d’un corps fini de cardinal ¢ = p” est de prouver que
pour tout r il existe des polynomes irréductibles sur F), de degré r. Il est possible de
faire cela directement par un argument de cardinalité; nous procéderons un peu plus
indirectement, mais cette idée jouera quand méme un role essentiel dans la construction.

6.5.4. Nous avons vu en 7?7 que pour tout corps K, tout sous-groupe fini de K* est
cyclique; en particulier le groupe multiplicatif de tout corps fini K de cardinal ¢ est
cyclique de cardinal ¢ — 1. On a donc 29~ = 1 pour tout z € K*; et par conséquent
z9 = x pour tout z € K, puisque c’est trivialement vrai pour x = 0. Ceci signifie que
si p est la caractéristique de K, le polynome X9 — X € F,[X] a toutes ses racines dans
K il sécrit [[ cp (X — A).

Par conséquent, si un corps de cardinal ¢ existe, les polynomes irréductibles sur F,
de ses divers éléments sont exactement les facteurs irréductibles dans la factorisation de
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X9 — X dans Fp[X].

6.5.5. Introduisons maintenant un ingrédient essentiel de la discussion, 'homomorphis-
me de Frobenius :

Proposition. — Soit K un corps de caractéristique p > 0. Alors Uapplication F :
x — 2P est un homomorphisme de corps de K vers lui-méme, appelé homomorphisme
de Frobenius. Si K est fini ou algébriquement clos, F' est un isomorphisme.

Démonstration. — 1l est clair que F(xy) = F(z)F(y) pour tous z,y € K, et F(1) = 1.
Pour tous z,y € K on a:

Or on vérifie facilement que si 0 < j < p, p) =0 mod p. Donc on a bien (z + y)P =
J

2P 4+ yP, et F' est un homomorphisme de corps. Comme un homomorphisme de corps
est toujours injectif, F' est injectif. Si K est fini, cela entraine immédiatement qu’il soit
aussi surjectif; si K est algébriquement clos, la surjectivité provient du fait que pour
tout a € K, le polynéome XP — @ a une racine dans K.

6.5.6 Corollaire. — Pour tout 7 € N, I'ensemble des = € K tels que 27" = x est un
sous-corps de K.

Démonstration. — 11 s’agit de I’ensemble des z tels que F"(x) = z; comme F" est un
homomorphisme de corps pour tout r € N, ’assertion est immédiate.

6.5.7 Lemme. — Soit K un corps fini de cardinal q, et soit r un nombre premier.
Alors il existe une extension de K de degré r, unique & isomorphisme prés.

Démonstration. — Considérons la factorisation du polynéome X9 — X dans K[X].
Puisque ¢ = 0 mod p, le polynéme dérivé de X? — X est le polynome constant —1, qui
ne s’annule jamais. Donc, d’apres le cor. 6.3.7 par exemple, X9 — X n’a que des racines
simples dans toute extension de K, ce qui implique que tous ses facteurs irréductibles
apparaissent avec multiplicité 1.

Clairement tout A € K est racine de X? — X, donc X? — X est divisible par
[T,k (X — ) Montrons que tous les facteurs irréductibles de degré > 1 de X7 — 1 sont
de degré r exactement. Soit f un tel facteur, m son degré, et soit K’ le corps K[X]/(f),
de sorte que |K'| = ¢". Soit « 'image canonique de X dans K’. Ecrivons ¢ = p®, ou s
est la caractéristique de K, et soit G = F* la puissance s de ’homomorphisme de
Frobenius de K’ ; alors I’ensemble des x € K’ tels que G(x) = z, qui est aussi 'ensemble
des racines dans K’ du polynéome X7 — X, est égal & K.

Comme f divise X9 — X, on a a? = G"(a) = a; et comme a engendre le corps
K', on en déduit que G"(x) = z pour tout z in K’, donc que r divise 'ordre de G
dans Aut (K’). De méme, on a G™ = Idg; si r et m étaient premiers entre eux, on en
déduirait que G = Idg, ce qui est absurde puisque G ne peut pas avoir plus de ¢ points
fixes. Donc r divise m ; mais si m > r, on a de méme une contradiction avec le fait que
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G" ne peut pas avoir plus de ¢" points fixes dans K’; donc finalement m = r comme
annonceé.

Ainsi, le corps K’ est bien une extension de degré r de K ; et bien sur le polynéme
X9 — X est scindé sur K'. Soit maintenant L une extension arbitraire de degré r, et
montrons que L est isomorphe & K'. Soit « € L, a € K, et soit g = Irrg(«). Comme
a? = a, g est un diviseur irréductible de degré > 1 de X9 — X, donc deg(g) = r, ce
qui entraine que L = K(a) ~ K[X]/(g). Mais comme X7 — X est scindé sur K’, g a
une racine £ dans K'; donc K’ = K(§) ~ K[X]/(g), ce qui prouve bien que L et K’
sont isomorphes.

6.5.8 Remarque. — En réfléchissant un instant sur la démonstration du lemme ci-
dessus, on se convainc aussitot du fait suivant : les polynomes irréductibles de degré r
sur K sont exactement les facteurs irréductibles de degré > 1 de X? — 1. Il y a donc
(¢" — q)/r polynomes irréductibles de degré r sur K.

6.5.9. Démonstration du théoréeme 6.5.2. On fixe le nombre premier p et on raisonne
par récurrence sur r. Si r est premier, on applique directement le lemme 6.5.7. Sinon,
écrivons r = r's, avec s premier. Par hypothese de récurrence, il existe & isomorphisme
\ . . / N \ .

pres un unique corps K de cardinal p” . D’apres le lemme 6.5.7, K possede une extension

e degré s, également unique a isomorphisme pres (attention, I'unicité a lieu en tan
K’ de d , égal t h ttention, l'unicité a 1 tant
qu’extension de K, donc on n’a pas encore terminé.) Donc on a déja 'existence. Soit L

un corps arbitraire de cardinal ¢". Alors comme X?" — X divise X" — X, le polynome

X P X est scindé sur L, ce qui prouve que si F' est ’homomorphisme de Frobenius de
L, F " a pT/racines dans L ; en d’autres termes, L contient un sous-corps de cardinal pr/,
isomorphe a K par I’hypothese de récurrence. On peut maintenant appliquer I'assertion
d’unicité du lemme 6.5.7, et conclure.

6.6 Fractions rationnelles; indépendance algébrique

6.6.1. Dans cette section, nous supposerons pour simplifier que I’anneau de base est un
corps k. Le corps de fractions de k[ X1, ..., X,,], bien défini d’apres la prop. 6.3.3 est noté
k(X1,...,X,), et est appelé corps des fractions rationnelles en n indéterminées sur k.

6.6.2. Soit K un surcorps de k, non nécessairement algébrique. Si K contient des élé-
ments &1, ...,&, algébriquement indépendants sur k, 'unique homomorphisme de k-al-
gebres de k[ X7, ..., X,] vers K appliquant X sur & pour 1 < j < n est injectif; d’apres
la prop. 5.3.10, il se prolonge donc de maniére unique en un homomorphisme de corps
de k(X1,...,X,) vers K.

Ainsi, toute extension non algébrique de k contient un sous-corps isomorphe a k(X).
En fait, nous allons voir que la considération des familles algébriquement indépendantes
dans K donne une idée de la “taille” de l’extension, et permet de définir un invariant
qui joue un role important en géométrie algébrique. Nous aurons besoin d’étendre la
notion de famille d’éléments algébriquement indépendants au cas d’une famille infinie—
mais c¢’est immédiat : on dit qu'une famille (§;);c; d’éléments de K est algébriquement
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indépendante sur k, si toute sous-famille finie extraite de (§;) est algébriquement indé-
pendante.

6.6.3 Définition. — Soit K une extension de k. On appelle base de transcendan-
ce de K sur k, toute famille d’éléments algébriquement indépendants maximale pour
I’inclusion.

6.6.4 Proposition. — Soit K une extension de k. Alors il existe une base de trans-
cendance de K sur k.

Démonstration. — Exercice (application immédiate du lemme de Zorn.)

6.6.5 Proposition. — Soit K une extension de k. Alors (&;);cs est une base de trans-

cendance de K sur k si et seulement si les §; sont algébriquement indépendants et K est
algébrique sur k(&;)icr.

Démonstration. — C’est immédiat : si 'extension n’était pas algébrique, il y aurait un
n € K transcendant sur k(;);cs ; mais alors la famille obtenue en rajoutant n aux &; est
encore algébriquement indépendante, contredisant la maximalité de la famille (&;).

6.6.6 Théoréme. — Soit K une extension de k. Alors toutes les bases de transcen-
dance de K sur k ont le méme cardinal. Ce cardinal est appelé degré de transcendance
de K sur k.

Démonstration. — Nous ne ferons la démonstration que dans le cas ou K possede une
base de transcendance finie; pour le cas général il faut faire appel a des raisonnements
“zorniens” assez lourds et peu instructifs. De plus c’est le cas d’une base de transcen-
dance finie qui apparalt en géométrie algébrique.

Soit donc (&1,...,&,) une base de transcendance de K sur k. On va montrer que
pour toute famille (11,...,n,) d’éléments de K algébriquement indépendants sur k, on
am < n, et que 'on peut completer les n; en une base de transcendance de K par
I’adjonction de n — m éléments &; bien choisis.

En fait, montrons que quitte a permuter les &;, (n1,&2,...,&,) est encore une ba-
se de transcendance de K sur k. En effet, par maximalité de la famille (&;), il existe
feklY,Xy,...,X,] non nul tel que f(n,&1,...,&,) = 0. Comme les &; sont algébrique-
ment indépendants, la variable Y doit effectivement apparaitre dans f; et comme 7 est
transcendant sur k, une des X; doit figurer également ; quitte a permuter les &;, on peut
supposer que X figure effectivement dans f. Mais alors on voit que &1 est algébrique
sur le corps k(m1,&a,...,&,), et comme K est algébrique sur k(&1,...,&,), il Pest aussi
sur k(n1,&2,...,&,), et donc (n1,&a,...,&,) est bien une base de transcendance d’apres
la proposition 6.6.5 (remarquer que 71 ne peut pas étre algébrique sur k(&o, ..., &, ) sans
quoi & le serait aussi.)

Poursuivons la construction : comme 79 est algébrique sur k(ny, o, ..., &), il existe
f € k[Y1,Ys, X, ..., X,,] non nulle telle que f(n1,7m2,&2,...,&) = 0; comme ci-dessus,
on voit que f fait intervenir effectivement Y5 et au moins un des X;, ¢ > 2; quitte a per-
muter encore les &;, on peut supposer que f fait effectivement intervenir X5. On conclut
de la méme fagon que (n1,12,&3,...,&,) est une base de transcendance de K. De proche



14 CHAPITRE 6. POLYNOMES

en proche, si m < n, on trouve une permutation des &; telle que (91, ..., P, Emt1s - -5 En)
soit une base de transcendance de K sur k. Sim > n, apres n pas on arrive a la conclusion
que (71,...,7n,) est une base de transcendance de K ; mais alors 7,1 serait algébrique
sur k(n1,...,1Mn), ce qui est absurde. Donc le cas m > n est impossible. En particulier,
on voit que si K possede une base de transcendance finie, il ne peut pas y avoir dans
K de familles infinies d’éléments algébriquement indépendants, et donc toute base de
transcendance de K sera finie.

Si (n1,...,nm) est elleeméme une base de transcendance de K, on a nécessairement
m = n; en effet sinon dans la famille (91,...,9m,&m+1,- -, &) trouvée ci-dessus, &,41
devrait étre algébrique sur (11, ...,7mm), ce qui est absurde.

6.6.7. Les premieres démonstrations de transcendance pour des nombres complexes
“concrets” sont dues a Hermite pour le nombre e, et a Lindemann pour le nombre
7 ; ce dernier résultat entraine immédiatement la résolution par la négative du fameux
probleme de la quadrature du cercle (consistant & trouver une construction par la regle
et le compas d’un carré ayant méme périmetre qu’un cercle donné) ; on montre en effet
facilement que tous les segments que ’'on peut construire par la regle et le compas sont
de longueur algébrique.

Ce n’est que tout récemment, en 1996, qu’a été démontrée I'indépendance algébrique
de e et 7. Les résultats concrets d’indépendance algébrique sont encore bien plus diffi-
ciles que ceux de transcendance ; pourtant il est tres simple de prouver par un argument
de cardinalité qu’il doit exister des familles arbitrairement grandes, et méme des familles
infinies non dénombrables, d’éléments de C algébriquement indépendants sur Q ; I'im-
pression qu’on a d’“avoir triché” vient du fait qu’on a remplacé la question de donner
des exemples explicites d’éléments algébriquement indépendants, ou encore plus diffi-
cile, de montrer que telle ou telle famille donnée est algébriquement indépendante, par
la question beaucoup moins profonde de la simple existence de telles familles.

On a vu dans Pexemple 6.4.11 que la cloture algébrique Q était dénombrable;
comme on sait par ailleurs depuis Cantor que R n’est pas dénombrable (et donc C non
plus), c’est qu’il doit exister des nombres transcendants (et méme, que “la plupart” des

nombres complexes sont transcendants). Mais pour tout entier n, 'algébre Q[ X1, ..., X,]
est réunion dénombrable de Q-espaces vectoriels de dimension finie, donc est encore
dénombrable; et alors il en va de méme de son corps de fractions Q(X1, ..., X,). Donc

si C possédait une base de transcendance finie, il serait extension algébrique d’un corps
dénombrable, et donc lui-méme dénombrable (on procéde exactement comme pour le
cas de Q.)

Donc, on voit déja qu’il existe dans C des familles finies d’éléments algébrique-
ment indépendants de cardinal aussi grand qu’on veut. Mais en fait, méme ['algebre
des polynomes a une infinité dénombrable de variables sur un corps dénombrable est
dénombrable. Donc, si C possédait une base de transcendance dénombrable sur Q, il
serait encore dénombrable, et & nouveau on aurait une contradiction. Vertige ...

6.6.8. C’est cette vision de C comme cloture algébrique d’un corps de fractions ra-
tionnelles en un nombre colossalement infini d’indéterminées qui permet de montrer que
quasiment tout corps de caractéristique zéro s’injecte dans C. C’est déja le cas pour toute
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extension de Q possédant une base de transcendance dont le cardinal ne dépasse pas la
puissance du continu; en particulier pour toute extension de Q de degré de transcen-
dance fini sur Q (et plus généralement pour tout corps dénombrable de caractéristique
zéro.) Mais en fait, si on supprime un élément £ dans une base de transcendance de
C sur Q, et qu'on appelle E C C la cloture algébrique du sous-corps de C engendré
par les autres, on voit que E est un corps isomorphe a C, et donc que C contient un
sous-corps E(&) isomorphe & C(X)! Donc les choses vont encore beaucoup plus loin :
par une généralisation facile, tout corps K qui s’injecte dans une extension de C dont
le degré de transcendance ne dépasse pas la puissance du continu est en fait isomorphe
a un sous-corps de C, et on peut utiliser le fait que C soit algébriquement clos pour
prouver 'existence d’une cloture algébrique pour K. Cette fois, on a bien couvert tous
les corps de caractéristique zéro qui interviennent non seulement en théorie des nombres,
mais aussi en géométrie algébrique.

6.7 Polynomes symétriques

6.7.1. Soit A un anneau non réduit & {0}. On peut faire agir le groupe symétrique &,
sur A[Xy,...,X,] par automorphismes de A-algébres, comme suit : a tout o € &,, on
associe 'unique automorphisme ¢, de A[X7,..., X;] tel que p,(X;) = X5(;). On voit
que ¢, envoie X sur X%, ol (0a); = ag-1(;)-

Ezemple. — Soit n = 3, A = Z, et soit o la permutation circulaire des indices 1,2, 3
donnée par o(1) = 2, 0(2) = 3, 0(3) = 1. On a donc ¢,(X1) = X, ¢-(X2) = X3,
vo(X3) = X1, et 'extension de ¢, par multiplicativité donne :

Po (X" X537 X35%) = 0o (X1)M 00 (X2) M2 00 (X3)™ = X5 X2 X7 = X7°
On voit que les @, respectent les composantes homogenes A[X1, ..., X,]m.

6.7.2 Théoreme. — L’application 0 — ¢, définit une action de &,, sur A[X1, ..., X,
par automorphismes de A-algébres, respectant les degrés.

Démonstration. — Le théoreme affirme que pour tous o7 € &, on a Ysr = Yo7, C
qui est immédiat.

6.7.3 Définition. — On dit que f € A[X},..., X,] est symétrique, si p,(f) = f pour
toute o € &,,. On note A[X1,...,X,]%" la A-algebre des polynémes symétriques.
6.7.4 Proposition. — Soit f € A[X1,...,X,]. Alors f est symétrique si et seulement

si la fonction o — a, qui a a € N™ associe le coefficient d’indice « de f est constante
sur les orbites de ’action de &,, sur N"™.

Démonstration. — C’est immédiat : a cause de 'unicité de I'expression de f dans la
base des X¢, f et . (f) doivent avoir les mémes coefficients. Or si f = > cnn @aX®

vo(f) = ZaaX‘m = Zag_1aX°‘

«

donc on doit avoir a -1, = a, pour tout o € &,.
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6.7.5 Corollaire. — Pour toute orbite O de &,, dans N", posons ep = Y, X°.
Alors les ep forment une base de A[Xy,...,X,|% sur A.

6.7.6. Les orbites de 'action de &,, dans N" se rattachent aux partitions d’entiers
de la maniere suivante : toute & € N" est conjuguée sous l'action de &,, a une unique
A= (A1,...,\p) telleque A\; > Aa... > A, ; en d’autres termes, les orbites correspondant
aux polynomes de degré m sont en bijection naturelle avec I’ensemble des partitions de
I’entier m en n parts.

Notons P l'ensemble des A € N™ décroissantes, et pour tout m € N, notons P, =
{\ € P | |\ = m}. Notons pour simplifier ey I’élément e correspondant a l’orbite de
A. On a donc maintenant une base de A[X7,..., X,]®" et de chaque A[X1,..., X,]S",
indexées respectivement par P et par Pp,.

6.7.7 Lemme. — Ordonnons chaque Py, par 'ordre lexicographique. Alors pour tous
ANE Py, pnePy:

exey = exyy + termes d’indice plus petit dans Py,

Démonstration. — Notons Oy l'orbite de A, O, celle de p. Alors

exep= > XXP= 3 xoF

a€0,,B€0, a€0,,B€0,

On remarque que chaque A € P est I'unique élément maximal dans son orbite pour
I’ordre lexicographique. Montrons que pour tous a < A, 6 < p, ona a+ 3 < A+ u, avec
égalité si et seulement si a = X\ et § = u. En effet, pour les premieres composantes on
aa; <A, B1 < pg, done ag + 81 < A1+ p1, avec égalité si et seulement si a; = A\ et
B1 = p1. Sion a égalité, on poursuit avec les deuxiemes composantes et on trouve de
méme as + P2 < Ao + peo, avec égalité si et seulement si ag = Ao et B2 = po. De proche
en proche, on parvient & I’assertion cherchée.

6.7.8 Définition. — Pour 1 < p < n, on note o,, et on appelle polynéme symétri-
que élémentaire d’indice p, I’élément ey correspondant a A = (1,...,1,0...,0), avec p
composantes égales & 1. En posant X; = [[..; X; pour tout I C {1,...,n}, on peut
donc écrire :

jel

Op — Z X[: Z Xil---Xip
Ic{l,..,n} 1<i1<..<ip<n
[7|=p
6.7.9 Théoréme. — Les polynémes symétriques élémentaires constituent une famille
de générateurs algébriquement indépendants de A[Xj, ... ,Xn]gn ; en d’autres termes,
toute f € A[Xy,...,X,]® s’écrit de maniére unique comme polynéme en oy, ..., op.
Démonstration. — (a) Engendrement. 1l suffit de prouver que pour tout d € N, et toute

A € Py, ey est un polynome en les ;. On procede par récurrence sur d, et pour d fixé, par
récurrence sur l'ordre lexicographique des X\. Si A =0, ey = 1 et il n’y a rien a démontrer.
Sinon, soit m < n le nombre de composantes A; non nulles, et soit = A —vy,, ol v, est
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le n-uplet (1,...,1,0...,0) avec m composantes égales a 1. Clairement, on a p € Py_p,.
D’apres le lemme 6.7.7 on a

ex = €,0, — termes d’indice plus petit

donc on conclut par I’hypothese de récurrence.

(b) Indépendance. On fait une récurrence sur n. Sin = 0 il n’y a rien a démontrer. Soit
o N a _ 01 (o]
g o =0 ouoc®=o07"...00" ()
«

Il s’agit de prouver que tous les a,, sont nuls. Or, si on fait la substitution X,, = 0, et si on
note oy, ...,0,,_; les polynomes symétriques élémentaires en Xy, ..., X,,_1, on obtient :
oj — a; pour 1 < j < n, et g, — 0. Comme la substitution est un homomorphisme de
A-algebres de A[X7, ..., X,] vers A[X1,..., X,,—1], on obtient la relation :

et par indépendance algébrique des U;» dans A[Xy,...,X,—1], on conclut que a, = 0
lorsque ay, = 0. Mais alors, dans la relation (%) on peut mettre o, en facteur, et écrire :

On (ZaaXO‘_E"> =0 oue, =(0,...,0,1)
(0%

Comme o, est toujours un élément simplifiable dans A[X7,..., X,] (méme si A n’est
pas integre!) (puisque la multiplication par o, se traduit par une translation au niveau
des coefficients), on en déduit que ), aq X " = 0, et on poursuit ainsi de proche en
proche.

6.7.10 Remarque. — On remarque que dans l'écriture f(X1,...,X,) = g(o1,...,00),
f € A[Xy,...,X,]%", le degré total de g n’est autre que le degré de f par rapport a
chacune des indéterminées X; (par symétrie, ce degré est le méme pour tous les j.) C’est
évident, si on remarque que le degré de chaque o, par rapport a chaque X; est 1.

6.7.11 Remarque. — Le calcul qui permet de passer de ’expression d’'un polynoéme
symétrique dans la base des e) a celle dans la base des 07 est entierement indépendant de
la nature de I’anneau A ; c’est un calcul de nature combinatoire portant sur les nombres
entiers.

Précisons un peu cela. Pour p € {1,...,n} notons v, = (1,...,1,0...,0) avec p
termes égaux a 1, et soit ¥ € N™. Si l'on veut calculer lécriture de o7 = o' ...00"

dans la base des ey, il faut compter pour chaque A € P le nombre de manieéres dont on
peut écrire A = a1 +...+ g, d = ||, avec ..., Gy, CONJUGUES & V1, Cy 41, - - -, Olyy 4o
conjugués a vo, ..., Qg—, 41, - - - , Qg CONjugués a v,. Les coeflicients sont donc des entiers
positifs, et par une récurrence facile a partir du lemme 6.7.7, on voit que les A\ qui
interviennent avec un coefficient non nul vérifient A < i1 + ... + Y n.
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En fait, application A : N — P définie par v — yiv1 + ... + ypVn est bijective,
d’inverse A — Z?;ll(/\j—)\jﬂ)yj—k)\nyn. En posant Q,, = {y € N"|y1+...+ny, = m},
on voit que A se restreint en une bijection de 9,, sur P,, pour tout m € N. Par raison
de degré, les seuls ey qui peuvent apparaitre dans la décomposition de ¢ avec v € Q,,
sont les A € P,,; et toujours d’apres le lemme 6.7.7, la matrice qui exprime les o7
(ordonnés suivant les valeurs croissantes de A(g)) dans la base des e est triangulaire
supérieure avec des 1 sur la diagonale. En notant N,, = |Q,,| = |Pn|, on a donc une
matrice triangulaire T}, € My, (Z), évidemment inversible. La matrice inverse de T},
qui est & coefficients entiers, mais non nécessairement positifs, encore avec des 1 sur la
diagonale, est la matrice qui donne 'expression des ey dans la base des ¢7. On notera
d’ailleurs que ces remarques fournissent une démonstration alternative du thm. 6.7.9.

6.7.12 Exemple. — Traitons par exemple le cas m = 3, n = 3. Il y a alors trois
éléments dans Ps : (3,0,0) = A(3,0,0), (2,1,0) = A(1,1,0) et (1,1,1) = A(0,0,1). On
obtient :

03 = €(1,1,1)
0102 = €(2,1,0) + 3€(1,1,1)
3
o1 = €(3,00) T 3€(2,1,0)  be 1)
Pour trouver ces formules sans trop de calculs, on remarque que dans o109 il y a neuf

termes, et six dans ey 1 ¢y, donc il y a forcément trois fois ey 1), puisque (1,1,1) est le
seul A < (2,1,0) dans Ps, et par ailleurs :

ot = €200 + 2¢(11,0)

donne s3 = 51€(2,0,0) T 251€(1,1,0), Puis par le méme argument que plus haut :

51€(2,0,0) = €(3,0,0) T €(2,1,0) $1€(1,1,0) = €(2,1,0) + 3€(1,1,1)

En inversant, on trouve :

€(1,1,1) =03
€(2,1,0) = 0102 — 303

3
6(37070) =01 — 30'10'2 + 30’3

On remarque qu’en fait ces formules sont valables pour tout n > 3, en remplagant bien
sur (3,0,0) par 3v; = (3,0,...,0), (2,1,1) par v +v2 et (1,1,1) par vs.

6.7.13. Voici un exemple un peu plus compliqué. Soit n = 4 et cherchons a écrire
€(5,3,2,0)- On peut mettre o4 en facteur si et seulement si tous les A; sont > 0; ce
n’est pas le cas ici. D’apres le lemme 6.7.7, (5 3 2 ) apparait dans la décomposition de

e*21.9) 55 Etudions ce produit.
Il s’agit de voir, pour chaque partition u, de combien de fagons on peut écrire p =

a+ [ avec a conjugué a (4,2,1,0) et 5 a (1,1,1,0). Vu qu’on ne rajoute que 1 au plus,
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si o < aj avec @ < j doit avoir aj = a; +1 et §; = 1, 3; = 0. Donc ici les a possibles
sont (4,2,1,0), (4,1,2,0) et (4,2,0,1). Pour le premier, tous les 3 sont possibles; pour
8=(1,1,1,0),(1,1,0,1), (1,0,1,1), (0,1,1,1) on trouve (5, 3,2,0), (5,3,1,1), (5,2,2,1)
et (4,3,2,1). Pour chacun des deux autres cas il y a un seul 3 : pour a = (4,1,2,0) on
a = (1,1,0,1) et on trouve (5,2,2,1), pour « = (4,2,0,1) on a 3 = (1,1,0,1) et on
trouve (5,3,1,1). On obtient donc :
€(4,2,1,0):03 = €(5,3.2,0) T 2€(5.3,1,1) T 2€(5.2,2,1) T €4,3,2,1
d’ou
€(5320) = €(4,2,1,0093 ~ 2€(4,2,0,0)74 ~ 2€(4,1,1,0)94 ~ €(3,2,1,0)74

Poursuivant ainsi de proche en proche on obtient :

€(4,2,1,0) = €(3,1,0,0073 — 3€(3,0,0,0)74 — €(2,1,0,0)04
€(4,2,0,0) = €(3,1,0,0002 — 2€(4,1,1,0) — €(3,2,1,0) — 3€(2,0,0,0)04

= €(3,1,0,0)02 — 26(3,0,0,0)03 — €(2,1,0,0003 T+ 26(2,0,0,0)04 + 20904
€(4,1,1,0) = €(3,0,0,0003 — €(2,0,0,0)04

€(3,2,1,0) = €(2,1,0,0)03 — 3€(2,0,0,0)04 — 20204
d’oul maintenant
€(5,3,2,0) = 6(3,1,0,0)(U§ — 20204) — €(3,0,0,0)0304 + 6(2,0,0,0)02 — 209073

On trouve encore
€(3,1,0,0) = 0%02 - 20% — 0103 + 404
€(3,0,0,0) = Ui]’ — 30102 + 303
€(2,0,0,0) = o7 — 209

et finalement :

€(5,3,2,0) =
010203 — 2010504 — 010304 — 20503 — 0103 +40304 + 0104+ 501020304 + 0304 — 4020]

6.7.14 Théoréme. — (relations entre coefficients et racines) Soit k un corps, f €
E[X]®, f = aoX™ + a1 X" ' + ... + a,. Soient \1,...,\, les racines de f (dans une
cléture algébrique de k.) Alors :

aj/aoz(—l)jaj()\l,...,)\n) pour1<j<n
Démonstration. — C’est immédiat : il suffit de développer

f=a [T(X=%)=a (X”+ > (=nm ( > >\z‘1--->\z‘m> Xm)
j=1 m=1

11 < .. <l
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6.7.15 Corollaire. — Tout polynéme symétrique en les racines s’exprime comme un
polynéme en les a;/ag.

6.7.16 Exemple. — Discriminant. Conservons les notations ci-dessus. L’expression

S an) = [ = X))

1<j

s’annule si et seulement si le polynéome P possede une racine multiple; elle n’est pas
symétrique en les \;, mais antisymétrique : cela signifie que pour tout o € &,, on a
0o (0) = €(0)d, olt € : &, — {&1} est la signature. Donc D = §2 est un polynome
symétrique. Il est clair que le degré de D par rapport a chaque A; est égal a 2n — 2,
puisqu’il y a n—1 facteurs (\; —)\j)Q qui font intervenir un A; donné. D’apres la remarque
rem :degre, D s’exprime donc comme un polynéme de degré 2n — 2 en les a;/ag, et
ag"qD est un polynéme homogene de degré 2n — 2 en ag, ..., a,, appelé discriminant
du polynéme f, et noté Disc (f).

Par exemple, sin =2 ona D = A + A3 — 2\ Ay = 07 — 409, d’olt agD = a? — dapaz,
expression bien connue du discriminant d’une équation du 2e degré. Les calculs pour
les degrés plus élevés deviennent vite tres compliqués. Par exemple, 'expression du
discriminant d’un polynome de degré 3 est :

Disc (ap X > + a1 X? 4+ a2 X + a3) = ata3 — dapas — 4aSaz — 27a3a3 + 18apaazas

Au-dela, il faut faire appel a des systémes de calcul formel; il faut bien reconnaitre que
I’expression explicite est peu éclairante, et 'intérét du discriminant est surtout théorique.
Nous verrons plus loin une expression du discriminant comme un déterminant, qui est
plus commode lorsqu’on veut en calculer la valeur pour un polynéme concret.

6.7.17 Exercice. — Voici comment on peut mener le calcul du discriminant d’un
polyndme de degré 3 donné ci-dessus. On doit calculer

D= (A = X)?(A1 — X3)* (A2 — Ag)?

qui est un polynome symétrique homogene de degré total 6, et de degré 4 en chaque A;,
a coefficients entiers. Dans la décomposition de D dans la base des e) ne peuvent donc
intervenir que les partitions de 6 en trois parties, dont aucune ne dépasse 4. On voit
aussitot qu'il y a cinq de ces partitions : (4,2,0), (4,1,1), (3,3,0), (3,2,1) et (2,2,2).

En écrivant explicitement les 27 termes du développement de D, ou en calculant le
coefficient de certains mondémes bien choisis, on arrive alors a I’expression :

D = e(a0,0) = 2e(4,1,1) = 2€(3,3,0) T 2€(3,2,1) — 6e(2,2,2)

I reste maintenant & décomposer les cinq ey qui interviennent en polynémes en les o;.
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On peut utiliser I'algorithme décrit en 6.7.13 et on trouve

€(4,2,0) = olos — 20303 — 205 + 4010903 — 303
€4,1,1) = ot03 — 3010203 + 303

€(3,3,0) = 03 — 3010903 + 3073

€(3,2,1) = 010203 — 30‘%

_ 2
€(2,2,2) = 03

d’ou le résultat en substituant.

6.8 Résultant

6.8.1. Soit k un corps, et soient f et g deux polynémes non nuls dans k[X]. On se
propose de chercher a quelle condition f et ¢ ne sont pas premiers entre eux, i.e. a
quelle condition f et g possédent une racine commune dans une cloture algébrique de
k. Nous allons voir que ceci s’exprime par une condition polynomiale sur les coefficients
de f et g.

Ecrivons

m
f:aOXm+a1Xm_1+...+am:aoH(X—/\i) avec ag # 0
i=1

g=boX" + 01 X" by =bo [ (X — ) avec by # 0
j=1

(ol les A\; et p; sont les racines de f et g respectivement, dans une cloture algébrique k
de k.) Clairement, f et g ont une racine commune dans k si et seulement si

a [T — M) =0

1]
Or
n m
aby T — 20 = b T ) = (=1 a3 T (%)
i j=1 i=1
Si on voit [[7_; f(p1;) comme un polynéme en les p; a coefficients dans klao, . . . , am],
il est clair qu’il est symétrique, et va donc s’exprimer comme polynéme en les b;/bg, a
coefficients dans k|ag,. .., an]. Comme on la signalé dans la remarque 6.7.10, le degré

total de ce polynome en les b;/bg est le degré partiel de H?:1 f(1;) en py par exemple,
qui est le degré de f. Donc le facteur bg* suffit a chasser les dénominateurs, et on aura
bien un polynome en les a; et les b;.

Puisque les calculs transformant un polynéome symétrique en polynoéme en les polyno-
mes symétriques élémentaires consistent simplement & remplacer les éléments de la base
(ex) par leur expression en termes des polynomes symétriques élémentaires, et que ces
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expressions résultent d’un calcul sur Z, toujours le méme et valable dans tout anneau,
le polynome obtenu ci-dessus, vu comme élément de Z[a, . . ., Gm, by, - . ., by|, ne dépend
pas du corps k dont on est parti. De plus, on obtient le méme résultat en partant de
(=)™ ag [T, g(A\i) considéré comme polynome symétrique en les \;, puisque les deux
polynomes prennent la méme valeur si I’on substitue des valeurs rationnelles quelconques
pour les a; et les b;, avec seulement apby # 0.

On note dorénavant R, ., € Zlao, ..., am,bo, ..., by ce polynéme; on dit que Ry, p
est le résultant d’ordre (m,n). L’élément de k obtenu en substituant la valeur des co-
efficients de f et g dans R,,, est appelé résultant de f et g, et noté Res(f,g). On
remarque que Res (f, g) est en fait défini pour des polynomes a coefficients dans un an-
neau A quelconque; en revanche l'interprétation en termes de racines n’a de sens que si
A est integre ; on a alors Res (f, g) = 0 si et seulement si f et g ont une racine commune
dans la cloture algébrique du corps de fractions de A.

6.8.2. Nous nous proposons maintenant de donner une expression du résultant comme
déterminant, qui sera souvent plus commode pour le calcul explicite. Reprenons les
polynomes f et g de la section précédente, a coefficients dans un corps k. Soit B ’anneau
quotient k[X]/(g), ou 'on note (g) I'idéal principal de k[X] engendré par g. Il est clair
que 1, X, ..., X" ! sont linéairement indépendants modulo (g), puisque g ne peut diviser
aucun polynoéme de degré < n, et 'algorithme de division euclidienne montre que tout
h € k[X] s’écrit comme somme d'une combinaison linéaire de 1, X,..., X" ! et d’un
élément de (g). Donc B est une k-algebre de dimension finie n comme k-espace vectoriel
(attention, si g n’est pas irréductible B n’est pas un corps!).

Soit u l'opérateur de multiplication par 7w(X) dans B, ou w : k[X]| — B est la
surjection canonique. Alors pour tout h € k[X|, 'opérateur h(u) est 'opérateur de
multiplication par h(w(X)) = 7(h), donc h(u) = 0 si et seulement si 7(h) = 0, i.e. si
et seulement si g divise h. Ceci montre que le polynéme minimal de u est ¢g; comme le
degré de g est égal a la dimension de B, g est aussi le polynome caractéristique de u.

Par conséquent, si on trigonalise u sur une cloture algébrique de k, les éléments
diagonaux seront les racines p; de g; et alors il est clair que pour tout h € k[X],
det h(u) = [];_, h(p;). En particulier, on a Res (f, g) = by’ det f(u).

Considérons maintenant le déterminant (m +n) x (m+n) :

am 0 0o ... ... 0 bn, 0 0o ... ... 0

Am—1 QA 0 cee e 0 bn,1 bn 0 0

Am—2 Gm_1 QA e e 0 bp—o bp_1 b, ... ... 0

ao aq as ... ... 0 bo by by ... ... 0

SYW(L9) =1 0 a0 ar ... oo am 0 kg b1 .. ... by
0 0 ag Qm—1 0 0 bo el e bn—l
0 0 0 Am—2 0 0 0 bn_o

0 0 0 ag 0 0 0 bo
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appelé déterminant de Sylvester de f et g. Notons V' le k-espace vectoriel des polynomes

de degré < m + n, muni de sa base canonique 1, X, ..., X™™~1 Alors les n premieres
colonnes de ce déterminant sont les vecteurs f, X f,..., X" 1f: les m dernieres sont
les vecteurs g, Xg,..., X™ 1g. La surjection canonique k[X] — B se restreint en une

surjection V' — B, envore notée m, dont le noyau est le sous-k-espace vectoriel de V'
engendré par les X'g. Pour tout vecteur v de V, il existe une unique combinaison li-
néaire des X’g qui quand on la soustrait de v donne un polynéome de degré < n. Si
on fait cette opération sur les n premieres colonnes de la matrice, on ne change pas le
déterminant, et on obtient une matrice de la forme

€0,0 Co,n—1 bn 0 0 0
bp-1 b, 0 ... ... 0

bp—2 bp1 by, ... ... 0

Cho10 oo i Cpimer b :
0 0 bo br b ... ... O

0 bp b1 ... ... by

0 0 by ... ... by1

0 o o . bp—2

0 ... ... 0 0 0 0 ... ... by

Puisque 1'on ne change pas m(v) en lui retranchant une combinaison linéaire des X'g,
on voit en appliquant 7 que les ¢; ; sont les coordonnées de 7(f),...,7(X""1f) dans la
base canonique de B, de sorte que le déterminant |c; ;| est le déterminant de f(u) qui
nous intéresse. Comme on a maintenant une matrice triangulaire par blocs, avec un bloc
(¢ij), et I'autre bloc triangulaire d’ordre m avec des by sur la diagonale, on conclut que
Sylv (f, g) = by det f(u) = Res (f,g), ce qui est bien le résultat escompté.

Pour des polynomes f et g concretement donnés, cette écriture sous forme de déter-
minant est certainement la maniere la plus efficace de calculer le résultant, en utilisant
bien sur les techniques de pivotage de Gauss.

6.8.3. Montrons maintenant que le discriminant d’un polynoéme, dont ’annulation
équivaut a l'existence de racines multiples dans la cloture algébrique, s’exprime aussi
comme un résultant :

Proposition. — Soit f in k[X] non nul. Alors
(=1)""=DagDisc () = Res (f, )

ot f' est le polynome dérivé de f.

Démonstration. — Ecrivons f = ag [[;_;(X — A;). Alors par la formule de Leibniz :

f’zaoz H(X—Az‘)

=1 i#j
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donc pour toute racine A; de f, f'(A;) = ao [];.;(Aj — M), et

Res (f,f) = (~=1)"" Vag [T /') = ag" T[Ty = M)
J i#]

en remarquant que (—1)""=1 vaut toujours 1. Mais nous avons défini le discriminant

de f par Disc(f) = a3 ? [Tic;(Ni = Aj)%, d'out le résultat.



