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Exercice 1 : Donner la définition d’une fonction a variations bornées. Quels types de fonctions
sont toujours a variations bornées ?

Exercice 2 :

1.

Définir une martingale (M;, F;);>0 en temps continu ainsi que sa variation quadratique.
Quel est le lien entre la variation quadratique et la variance ?

2. Pour quels types de processus la variation quadratique est-elle définie 7

Suivant que (M;)¢>p est une martingale, sous-martingale, sur-martingale ou une semi-
martingale, comment la quantité E(M,) varie-t-elle ?

4. Pourquoi cherche-t-on souvent a montrer qu’'un processus est une martingale ?

5. A partir d'une martingale (M) en temps discret, on construit habituellement une martin-

gale en temps continu en posant X; = My, ou [t] désigne la partie entiere de ¢. Pourquoi
le processus (Y;):>0 qui coincide avec M aux instants entiers et qui est affine par morceaux
n’est-il pas une martingale ?

Exercice 3 :

1.

Donner la définition d’un temps d’arrét (en temps continu). Donner des exemples de
variables aléatoires qui sont des temps d’arrét... et de variables aléatoires qui n’en sont
pas. Montrer que le minimum et le maximum de deux temps d’arrét sont des temps d’arret.

Définir la tribu F, dans le cas ol 7 est un temps d’arrét.

3. Enoncer le théoreme d’arrét de Doob. Que se passe-t-il si le temps d’arrét est borné ?

4. Donner un critere de convergence d'une martingale (My);>o.

Exercice 4 : Donner la définition d'un processus (ou d’une famille) gaussien(ne). Que vérifie
la matrice de covariance d'un vecteur 7 Comment se traduit I'indépendance dans le cas d'un
vecteur gaussien ? Comment marche le conditionnement dans le cas des vecteurs gaussiens ?
Pouvez-vous expliquer pourquoi ?

Exercice 5 :

1.
2.
3.

Calculer explicitement la variation quadratique du mouvement brownien.
Donner trois définitions / caractérisations du mouvement brownien.

Si (X¢)is0 et (Yi)e>0 sont deux mouvements browniens indépendants et § € R est fixé,
montrer que le processus W; = cosf X; + sinf Y, est un mouvement brownien? Cela
reste-t-il vrai si 6 est une fonction de ¢? Un processus aléatoire ?

On fixe t > 0. Les processus (Bs)s>0 €t (Biyu — Bt)u>o sont-ils indépendants ? Que faut-il
changer ? Et dans le cas ou t est remplacé par un temps d’arrét ? Quel est le nom de ces
propriétés ? Citer d’autres processus vérifiant cette propriété.

Pour un mouvement brownien (B;):>o et « un réel fixé, déterminer /5 de sorte que le
processus exp(aB; + ft) soit une martingale.
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Exercice 6 :

1. Pour deux martingales (M;);>o et (N¢)¢>0, donner la définition de (M, N);. Ce processus
est-il a variations bornées ? Quel est son lien avec la covariance ?

2. Calculer (B, W), lorsque (By)i>0 et (W)= sont deux mouvements browniens indépen-
dants.

3. Que peut-on dire de (M, N); lorsque (M;)i>o et (Ni)i>o sont deux martingales indépen-
dantes et telles que (M s — My, Nyis — N;) est indépendant de F; pour tous s,t > 07

Exercice 7 : Soit (B;):>o un mouvement brownien et a et b deux constantes strictement posi-
tives. On note
7 =1inf{t > 0, B; = —a ou B; = b}.

1. Montrer que P(|B;| < «) tend vers 0 pour tout a > 0 fixé, lorsque ¢ tend vers +oco. En
déduire que 7 est fini p.s.

2. En utilisant le théoreme d’arrét de Doob appliqué a la martingale (By);>¢, calculer P(B, =
—a) et P(B, =b). Pourquoi peut-on appliquer ce théoreme ?

3. A T'aide de la question précédente, montrer que P(3t>0,B,=0b) = 1.

4. En utilisant & nouveau le théoreme d’arrét de Doob, pour la martingale (B? — t);>( entre
les instants 0 et min(7,n), puis en faisant tendre n vers 400, calculer E(7). Pourquoi
a-t-on été amené a tronquer le temps d’arrét ?

5. Suggérer une méthode pour calculer la transformée de Laplace E(exp(—AT)).

6. Dans le cas a = b, montrer que 7 est indépendant de B..

7. Parmi ces résultats, lesquels restent-ils valables si on remplace le mouvement brownien
par une martingale continue ?
Exercice 8 : Soit (B;) un mouvement brownien. On note, pour tout réel a > 0,
T, =inf{t >0, B; = a}.
On pose également 7T = 0. On rappelle que les T, sont finis presque stirement.
1. Montrer (sans calcul) que la loi de T, est la méme que celle de a*Tj.
2. Montrer que les variables aléatoires (T, — T(k,l)a) k>1 sont indépendantes et de méme loi.

3. En utilisant une martingale bien choisie et le théoreme d’arrét de Doob, déterminer
E(exp(—AT}1)). En déduire E(T}). Expliciter également E(exp(—\T,)).

4. Indépendamment de ce qui précede, montrer que
P(T,<t)=P(T,<t,B;<a)+P(T,<t,B>a)=2P(B; > a).
En déduire la densité de la loi de T,,.
Exercice 9 : Soit a et u deux constantes positives et (B;) un mouvement brownien. On note

T, = inf{t,B; > a — pt} et Ty = inf{t, B, < —a + pt}. On pose ensuite 7 = min(7},7Ts) et
O(N\) = E(exp(—AT1)).

. Montrer (en comparant avec le cas = 0) que T3 et T, sont finis presque surement.

loi loi

1
2. Montrer que 17 = Ty puis que (11, T3) = (13, 11).
3. Montrer que ®(A\) = 2E(exp(—AT1)17,<1,).

4. Montrer ensuite que ® vérifie

MP(— Ay — N?/2) + e MDA\ — \2/2) = 2.

5. En utilisant la martingale exponentielle associée & (B;):>o, et indépendamment du reste
de lexercice, calculer E(exp(—aT})).



