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Exercice 1 : Optimisation de richesse
Sur le marché financier, on trouve un actif risqué et un actif sans risque. Soit (St, t ≥ 0) le prix
de l’actif risqué. On suppose que

(∗) dSt = St(µtdt+ σdBt),

où (Bt)t≥0 est un mouvement brownien sous la probabilité P et sa filtration naturelle Ft.
L’actif sans risque vérifie

(∗∗) dS̃t = S̃trtdt.

Les processus µt, rt sont Ft-adaptés bornés, σ est une constante non nulle.

1. Montrer que

St = S0e
σBt+

∫ t
0 µs ds−σ2t/2

est solution de (∗).

2. Montrer que St exp
(
−
∫ t
0
µsds

)
est une P -martingale.

3. Résoudre (∗∗).
4. On pose θt = µt−rt

σ
.

(a) Vérifier que Lt = exp
(
−
∫ t
0
θsdBs − 1

2

∫ t
0
θ2sds

)
est une P -martingale. Quelle est sa

variation quadratique sous P ? Calculer également < L,B >t sous P .

(b) En justifiant votre réponse, déterminer une mesure de probabilité Q telle que, sous
Q le processus B̃t = Bt +

∫ t
0
θsds soit une martingale.(En justifiant ce choix, il

pourra être utile de faire intervenir le processus Lt pour expliciter le changement de
probabilité.)

(c) Vérifier que (B̃t) est un mouvement brownien (sous Q).

N.B. : l’expression explicite de Q n’est pas utilisée dans la suite du pro-
blème.

(d) Écrire l’équation vérifiée par St en utilisant B̃t.

5. Un agent de richesse initiale x investit sa richesse Xt à l’instant t suivant l’actif sans risque
et l’actif risqué de prix St suivant la répartition à l’instant t :

Xt = n(t)St + ñ(t)S̃t.

On suppose
dXt = n(t)dSt + ñ(t)dS̃t.

C’est l’hypothèse standard dite d’autofinancement (aucun flux d’argent ne sort du porte-
feuille).

(a) Montrer que dXt = rtXtdt+ n(t)(dSt − Strtdt).
(b) On note πt = n(t)St et Rt = exp(−

∫ t
0
rsds).

Écrire dXt en fonction de πt, rt, Xt et B̃t.

(c) Calculer d(XtRt) avec la formule de Itô et montrer que, sous Q, le processus (XtRt)
est une martingale.
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(d) Soit T > 0 fixé et ξ = XT . Écrire Xt sous forme d’une espérance conditionnelle
faisant intervenir ξ et le processus R, en précisant la probabilité utilisée.

6. On se donne maintenant un processus (ct)t≥0 à valeurs positives et adapté et un processus
(πt)t≥0 de carré intégrable Ft-adapté.
Soit (Xt)t≥0 un processus tel que

dXt = rtXtdt+ πt(dBt + θtdt)− ctdt

(a) Montrer que, sous Q, le processus Zt = XtRt +
∫ t
0
Rscsds est une martingale.

(b) En déduire en justifiant la réponse que XtRt = EQ

(
XTRT +

∫ T
t
Rscsds

∣∣∣Ft)
(c) Écrire cette relation sous P .

Exercice 2 : Le modèle de Black, Scholes et Merton. Le modèle de Black, Scholes et
Merton est un modèle dans lequel le prix (St) de l’actif sousjacent suit un mouvement brownien
géométrique de volatilité σ constante et de dérive µ constante :

dSt = St(σ dWt + µ dt).

Les autres hypothèses de ce modèle sont que
– Il n’y a pas d’opportunité d’arbitrage (on laisse le marché suivre son cours).
– On peut vendre à découvert.
– Les coûts des transactions sont nuls.
– Le taux d’intérêt sans risque r est constant.
– L’actif sous-jacent est infiniment divisible.
– Si le sous-jacent est une action, il n’y a pas de dividende versé entre l’évaluation du prix

de l’option et l’échéance de l’option.
On notera Vt = V (St, t) le prix de l’option si le prix de l’action est S.

1. Vérifier que St = S0 exp(σWt + (µ− σ2/2)t).

2. Comment s’écrit d〈S〉t ?

3. Calculer dVt en fonction de dSt et dt puis en fonction de dWt et dt.

4. On considère une stratégie de portefeuille suivant laquelle on détient une option et on
l’échange en permanence pour détenir −∂V /∂S actions. A l’instant t, la valeur du porte-
feuille est

Πt = Vt − St
∂Vt
∂S

.

On note Rt le profit de ce portefeuille. Justifier que Rt vérifie

dRt = dVt −
∂Vt
∂S

dSt.

5. Calculer dRt et en déduire que Rt est à variations bornées.

6. Le taux de rendement de ce portefeuille doit être égal au taux de rendement de l’actif
non risqué : rΠt dt = dRt. En déduire l’équation aux dérivées partielles suivantes appelée
EDP de Black-Scholes. :

∂V

∂t
+

1

2
σ2S2∂

2V

∂t2
+ rS

∂V

∂s
− rV = 0.


