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Le but de ce poly est de vous mettre a niveau sur les processus stochastiques en temps
continu (ie familles de variables aléatoires indexées par R*') utilisés en finance, pour aborder
sereinement les premiers cours de finance.

Les preuves ne sont pas nécessairement fournies en détail : les objets mathématiques présen-
tés ici sont complexes, et leur manipulation n’exige pas une compréhension extensive de toutes
leurs propriétés. Les exercices proposés doivent étre traités avec le plus grand soin.

Pour procéder dans I'ordre, si vous n’avez pas suivi de cours de probabilité niveau L3 et/ou
M1, commencez par vous plonger dans un ouvrage dans ce domaine. Un cours de calcul intégral
pourra également étre utilisé avec profit si vos souvenirs sont confus. Vous devez absolument
étre a l'aise avec les notions de tribus, mesurabilité, intégrabilité, variable aléatoire, lois usuelles,
convergence d'une suite de variables aléatoires (ou d’une suite de fonctions mesurables), lois
des grands nombres, théoreme central limite...

Quelques heures de cours de remise a niveau auront lieu courant septembre : elles sont la
pour éclaircir les points obscurs et faire des exercices. Si vous arrivez en n’ayant que survolé ce
poly, elles ne vous serviront & rien !



Chapitre 1

Espérance conditionnelle

Il s’agit uniquement de rappels! Consultez un cours de calcul intégral pour les preuves et
compléments. Prenez garde a bien différentier les signes € et C.

1 Tribus, variables aléatoires, lois

Rappelons avant tout la définition d’une tribu sur un ensemble €2 :

F C P(2) est une tribu si,

- beF

~ Si Ae Falors Q\AeF

— si les (A,)n>1 sont dans F, alors U, A, € F.

Une sous-tribu F d’une tribu ¥ est une tribu telle que F C %, c’est-a-dire que si A € F
alors A € 3.

Sur N, la tribu utilisée sera le plus souvent ’ensemble des parties de N. Sur R, on utilisera
la tribu borélienne (plus petite tribu contenant les ouverts de R, qui coincide avec la plus petite
tribu contenant les intervalles de R).

Une variable aléatoire X : (©2,3) — (R,B(R)) est une fonction mesurable, c’est-a-dire
que pour tout borélien B de R, 'ensemble X }(B) = {w € Q, X(w) € B}, noté {X € B},
appartient a la tribu . Il est équivalent de dire que pour tout intervalle I (ou tout fermé, ou
tout intervalle du type | — 0o, al, ou ...), on a {X € I} € %.

La tribu engendrée par une variable aléatoire X est la tribu o(X) définie par

o(X)={X € B,B e B(R)}.

C’est la plus petite sous-tribu de > qui rende X mesurable. C’est également la tribu engendrée
par la famille des événements ({X € I}, I intervalle de R).

Si P est une mesure de probabilité sur (£2, X)), la mesure image de X, notée X (P) ou Px
est la mesure de probabilité sur la tribu borélienne de X définie pour tout borélien B par

X(P)(B)=P(X € B).
On parle également de loi de la variable aléatoire. ’espérance de X est définie par

E(X) :/QX dP:/Rde(P)(x),
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lorsque l'intégrale est absolument convergente (ie [, |X| dP < co). Pour toute fonction boré-
lienne h, on a également

E(h(X)) = /Q h(X) dP = /R h(z)dX (P)(z),

lorsque les intégrales convergent. Lorsque la mesure-image de X est soit discrete, soit a densité,
on retrouve les écritures classiques de I’espérance. Ainsi, pour toute fonction borélienne h : R —
R, si X est discrete a valeurs entieres,

E(h(X)) = / W(X) dP = h(n)P(X =n)
@ neN

alors que si X admet la fonction f : R — R pour densité, on a

B(h(X)) = /Q h(X) dP — /R h(z) f(z) dz.

Une variable aléatoire est indépendante d’une sous-tribu F de 3 si VB € B(R) et VA € F,

P({X € B} UA) = P(X € B)P(A).

2 Conditionnement

Soient maintenant une variable aléatoire X : (2,3, P) — (R, B(R)) et une sous-tribu F de
Y. On suppose que X est intégrable (c’est-a-dire E|X| < 00). L’espérance conditionnelle
de X sachant F est alors la variable aléatoire Y F-mesurable telle que, pour tout A € F,

/XdP:/YdP.
A A

Cette variable aléatoire est unique, moyennant les « presque strement » usuels.

Concretement, une variable aléatoire Y est mesurable par rapport a une tribu F si Y peut
s’exprimer en fonction des événements qui engendrent F. Si la tribu F est la tribu engendrée par
une variable aléatoire Z, on peut montrer que Y est F-mesurable si et seulement s’il existe une
fonction borélienne h : R — R telle que Y = h(Z). Toute la difficulté du calcul de I'espérance
conditionnelle réside dans la recherche de la fonction h.

Si F est la tribu engendrée par une variable aléatoire Z, on parle d’espérance conditionnelle
sachant Z et on note E(X|Z) = E(X|o(Z)).

Justification de l’existence : voir le théoreme de Radon-Nicodyn.

Exemples :
— Si X est intégrable et F-mesurable, alors E(X|F) = X.
— Si X est F-mesurable et Y est une variable aléatoire intégrable telle que XY est intégrable,
alors E(XY|F) = XE(Y|F).
— Si X est une variable aléatoire intégrable et indépendante de F alors E(X|F) = E(X).
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— Si X est une variable aléatoire intégrable et si F est la tribu engendrée par une variable
aléatoire N a valeurs dans N, alors

BXIF) = S BOXHN = ) lyoy = 3 po e L

Attention a ne pas confondre 'espérance conditionnelle sachant une tribu et I'espérance
conditionnelle sachant un événement B de probabilité non nulle : la loi de X sachant I’événement
B est la mesure p définie par (R, B(R)) par

P({X € A} N B)

VA € BR), u(A) =P(X € A[B) = P(B)

Il s’agit donc d’une mesure sur B(R) et non d’une variable aléatoire.

3 Propriétés

Soient X et Y deux variables aléatoires intégrables et F et G deux tribus.
L’espérance conditionnelle vérifie les propriétés suivantes :

Proposition 1.1
1. E(E(X|F)) = E(X).

Pour tous réels a et b, E(aX + bY|F) = aE(X|F) + bE(Y|F).

Si F C G, E(E(X|G)|F) = E(X|F) et E(E(X|F)|G) = E(X|F).

Si X <Y p.s., alors E(X|F) < E(Y|F).

Si @ est une fonction conveze positive (ou telle que ®(X) soit intégrable), alors

E(®(X)|F) = ©(E(X[F)).

Commentaires :
— Le point 1 est évident (mais tres utile). Pour le prouver, il suffit d’écrire la définition de
I’espérance conditionnelle en remplacant A par €.
— Le dernier point est I'inégalité de Jensen. Pour mémoriser le sens de I'inégalité, pensez au
cas ®(z) = 2%, en omettant le conditionnement.

Exercice : Faites la preuve de la proposition précédente!



Chapitre 2

Martingales

1 Martingales en temps discret

1.1 Définition, exemples

Définition 2.1

— Une suite croissante de tribus (Fy,)n>o0, i.e. telle que F,, C Fpy1 est appelée une filtration.

— Un processus (M,),, est adapté a la filtration (F,) si tout n, la variable aléatoire M, est
Fr-mesurable.

— Un processus (X,), est prévisible pour la filtration (F,,) si tout n, la variable aléatoire
X,, est F,_1-mesurable.

— Soit (Fn)n>o0 une filtration et (My)n>0 une suite de variables aléatoires. (M, Fp)n>o est
une martingale si
— pour tout n > 0, M, est une variable aléatoire intégrable : E|M,| < oo,
- M, est F,-mesurable (ou (M,) est F,-adapté),
- E(Mys1|F) = M, p.s.

Exemples :

— La marche symétrique : Sy =0, S, = X1+ -+ X, ou les X; sont des variables aléatoires
indépendantes et identiquement distribuées, P(X; = 1) = P(X; = —1) = 1/2, est une
martingale. Une filtration adéquate est donnée par Fo = {0, Q} et F, = 0{X1,..., X,,} =
O{Sl, ceey Sn}

— Plus généralement : on se donne des variables aléatoires (X,,) indépendantes, intégrables
et centrées et on pose Sp =0, S, = X; + --- + X,,. Vérifiez que le processus obtenu est
une martingale (méme filtration que dans I’exemple précédent).

— Toutes les martingales ne s’écrivent pas comme des sommes de variables aléatoires in-
dépendantes : en prenant les (X;) indépendantes, de carré intégrable, centrées et de
méme variance o2, et en posant M, = S? — no?, on obtient a nouveau une martingale.
My — M, = X2, +2X,:15, — 0? n'est en général pas indépendante de M,.

Une propriété importante des martingales est la suivante :

Proposition 2.2 Soit (M, F,,)n>0 une martingale.
— Pour tout k > n >0, on a E(Mg|F,) = M, p.s.
~ E(M,) = E(M,).



Preuve : en exercice.

Définition 2.3 Soit (F,,), une filtration et (M,),, une suite de variables aléatoires intégrables
et F,-mesurables.

— On dit que (M,,, F,) est une sous-martingale si E(M,|F,) > M,.

~ On dit que (M, F,,) est une sur-martingale si E(M,,|F,) < M,

Attention : Ne pas oublier de vérifier I'intégrabilité et la mesurabilité !
Exercice : Montrez que si (M,,) est une sous-martingale, la suite (E(M,,)), est croissante.

Exemple : Si (M, F,) est une martingale telle que pour tout n, E(|M,[’) < oo, ot p > 1 est
un réel fixé, alors (|M,|P, F,,), est une sous-martingale.

Remarque : Souvent, on aura la tribu F,, sera exactement la tribu engendrée par les variables
aléatoires (Mjy)r<n. Dans ce cas, un processus (X,,) sera F,-adapté si et seulement s’il existe
une suite de fonctions boréliennes f, : R™™ — R telles que X,, = f,,(Mo, ..., M,)

1.2 Temps d’arrét

Définition 2.4 Une variable aléatoire T, d valeurs dans NU{+oc} est un temps d’arrét pour
la filtration (Fy,), si pour tout n € N, on a {T =n} € F,.

Une autre caractérisation est la suivante :

Proposition 2.5 Une variable aléatoire T a valeurs dans NU {400} est un temps d’arrét pour
la filtration (Fy), si et seulement si, pour tout n € N, on a {1 <n} € F,.

Convention : Dans la définition d’un temps d’arrét, on utilisera fréquemment la convention
suivante : inf{()} = +o0 (et sa contrepartie : sup{(}} = —oo ou 0).

Exemples : Soit (M, F,,) une martingale et A un réel positif.
— 7 =1inf{n > 0, M,, < A} est un temps d’arrét.
— o =inf{n > 0,|M,| < A} est un temps d’arrét.
— p=inf{n > 40, M,, > A} est un temps d’arrét.
— ¢ =sup{n > 0, M,, < A} n’est pas un temps d’arrét.
- p=inf{n > o, M,, > A} est un temps d’arrét si o en est un.

Exercice : Les constantes sont des temps d’arrét. Si 7 et o sont des temps d’arrét, les variables
aléatoires min(r, o) et max(7, o) sont des temps d’arrét.

Définition 2.6 On définit la tribu F. par

F.={AeS;Vvne NJANn{r =n} € F,}.

Exercice :
1. Vérifiez que le membre de droite de I’égalité ci-dessus définit bien une tribu.

2. Montrez que si T est un temps d’arrét constant égal a n, alors F, (comme défini ci-dessus)
est la tribu F,, (de la filtration).



Si 7 et o sont deux temps d’arrét, 'événement {7 < o} appartient aux tribus F, et F,.
T est une variable aléatoire F,-mesurable.
Montrez que si 7 < o presque stirement, alors F, C F,.

Montrez que si 7 et o sont deux temps d’arrét et si p = min(7, o) alors F, = F, N F.

N e W

Montrez que si (M,), est une F,-martingale et si 7 est un temps d’arrét par rapport

\

a (Fn)n vérifiant P(7 < oo) = 1 alors M, est F,-mesurable. (indication : écrire M,
sous la forme M, =% M,1,-, et/ou étudier pour tout entier n et tout borélien A, les
événements {M, € A}y n{r =n}.)

1.3 Theéoréeme d’arrét de Doob

Le théoreme suivant, appelé théoreme d’arrét ou théoreme optionnel de Doob est
le plus important de ce chapitre sur les martingales. Moralement, il signifie que, moyennant
quelques conditions, il est possible de conditionner par rapport a des tribus F, (avec un temps
d’arrét o) de la méme fagon que par rapport a une tribu F,.

Théoreme 2.7 Soit (M, F,) une martingale et T et o deux temps d’arrét a valeurs dans N
(et non NU {oo}) tels que :

(i) E[M,|<oo, (i) E[M:]<oo,
(i) liminf E(|M,|1,5,) = 0.

Alors on a
E(MT]-TZO'|‘FO') = McrlTZo p.S..

Ce théoreme est également vrai pour les sous-martingales et les sur-martingales :

Théoréme 2.8 Soient (F,), une filtration, 7 et o deux temps d’arrét par rapport a cette fil-
tration, a valeurs dans N, et (M,),, un processus JF,-intégrable vérifiant les trois hypothéses (i),
(1) et (iii) du théoréme précédent. Alors

— Si (M), est une sous-martingale, on a

E(MT]-TZU|]:U> Z MU]-TZU p.S..
- Si (M,), est une sur-martingale, on a

E(M:1.5,|F;) < M,;1,5, p.s..

Les hypotheses des deux théoremes ci-dessus sont fréquemment difficiles a prouver. Tres
souvent, on utilisera ces théoremes sous 1'une des conditions suivantes :

1. Si (M,) est uniformément intégrable, c'est-a-dire si limy sup, E(|M,|1a,>1) = 0,
alors (i7i) est vérifiée.

2. Si 7 est borné par une constante déterministe K, les conditions (i7) et (ii7) sont remplies.

3. On appliquera souvent le théoreme d’arrét avec ¢ = 0 ou 1. La tribu F, est alors parti-
culierement simple, et on s’intéresse en fait a E(M,).
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4. Toujours avec ¢ = 0 ou 1 et 7 un temps d’arrét quelconque. Si 'on ne parvient pas a
prouver les hypotheses (ii) et (iii), on remplace 7 par 7 A N (N déterministe) et on fait
tendre N vers l'infini. Pour le temps d’arrét 7 AN, les hypotheses (i) et (4i7) sont vérifiées
et il reste a justifier un passage a la limite sous I'espérance, ce qui se fait classiquement en
utilisant les théoremes de convergence dominée de Lebesgue ou de convergence monotone
(Beppo-Levi).

Idées de la preuve pour une sous-martingale On part des définitions de la tribu F, et de
I’espérance conditionnelle ; montrer que

E<MT1TZO'|‘FO') Z MU]-TZU
équivaut a montrer que
VA € F,, E(]-AMT]-TZO') > E(IAMO'l’TZO')

ou encore
VA € FO‘? Vn > 07 E(lAﬁ{U:n}ﬁ{TZU}MT) > E(lAm{UZTL}ﬁ{TZU}MO')‘

Fixons donc A € F, et n > 0. L’événement A N {0 = n} appartient a la tribu F,.
On peut alors montrer par récurrence sur p que, pour tout p > 1,

E (MU]-AQ{O':TL}Q{TZO'}) <E (MT1Aﬂ{a:n}ﬂ{a§‘r}ﬂ{7’§n+p}) +E (Mn—i-p-i—l1Aﬂ{a:n}ﬂ{72n+p+1}) .

Il reste a faire tendre p vers l'infini : le premier terme du membre de droite de cette inégalité
tend vers

E (MTlAﬂ{a:n}ﬂ{‘rZO'})
par le théoreme de convergence dominée. Quant au deuxieme terme de cette méme inégalité,

il possede une sous-suite convergeant vers 0 grace a 'hypothese (iii), d’ou la conclusion du
théoreme.

1.4 Convergence

Définition 2.9 On dit qu’une suite (X,,) de variables aléatoires est uniformément bornée dans
LP sisup, E(|X,[P) < co.

Théoreme 2.10
— Si (M,,) est une sous-martingale telle que
supE(M,) < o0
alors M,, converge presque surement vers une variable aléatoire M, intégrable.
— Si (M,) est une sous-martingale uniformément bornée dans LP, p > 1, alors M, converge
presque surement et dans LP vers une variable aléatoire notée My, .

- Si (M,,) est une martingale uniformément intégrable (c.f. p.8), elle converge presque si-
rement et dans L' et on a BE(My|F,) = M,,.

Les deux premiers points du théoreme précédent sont dis a J.L. Doob. Le dernier point est un
résultat de P. Lévy.
Un corollaire important du point 1) est le suivant :

Corollaire 2.11 Si (M,,) est une sous martingale majorée par une constante alors elle converge
presque surement.
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2 Martingales en temps continu

Les résultats pour les martingales en temps continu sont rigoureusement les mémes qu’en
temps discret, seules changent les preuves. Les questions difficiles sont celles portant sur la
mesurabilité qui peuvent étre tres difficile a résoudre. Les hypotheses de continuité, tant sur les
filtrations que sur les processus, sont en partie la pour simplifier ces questions.

2.1 Tribus, filtrations

Les filtrations que 1'on utilisera pour étudier les processus en temps continu (et en particulier
les martingales) vérifieront toujours les conditions suivantes :

— JFu est complete : si N est un ensemble négligeable, N C F.

— (F)i0 est une filtration : Vt > s > 0, Fy C F;.

— La filtration est continue a droite : F; = Ny Fs.

2.2 Les processus cad-lag

Un processus (X¢)i>o est dit cad-lag (continu a droite, limite & gauche) s’il existe un
ensemble négligeable N € ) tel que, pour tout w € N, la trajectoire t — X;(w) est continue a
droite en tout t > 0 et admet une limite a gauche en tout ¢ > 0.

2.3 Martingales

Définition 2.12 Un processus cad-lag (M), est adapté a la filtration (F;) si pour tout t, la
variable aléatoire M, est Fy-mesurable.

Exercice : Montrer que si (X;) est un processus cad-lag adapté,le processus (S;) défini pour
tout ¢ > 0 par
Sy = sup{ Sy}

u<t

est cad-lag et adapté.
Une martingale en temps continu par rapport a une filtration (F;) complete et continue
a droite sera pour nous un processus (M;):>o cad-lag et vérifiant les conditions suivantes :

1. Pour tout ¢t > 0, M, est intégrable,
2. Pour tout t > 0, M; est Fi-mesurable (ou (M;) est Fi-adapté),
3. Pour tous t > s > 0, E(M,|F,) = M;.
Attention dans la définition ci-dessus a ne pas remplacer le couple (s, t) par le couple (t,t+1)!

La définition des sous-martingales (resp. sur-martingales) est similaire : remplacer le signe
= par le signe > (resp.<) dans le dernier point de la définition ci-dessus.

Exercice : Soit (M,,) une martingale en temps continu adaptée a la filtration (F,). On pose
pour tout ¢ > 0, X; = My, ou [t] désigne la partie entiere de ¢, et on note

G = o(Fpy, négligeables).
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Vérifier que (G;) est une filtration complete et continue a droite, que (X;) est un processus cad-
lag adapté a la filtration (G;) et constitue une martingale. Qu’en est-il du processus Y défini
par

Yy = My + (t — [t]) (M2 — Myy)

construit comme la fonction continue et affine par morceaux coincidant avec M aux instants
entiers 7

2.4 Temps d’arrét

Un temps d’arrét est une variable T' a valeurs réelles vérifiant {T' < t} € F;, pour tout
t > 0. Attention dans la définition ci-dessus a ne pas remplacer 'événement {7' < t} par
I'événement {T" = t}. Tres souvent, un temps d’arrét en temps continu aura une densité (ou
pour le moins sa loi aura une composante continue), et 1'événement {T" = t} sera négligeable.
Avec les conditions que nous avons mises sur la filtration, il sera donc dans toutes les tribus
Fs. Montrer que {T" = t} appartient a F; est donc vrai, mais n’apporte rien quant au fait que
T soit un temps d’arrét ou non!

Une petite proposition ou ’hypothese de continuité sur les filtrations intervient :

Proposition 2.13 T est un temps d’arrét si et seulement si {T <t} € F; pour tout t >0.

Preuve : Soit t > 0 fixé et supposons que pour tout s > 0, {T' < s} € Fs. On a :

{T<t} = kQI*{T<t+%}

= ﬂ{T<t+%}

E>K

L'événement {T" < t} appartient donc a la tribu Fiy )k, pour tout K, donc il appartient a
Iintersection de ces tribus, qui est la tribu ;.
Supposons maintenant que pour tout s > 0, {T' < s} appartienne a F,. On a :

{T<t}:U{T§t—%}

donc {T' < t} appartient a F;.

Proposition 2.14 Soit (M, F,)n>0 une martingale en temps discret. On suppose que Fy est
compléte. Pour tout t > 0, on pose Ny = My et G, = Fp, ot [t] désigne la partie entiere de t.

Alors (Gy) est une filtration continue a droite, (N;); est un processus cad-lag et c’est une
martingale.

Les propriétés des temps d’arrét en temps continu sont les mémes qu’en temps discret. En
particulier, le min, le max de deux temps d’arrét sont des temps d’arrét.

On définit également la tribu Fr par Fr = {A € 3;Vt > 0, An{T < t} € F;}. Comme
ci-dessus, la condition AN{T <t} € F, peut étre remplacée par AN{T <t} € F.

On peut vérifier les propriétés suivantes :
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Proposition 2.15 Soit T' un temps d’arrét par rapport a une filtration (F).

— Si T est une constante t, Fr = F;.

- Si T et S sont des temps d’arrét vérifiant T' < S presque strement, alors Fr C Fgs.

— T est Fr-mesurable.

- Si T et S sont deux temps d’arrét, les événements {T' = S}, {T < S} et {T < S}
appartiennent aux tribus Fr et Fg.

- Si T est un temps d’arrét et (M;) un processus cad-lag adapté, My est une variable
aléatoire Fp-mesurable.

Le théoreme d’arrét de Doob reste lui aussi valable :

Théoreme 2.16 Soient (M, F;) une martingale cad-lag et T et o deuz temps d’arrét a valeurs
dans R™ (et non RY U {+o00}). Si les variables aléatoires M, et M, sont intégrables et si
liminf; E(|M;|1,>¢) = 0 alors on a

E(M:1,5,|F,) = M;1,5, p.s.

Idée de la preuve : Essentiellement, on discrétise le temps en considérant (Mt(")) = (Mpg/m)

et on pose 7™ = [n7]/n et o™ = [no]/n. (Mt(”))t est une martingale en temps discret (en
tout cas, elle y ressemble beaucoup) par rapport a la filtration (Fiu/m )¢, et o™ et 7™ sont des
temps d’arrét par rapport a cette méme filtration. On peut leur appliquer le théoreme optionnel
de Doob en temps discret. Pour conclure, il reste encore a effectuer un passage a la limite a la
fois au niveau de la tribu F, et au niveau de I’espérance conditionnelle.

2.5 Martingales locales

L’intégrabilité est une hypothese forte dans la construction des martingales : certains proces-
sus ressemblent fortement a des martingales du point de vue du conditionnement mais ne sont
pas intégrables et on ne peut donc pas calculer leur espérance conditionnelle. Les martingales
locales permettent de contourner ce probleme :

Définition 2.17 Un processus cad-lag (My)i>o est une martingale locale pour une filtration
(F)i>o0 $'il existe une suite croissante de temps d’arrét (7,)n>1 tendant vers +oo et telle que
le processus (Minr, )i>0 soit une martingale. On définit de fagon similaire les sous-martingales
locales et les sur-martingales locales.

2.6 Variation quadratique

On se donne une martingale (M;, F;) de carré intégrable, c’est-a-dire que pour tout ¢ > 0,
E(M}?) est fini. On peut montrer qu'il existe un unique processus croissant noté (M) et appelé
variation quadratique de M tel que (M)y = 0 et tel que (M? — (M),) soit une martingale.

Lorsque (M,,) est une martingale discrete de carré intégrable, I'existence de (M), est claire :
en effet, posons X,, = M,, — M,,_1, Xo = My et pour tout n > 1, V,, = Z?zl XZ-Q. Les V,, sont
des variables aléatoires intégrables et F,-mesurables. On a

E(M2 — Vo Fo) = EM? +2M, X1+ X2y — Vi — X211 F)
= M;-V,
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car E(X,1|Fn) = E(M,11 — M, |F,) = E(M,41|F,) — M, = 0.

V,, est donc un processus croissant vérifiant Vo = 0 et (M2 — V},) est une F,-martingale :
c’est la variation quadratique de (M,,).

L’existence de la variation quadratique d’'une martingale en temps continu se base sur la
discrétisation du temps (voir les idées de la preuve du théoreme 2.16 d’arrét de Doob).

Proposition 2.18 La variation quadratique ((M);) est un processus Fy-mesurable et croissant.

Remarque : La variation quadratique peut tout a fait étre définie pour une martingale locale,
ou pour une martingale qui ne serait pas de carré intégrable en ajoutant une suite de temps
d’arrét ou il faut.

2.7 Convergence

Les résultats de convergence pour les martingales en temps continu sont les mémes que pour
les martingales en temps discret (cf p. 9) :
Théoréme 2.19 Soit (M;); une sous-martingale.

1. Sisup, E(M;") < oo alors My converge presque sirement vers une variable aléatoire My,
intégrable.

2. Si, pour un certain p > 1, (M) est uniformément bornée dans LP, c’est-a-dire si
sup E(‘Mt|p) < 00,
t

alors (M;) converge presque surement et dans LP.

3. Si (M) est une martingale uniformément intégrable (c.f. p.8), elle converge presque si-
rement et dans L' et on a BE(My|F;) = M;.



Chapitre 3

Mouvement brownien

1 Processus gaussiens

1.1 Vecteurs gaussiens

Définition 3.1 X = (Xl,;. ,X,) est un vecteur aléatoire gaussien si, pour tout vecteur
a=(ay,...,o,) €R", (@, X) =), apXy suit une loi de Gauss sur R.

Il y a une grande différence entre un vecteur formé de variables aléatoires gaussiennes et un
vecteur gaussien : en effet, si un vecteur est gaussien, chaque composante suit une loi de Gauss
(prendre les «; tous nuls sauf un dans la définition ci-dessus), mais la réciproque est fausse.

Par exemple : si X suit une loi de Gauss centrée et de variance 1 et si € est une variable
aléatoire indépendante de X et de loi donnée par P(e = 1) = P(e = —1) = 1/2, Y = X suit
également une loi de Gauss centrée et de variance 1 (a faire en exercice), mais X + Y ne suit
pas une loi de Gauss donc le couple (X,Y) n’est pas gaussien. Par contre si X; et X5 sont des
variables aléatoires gaussiennes indépendantes, le couple (X7, X3) est gaussien, tout comme le
couple (aX7 + bXy, cX; + dXs) pour tout choix de réels a, b, ¢ et d.

Remarque : Les variables aléatoires constantes sont considérées comme gaussiennes. En fait,
la bonne caractérisation du caractere gaussien est la fonction caractéristique : une variable
aléatoire X est gaussienne si sa fonction caractéristique est de la forme

E(exp(iaX)) = exp(iam) exp(—a?c?/2),

oll m est la moyenne et o2 est la variance de la variable aléatoire. Une variable aléatoire constante
admet bien une telle fonction caractéristique.

Cette caractérisation des variables aléatoires gaussiennes par leur fonction caractéristique
est bien plus générale et s’étend aux vecteurs gaussiens.

Proposition 3.2 Un vecteur X = (X1,...,X,) est un vecteur aléatoire gaussien si et seule-
ment s’il existe une matrice symétrique positive I' € M,,(R) et un vecteur m = (mq, ..., my)
tels que pour tout @ = (ayq, ..., a,) € R",

E (exp (i(@, X))) = E <exp (z’Zaka>> — exp (¢<a, ) — %@, ra>) |

On a dans ce cas my = E(Xy) et I'jy, = ['y; = cov(X;, Xi) = E(X;Xy) — E(X;)E(Xy). T est
la matrice de covariance du vecteur X .

14
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Remarque : Rappelons qu'une matrice M est positive si pour tout vecteur v, le produit scalaire
< v, Mv > est positif. Elle est définie positive si ce méme produit scalaire est strictement positif
pour tout vecteur v non nul. Cela n’a pas de rapport direct avec la positivité des coefficients
non diagonaux de la matrice !

La matrice de covariance et le vecteur des moyennes permettent donc de caractériser com-
pletement la loi d'un vecteur gaussien. En particulier, si un couple (X,Y) est gaussien, ses
composantes sont indépendantes si et seulement si la covariance cov(X,Y) est nulle (c’est-a-
dire si sa matrice de covariance est diagonale). C’est bien le seul cas que vous rencontrerez
ol vous pourrez conclure que deux variables aléatoires sont indépendantes en regardant leur
covariance ! Evidemment, c’est un artefact, puisqu’il faut également savoir que le couple est
gaussien.

Exercice : Montrez qu'une matrice de covariance est toujours une matrice symétrique et po-
sitive (au sens ou (v, Mv) > 0 pour tout vecteur v).

Du coté des densités : rappelons que la densité d’une loi de Gauss sur R de moyenne m et de
variance 02 > 0 est f(x) = exp(—(z —m)?/(20?))/V2702, et que la primitive de cette fonction
ne s’exprime pas de fagon simple.

Pour un vecteur aléatoire gaussien, la densité, si elle existe, s’exprime a 1’aide de la matrice
de covariance et du vecteur des moyennes :

Proposition 3.3 On considére un vecteur gaussien X = (Xi,...,X,) sur R" de moyenne
m = (mq,...,my) et de matrice de covariance I' = (I'jx)1<j k<n-
X admet une densité par rapport & la mesure de Lebesque sur R" si et seulement si I est
une matrice définie positive.
La densité est dans ce cas la fonction de n variables f donnée par
exp(—(T —m, (T —m))/2)

f@) = (27)7/2/det(T) '

Juste pour vérifier la formule de la densité, supposons que X est un vecteur gaussien formé de
variables aléatoires indépendantes centrées (pour alléger I’écriture!) et de variances non nulles
ot. Dans ce cas la densité de chaque Xy est exp(—z3/(207))/\/2707 et, puisque les variables
aléatoires sont indépendantes, la densité du vecteur X est le produit des densités :

-y _ P (= 20, 7/ (207))
f( ) (27T)n/2 Hk o '

Les composantes de X étant indépendantes, la matrice I' des covariances de X est diagonale,
et on retrouve bien I’expression de la proposition 3.3.

Définition 3.4 Une famille (X;);cr de variables aléatoires est dite gaussienne si pour tous
ne N et (iy,...,1,) € I", le vecteur (X;,,...,X;,) est gaussien.

Cette définition s’applique bien entendu aux processus.

Proposition 3.5 Soit X = (Xn),eN une famille gaussienne de moyenne m et de covariance
I'. On note
H = {(a,X),a; € R tels que (a,m) < oo et (@,'a) < oo}
Uespace hilbertien engendré par les (X,,)n>o0-
Alors toute variable Y € H est gaussienne et plus généralement, toute suite (finie ou non)
(Y,)n de H est une famille gaussienne.
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1.2 Conditionnement

Calculer une espérance conditionnelle est rarement une opération simple. Le cas des vecteurs
gaussiens est ici particulier : conditionner revient & projeter orthogonalement dans £2.

Proposition 3.6 Soit (X,Y1,...,Y,) un vecteur gaussien centré, alors l’espérance condition-
nelle B(X|Y1,...,Y,) est presque sirement égale a la projection orthogonale dans L*(P) de X
sur l’espace vectoriel engendré par {Y1,...,Y,}.

La preuve de cette proposition repose que le fait que, pour un vecteur gaussien, I'indépendance
équivaut a la nullité des covariances (et ici a la nullité de 'espérance du produit, puisque les
variables aléatoires sont centrées). Il est alors aisé de vérifier que si Z est le projeté de X sur
I'espace vectoriel engendré par les (Y;), Z s’écrit comme combinaison linéaire des (Y;) avec
comme contrainte : pour tout j, E((X — 2)Y;) = 0. Autrement dit, X — Z est indépendant des
(Y;), et on peut ainsi écrire X comme la somme d’une variable aléatoire indépendante des (Y;)
et d’une variable aléatoire mesurable par rapport aux (Y;).

Remarque : Vérifier que, sans aucune hypothese de normalité, si Z = E(X|Y) alors E((X —
Z)Y) =0, cest-a-dire que X — Z est orthogonal a Y.

En pratique, pour calculer ’espérance conditionnelle d’une variable gaussienne centrée X, on
écrit Z = E(X|Y1,...,Y,) sous la forme d’une combinaison linéaire des (Y;), dont les coefficients
sont déterminés les conditions d’orthogonalité :

Z=> aY,
i=1
Vi, B((X - 2)Y;) = 0.

Les valeurs des espérances E(XY;) et E(Y;Y;) sont fournies par les termes de la matrice de
covariance, puisque les variables aléatoires sont centrées.

Remarque : Si le vecteur n’est pas centré, on commence par le centrer en posant : X? = X —
E(X) et Y? =Y; — E(Y;). Si le vecteur (X,Y7,...,Y,) est gaussien, le vecteur (X, Y?,...,V)?)
I'est aussi et la matrice de covariance est conservée. De plus, E(X|Y7,...,Y,) = E(X) +
E(XOYY, ..., YY),

On peut également parler de conditionnement d’un vecteur par rapport a une tribu F : dans

ce cas on a simplement E((X1,..., X,,)|F) = (E(X1|F),...,E(X,|F)).

Définition 3.7 La loi conditionnelle de (Xi,...,X,,) sachant [’événement {(Y1,...,Y,) =
(Y1,--,Yn)} est la famille de mesures de probabilité p, . . sur R™ telles que, pour tout A €
B(R™) et tout B € B(R")

n

P((Xy,...,Xn) € A (Yq,....Y,) EB):/,uy1,~.,,yn(z4)d(Y1,...,Yn)(P).

Proposition 3.8 Soit (X1,..., X, Y1,...,Y,) un vecteur gaussien. On suppose que, pour tout
1 entre 1 et m,

E(X|Yi,...,Y) =) ayY; + B
j=1
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La loi conditionnelle de (X1, ..., Xm) sachant (Y1,...,Y,) = (y1,...,yn) coincide alors avec la
loi du vecteur gaussien dont la i-éme composante est

Xi — Z Ojinj + Z QY.
j=1 j=1

Exercice : Lorsque le vecteur (Xi,..., X,,,Y7,...,Y,), non nécessairement gaussien, admet,
une densité que on notera fxy sur R™™", vérifiez que la loi conditionnelle de X sachant
(Y1,...,Y,) = (y1,...,yn) admet pour densité

[y, T, Y1, Un)
f?(yb o Jyn)

(.’L’l,...,wm)—) s
ol fi est la densité de Y. Vérifiez (en commencant par la cas n = m = 1) que, lorsque (X,Y)
est gaussien centré, la loi obtenue dans la proposition 3.8 est bien la loi conditionnelle cherchée.

1.3 Convergence des séries gaussiennes

Proposition 3.9 Soit (X,,) une suite de variables aléatoires indépendantes, centrées et de loi
de Gauss. Les propriétés suivantes sont équivalentes :

1. > X, converge p.s.
2. > X, converge en probabilité.

3. >° X, converge dans L2
4. > X, converge en loi.

La proposition précédente intervient en particulier dans la construction du mouvement brow-
nien.

Remarque : Les implications 1 = 2, 3 = 2 et 1 = 4 sont toujours vérifiées (indépendamment,
du caractere gaussien de la suite).

2 Mouvement brownien

2.1 Introduction

Rappelons que [z] désigne la partie entiere d'un nombre réel x (ou plus grand nombre entier
inférieur ou égal a ).

Considérons une suite (X;); de variables aléatoires indépendantes et identiquement distri-
buées de loi donnée par P(X; = 1) = P(X; = —1) = 1/2. Remarquons que les X; sont centrées
et de variance 1 et notons Sy =0 et S,, = S,_1 + X,,, la suite des sommes partielles. Il est bien
connu que S, /n tend presque surement vers 0 (cela découle de la loi forte des grands nombres)
et que S, /y/n tend en loi vers une loi de Gauss centrée et de variance 1 (c’est le théoreme central
limite). Toujours avec le théoreme central limite, on peut voir que pour tout ¢ > 0, Spy/v/n
tend en loi vers une loi de Gauss centrée et de variance t. En utilisant une généralisation du
théoreme central limite, on peut également vérifier que si 0 < t; < --- < t; sont des instants
fixés, le vecteur (Spne,1/v/1s - - -5 St /v/1) tend en loi, lorsque n — 0o, vers un vecteur gaussien
(Vi,...,V,) centré dont les covariances sont cov(V}, Vi) = min(t;, t).
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Théoréme 3.10 (Donsker) Soit (X,,) une suite de variables aléatoires de carrés intégrables,
centrées, indépendantes et identiquement distribuées et S, la suite de ses sommes partielles.
On note 0 = var (X,,). Alors, pour tout entier k > 1 et tous réels 0 < t; < -+ < ty, le
vecteur (Spu]/v/Ms - - -, Si)/V/1) tend en loi vers un vecteur gaussien centré (Vi,...,Vy) de
covariances cov(V;, Vi) = o? min(t;, ty,).

Définition 3.11 Le mouvement brownien réel standard (ou mouvement brownien tout court)
est un processus (By)i>o tel que

1. By =0 (ou éventuellement By = z fixé)
2. Pour tous réels positifs t et s, By — Bs suit une loi de Gauss centrée et de variance |t — s|.

3. Pour tous 0 < tp < t; < --- < t,,, les variables aléatoires By, — B,,, By, — By, ...,
B, — By, _, sont indépendantes.

Remarque : Cette définition implique que le mouvement brownien est un processus gaussien.
On notera de fagon indifférenciée By, Bi(w), B(t), B(t,w).

Définition 3.12
— Lorsqu’un processus vérifie le point 2 ci-dessus, on dit qu’il est a accroissements indépen-
dants.
— Si (Xy) est un processus tel que, pour tous t > s, la loi de X; — X est la méme que celle
de X;_s — Xo, on dit qu’il est stationnaire.

2.2 Propriétés

Proposition 3.13 (B;) est un mouvement brownien si et seulement si ¢’est un processus gaus-
sien centré de covariance cov(By, Bs) = min(t, s).

Preuve : en exercice.

Proposition 3.14 (scaling) Soit (B;) un mouvement brownien réel standard et ¢ > 0 un réel.
On pose X = cBy 2. Alors (X¢): est un mouvement brownien réel standard.

Preuve : le processus (X;) est évidemment gaussien et il suffit de calculer les covariances pour
montrer que ¢’est un mouvement brownien.

Proposition 3.15 (inversion temporelle) Soit (B;) un mouvement brownien réel standard.
On pose pour tout t > 0, Z, = tBy. Alors (Zy) est un mouvement brownien réel standard.

Preuve : Le processus (Z;) est gaussien, et comme ci-dessus, il suffit de calculer les covariances.

Proposition 3.16 1. Un mouvement brownien (B;) est un processus presque stirement continu,
c’est-a-dire qu’il existe un ensemble négligeable N tel que, pour tout w & N, la trajectoire
t — Bi(w) est continue.

2. Les trajectoires du mouvement brownien sont nulle part dérivables : il existe un ensemble
négligeable N' tel que, pour tout w & N', la fonction t — B(w) est nulle part dérivable.
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2.3 Martingale et temps d’arrét

Proposition 3.17 Le mouvement brownien (Bi)i>o est une martingale continue, par rapport
a la filtration (F;) continue a droite et complétée par les négligeables définie par

]:t:ﬂ{Bs,sgt—l—e}.

el0

Preuve : 11 est clair que les (F;) forment une filtration complete et continue a droite, et que B
est Fi-mesurable. Il faut donc montrer que, pour tous t > s > 0, E(B;|Fs) = Bs.

Ecrivons B, = B, + (B; — Bs) et notons, pour tout u > 0, Z,, = Bsy, — Bs. Le processus
(Zu)u>0 est un processus gaussien centré, et la famille formée par les (B,),>0 et les (Z,)u>0
est gaussienne. Les covariances cov(B,, Z,) sont faciles & calculer et sont toutes nulles pour
r € [0,s] et u >0, ce qui prouve que (Z,),>0 est indépendant de la tribu Fs. On a donc

E(B|F,) = E(B,|F;) + E(Z,_|Fs) = Bs.

Proposition 3.18 La variation quadratique de (By)i>o est égale a t.

Preuve : Pour prouver cela, il faut montrer que (M;) = (B? —t) est une martingale. Calculons
donc E(B? — t|.F,), pour t > s > 0, en utilisant les mémes notations que ci-dessus.

E(Bt2 - t"'rs) = E (((Bt - Bs) + 83)2 |‘Fs) -t
= E(Z7,|F) + (B|F,) + 2E (B Z—| Fs) — t

On a vu ci-dessus que le processus (Z,), est indépendant de la tribu F, donc
E (2. |F,) =E(Z.,).

Par définition du mouvement brownien, Z;_, = B; — B, suit une loi de Gauss centrée et de

variance t — s. On a donc
E(Z2)=t-s.

De plus, By est une variable aléatoire Fy-mesurable donc
E(B,Z J|F.) = BE(Z | F.),
et en utilisant a nouveau l'indépendance de Z;_, et de Fj, il vient
E (Zi—s|F;s) = E(Z;-s) = E(B;) — E(B;) = 0.

Finalement, on a bien

E(B} —t|F.) = B2 — s.

I n’est pas tres compliqué de vérifier que le processus (Z,,),>0 qui apparait ci-dessus est un
mouvement, brownien indépendant de F; : la preuve est essentiellement basée sur le caractere
gaussien de ce processus et sur le calcul des covariances nécessaires (voir la preuve de la pro-
position 3.17). Ce résultat s’appelle la propriété de Markov faible. Elle est encore vraie lorsque
I'instant s est remplacé par un temps d’arrét. Elle ne I'est évidemment plus si on remplace s par
une variable aléatoire quelconque. Avant d’énoncer ces deux propriétés, quelques notations :
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— On écrira E,(f(B;)) ou P,(B; € A) pour signifier que le mouvement brownien (B;); est
issu de x; autrement dit,

E.(f(B)) = Eo(f(B, + 1)) et P.(B, € A)=Py(x+ B, € A).

Par exemple, E,(B;) = = et E,(B?) = Eo((z + B;)?) = 2> + t.

— Les expressions Eg, (f(B;)) ou Pp, (B; € A) signifient que I'on calcule les expressions
comme ci-dessus, et que l'on remplace a la fin x par B,. Autrement dit, on se donne
un mouvement brownien (B, ),>o indépendant de B, (et de son passé) et on integre uni-
quement par rapport a ’aléatoire de (E;)uzo, et pas par rapport a l’aléatoire de By. Par
exemple, Ep (B;) = B, et Ep (B?) = B? +t.

— Pour finir, si p est une mesure de probabilité, on définit E, (et similairement P,) de la
facon suivante :

E,(f(B,) = /R E.(f(B,)) du(x).

On peut utiliser ces mémes notations pour étudier la trajectoire du mouvement brownien issu
d’un point = (ou la trajectoire postérieure a I'instant s), et pas seulement des caracteres de B;.
C’est le cas par exemple lorsque 1’on étudie le premier temps d’atteinte d’une barriere A apres
I'instant s.

Proposition 3.19 (Propriétés de Markov)

1. Markov faible. Soit s > 0 fizé. Alors le processus (Bsiy — Bs)uso €st un mouvement
brownien indépendant de (B, )o<y<s, €t donc de la tribu Fs. Plus concrétement, pour toute
fonction f: R — R borélienne bornée,

E, (f(Bs+u|~’T"8) = Ep, (f(BU))
et pour toute fonction g : R* — R borélienne bornée,

d
E; (9(Bstu — Bs, Bs)|Fs) = / g(z, Bs)e_x2/(2u) x
R

o

2. Markov fort. Soit T un temps d’arrét presque siurement fini. Alors le processus (Byy, —
B.)u>o est un mouvement brownien indépendant de la tribu F.. Plus concrétement, pour
toute fonction f : R — R borélienne bornée,

Er (f(BT+U|fT) = EBT (f(BU>)

et pour toute fonction g : R* — R borélienne bornée,

d
E, (9(Bs1u — By, B,)|F,) = /R o Bye—= @) 4

o



Chapitre 4

Intégrale stochastique,
formule de Ito

Le but est ici, pour certains processus H. et une martingale continue M , de donner un sens

a I'expression
t
/ H,dBq
0

t
/ H,dM,, .
0

Les intégrales de ce type sont appelées “intégrales stochastiques”, c’est-a-dire, intégrales par
rapport a des processus stochastiques. Le probleme essentiel est que ni le mouvement brownien,
ni les martingales continues ne sont des processus a variation bornée (c’est-a-dire qu’on ne peut
pas les écrire comme la somme de deux processus monotones cad-lag et adaptés). Ces intégrales
ne peuvent donc pas se définir au sens classique de 'intégrale de Lebesgue-Stieljes.

ou

Rappels :

1. Si f est une fonction continue et dérivable, on n’a pas nécessairement

F(b) — f(a) = / £'(s) ds.

Il suffit pour que cette égalité soit vérifiée que f’ soit Riemann-intégrable sur [a, b]. Si f
est intégrable sur R, on définit une mesure (signée) en posant p(A) = [p La(s)f'(s) ds.

2. Si la fonction f est croissante (méme non dérivable) et minorée, f induit une mesure sur
les boréliens en posant, p(]a,b]) = f(b) — f(a). Cette mesure est une mesure positive, finie
sur tout borélien borné.

3. Les trajectoires du mouvement brownien ne sont pas des fonctions dérivables. Elles ne
sont pas non plus a variation bornée, ce qui implique que

ne définit pas une mesure au sens habituel du terme.

21
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Néanmoins, il est possible de définir une intégrale par rapport au mouvement brownien ou
par rapport & une martingale continue, mais dans £2(P). Nous verrons que I'on construit ainsi
un processus continu, qui est une martingale.

Notation : Pour tout couple de réels z et y, on note x A y = min(z, y).

1 Comment construire une intégrale

Rappelons comment on construit une intégrale par rapport a une mesure positive. Soit donc
{4 une mesure positive sur un espace E muni d’une tribu A.

La construction de I'intégrale au sens de Lebesgue part de l'intégrale des fonctions indica-
trices : on pose, pour tout A € A,

/E 14 dpi = p(A).

Ensuite, on construit I'intégrale d’une fonction étagée positive f : si f s’écrit

f= ZaklAka

k<n

ol a; € RT et A; € A, on pose

/Ezak].Ak d/i = Zak,u(Ak)

k<n k<n

On doit pouvoir vérifier au passage que si une fonction étagée s’écrit comme deux combinaisons
linéaires différentes d’indicatrices, la définition ci-dessus donne bien le méme résultat numé-
rique : le fait que la mesure soit positive intervient ici. En effet, si la mesure n’est pas positive,
il peut arriver qu’'un borélien de mesure finie soit la réunion de deux boréliens de mesure infinie
(I'un +o0, 'autre —o00), et il n'y a alors pas une bonne détermination de la mesure.

Puis, on montre que toute fonction mesurable positive f est la limite croissante d’une suite
fn de fonctions étagées positives et on pose

/fduzli?/fndu.

Le point a vérifier est que la limite ci-dessus ne dépend pas de la suite de fonctions étagées (qui
tend en croissant vers f). A nouveau, ce point marche mal si la mesure n’est pas positive.

Pour terminer, si f est une fonction mesurable (pas nécessairement positive), on pose [ =
max(f,0) et f~ = max(—f,0), de sorte que f = fT — f~;siona

/f+d,u<ooet /f_d,u<oo,

on dit que f est p—intégrable et on pose

[rau= [t au= [ 5 an

Remarque importante : Si F' est une fonction croissante et continue a droite, on peut définir
une mesure j positive en posant, pour tout intervalle [a, b[, u([a,b]) = F(b~) — F(a). On pourra
donc donner un sens & une intégrale du type [ f dF pour toute fonction f positive (puis
intégrable par rapport a dF'). Ce sera encore le cas si F s’écrit comme la somme d’une fonction
croissante et d’une fonction décroissante. De telles fonctions sont dites a variation bornée.
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2 Intégration par rapport au mouvement brownien

L’intégrale stochastique se définit pour les processus H qui sont F—adaptés (cf défini-
tion 2.12), ou F; est la filtration continue a droite associée au mouvement brownien. Si on veut
définir une fonctionnelle

t
H,—>/ H, dB;
0

qui ressemble a une intégrale, 'une des propriétés “inévitables” est la suivante : si H est de la
forme

Hy(w) = K(w)1ap(s),

ou a et b sont des constantes fixées et K une variable aléatoire, on doit avoir

t
/ Hs st = K(Bt/\b - Bt/\a)-
0

On remarque facilement que H est adapté si et seulement si K est JF,—mesurable.
Suivant le méme raisonnement, la fonctionnelle “intégration stochastique” doit étre additive,
c’est-a-dire que si H est de la forme

ZK W) Lia, ;((5) (4.1)

ou les K; sont F,,—mesurables et ou 0 < a; < b <ay <--- sont des constantes, on doit avoir

t n
/ H, dB, = Z Ki(Biny, — Bina,)-
0 i=1

Les processus de la forme (4.1) sont appelés des processus simples, et ils engrendrent les
processus F —adaptés. Il nous reste donc a voir que la limite au sens £? existe, moyennant une
condition d’intégrabilité sur H, pour terminer la construction de l'intégrale stochastique. Les
processus simples jouent pour l'intégrale stochastique le méme role que les fonctions étagées
pour l'intégrale par rapport a une mesure positive.

Commencons par fixer un processus simple H(w) = > K;(w)1ja, 5,((s) vérifiant

E </ H? ds) < 00
0
et calculons E([;° H, dB;)*.

En utilisant I'expression de I'intégrale stochastique d'un processus simple, on obtient :

E (/OO H, dBS)2 = Zn:E(Kf(Bbi — B.,)") +2 E(KK;(By, — Ba,)(By, — Ba,))-

j<i
Or, en conditionnant par rapport a F,,, on a :
E(KZQ(BI% - Bai)Q) = E (KEE((BZL - Bai)2|fai))
= E(K?(bi — )

= E </o Kfl[ai,bi[(s) ds>
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et

E[K;K;(By, — Ba,)(By, — Ba;)] = E [Kin(Bbj — By, )E((By,

i de)
= 0.

Fal)]

Finalement, on obtient la proposition suivante :

Proposition 4.1 Pour tout processus simple H vérifiant E([;° H? ds) < oo,

E(/OOOHSdBS>2=E(/OOOH3ds>.

On obtient donc une isométrie entre 'espace H des processus H, F;—adaptés, muni de la

norme
00 1/2
Il = (& [ 12 as)
0

et I'espace des variables aléatoires de la forme fooo H, dBs muni de la norme || X||; = v/E(X?).
Cela suffit pour prouver 'existence de I'intégrale stochastique d’un processus H, F—adapté et

vérifiant -
(%) E (/ H? ds) < 00,
0

comme limite dans £?(P) de l'intégrale stochastique de processus simples qui tendent vers H
au sens de la norme ||.||. La limite existe et ne dépend pas de la suite de processus simples
choisis, en vertu de la complétude de £L2(P).

Nous sommes maintenant en mesure d’énoncer le théoreme fondamental de ce paragraphe :

Théoreme 4.2 Soit H un processus Fi—adapté vérifiant f0+oo E(H?) ds < co. On définit un
processus N en posant pour tout t > 0 :

t
Nt :/0 HS dBS :/]RJF Hsl[o,t[(s) dBS.

N; est une martingale continue dans L*(P), de variation quadratique donnée par
t
(N); = / H? ds.
0

Preuve : 1l est clair que N est bien défini puisque pour tout ¢ fixé, E < fot H? ds) est finie. De

plus, la relation de Challes est vérifiée, c’est-a-dire que pour tous réels ¢ > u > 0, on a bien
t
N, — N, = / H, dB,.
u

Pour tout t > u, on a
t
E((N,—N,)?) =E (/ H? ds) ,

et cette quantité tend vers 0 lorsque t tend vers w. De méme si t tend vers u par valeurs
inférieures, ce qui prouve la continuité dans £L2(P).
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Si H est un processus simple, on vérifie que N est une martingale continue, de variation
quadratique

t
0
En effet, écrivons H sous la forme Hy = ) K1, 4,((1), ot a1 < by < ay < by <--- et ol les
K; sont F,,—mesurables. On a, en notant i(t) = max{i, a; < t},
N, = > Ki(Byn — Ba,).
i<i(t)

La continuité de N, est évidente, ainsi que le fait que N; est F;—mesurable. Puis, pour tout i
vérifiant a; > s, et pour tout u > a;, on obtient en utilisant le fait que le mouvement brownien
est une martingale :

E(Kz(Bu - Baz‘)

Fs> = E(E(Kz(Bu - Bai)
= E(KZ(E(BU|-F@,) - Bai)|‘F5)
= 0.

On en déduit ainsi que (V;) est une martingale.
En ce qui concerne sa variation quadratique, on procede de fagon similaire : on note

Vi= Y Kb At) = ai).
i<i(t)
On a
N} =Vi=Y " K} ((Bys— Ba)* = (bi At) +a:)) +2 > KiK;(Byn — Ba,)(Byn — Ba,)).
i<i(t) i<j<i(t)

En utilisant le fait que (B? —t) est une martingale, les conditions de mesurabilités vérifiées par
les K; et en conditionnant comme ci-dessus, on démontre alors facilement que (N? — V;) est
également une martingale.

On passe alors a la limite pour obtenir ces mémes résultats pour les processus H adaptés.

Nous allons maintenant définir I'intégrale stochatisque par rapport a une martingale continue
et de carré intégrable. Nous montrerons notammment que le processus obtenu est une martingale
continue.

3 Intégrale stochastique par rapport a une martingale
continue

On se donne une Fi—martingale continue (M;), de carré intégrable et on suppose que le
suprémum pour ¢ > 0 de EM? est fini.
Nous allons voir que, si H est un processus adapté vérifiant

E </Ooo H? d(M>S> < o0,

il est possible de définir I'intégrale stochastique de H par rapport a M.

Remarques : importantes
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1. La variation quadratique ((M);) d’une martingale continue M est un processus continu et
croissant. La fonction ¢t — (M), est alors la fonction de répartition d’'une mesure positive,
portée par R, ce qui définit de facon non ambigué I'intégration par rapport a (M);.

2. La condition sur le suprémum de EM? n’est pas restrictive car, en général, on s’intéressera
a fot H, dMj,, et la condition devient alors sup{EM?;s < t} < oo ou, plus simplement,
pour tout ¢ > 0, E(M?) < oo.

Commencons tout d’abord, comme dans le premier paragraphe, par étudier I'intégrale sto-
chastique d'un processus simple. Soit @ > 0 fixé, et K une v.a. bornée JF,—mesurable et
H(s) = K1jp(s). On définit naturellement

t
Nt - / Hs dMs - K(Mt/\b - Mt/\a)~
0

Nous allons calculer, comme dans le cas du mouvement brownien, et toujours pour un processus
simple, E(N?). On a le lemme suivant :

Lemme 4.3 (i) (N¢)i>o est une martingale continue,
(it)ENS, = B (K*((M), — (M)a))
¢
(iii)  (N) = / K1 4(s) d(M)s.
0

Preuve : du lemme 4.3(i). La continuité et I'intégrabilité de IV; sont évidentes. Pour montrer
que (Ny)i>o est une martingale, fixons s < t et montrons que E(N;|F;) = N;. Il y a six cas a
faire suivant les valeurs respectives de s et t par rapport a a et b.

Par exemple, si s <a <t <b,ona N, =K(M,— M,), d’ou, en conditionnant par rapport
a Fo, E(Ny|Fs) = E(KE(M, — M,|F,)|Fs) = 0 = N,. Les autres cas sont similaires.

(ii). Pour tout t > b, N; est égal a K(M, — M,). On a donc
E(N2) = E(K*(M, — M,)*) = E(K*E(M; + M7 — 2M,M,|F,)).
En utilisant le fait que M? — (M) est une martingale, on obtient

E(M? + M? = 2M,M,|F,) = E(M? — (M)y|F,) +E(M)y|F,) + M? — 2M,E(M,|F,)
= M?— (M), +E((M),|F,) — M
= E({(M)y — (M)q|Fa).

On conclut que E(N2) = E(K2((M), — (M),)).

(iii). La derniere assertion consiste a vérifier que N? — [ K211, 4(s) d(M), est une martin-
gale, ce qui se fait en distinguant les positions relatives de ¢, s, a et b.

Le lemme suivant permet de justifier que si on considere une suite de processus simples qui
vérifie le critere de Cauchy (pour une certaine norme), la suite des intégrales stochastiques est
également de Cauchy :
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Lemme 4.4 St H" est une suite de processus simples tels que

lim E (/OOO(H;‘ — H™)? d(M)s) =0

n,Mm—00

alors
lim Esup(N" — N")? = 0.

n,m—00  ¢ooo

Preuve : du lemme 4.4. Soit H = ) K;1y,, 5, un processus simple. On définit Ny = fg H, dM,
par linéarité. D’apres le lemme 4.3, N, est une somme de martingales de carré intégrable, donc
une martingale de carré intégrable. On peut lui appliquer I'inégalité de Doob et on obtient :

E (sup Nf) < cE(N2),
s>0

ol ¢ est une constante positive. Un calcul simple montre que

BIV) = B (K20~ (0),)) =B ( [ 122 don).).

Si on applique ce résultat au processus simple H™ — H™, 'intégrale stochastique obtenue
est N* — N™ et on obtient le résultat souhaité.

Il nous reste maintenant a passer a la limite pour définir I'intégrale stochastique d’un pro-
cessus adapté H.

Théoreme 4.5 Soit H un processus adapté vérifiant

E(/OOOHf d(M)S) < o0

et H™ une suite de processus simples vérifiant

lim E (/OOO(H;? — H,)? d(]\/[>3> = 0.

Alors NI converge uniformément pour s > 0 dans L* vers une limite notée Ny. Le processus
N, est une martingale continue et ne dépend pas de la suite H,,. On a

(N, = /Ot H2 d(M), pos..

Preuve : D’apres le lemme 4.4, N™ est une suite de Cauchy pour la norme £? du suprémum,
elle converge donc dans £2 et on peut extraire une sous-suite qui converge presque-siirement
uniformément pour s > 0. Les martingales N]' étant continues, on en déduit alors que N est
continu sur R,

Fixons s < t et étudions E((EN}'|F, — ENy|F;)?). On a
E((EN|F, — EN|F)*) S B(E(N] — Np)*|F) = B(N — Ny)*.

Le membre de droite tend vers 0 lorsque n tend vers +o0o et le membre de droite est égal a
E((N — EN,|F,)?). On a donc, en passant a la limite : E(N;|F;) = N, p.s..

Il est trivial que la limite ne dépend pas de la suite de processus simples choisis, et la derniere
assertion s’obtient par passage a la limite.
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4 Généralisations

La construction de l'intégrale stochastique décrite dans les paragraphes précédents permet
d’affirmer que, pour toute martingale (M;) de carré intégrable et pour tout processus adapté

(H;) tels que, pour tout t > 0,
t
E (/ H? d<M)s) <o
0

t
Nt:/ Hg dM;
0

le processus (N;) défini par

est uen martingale de carré intégrable et de variation quadratique

i) = [ 2 aqany

Nous allons maintenant affaiblir les conditions portant sur les processus (M;) et/ou (H;).

4.1 Processus adaptés quelconques

Le premier pas est de généraliser I'intégrale stochastique a des processus adaptés vérifiant

o0
/ H? d{M)s < 00 p.s.
0
mais pour lesquels la quantité ci-dessus n’est pas intégrable. Dans ce but, considérons les temps
d’arret
t
Ty — inf{t > 0 : / H2 d(M), > k),
0

et définissons

t t
N, = / H, dM, = / Hy dMpg, sit < Ty
0 0

Comme d(M) 7, = 0 pour s > Ty, la martingale M., et le processus H vérifient la condition
d’intégrabilité nécessaire. Lorsque k — oo, T, — oo : on définit ainsi fg H, dM, pour tout t
positif, et la définition obtenue est consistante.

Le processus (/NV;) est alors une martingale locale, localement de carré intégrable.

4.2 Martingales locales ou de carré non intégrable

On se donne une martingale locale continue (M;), sans condition d’intégrabilité. On considere
ici les temps d’arrét Sy = inf{t, |M;| > k} et on définit comme précédemment

t t
/ H, dM, = / H, dM,s, it < Sy
0 0

On obtient la méme conclusion que dans le paragraphe précédent.
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4.3 Intégration par rapport a des semi-martingales continues

Définition 4.6 Une semi-martingale (X;)i>o est un processus de la forme X, = M, + Ay ou
M est une martingale et A est un processus adapté a variation bornée, c’est-a-dire que A est
la différence de deux processus monotones.

NB : Cette décomposition, appelée décomposition de Doob-Meyer, est unique
pour une large classe de semi-martingales, pour peu que ’on impose Ay, = 0.

Considérons une semi-martingale continue (X;); = (My+A;);. (As)s étant a variation bornée,
on peut définir “proprement” (au sens de Lebesgue—Stieljes) I'intégration par rapport a dAs. On
pose alors, pour tout processus adapté H tel que [ H2 d(M), + fot |H||dAs| < o0,

t t t
/ H, dX, = / Hg dM; +/ H, dA,.
0 0 0

Remarque : La variation quadratique de X est, par définition, égale a celle de M. Prendre
garde a ne pas confondre la partie a variation bornée de X et sa variation quadratique.

Une autre facon d’écrire une semi-martingale continue est d’écrire une équation du type
dXs = dM;+ dA,

ou
dXs = f(Bs)st + g<Bs)dS

Une telle équation s’appelle une équation différentielle stochastique (ou EDS). Nous ne
nous intéressons pas ici aux conditions d’existence des solutions d’une EDS.

5 Formule de Ito

5.1 Enoncé

La formule de It6 est une formule de changement de variable dans une intégrale stochastique.

Théoréme 4.7 Soit (M;) une martingale continue et f une fonction de classe C* sur R. On a
alors presque surement :

(M) — F(My) = / F(M) aM, + L / F7(M,) d(M),
| AL = (L) M, + L 0n) aa),

Un exemple important est le cas ou M est le mouvement brownien réel issu d’un point
x € R. On obtient le corollaire suivant.

Corollaire 4.8 Soit (B;)i>o un mouvement brownien réel issu d’un point x € R. On a, pour
toute fonction f de classe C?,

1(B, /f dB+/f”

d(f(B.)) = f'(B.) dB,+ % (B, ds.

ou encore !
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Exemple : En prenant pour f la fonction f(x) = 22, on obtient :

t
M? = M3+ 2/ M dM + (M),.
0

Exercice : Soit f une fonction de classe C? et M, la martingale définie par I'intégrale stochas-
tique suivante :

t
Mt:/ HdB;.
0

Ecrivez la formule de It6 pour f(M,).
Dans un souci de concision, la preuve de la formule d’Ito, longue et tres technique, n’est pas
donnée dans ce poly.

5.2 La formule de It6 pour les semi-martingales

Rappelons que si X est une semi-martingale continue, X = M + A ot M est une martingale
continue et A un processus continu a variation bornée, et (X) est par définition égal a (M).

Théoréme 4.9 Soit X une semi-martingale continue et f une fonction de classe C*. On a

! !/ 1 ! 1
10 = £ = [ px) axoe 5 [,
ce qui s’écrit aussi :

A(F(X) = F/(X) dX. + 5 f/ (X)X, = F/(X0) dM, 4 F/(X) dA,+ 3 /(X)d(M),.

Attention : Ne pas oublier le terme de variation quadratique d{X)s, en particulier lorsque la
semi-martingale est donnée sous la forme d’une équation différentielle stochastique!

Exercice : Soit g une fonction de classe C? et convexe. Ecrivez la formule de Ito pour g(By), ou
B; est un mouvement brownien, et déduisez-en la décomposition de Doob-Meyer de g(B;) (i.e.,
écrivez g(B;) sous la forme d’une martingale additionnée d’un processus a variation bornée).
Ecrivez les deux formules de It6 possibles pour f(g(By)), pour une fonction f de classe C2.

5.3 La formule de Ito dans R

Notation : Si M et N sont deux martingales de carré intégrable, on définit le « crochet croisé »
de M et N par (M,N); = ((M + N); — (M) — (N);)/2. On vérifie alors que (M;N; — (M, N););

est une martingale.

Exercice : Calculez les crochets (M, M), et (By, By) ou By et By sont deux mouvements
browniens indépendants.

Exercice : Vérifiez que si M et N sont deux martingales indépendantes et suffisamment in-
tégrables, par rapport a la filtration F, = o{M,, Ny, s < t}, (M;N;) est une martingale et en
déduire que (M, N); =0 p.s.
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Exercice : Soient (M;); et (IV;); deux martingales continues par rapport a la méme filtration
et (K;); et (Hy); deux processus adaptés. On note X; = fo H,dM etY, = fo K, dN,. Montrez,
en commencant par le cas ou H et K sont des processus simples, que

<X,Y)t:/ H,K, d{M, N),.
0

Théoréme 4.10

1. Soient f une fonction de classe C* sur R et M = (M*Y,..., M%) un d-uplet de semi-
martingales continues. On a alors

F(M,) — f(My) = Z / af ) dM! + Z / o axj L) d(M?, M),

2. Soient f une fonction de classe C* sur R? et (Bt)i>0 un mouvement brownien sur R?. On
a alors

FB— 1) = [ VrBgan+ [ sss

ou

Vi = (ifa_f)

(9961 (%d
_ of i
Vf(B,) dB, = Za:m( ,) dB!
d
02 f
Af = 53

Exemple : Soient X et Y deux martingales continues. On a

t t t
Xﬁft:/ stXS+/ X, dYs+/ d(X,Y)s,
0 0 0

c’est-a-dire que X;Y; — (X,Y); est une martingale.
Exercice :

1. Montrez directement puis en utilisant la formule de It6 que (exp(AB; — A\?t/2)); est une
martingale, pour tout réel \ fixé.

2. Soit T, = inf{t, B; = a}. Déduisez de 1) et du théoreme d’arrét de Doob que Eg exp(—aTy,) =
exp(—av2a).

5.4 Formule de Black et Scholes

La formule de Black et Scholes est une application de la formule d’It6 aux marchés financiers.

On étudie un marché financier avec :

— Un actif sans risque dont le prix X (t) vérifie dX(¢) = r X(¢) dt, et X(0) = X ot X et
r sont des constantes.
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— Un actif risqué dont le prix (S(¢)) vérifie dS(t) = S(t)(b dt + o dB;) et S(0) = Sy, ou S,
b et o sont des constantes et (B;) est un mouvement brownien standard.
On peut vérifier (avec la formule de It6 en ce qui concerne (S;)) que 'on a :

X; = Xpe et Sy = Spe?Betb=a?/2)t,

Le processus (S;) est un mouvement brownien géométrique.

Un portefeuille est un couple (o, 5;) de processus aléatoires adaptés a la filtration du mou-
vement brownien, représentant respectivement les unités d’actif risqué et d’actif sans risque
détenus a l'instant t.

La valeur du portefeuille a I'instant ¢ est

Vi = apSy + B Xy
L’hypothese d’autofinancement standard se traduit par :
(dOét)St + (dﬁt>Xt = 0

Elle signifie qu’on ne rajoute ni ne retire de 'argent du portefeuille. On la retrouve facilement
en discrétisant le temps et en décomposant le mode d’établissement du portefeuille en deux
temps : le prix des actifs évolue pendant un certain laps de temps (par exemple une journée),
avec une composition constante du portefeuille. Le soir, alors que la bourse est fermée, le trader
reconstitue son portefeuille avec des nouvelles valeurs oy 1, B¢11, en conservant la valeur globale
du portefeuille.

La formule d’Ito permet d’écrire

d‘/; = Oétdst + ﬁtht

ou encore, en remplagant dX; par r(V; — a;S;) dt :

d‘/;g = Oétdst + T(‘/:f — Oétst) dt.
Finalement, on a donc :

d‘/; = T‘/tdt + Oét(dSt — TSt dt)

Prenons maintenant un acteur financier qui propose un produit basé sur (S;), arrivant a
maturité en T, proposant alors un flux A(Sr). Il cherche & couvrir son risque en composant un
portefeuille comme-ci dessus. L’objectif recherché est donc de trouver une stratégie de porte-
feuille autofinancant pour laquelle le bilan perte/profit final (a I'instant 7") soit nul. On cherche
ainsi deux fonctions (et non processus!) v et o définie sur R™ x R telles que

dv(t, Sy) = v(t, Sy)r dt + a(t, S;)(dS; — rSidt) et (T, Sr) = h(Sr).
On a alors le théoréme suivant :

Théoreme 4.11 Soit h une fonction continue, a croissance au plus linéaire, pour laquelle
IEDP suivant admet une solution régquliére v(t, x) sur 0, T[x[0,4o0] :

szl (t, @) + ravl(t,z) + v (t,z) — ro(t,z) = 0
v(T,z) = h(x)

Le flux h(St) est alors duplicable par un portefeuille dont la valeur a l'instant t est v(T,S;), et
dont la composition est donnée par oy = v, (t, ;) et By = (Vi — a.Sy)/ Xy
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5.5 Formule de Girsanov

Le but de la formule de Girsanov est, par un changement de mesure de probabilité, de
transformer un processus en une martingale.

Avant tout, quelques notations : on se donne deux mesures de probabilité P et Q sur (€2, ),
que 'on suppose équivalentes, c’est-a-dire qu’il existe une densité « dans les deux sens ». On
notera « la densité de Q par rapport a P : dQ(w) = a(w) dP(w) et a est X-mesurable. On se
donne également une filtration continue & droite (F;);. On notera P; et Q, les mesures P et Q
restreintes a F; et oy I'espérance conditionnelle (sous P) de « :

ay — EP(OK‘.Ft).

Proposition 4.12

1. oy est la densité de Q, par rapport a Py :

_dq,
dP,’

ay

2. Un processus (Y;) est une martingale pour Q si et seulement si (o;Y;) est une martingale
par rapport a P.

Preuve du point 1. Soit A € F;. On a

/ 1404 dP;, = / 1404 dP  [mesure restreinte]
= / 140 dP  [espérance conditionnelle]
— / 14 dQ [densité]
- / 14 dQ, [mesure restreinte]

d’ou le résultat.

Preuve du point 2. Soit (Y;); une Q-martingale. Fixons A € F;, pour s < ¢. Il faut montrer que

Ep(1404Y;) = Ep(1a0,Y5).
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Ep(liaY;) = / 1Yy dP
= / 14Y;a; dP;  [restriction]
- / 1,Y; dQ, [densité]
= / 14Y; dQ [restriction]
= / 14Y; dQ [Yest une Q-martingale]

= / 14Y; dQ, [restriction]
= / 14Ysa5 dPs  [densité]

= / 14Ysas dP - [restriction]

Théoréme 4.13 (Formule de Girsanov) Soit (X;); une P-martingale. On note A; le pro-
cessus a variation bornée suivant :

A

“1
At:/ — d<Oé7X>S
0
Alors (X — Ay) est une Q martingale.

Preuve : Appliquer la formule de It6 a la fonction f(z,a,a) = a(z — a).

Application : Soit (X;) une P-martingale. On se donne une fonction bornée b. On cherche une
mesure Q telle que (X; — f(f b(X;) d(X)s) soit une Q-martingale.
En pratique, on cherche une densité « telle que

/Otb<Xs> d{X), = /M

A

On écrit a4 sous la forme
t
oztzl—i—/ H, dXs.
0

On a alors

ce qui induit

<avX>t:A Hs d<X>s
H

S
— =b;.
Os

On obtient donc une équation intégrale sur « :
t
ap—1= / b(Xs)as dXs.
0

On remarque alors que si Y; = fg b(Xs) dXs, ap = exp(Y; —(Y;)/2) est solution de cette équation
intégrale.
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