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Processus stochastiques : �che no 2

Exercice 1 :
1. Soient (Xn)n≥0 une Fn�martingale et p ≥ 1. On suppose que pour tout n, Xn ∈ Lp. Montrer que

(|Xn|p)n≥0 est une sous-martingale.
2. On considère une martingale (Xn) par rapport à une �ltration Fn et N un temps d'arrêt pour cette

�ltration. Montrer que (XN∧n)n≥0 est une martingale.
3. On suppose que (Xn) et (Yn) sont deux Fn�surmartingales et que N est un temps d'arrêt véri�ant

p.s. : XN ≥ YN . Montrer que Zn = Xn1N>n + YN1N≤n est une surmartingale.

Exercice 2 : Inégalité de Doob-Kolmogorov. Soit (Mn) une Fn�martingale à valeurs réelles et de carré
intégrable. Montrer, pour tout ε > 0 l'inégalité suivante :

P(max
k≤n

|Mk| > ε) ≤ 1
ε2
EM2

n.

Exercice 3 : Une urne contient une boule noire et une boule rouge. À chaque tirage, on tire une boule, on
note sa couleur et on la remet dans l'urne accompagnée d'une boule de la même couleur et on recommence.
On note Rn le nombre de boules rouges après le nième tirage.

1. Montrer que Rn/(n + 2) est une martingale (on précisera pour quelle �ltration).
2. En déduire que le quotient du nombre de boules rouges et du nombre de boules noires converge presque

sûrement.
3. Soit T le nombre de boules rouges tirées avant de tirer la première boule noire. Montrer que T + 1 est

un temps d'arrêt et en déduire que E(1/(T + 3)) = 1/4.

Exercice 4 : Soit Xn : (Ω, Σ,P) → R une suite de vaiid intégrables. On note Sn = X1+ · · ·+Xn, Tn = Sn/n
et Fn = σ{Sn+1, Sn+2, . . .}.
Montrer que E(Tn|Fn) = Tn+1. (On dit alors que Tn est une martingale rétrograde.)

Exercice 5 : Soit (Xn){n≥0} une sous-martingale par rapport à une �ltration Fn. On se donne deux nombres
réels a et b, a < b, et on note

N0 ≡ 1 p.s.
et pour k ≥ 1, N2k−1 = inf{m > N2k−2, Xm ≤ a}

N2k = inf{m > N2k−1, Xm ≥ b}
1. Montrer que les Nj , s'ils sont p.s. �nis, forment une famille de temps d'arrêt.
2. Montrer que Yn = (Xn − a)+ est une Fn�sous�martingale.
3. On note Un le nombre de �traversées� de l'intervalle [a, b] par Xk avant l'instant n, c'est-à-dire,

Un = sup{k,N2k ≤ n}.
Montrer que Un représente également le nombre de traversée de l'intervalle [0, b − a] par Yk avant
l'instant n.

4. On dé�nit, pour tout m ≥ 0, Hm par : Hm = 1 s'il existe un entier k tel que N2k−1 < m ≤ N2k et
Hm = 0 sinon. On note

Zn =
n∑

m=1

Hm(Ym − Ym−1).

Montrer que (b− a)Un ≤ Zn.
5. Montrer que Yn−Zn est une sous-martingale et conclure que (b−a)EUn ≤ E(Xn−a)+−E(X0−a)+.

6. On suppose de plus que supEX+
n < ∞. Montrer que U = limUn existe et est presque sûrement �ni.

En déduire que pour tous réels a < b, on a

P(lim inf Xn ≤ a < b ≤ lim supXn) = 0.

7. Conclure �nalement que Xn converge presque sûrement.


