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Un mouvement brownien sur R? est un d-uplet formé de d mouvements browniens réels indépendants.

Exercice 1 : Temps de sortie d’un anneau

1. Soit B, = (X, Y;) un mouvement brownien sur R?, issu de (z,y) € R?. On notera F; sa filtration
naturelle. Pour tous 0 < r < R, on notera

S, = inf{t > 0,||B;| = r} et Sg = inf{t > 0,||B|| = R}

On pose encore T = min(S,, Sg).
(a) Montrer que T" est un temps d’arrét.

(b) En utilisant la formule de Ttd, montrer que le processus log(X? + Y;?) est une martingale
par rapport a la filtration F;.

(c¢) Déduire des deux questions précédentes la valeur de P, (S, < Sg).
(d) Qu’obtient-on lorsque R — oo ?

2. On considére maintenant un mouvement brownien (B;) sur R, d > 3, issu de z € R%. On notera
a nouveau S, le premier temps d’atteinte de la sphére de centre 0 et de rayon r. Reprendre les
questions précédentes, en remplacant la deuxiéme par : montrer que || B;]|>~? est une martingale.
Que conclut-on maintenant ?

Exercice 2 : Une autre formule de Ito. Soit X = M + A est une semi-martingale dont la partie
martingale est M. On notera Y; = (X);. On rappelle que (X); = (M), et qu’il en va de méme pour
les crochets croisés de deux semi-martingales.

1. Calculer (Y); et (X,Y),.

2. En utilisant la formule de 1t6 pour les semi-martingales, montrer que, pour toute fonction
f:R?* = R de classe C?, on a

FX (X)) = f(X0,0)+ / D, f(X., (X),) dX, + / Daf (X, (X)) d(X),
+3 | Dusx (0. ),

3. Montrer que si (B;) est un mouvement brownien issu de 0, (B} —t), (B —3tB,), (B} —6t B +3t?)
sont des martingales.

4. Pour un réel non nul a fixé, on note 7 = inf{t > 0,|B;| = a}. Calculer Eo(7) et Eq(7?) a laide
du théoréme de Doob.

5. Soit (X;) une martingale continue. Montrer, avec la formule de Tt6 que exp(X; — (X);/2) est
une martingale.

6. Qu’obtient-on dans le cas ou (X;) est un mouvement brownien réel (B;), ou encore lorsque
(X:) = (ABy) ? Retrouver ce résultat directement.

7. Soit T, = inf{t, B; = a}, ou (B;) est un mouvement brownien issu de 0. Montrer que pour tout
A >0, Egexp(—AT,) = exp(—aVv2))

8. On note 9,(A) = Eg(exp(—AT,)) (avec les mémes notations que dans les questions précédentes).

(a) En utilisant la propriété de Markov forte, montrer que
Ej exp(—AT,) = Eo(exp(—=AT)1p, ) + Eo(exp(—=AT)t2,(A)1p - ).

(b) Montrer que 7 et B, sont indépendants.
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(c) En déduire que 9, (A) = (1 4 19,(N))Eg(exp(—AT))/2.
(d) En déduire la valeur de Egexp(—A7).

Exercice 3 : Partie A. Soit (M, F;):>0 une martingale continue, de carré intégrable et vérifiant
My = 0 p.s.. On suppose que sa variation quadratique de (M;);, notée comme d’habitude (M),, est
strictement croissante et que lim; .., (M), = co. Le but de cette partie est de montrer qu’il existe un
mouvement brownien réel (X;) tel que My = Xuy),.
1. On note, pour tout u > 0, 7(u) = inf{t > 0, (M); > u}. Expliquer pourquoi 7(u) est un temps
d’arrét pour tout w fixé.
2. Montrer que, pour tout u > 0 fixé, P(7(u) < c0) = 1.
3. Montrer que, presque sirement, la fonction © — 7(u) est continue et strictement croissante.

4. On pose, pour tout v > 0, X, = M,). Déduire de la question précédente que, presque
strement, (X, ),>0 est un processus continu.

5. On suppose que les hypothéses du théoréme de Doob sont remplies. En déduire que E(X,|F()) =
Xy, pour tous 0 < v < w.

6. Montrer de méme (sans vérifier les hypothéses nécessaires) que (X2

G — Wy>o est une Fr(y)—
martingale.

7. Conclure que (X, ),>0 est un mouvement brownien réel.

Partie B. Soit (X;,Y})>0 un mouvement brownien sur R?, tel que (X, Yy) = (1,0). On écrit
(X¢,Y;) sous forme polaire, c’est-a-dire que 'on note R; = /X? + Y? et on définit le processus
angulaire Z; par Zy = 0 et Z; = arctan(Y;/X}), ot on choisit une détermination continue de 1’angle.
On aura alors X; = RycosZ; et Y; = RysinZ;. On note ensuite p, = InR;, = %ln(Xt2 + Ytz)
L’événement {3t € RT, X; = Y; = 0} étant de probabilité nulle, les processus (p;)i>0 et (Z)i>o sont
bien définis et sont continus.

On rappelle que la dérivée de arctanu est égale a u’/(1 + u?).

1. Soit f : R* — R une fonction de deux variables. Ecrire la formule de Tt6 pour f(X,,Y;). En
déduire une forme intégrale de (f(X,Y))).

2. En déduire que (p;)r>0 est une martingale.

3. Donner une forme intégrale de (p);.

~ Xs dYS - Y:s dXs . .
4. Montrer que Z; = Ot X211 coincide avec Z;. En déduire que (Z;)t>o est une mar-
S S

tingale.
5. Montrer que (p); = (Z);.
6. Calculer (p, Z);.

7. On considére les instants o définis par o; = 0 et pour tout n > 1,
O9on = mf{t > O'anl,Rt < 1/2} et Oon+1 = mf{t > UZnaRt > 1}

On rappelle que les instants oy sont tous presque stirement finis. Montrer en utilisant la propriété
de Markov que les variables aléatoires (0a;,4+1 — 02, )n>1 forment une suite de variables aléatoires
indépendantes et identiquement distribuées.

8. Montrer que [, ds/R? > > st (Tang1 — 02n).
9. En déduire que lim; . (p); = +00 p.s..
10. On note 7(u) = inf{¢, (p); > u} et Wi = Pr(u)s AR Zr)- La partie A (question 7) permet
d’affirmer que les processus Wi et Wi sont des mouvements browniens. D’apres la question
B6), que vaut (WMH W), 2

11. Conclure que le processus (qul), W1£2))u20 est un mouvement brownien sur R



