118

Chapitre 1 : Introduction a LAnalyse Numérique
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@ Définition

Lanalyse numérique est la conception et I'étude d’algorithmes pour
obtenir des solutions a des ensembles d’équations issus de modeles
issus de la physique, de la biologie, de la finance ...

© Motivations :

o Recherche et développement : études expérimentales colteuses

o Les modéles considérés sont composés d’ensemble d’équations dont
on ne sait pas déterminer de solutions explicites

e Proposer une solution approchée, calculée a 'aide de I'ordinateur.

© Développer des algorithmes efficaces

e Convergence et stabilité de la méthode numérique
e Co0t algorithmique
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Plan du cours

@ |Introduction a I'analyse numérique
© Interpolation et approximation

© Intégration numérique

© Résolution de systémes linéaires
© Equations non linéaires

Q@ Equations différentielles ordinaires
@ Equations aux dérivées partielles



Quelgues exemples

Mouvement du pendule

@ Equation
’ | 0" (t) + 5—,’sin(9(t)) =0,
6(0) = 6o, 6'(0) = 64

@ Solution exacte ?

@ Solution approchée pour 6 << 1

g'(t) + 96(t) = 0,
{0(1‘) = 6o cos(ﬁt) + \E% sin(ﬁt)

@ Utiliser une approximation numérique de la solution !



Quelgues exemples

Calculer les racines du polynéme p(x) = ax® + bx + ¢

»>»> a = 10A(-20);
> b =1;
==l
»> x1 = (-b + sqrr(bA2 - 4*a*c))/(2*a)
x1l =
0
»> ¥2 = (-b - sqrr(bA2 - 4*a*c))/(2*a)

X2 = -05

-1.0000e+20 N




Quelques exemples

Temps de calcul pour I'inversion d'une matrice

54
== N = 2A10
N =
1024
=> N = 2A10;
== A = rand(M,N):
== tic;
AAC-1)5
toc

Elapsed time is 1.033932 seconds.
== B = rand{2*N,2*N);

== tic;

BAC-1);

toc

ETafsed time is 9.313878 seconds.
=
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ﬂ Représentation des réels sur l'ordinateur

9 Conditionnement, stabilité et complexité



Représentation des réels en base b

@ Tous nombre réel x peut étre représenté sous la forme

x =+mb*®, avec b>2.

@ avec la mantisse m:
m=mb' +mb?+., et me{01,.,b-1}
o etl'exposant e :
e=eb’ +eb' +..6,1b5", avec seN

@ Représentation unique ?
@ Ordinateur : mémoire finie !

o La mantisse est tronquée au bout de r chiffres,
e Valeur maximale pour s



Le standard IEE (754-1985)

@ Float double précision : utilisation de 8 octets ( 64 bits ), b = 2

F

Signe: 1 bit e: 11 bits m : 52 bits
@ Pour la mantisse : utilisation de 52 bits
m=2"4+m272 4+ mg22 + ... 4+ msz2~%,
@ Pour I'exposant : 11 bits : e € [-1022, 1025] avec
e=co2%+ci2' + ... +¢102"° - 1022, avec ¢ €{0,1}

@ Les valeurs e = —1022 et e = 1025 sont réservées a la
représentation de 0 et de Inf

@ On appelle F 'ensemble fini de ces nombres



Exercices

Exercice

Calculer Xmax le nombre le plus grand de F et Xposmin, le nombre positif le
plus petit de F

Exercice

Proposer deux algorithmes pour déterminer respectivement une
approximation numérique de Xmax €t Xposmin

| A




Erreur d’arrondi

@ Seuls les éléments de F sont autorisés

@ Un nombre réel x + m 2%, m = 0.1mams... pour Xposmin < IX| < Xmax
est arrondi de la maniére suivante

0.1 m2...m532e Si Ms4 = 0,
(0.1mp...ms3 +275%)2¢ si msy =1,

rd(x) = sign(x){

Calculer le nombre le plus petit tel que rd(x + 1) > 1 et proposer un
algorithme pour retrouver numeériquement ce nombre




Erreur arrondi

° Sl Xposmin < IXI < Xmaxx, a|0rS
o Lerreur d'arrondi absolue est

1
Ix — rd(x)| < E2*532"’.

@ Lerreur d’arrondi relative est

X — rd(x)
X

12-530¢
— < 2—53 ~ 10—16
=27 m2e =
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ﬂ Représentation des réels sur l'ordinateur

9 Conditionnement, stabilité et complexité



Conditionnement d’un probléme numérique

Definition
Le conditionnement représente la sensibilité du résultat par rapport a de
petites variations des données ...

On dit qu’un probléme est

- bien conditionné si une petite variation des données entraine une petite

variation du résultat
- mal conditionné si une petite variation des données entraine une grande

variation du résultat )

Exemple : soitf: R - R
@ Développement de Taylor

f(x + 0x) = f(x) + f'(x) * 6x + 0(dx)
8f := f(x + 6x) — f(x) = f'(x)0x

@ Conditionnement
of x  xf'(x)

fox  f(x




Conditionnement des opérations arithmétiques

élémentaires

@ Soit f € C?(R",R). Quel est le conditionnement de f ?
@ D’apres le développement de Taylor de f,

n
of
6f = f(x + dx) — f(x) = § 20t 0(I6x/?).
i=1

@ Le conditionnement est donc déterminé par les nombres

o of Xi
' ax f(x)

Calculer le conditionnement de I'addition et de la multiplication I




Stabilité d’un algorithme

Definition

La stabilité d’'un algorithme se réfere a la propagation des erreurs au cours
des étapes du calcul, a la capacité de I'algorithme de ne pas trop amplifier
d’éventuels écarts, a la précision des résultats obtenus.

Exemple : I'algorithme qui calcule les racines du polynéme
p(x) = ax? + bx + ¢ basé sur les formules

. —b + Vb2 —4ac N —b - Vb2 —4ac
1= , Xo =
2a 2a

s’avére instable en pratique : exemple aveca =107, b =1,c =1

Proposer un autre algorithme plus stable \




Complexité algorithmique

Definition (Colt algorithmique)
Nombre d’opérations élémentaires effectuées par I'algorithme (+, *, sqrt,
puissance ...)

Exemple : Evalutation du polynéme p(x) = %7, aix' :

e Nombre de multiplications : 3.7, i = "(";1)

@ Nombre d’additions : n
@ Codt algorithmique — O(n?)

Definition

O(nk) — co(t polynomial
O(a") — colt exponentiel
O(n!) — codt factoriel




Complexité algorithmique

Exemple : Evalutation du polynéme p(x) = X1, aix' :

@ Schéma de Horner
p(x) = a0+ x (a1 + x (az + x (...an)))

@ Codt algorithmique ?
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Chapitre 2 : Interpolation et approximation



A partir d’'un ensemble de points {(x;, yi)}i:O:n’ on recherche dans un 2

espace de fonctions,

Interpolation : une fonction s qui interpole les noeuds (x;, i),
s(x))=yi, Yi=0:n

Approximation au sens des moindres carrés : une fonction s qui

minimise I'énergie,
n
2
Z lyi — s(xi)l
i=0



Exemples d’interpolation : o

fig: Interpolation polynomiale, linéaire par morceaux et spline

Exemples d’approximation au sens des moindres carrés :

fig: Régression linéaire, quadratique
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0 Interpolation polynomiale

© Interpolation polynomiale par morceaux

© Approximation au sens des moindres carrés



Interpolation polynomiale :

Définition
On note P, I'ensemble des polynémes réels de degré n

P, = {p(x) ; p(x) =ao+ arx + aX? + ..+ a,,x”}

avec aj € R

On recherche un polynéme p, € P, tel que pour tout i =0 : n,

pn(Xi) = Yi.

Théoreme
Il existe un unique polynéme p, € Py, qui interpole les noeuds {(Xi, yi)}i_o.p-




Polynéme d’interpolation de Vandermonde :

On souhaite trouver un polynéme de degré 2 qui interpole les noeuds

{(=1.2),(0,3),(1,6)}.

On cherche le polyndme p. sous la forme pa(x) = ap + a1 x + axx? tel que
p2(—1) =2, p2(0) = 3 et po(1) = 6. Alors

pg(—1):2 a—-at+a =2 a =3
p2(1) =6 at+a+a =6 a =1

La solution du probléme est donc pa2(x) = 3 + 2x + x?



Polynéme d’interpolation de Vandermonde :

Plus généralement, P, est un espace vectoriel dont la base canonique
s'écrit {1 X, X3, ...,X”} et

n
pn(x) = Z axk.
k=0
Alors

pn(%) = Yo ao + aiXo + aX2 + ...+ anX] =yo
pn(x1) = y1 aop + aixy + 32X12 + .. +anx] =y

pn(Xﬂ) =Yn ap + aiXn + agXﬁ + ...+ anx,’,’ =Yn



Polynéme d’interpolation de Vandermonde :

p(x) = Yo 1T x x5 - xJ\( a Yo
p(x1) =y . Tox xf o x| a | | »n
p(xn) =Vyn 1 X Xr21 qu an Yn

Les coefficients a; du polyndme d’interpolation s’obtiennent donc en
résolvant le systéme linéaire suivant

Ba=y,
ou (B)i,' =x", (a);=aiet(y); =y

Propriété
Le déterminant de la matrice B vérifie

det(B) = l_[ (Xj = X,').

0<i<j<n




Polynéme d’interpolation de Vandermonde :

Le polyndme d’interpolation p, s’obtient donc par la résolution du systeme
linéaire Ba = y ! Mais en pratique

@ B est une matrice mal conditionnée !

@ Co(t de la résolution du systéme linéaire en O(n®) !

Idée : Exprimer le polyndme p, dans une autre base de P, et pour
laquelle, la décomposition de p,, est explicite !



Polyndme d’interpolation de Lagrange
On souhaite trouver le polynéme d’interpolation associé aux noeuds
{(-1.2).(0.3).(1.6)}.
On introduit alors les trois polynémes Ly, L1 et Lo définis par
1
Lo(x) = EX(X 1), Li(x)=1-x% et Lo(x)=

1
— 1 s
2x( + X)

qui vérifient

Lo(-1) =1,Lo(0) =0, Lo(1)
Li(=1) =0,L:(0) =1, L:(1)
L>(-1) =0,L(0) =0, L>(1)

0,
0,
1

Montrer que la famille { Ly, L1, L»} est libre et expliciter la décomposition
de p> dans cette base




Polynéme d’interpolation de Lagrange

Plus généralement, on introduit une base de P, notée {LZ}
polynémes L} sont définis par la propriété suivante :

1 sik=i
LZ(XI) - {0 sinon

Exercice

Montrer que le polynéme L} s’explicite sous la forme

Ul
keo. O les

LOJ#k (x = xi)

o ek (Xk = Xi)

Li(x) =

<

Exercice

Montrer que le polynéme d’interpolation p, au noeuds {(xi, yi)} vérifie

n
Pn = Z yiL!
i=0

i=0:n
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fig: Interpolation polynomiale de la fonction f(x) = @7 sur [-1,1] avec

respectivementn =6, n=14etn =24
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fig: Interpolation polynomiale de la fonction f(x) = 47 sur [-5, 5] avec
respectivementn =6, n =14 etn =24



Erreur d’interpolation

On suppose que f : [a, b] — R est une fonction suffisamment réguliere.

On vient d’expliquer comment obtenir le polyndme d’interpolation p, au
noeuds {(Xi, f(Xi))}i—o:n-
On souhaite maintenant donner une estimation de I'erreur E(x) commise
entre ppetf:

E(x) = f(x) - pn(x).



Erreur d’interpolation

Théoréeme

Soit f € C"*'[a, b] avec a = xg < X1 < Xp... < X, = b. Alors ¥x € [a, b], il
existe & € [a, b] tel que

(n+1) n
1) - pl0) = T [ o= x)

i=0

Démonstration : Appliquer le théoréme de Rolle & la fonction ¢
définie par
(f(x) = pn(x)) TT1Lo(t = xi)

Lo(x = xi)

¢(t) = f(t) - P(t) -




Erreur d’interpolation

Si les noeuds sont équirépartis sur [a, b] alors

n

l_[(x - Xj)

< n_!hﬂ-H
i=0 4

ouh=(b-a)/n,et

|E| < sup {

xela,b]

f(n+1)(X)|} (b;a)”“ 4(n1—|—1)'

A noter, rien n’assure que E — 0 lorsque n — oo !

Montrer le résultat précédent I




Noeuds d’interpolation de tchebychev

Idée : Optimiser la position des noeuds x; € [a, b] afin de minimiser

n

max X — Xj
x€[a,b] ]:!( I)
Solution :
a+b b-a.
XI - 2 + 2 Xla
ou
% — cos m2i+1
T 2n+1

On obtient alors I'estimation
1 (b - a)’“r1 sup
(n + 1)! 22n+1 x€la,b]

max |[E(x)| <

f(n+1)(x)| ,

etlimpoe E = 0.
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fig: Interpolation polynomiale de la fonction f(x) = 117 sur [-5, 5] avec
respectivement n = 6, n = 14 et n = 24 et noeuds equirépartis

fig: Interpolation polynomiale de la fonction f(x) = 1;7 sur [-5, 5] avec
respectivement n = 6, n = 14 et n = 24 et noeuds d’interpolation de tchebychev
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0 Interpolation polynomiale

© Interpolation polynomiale par morceaux

© Approximation au sens des moindres carrés



Interpolation polynomiale par morceaux

Motivation :

@ Linterpolation polynomiale a tendance a produire des oscillations
lorsque le degré des polyndmes est trop élevé : c’est le phénomene
de Runge ...

@ -> Utiliser des polyndmes de degré plus petit sur des sous-intervalles
de [a, b]




Interpolation polynomiale par morceaux

@ Noeuds d'interpolationa = xg < x1 < Xoe <..< X, =Db
@ Onnote I; = [xi_1, xj] et hj = |lil = |x; — xi—1| pour tout i =1 : n
@ On recherche une interpolation de f dans les espaces Sﬁ’r définis par

Sk ([a,b]) = {s € C'([a,b]) ; sy € Pe(h), Vi=1:n}

fix) -
f(xy) T

f(x) T
fx)
f(x) -+

\/




Interpolation linéaire par morceaux

o Espace S‘'([a,b]) aveck = 1etr=0

@ Espace vectoriel de dimension n + 1
e 2n coefficients associés aux n polyndbmes (sur chaque intervalle I;)
e n— 1 contraintes pour la continuité de s : pi(xi) = pit1(X;)-

@ Solution explicite

. X — Xj ‘ X — Xj-1
S|,,(X) = Yi— (X,'_1 — Xi) +yI(X,' — X,'_1)




22/41

Exercice

Avec ¢; définie par

XL gi o x € [Xi-1, Xi]

$i(x) = {5 S X € [Xi, Xip]
0 sinon

Montrer que {$i};—.,, forme une base de S} °([a, b]) et que
n
s = Z Yidi.
=0 ]

Soit f € C?([a, b]), montrer que

1
= {7 < —
max [s(0) = ()] < gm

h'2 f’
ax|hj Xﬂ}i’é]“ (e9l};

A\




Interpolation Spline

Motivation : On souhaite plus de régularité...
En particulier, on recherche parmi toutes les fonctions C?([a, b]) qui
interpolent f aux noeuds {x;};—o.n, Celle qui minimise I'énergie élastique

J(s) = j; 15" 0o o

Definition

La fonction s définie sur [a, b] est une spline cubique (par rapport a la
subdivision a = xp < Xq < ... < xp) si s € 8*2([a, b]). Si de plus
s”(a) = s”(b) = 0, alors s est une spline cubique naturelle.




Interpolation Spline

@ Lespace vectoriel S32([a, b]) est de dimension n + 3

n polynémes de degré 3 — 4n coefficients

e contrainte continuité — n — 1 conditions

@ contrainte dérivée continue — n — 1 conditions

@ contrainte dérivée seconde continue — n — 1 conditions

@ |l faut donc imposer 2 conditions supplémentaires pour espérer avoir
I'unicité de l'interpolation spline

Théoréme

Il existe une spline cubique qui interpole les noeuds {(xi, yi)};_o.,- Si de
plus les coefficients s” (a) et s”(b) sont fixés, alors cette spline est
unique.
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Une expression explicite de la spline interpolante s’obtient en résolvant un
systeme linéaire de taille n + 1. Pour simplifier les calculs, nous
supposons que la répartition des noeuds est uniforme, c’est a dire

h,’ = |X,'—X,'_1| =h= (b - a)/n
La restriction de s a [; est un polyndme de degré 3 noté p; :

sy, = pi € P3(1h)

fx) T
fx) T

P
o 1 < P,
Wi T

f(x9
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Sur chaque intervalle [;, la spline vérifie

//(X_X'—1)3 1 (X X)3 h2 ” (X_X‘—1)
5100 = P =y E L y— /)b

(x - x,
- yi—1_ y, 1

ou les coefficients y;” s’obtiennent par la résolution du systeme linéaire
suivant

1 0 0 O 0\ W s”(a)

1 4 1 0 0 y1// 6 [YZ;}H _ Y1;,V0] /h

0 0 Col :

0 S T S, 0 : :

0 0 1 4 A1 y;,/_ : 6 [YN—r),’n—1 _ YH—1;)/H—2:| /h
0 . . 0 1 yr,T/ S//(b)
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Continuité de la dérivée seconde de s
La dérivée seconde du polyndéme p;” est un polynéme de degré 1, qu'on
exprime sous la forme

(x = xi) L, (X = Xiz1)

—|— 4
Xi—1 — Xi) Yi (Xi — Xi—1)

PI(X) = ¥iag

’

ou les coefficients y!” = s”(x;) sont pour l'instant indéterminés a
I'exception de y{' = s”(a) et y;, = s”(b).

En intégrant 2 fois, on obtient

7 (X — Xi—1 )3 7 (X B X')S
pi(x) = y; 6/‘; —Yiz 6h’ + qi(x),

ou qi(x) € P1(1)).
Dans la suite, on recherche g; sous la forme

ai(x) = a; (x —hXi—1) 5 (x ;,Xi).
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Conditions d’interpolation s(x;) = y;
On rappelle que

’” (X — Xj—1 )3 17
pi(x) =y Gf; —Yi 6h

(x - x;)® (x=xi1)  (x=Xx)
+ a; h _ﬁl h .

pi(xi) =i

h2 .,
ai =Yi— Fy’
Pi(Xi—1) = Yi~

Alors
2
{ B =vyi1-Ly

Et
7 (X — Xi—1 )3 7 h? ’” (X B Xi—1)
— = — Y BT

pi(X):yi 6h

™
N —
—~~
x
|
x
N

- (Yi—1 ~ Vi



Continuité de la dérivée premiere de s
Avec

2 2 .
pil(x) _y’ ,(x= X: 1)° ;/1(X2ﬁ) +((Y: Yi-1) + g(}’,'l1 _yiu))

) = i EE -y (o2 30 - )

Et
p((Xi) — y’//g +((Yl Yi-1) 4 (y’ 1 yll/))
P,+1(Xl) y’ug _|_((yl+1 -¥i) 4+ h (yl _y’+1))

Légalité p;(xi) = pj, ,(xi) implique que

Yir1—Yi _ Yi—Vi1
h  h l

Vil 4y + Y = 6[
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En conclusion,

les coefficients y;” s'obtiennent donc en résolvant le systeme linéaire
suivant

1.0 0 0 - 0\ W s”(a)

1 4 1 0 - oll y 6Lt - L) /h
0 0 . - .

0 . .. .. 0 : :

0 0 1 4 1 y;,’_1 G[Yn_r))/n—1 _ Yn—1;}’n—2] /h
0 e e 0 1 y;l’ S//(b)

Et sur chaque intervalle [;, la spline vérifie

si(x) =y i

6h - Y

X X,
- yl1__yl1

h

pXX) M 2 ) = xia)
N

30/41



Exemple d’interpolation spline 2d

Théoreme (Erreur d’interpolation)

Soit f € C*[a,b] avec a = Xp < X < Xa... < X, = b. Alors

1
f(x) - < —h* max |[f*
ma [fx) - s()| < 5 xe[a,’é]| ()
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Théoréme (Minimisation d’énergie)

Soit f € C?[a, b] telle que f(x;) = y;. Alors la spline cubique naturelle s

vérifie b b
f(s”(x))zdxsf(f”(x))zdx

Démonstration : Montrer que

f ’ (f(x)s” (x) = s”(x)?) dx =0,

puis en déduire le résultat.
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0 Interpolation polynomiale

© Interpolation polynomiale par morceaux

© Approximation au sens des moindres carrés



Approximation au sens des moindres carrés

Motivation :

Lorsque les données sont bruitées, l'interpolation de f aux noeuds

{(xi, ¥i)}i—o., Nest pas efficace. Il est alors préférable de rechercher une
fonction dans un espace vectoriel plus petit qui minimise une erreur L2 par
rapport aux attaches au données.




Approximation au sens des moindres carrés

Plus précisément, I'idée consiste a introduire un ensemble de fonctions
linéairement indépendantes

{90, 91,90}

et parmi 'ensemble des combinaisons linéaires des gk, on recherche la
fonction g = lez:o axgk qui minimise I'énergie

n 2

¢(ao, a..., ap) = Z

i=0

p
Yi— Z ak gk (xi)
k=0



Régression linéaire

Pour la régression linéaire, on utilise go = 1 et gy = x et on minimise

¢(ao, ar) Zly, (a0 +aix)[°.

Le minimum de ¢ est alors atteint si V¢ = 0 :

(9ao¢(ao, ay) =-2 Z?:o (yi—(ao+aix)) =0
da,4(ao, a1) =-2 27:0 xi (yi — (a0 + a1 X)) =

ou encore

(n+1)ag +( ?:oXi)éH :ZYI

i=0

n n
[Z x,-] a +(ZLoxF)ar = xi

i=0 i=0



Régression linéaire

Les coefficients ag et a; s’identifient donc a

ao
a

ouD = (n+1) 20 x2 - (T, x)2.

15( i= Oy’ZI =0 :2_2?:0)(!'2?:0)(1%)
15((” + 1)21':0 XiYi — Z,n:o Xi Z,’Lo Yi) >



Définition du gradient d’'une fonctionnelle

@ Soit ¢ une fonctionnelle de RP — R.
@ La différentielle de ¢ en x dans la direction y est noté D¢(x)(y)

Do (x)(y) = lim ¢x +ty) - ¢(x)

t—0 t

@ Le gradient de ¢ en x par rapport a un produit scalaire < .,. > donné
est alors défini par

< V¢(x),y >= D¢(x)(y), Yy eRP.
@ Dans le cas du produit scalaire canonique < x,y >= Z?:o Xi¥i,

(Vo(x))i = 0x(x).



Définition du gradient d’'une fonctionnelle

S Il/ll/llllllﬁ (TR

i

3 o R
4 - 3 - 2 : - L
s g -2 -1 0 1 2
’ e

Exercice
Calculer le gradient des fonctionnelles suivantes

$1(x) =< x,b >
$2(x) =< Ax,b >
¢3(x) = § < Ax, Ax >




Moindres carrés, cas général

@ On introduit p + 1 fonctions {gj}i—o.p €t on recherche le minimum de
'énergie

n 2

¢(ao, ai..., ap) = Z

i=0
@ La fonctionnelle ¢ s’exprime sous la forme

p
Yi— Z ak gk (xi)
k=0

#(a) =<y —-Ba,y - Ba >,
avec

ao go(x0) gi(x0) -+ gp(X0) Yo
ay go(x1) gi(x1) -+ gp(x1) Y1

’ . >

2 Golxn) Gi(xs) - Golxn) Yo



Moindres carrés, cas général

Le gradient de ¢ s’identifie a
V¢(a) = 2(B'Ba-B'y).

Les coefficients a sont donc solution du systéme linéaire suivant

B!'Ba = Bly.

Ecrire la matrice B dans le cas d’approximation polynomiale :
_ yk
{gk =X }k:o;p'

Retrouver 'expression de ay et a; dans le cas d’une régression linéaire.
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Chapitre 3 : Intégration numeérique



Objectif : Proposer des méthodes numériques pour calculer des
intégrales :

b
I(f):L1 f(x)dx.

Motivations : Exemple, évaluer des fonctions qui ne s’expriment pas a
I'aide de fonctions usuelles

t t
o(1) = f e™at,  In(t) = f 1/xdx.
0 1

Point de vue : Introduire une discrétisation de l'intervalle [a, b],
a =X < Xy <..<Xp= b etregarder des approximations de 7 (f) de la
forme

In(f) = Z (l,‘f(X,‘).
i=0

Il s’agit de bien choisir les coefficients a; pour obtenir une bonne
approximation de Z(f) !

217



Premiere exemple : méthode des rectangles

[ [ [
X, X, X X, X X,
b a ] 2 3 . b a 1 2 X Xy b

Quelle est la meilleure approximation de l'intégrale 7 (f) ?

Ia(f) =& yn-tgix,
In(f) = (b;a) Xy f(xi)
Io(f) =2 (f(a)/2+ 251 1 (%) + f(b)/2)
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@ Formules de Newton-Cotes

© Formules de Newton-Cotes composite



517

Principe des formules de Newton-Cotes : intégrer des
interpolations polynomiales de f.

@ Linterpolation polynomiale de Lagrange s’écrit

n

f(x) = pa(x) = D F06) L1(x),

k=0
@ Une approximation de 7 (f) s’obtient avec

n

Io(f) = fa " on(X)cx = > ( fa ’ Lf(x)dx) f(x).

i=0
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@ Les coefficients «; s'identifient aux intégrales

aj = f-[n dX—f l_l X — X;
a !

j#i

@ Dans le cas d’une discrétisation uniforme, on a de plus

PR =X)L (=)
oz,-_f;._]_l'(xi_xjj)dx_hfo ]_[ _jdt

j=0,j#i

avec h = (b —a)/n.



Formules du trapéze

Avec n =1 et xg = a, x; = b, la formule d’approximation 7 s’identifie a

1y(1) = 222 1#(a) + f(b)

Montrer cette formule \

Calculer une approximation de In(2)

Théoréme

Soit f € C?([a, b)), alors il existe n € [a, b] tel que

_ 3
1) - 141 = - 2= L)
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La démonstration de ce théoréme repose essentiellement sur la formule
d’erreur d’interpolation polynomiale et le théoreme de la moyenne :

Théoréme (Théoreme de la moyenne)

Soit g une fonction continue et h une fonction de signe constant sur [a, b].
Alors il existe n € [a, b] tel que

b b
fag(x)h(X)dng(n)L h(x)dx.

Démontrer le théoreme de la moyenne.




, . 917
Démonstration :

On rappelle que pour tout x € [a, b], il existe &« € [a, b] tel que

()~ p1(x) = 51"(6)(x — )(x - b),

Alors
1 b
(-1 = fa (&) (x - a)(x - b)ax.

On applique le théoreme de la moyenne avec g(x) = (&), et
h(x) = (x —a)(x — b) : on en déduit qu'il existe n € [a, b] tel que
Ty 7
1)~ 14(1) = 3"() [ (x - a)(x - bk
a
Au final, avec )
1
f (x—a)(x—b)dx = —=(b - a)®,

a 6

et

(b-a)°

1(r) - 1(1) = -2 ()



Formule de Simpson

Avecn=2et xp = a, xy = (a+ b)/2, xo = b, la formule d’approximation

715 s’identifie a

b-a
6

Montrer cette formule \

Calculer une approximation de In(2)

a+b
Io(f) =

f(a) + 4f( )+ f(b)]

Théoréme

Soit f € C*([a, b)), alors il existe n € [a, b] tel que

1(1) - k() = ~(b - ) 5 ().
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Intuition de la preuve :
1) Erreur d’interpolation polynomiale

f(x) = pa(x) = %f(”(&)(x -a)(x-(a+b)/2)(x - b)

2) Théoreme de la moyenne sur [a, (a + b)/2] et [(a + b)/2,b] :

160~ 72() = 3 (252 (FOm) - 190r)

avecn € [a,(a+ b)/2] etnz € [(a+ b)/2,b]
3) Théoréme de la moyenne

O 1) - O () = (n2 — 1) ()
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@ Formules de Newton-Cotes

© Formules de Newton-Cotes composite



Formules de Newton-Cotes composites

Motivation : Augmenter la précision des intégrales sans augmenter le
degré des polynémes (phénoméne de Runge) !.

= Utiliser des approximations polynomiales par morceaux.

On utilise une discrétisation de l'intervalle [a,b],a = xo < X1 < ... <X, = b
pour découper l'intégrale 7 (f)

Lb f(x)dx = ,-_Z;,, (j:; f(x)dx)

puis on applique les méthodes précédentes sur chacune des nouvelles
intégrales.



Formule des trapézes composites

Avec h; = |[xj — x;_1], 0n a

f " Hx)ox = % (f(xit + f(x))).

Xi—1

et on pose
n

HAOEDY

i=1

=

- (F(xiz1) + £(x)) -

N

Dans le cas uniforme
n—1

f(a) + 2 f(x;) + f(b)
i=1

h
F(f.h) =3

Théoréme

Si f € C?([a, b]) alors

2

h 17’
|Z(f) - E(f. h)| < (b- a)5 max If” (x)|




Formule Simpson composites

Avec h; = |[xj — x;_1], 0n a

Xi . . .
f f(x)ax ~ 1 (s + a1 (2= i 5+ 1)
Xi—1 6 2

et on pose
n
S(f, h) = Z; E’(f(x,-_1) +4f( - ’)+ f(x,-)).
Dans le cas uniforme

5(f, n) = ( nz (i) Zn] (X' 1; X’)+f(b)J

Théoréme

Si f € C*([a, b]) alors

4

[7() = (1, )] = (b ~ ) 355 mex 119




Estimation d’erreur a posteriori

Motivation : On souhaite déterminer une estimation numérique de
I'erreur commise entre 7 (f) et 75(f, h) pour un pas de discrétisation h.

Cas de la Formule Simpson composites :
@ On suppose que l'erreur entre I(f) et I5(f, h) est de la forme

E(f,h) = I(f) - I5(f,h) = weh*
pour h suffisamment petit
@ En remarquant que

4
E(f, h/2) = T(f) - I5(f, h/2) =~ wy (g) :

une approximation de E(f, h) s’obtient avec
N I5(f,h/2) - 15(f,h)

N ==




Estimation d’erreur a posteriori

Algorithme (Simpson composites)
Donnée : Précision € > 0,
E=1,h=1,1=Ifh)
While E > €

=1,

h=nh/2,

I = I3(f,h)

E=(I- Ip)/(1 — 1/24)
End
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Chapitre 4 : Résolution de systémes linéaires
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Ce chapitre s’intéresse a différentes méthodes numériques pour la
résolution de systémes linéaires

Ax = b.

Motivations : La plupart des méthodes numériques conduisent a la
résolution d’'un systeme linéaire qui représente en général, la tache la plus
colteuse d’'un point de vue algorithmique !

2 types de méthodes :

@ Méthodes directes : factorisation de la matrice A et résolution exacte
du systeme linéaire.

@ Méthodes itératives : résolution approchée du systéeme linéaire

Co0t algorithmique : (a I'exception de matrices particuliéres) O(n®)



Cas simples

Matrices diagonales

aj 1 0 X4 by X1 = by/ay 1
=| ! |= X =bi/aj;
0 an,n Xn bn Xn = bn/an,n

Codt algorithmique -> O(n)
Matrices triangulaires

arq a2z - an \( X by X — bn
b P
0 32’2 32,’7 X2 2 _ bn_1—an—1,nXn
. . . = . == {Xn-1 = an-1,n-1
. . . . X — bk—z/{]:k+1 A jX;
0 tt 0 an’n Xn bn k — ak k

Co0t algorithmique -> O(n?)
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@ Méthodes directes
@ Décomposition LU
@ Décomposition Cholesky

9 Conditionnement et erreur pour la résolution de systémes linéaires

© Méthodes itératives classiques
@ Algorithme du point fixe
@ Méthode du gradient



Décomposition LU : idée générale

La décomposition LU consiste a factoriser A sous la forme

PA = LU,
avec
1 0 0 g U2 -+ Ui
: 0 W U,
L= 12:1 1 : et U=| . "
: 0 . .
In,1 “en In_17n 1 0 ctt 0 Un’n

et P, une matrice de permutation (en particulier P! = P~1).

Motivation : La résolution du systéme Ax = b s’effectue en 2 étapes :

Ly = P'b

LUx:Ptb:>{
Ux=y



Décomposition LU sans pivot

Hypothése : Supposons que toutes les sous matrices principales de A
sont inversibles :

an o Ak
det(Ax) #0, avec Ay =

ak1 e Ul;,k
alors, il existe une telle décomposition LU avec P = g, c’est a dire
A=LU.
Exemple en dimension 3 :

ail a2 a3
’ ’ ’ a1 =det(A) #0
A—[ ] et {1’1 (A1)

a1 dsop a3
’ ’ 81180 — 10801 = det(As) #0
asi ass Uss 11822 — @1.2821 (A2)
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Avec

1 0 o0 Qoq = 221
Gi=| -q21 1 0|, avec { oo
—qz4 0 1 B =37

ona

5 aé,z = dzp — a12Q2,1

) aé 3 = d23 — a1,302,1

3 . avec (31)

) 83, = @32~ a12031

3 (
5

3 — 33~ a1,.2031

On recommence avec A(1) :

1 0 O 2"

3,2

G=|0 1 0 [, avec @gs2= Ol
0 —gso 1 82



2 _ 1)

Au final

ou L = (GoGi)™' = G;'G;" etdonc

1 00 1 0 O 1 0
L= 92,1 10 0 1 0 |= Q2.1 1
1

g1 0 1 0 032 Q31 Q32

(1)

( N
%3 , ou a3’3 == a3’3 - CI3,232’3,
3

8/49
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Algorithme (Décomposition LU sans Pivot )

For k=1:n-1
For i_k+1
QIk_a,k /akk k
For j=k+1:
al _a(k 0 _ gats?
End
End
End

Calculer le colt de cet algorithme




Exemple avec

14 7 18
A=|12 5 8 |, e b=]| 24
3 6 11 32
Onpose Qo1 = @ 1/a11 =2etqsq = as1/ai1 =3
1 4 7|18 1 4 7|18
25 8|24 |—|2]-3 -6 |-12|.
3 6 1132 3|-6 -10|-22

On pose @32 = aéjz)/agz) = (-6)/(-3) =2.

1 4 7 18 1 4 7|18
2/|-3 -6 |-12|—|2|-8 -6|-12 |.
3|-6 -10|-22 3 2|2 2

10/49
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Au final,

1 4 7 1001 4 7
A=|l25 8 |=|210]l0 -3 -6
3 6 11 321)lo 0o 2

La solution du systéme s’obtient en résolvant le systéme
3
2
1

1 4 7 Xq 18 X1
HEE HEE IR A
0 O 2 X3 2 X3
1 00 18 18
[2 1 O][—12]:[24]
3 2 1 2 32

En effet,



Algorithme LU avec pivot

Motivation : La décomposition LU est instable lorsque les coefficients

a,.(f1 i+1 deviennent trop petits et ne s’applique plus si I'hypothése des
sous-matrices principales inversibles n’est pas vérifiée.

En pratique, il est plus efficace d’utiliser une décomposition LU avec pivot

PA =LU.
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Exemple avec

0 2 2 4
A=4 2 4|, et b=]| 10
2 4 4 10

On commence par choisir le pivot, le plus grand élément de la premiere
colonne puis on procéde comme pour I'algorithme LU sans pivot

0 2 2|4 010 4 2 4|10
4 2 4/10|—Py=11 0 0]—]| 0 2 2| 4
2 4 4|10 0 0 1 2 4 4|10

Puis

N
o

4 2 4|10 1 00 4 2 4|10
0 |2 2|4 |—P=|0 11— 1/2|3 2|5
1/2|3 5 010 0|2 2| 4
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],

4
2
2/312/31|2/3

4
1/2
0

aToRES

~—

< NN

N AN

Alors,

1
I

-3
I~
B_
)4
N
=)

n -~
™ SN N
[ |
< OR%
~————

et



15/49

Résoudre le systéme linéaire suivant en utilisant la décomposition LU

avec pivot

3 16 2
A=2 1 3|, et b=]| 4|
1 1 1 7
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@ Méthodes directes
@ Décomposition LU
@ Décomposition Cholesky

9 Conditionnement et erreur pour la résolution de systémes linéaires

© Méthodes itératives classiques
@ Algorithme du point fixe
@ Méthode du gradient



Décomposition de Cholesky

La décomposition de Cholesky consiste a factoriser A sous la forme
A= LL!, ou
hy O - 0
L — b1 o
0
In,1 In—1,n In,n

Motivation : Comme pour la décomposition LU, la résolution du systéme
Ax = b s’effectue en 2 étapes :

Ly =»b
Lix =y

LL'x=b= { :
Lavantage par rapport a la factorisation LU est
@ de n’avoir qu’une seule matrice a stocker

@ de présenter un algorithme 2 fois plus rapide !
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Definition
Une matrice A est définie positive si

<X,Ax>>0 et <x,Ax>=0—x=0.

Un exemple de telles matrices sont les matrices a diagonale strictement
dominante !

Théoreme

Si A est une matrice symétrique définie positive, alors il existe une unique
matrice L triangulaire inférieure avec coefficients diagonaux positifs telle
que

A=LL"
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Exemple en dimension 2 :

Soit A = ( i g une matrice définie positive.

En particulier, I'hypothése de positivité implique que

a=<eyAe;r> >0
ab - c? = det(A) >0

Avec

lhy O ; . h.1l,1 )
L={| et LL'= : .
( 12,1 I2,2 ) ( /2,1/1,1 /12’1 + /3’2

On en déduit que



Cas général

ha O 0 ha
by ko : 0 ke
. 0

In,1 e In—1,n In,n 0

La premiére ligne montre que ay; = 11 et

ha= +aiq
oy = 21
= T

0

In,1

In—1 .n
’n,n

pour

ar

ain

La premiére colonne de L est maintenant connue.
La deuxiéme ligne montre que az; = €211 + {2202, pour i > 2 et

_ _ 2
lop = \Jaz2 — {5,

agi—lo1li
fi,Z _ azi"t21tid

lo2

pour

i>2

a2

an-1,n

Les deux premiéres colonnes de L sont maintenant connues.

ain

an-1,n
an,n

20/49
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Cas général

I 0 hy ka0 g ay  az e ain
by b2 0 by | a2 a2

. 0 : e : B an-1,n
In s In-1n  In 0 s 0 In.n ain T an-1,n an,n

Ala k'®™¢ Jigne : les k — 1 premiéres colonnes de L sont supposées
connues, alors

k
ak,i = Z I jlij, pour >k
=1
et
Ckk = «/@kk — ij:_1 fﬁ,l
lik = (ak,i - Zjl-:; fk,,'f,-,j) [k k

Les k premieres colonnes de L sont connues.
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Algorithme (Décomposition de Cholesky)
Fork =1:n
bk = +Jakk — 21 £
Fori=k+1:n
Cik = (ak,i = Z,k:_11 fk,jfi,j) ik
End
End

<

Calculer le codt algorithmique de la décomposition de Cholesky
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Appliquer 'algorithme de Cholesky pour factoriser la matrice

4 2 1
A=|2 4 2
1 2 4
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@ Méthodes directes
@ Décomposition LU
@ Décomposition Cholesky

9 Conditionnement et erreur pour la résolution de systémes linéaires

© Méthodes itératives classiques
@ Algorithme du point fixe
@ Méthode du gradient



Conditionnement d’'une matrice

Motivation : Il s’agit ici de comprendre comment une erreur 6A sur la
matrice A et une erreur éb sur le vecteur b influencent la solution x du
systeme linéaire

Ax = b.

En particulier, en notant x + dx la solution de
(A +6A) (x +6x) = b+ bp,

on souhaite contréler I'erreur relative

ll6xI]
Il



Norme vectorielle

Il.Il est une norme sur R" si V(x, y) € (R")? et @ € R,

@ Positivité
x>0 et |x|=0ex=0
@ Linéarité
llaex]| = lelllx|

@ Inégalité triangulaire
lIx + Il < lIxIl + Iyl

— [yn 2
||X”2 - i=1 X,'
IXlle = XL Ixil

||X”c>o = MaX;=1:n {lel}

Exemple



Norme matricielle induites

Definition
Soit ||.]| une norme sur R"”. On note |||.||| la norme induite sur I'espace
vectoriel des matrices carrées de taille (n x n) définie par

Al = max [|Ax]|
lixli<1

x|

Exercice

Montrer que |||.||| est bien une norme sur I'espace des matrices carrées
(nxn)

| \

Exemples :

Alllz = VAmax
Al = max; XL, laj]

Al = max; 37 g,

ol Amax est la plus grande valeur propre de A!A.



Conditionnement

Soit A € R™" une matrice inversible. Le conditionnement de A par rapport
a une norme donnnée ||.|| est défini par

cond(A) = [IAlIl A"l

Exercice
Calculer le conditionnement par rapport a la norme ||.|| de la matrice

| A

A 1.2969 0.8648
~ | 0.2161 0.1441
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Théoreme

Soit x et x + 6x les solutions des systemes linéaires

Ax=0Db
A(x +6x) =b+6b

Alors
II6XII

il

Démonstration : Il suffit de remarquer que

llobll

A i lLell

< Al

Ax = b = ||b|| < [I|AIll IIx <
lbll < ATl x|l = i ” 1ol

et
Adx = 6b = [loxIl < [IIA]]] I6p
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Théoréme
Soit x et x + dx les solutions des systéemes linéaires

Ax=0>b
(A+6A)(x+6x)=b+db

Alors

loxll __ cond(A) (||5b|| |I5AII)
Ixll = (1 = WAILISALD \ lIbll 1A
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Démonstration : Avec 6x = 6xp + 6xa, OU

Abxp = 6b,

il ressort que
Adxp = 5b = [|oxpll < [IIA7"]Il ll6b]|

et
(A +6A) (X +0Xp + 6xa) = b + b = 5xa = ~A~16A(X + 6x)
= [l6xall < AN IISATN (X1 + ll6x]1)
On en déduit que
lloxl < lloxall + 166l < A~ IIG611 + AT HSAI(1XI] + 115x1)

Enfin avec AT
Ax = b = |Ibll < IAIIl IX]| = ~— < ——
lIx|| — bl

on en déduit que

lloxll < A~ 8611+ AT HISA IIXII)

(
1 —[IA-1]|| [II6A]
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@ Méthodes directes
@ Décomposition LU
@ Décomposition Cholesky

9 Conditionnement et erreur pour la résolution de systémes linéaires

© Méthodes itératives classiques
@ Algorithme du point fixe
@ Méthode du gradient



Méthode itératives classiques

Motivations :
@ Le co(t de la résolution des méthodes directes est en O(n) !

@ Dans de nombreuses situations, les matrices A sont creuses (peu
des coefficients non nuls) et la décomposition LU perd cette propriété
— probléme de place mémoire !

100 200 300 400 500 600 700 900 900 1000
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@ Méthodes directes
@ Décomposition LU
@ Décomposition Cholesky

9 Conditionnement et erreur pour la résolution de systémes linéaires

© Méthodes itératives classiques
@ Algorithme du point fixe
@ Méthode du gradient



Algorithme du point fixe

Le principe est de rechercher la solution x* du systéme linéaire

comme le point fixe d’'une application ¢ : R" — R" :
H(x*) = x*.

Lalgorithme du point fixe construit alors la suite x, définie par

Xo € R"
Xk+1 = ¢(Xk)

en espérant qu’avec de bonnes propriétés sur ¢,

lim xx = x*

k—o0



Exemple en dimension 1

Avec des fonctions ¢ de la forme ¢(x) = ax — b.

f(x) o) f(x)

¢ ()

X' X, X, X XXX, X, X,

une condition nécessaire et suffisante pour que xx — x* est

la] <1



Contraction et existence de point fixe

Definition

Une application ¢ : R — R" est une contraction pour la norme ||.|| s’il
existe 1 < 1 tel que

llp(x) = (¥l < Alx =yl

Théoréme

Si ¢ est une contraction, alors ¢ admet un unique point fixe noté x*.

Démonstration :
@ Existence : admise (suite de Cauchy)
@ Unicité : si x;y = ¢(x1) et xo = ¢(x2) alors

IXi = xoll = llp(x1) — d(x2)ll
< Alx = x|
< lxy =Xl si xq # X2



Convergence de l'algorithme du point fixe

Théoréme

Soit ¢ : R" — R" une contraction et xq € R". Alors la suite xx définie

Xp € R
Xk+1 = P(xk) Yk >0
converge vers l'unique point fixe de x* et
1 Estimation a posteriori

lIX* = Xl < T 1%k = Xl

2 Estimation a priori

k

X* = X|| £
| k”_1—/l

lIx1 = Xoll
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Démonstration :
1 Il suffit de remarquer que

IX* =Xkl < 1IXT = Xie1 + Xie1 = Xeell < NIXT = Xipall + X1 — Xl
< lip(x7) = @(xi)ll + 11Xk-+1 — Xl
< AXT = Xl X1 — Xl

2 Avec l'inégalité (1), on a

. 1 1
I =il < =X = Xl < = lIe (%) = & 0x-1)ll

k

Xk — Xk—1ll <
Tk~ Xktll < 57—

lIx1 — Xoll



Algorithme avec une précision €

Algorithme (Méthode du Point fixe)
Donnée : xgeR",e>0
X1 = ¢(x0), k =1
While ||xx — Xk—-1]] < ce
Xk+1 = ¢(Xk)
End

4

Exercice

Comment choisir c. pour que I'algorithme s’arréte avec une précision de e
sur x* ?




Application pour la résolution de systeme linéaire

On s’intéresse a des applications ¢ de la forme
¢(x) = M~" (Nx +b).
OUA=M-N.

Montrer que si x* est un point fixe de ¢ alors

Ax* =Db

Lapplication ¢ est une contraction si
IM7NIE< 1.
On remarque de plus que xk+1 = ¢(xx) est solution de systéme linéaire
Mxy11 = Nxx + b.

Idée : choisir M proche de A et facile a inverser !



Méthode de Jacobi

La méthode de Jacobi utilise

M=D, N=-L-U.

Exercice

Montrer que

Si A est a diagonale strictement dominante, alors la méthode de Jacobi
converge

A\

Démonstration : Avec M~'N = —-D~"(L + U), il ressort que

_ a;
IM~'N|loo = max; <A




Méthode de Gauss-Seidel

La méthode de Gauss-Seidel utilise

M=D+L, N=-U.

Exercice
Montrer que

n

(Xk+1)i ( Z ajj(Xk+1); Z aij(Xk)j) (1)

j=i+1

Théoreme

Si A est symétrique définie positive, alors la méthode de Gauss-Seidel
converge

N
’
| A\

\

Démonstration : Admise ( regarder la norme [[|M~"N]||z ...)
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@ Méthodes directes
@ Décomposition LU
@ Décomposition Cholesky

9 Conditionnement et erreur pour la résolution de systémes linéaires

© Méthodes itératives classiques
@ Algorithme du point fixe
@ Méthode du gradient



Méthode du gradient

Hypothése : A symétrique définie positive.
Le principe est de regarder la solution x* du systéme linéaire
Ax=b

comme le minimum de I'énergie

1
J(x):§<Ax,x>—<b,x>.

On construit alors une suite {xx} qui minimise J de la forme

Xo € R
Xk+1 = Xk +akdx Yk >1,

ou dk est une direction de descente et ax un pas de descente.
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Choix de d :
La direction dk est 'opposé du gradient de J :

dk = —VJ(XK) = —(AXK - b) =b- AXk

Choix de a :
On choisit ax comme le pas qui minimise J dans la direction dj :

:/(CL’) = J(Xk + adk).
Avec

J(a) = <VJ(xk+ adk),dk >
= <A(Xk—|-a'dk)—b,dk>
= CZ<Adk,dk>—<dk,dk>,

on en déduit que

- B <k, 0k >
J(ak)_o=ak_<Adk,dk>



Algorithme (Méthode du gradient)

Donnée : xgeR",e>0

While ||Axi — bl| < €lllA~"]]|
dk =b- AXk
ag =< dk,dk > / < Adk,dk >
Xk+1 = Xk + aydk

End

Exemple avec A = (1,0;0,5), b = (0,0)" et xo = (1,0.2)’

L,

1
A
lll'f,!t




Algorithme (Méthode du gradient conjugué)
Donnée : xgeR",e>0
While ||Axx — bll < €lllA~]]
g = b — AXk
Ok = Ik — X<k ig;’,ﬁgi ol
ax =< di, g >/ < Adk, dx >
Xk41 = Xk + axdk

End

Exemple avec A = (1,0;0,5), b = (0,0)" et xo = (1,0.2)’
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Chapitre 5 : Résolution d’équations non-linéaires




Ce chapitre s’intéresse aux méthodes numériques pour la résolution
d’équations non linéaires de la forme

f1(X1,...,Xn)

fo(X1, ..., Xn)

Exemples :
@ Calcul de la racine carré +/a : Premier algorithme, Babyloniens

2/27

@ Méthode des Moindres carrés non linéaires : Trouver la fonction de la

forme
9(a.B,x) = ax?
qui minimise I'énergie

n

)= 3 (vi-axt)

i=1
La solution s’obtient en résolvant
V¢ = 0.
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@ Méthode de la Dichotomie

© Méthode du point fixe

© Méthode de Newton



Méthode de la Dichotomie

Hypotheses
Soit f : [a, b] — R, continue telle que f(a)f(b) <0

Principe
On regarde la fonction f au milieu
de[a,b], c = (a+b)/2,

Si f(a)f(c) <0 = 3Ix* €]a,c] ]
Si f(a)f(c) >0 = 3x* €]c,b]



Algorithme (Méthode de la dichotomie)
Donnée : a; =a,by=b,x =(a+b)/2ete>0

For k =0: N,

If f(xk)f(ak) <0
Ak4+1 = g
b1 = xk

else
A1 = Xk
by1 = by

end

Xk+1 = (@k+1 + br+1)/2
End
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Exercice
Avec Ik = bk — ax, montrer que

En déduire que le nombre d’itérations N, nécessaire a I'algorithme pour
obtenir une précision de € sur la solution vérifie

In((b —a)/e)

Ne >
In(2)

Exercice

| \

Application pour I'estimation de V2 & une précision de 102 avec
f(x) = x2-2.

A\




7127

Limite de I'approche de la Dichotomie

@ Cas pathologiques !
@ Vitesse de convergence linéaire.
@ Extension en dimension supérieure ?
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@ Méthode de la Dichotomie

© Méthode du point fixe

© Méthode de Newton



Méthode du point fixe

Principe :
Transformer le probleme f(x) = 0 en un probléme équivalent de la forme
g(x) = x.

Exemple pour le calcul d’une racine carré va :
Cette racine peut s’obtenir en résolvant f(x) = x? — a = 0, ou encore en
regardant les points fixes des fonctions g suivantes

g1(x) = a/x
g(Xx)=x2+x-a
gs(x) = (1 =1/m)x + a/(mx),

Question : Comment choisir une fonction g optimale ?



Méthode du point fixe

Algorithme (Méthode du Point fixe)

Donnée : xgeR",e>0

for k =0 : N¢
Xk+1 = 9(Xk)
End
f(x) o) f(x)
o)
—
X‘ ;(z Xl )‘(0 X*‘x‘n)&) xz X“
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Théoreme (Version globale en dimension 1)

Soit g : [a, b] — [a, b] de régularité C'([a, b]) telle que
lg'(x)|<A<1, Vxela,b].

Alors g posséde un unique point fixe x* € [a, b] et xx — x* lorsque
k — oo. Plus précisément,

1 Estimation a posteriori

[IX* = Xl <

1
Xk — X

T 1%k = Xl

2 Estimation a priori

k

1-4

[IxX* — Xkl < lIX1 = Xoll
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Démonstration :
Existence : Avec h(x) = g(x) — x, remarquer que h(a)h(b) <0
Unicité : Avec xy = g(x1) et x2 = g(x2), remarquer que

X2
X1 — xo| = |Q(X1) - Q(X2)| < f lg’ (x)ldx < Alx1 — Xo|

X1

Vitesse de convergence : voir cours résolution systémes linéaires.

Exercice

Montrer que le nombre d’itérations N, permettant a I'algorithme d’obtenir
un précision de I'ordre de € sur la solution x* du probléme vérifie

(1-2)e
u (nn —xOn)
Ne> ——
In(2)




Théoréme (Version locale en dimension 1)

Soit x* un point fixe d’une fonction g de régularité C' au voisinage de x*
telle que

g’ (x™)| < 1.
Alors il existe un réel a > 0 tel que ¥Yxg € [x* — a, x* + ], 'algorithme du
point fixe converge vers le point fixe x*

13/27

Démonstration :
Appliquer le théoréme global sur l'intervalle I, = [x* — @, x* 4+ a] avec «
suffisamment petit.



Cas de plusieurs points fixes

Definition
Un point fixe x* d’une fonction g est dit

attractif  si g} (x*)l <1
répulsif si |g](x*)| > 1

Definition
Le bassin d’attraction d’un point fixe x* est 'ensemble des valeurs initiales
Xo pour lesquelles xi tend vers x* lorsque k tend vers linfini

| A\

Exercice
Etudier le bassin d’attraction des points fixes de

g(x) = x + (x* = 1)x.

N,




Vitesse de convergence

Le taux de convergence est donné par |g’(x*)|.

si g’ (x*) > 1 — lalgorithme diverge
silg/(x*)l<1etg'(x*)#0 = convergence linéaire
silg’(x*)|=0 — convergence quadratique

Exercice (Cas ou f(x) = x2 — a)

Etudier la convergence de I'algorithme du point fixe dans le cas des
fonctions suivantes

gi(x) = a/x
g(x)=x2+x-a
g3(x) = (1 = 1/m)x + a/(mx)

Déterminer une approximation de V2.




Méthode du point fixe en dimension supérieure

Théoréme (Version globale)
On introduit

B(x,R) ={y eR"; |y - x| < R},

Soit g : B(x, R) — B(X, R) est une contraction, i.e. 31 < 1 tel que

lg(x) —g(y)ll < Aix = yll,  Y(x.y) € B(x,R).

Alors g admet un point fixe x* € B(x, R) et xx — x*

Théoréme (Version locale)

Soit g : R" — R" de régularité C' au voisinage d’un point fixe x* de g. Si
IDg(x*)Il < 1, alors il existe un réel « > 0 tel que Yxg € B(x*, @),
I'algorithme du point fixe converge vers x*.
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Exercice

@ Déterminer les solutions de

2 | 42
-2
F=("32;° =0
X§ = X5
@ Montrer que ces solutions s’obtiennent aussi comme les points fixes
de l'application
2-x2
(1 = 1/m)x1 + 2

mxy

2
(1-1/m)xz + —L

mxXo

G(X) =

@ Etudier la convergence de I'algorithme du point fixe dans le cas ou
m=4.
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@ Méthode de la Dichotomie

© Méthode du point fixe

© Méthode de Newton



Méthode de Newton : cas dimension 1

Principe
Approcher la fonction f par sa tangente en (xo, f(xo)) :

1) p(x) = f'(X0)(x = X0) + f(x0)
2) Résoudre p(x) =0:

f(xo)
f(Xo)

= X1 = Xp —

Algorithme (Méthode du Point fixe)

f(xo)

Donnée : xo €R", € >0, x1 = Xo —

While ||xk+1 — Xkll < €/2,

_ f(Xk)
Xkt = Xk = F(x)

End

(o)




Méthode de Newton : cas dimension 1

Remarque

Choisir xog suffisamment proche de
X*

Il s’agit d’une méthode de point fixe avec
f(x)
g(X) =X- f’(X)
En effet, si f'(x*) # 0 alors "g(x) = x < f(x) =0".




Théoréme (Cas de zéro simple)
Soit f € C?([a, b]) et x* € [a, b] tel que

{f(x*) =0

f'(x*) # 0,

Alors il existe @ > 0 tel que ¥xo € I, = [x* — a, x* + @], 'algorithme de
Newton converge vers x*.
Sa vitesse de convergence est de plus quadratique :

M
X1 — X¥| < S - xX*?, Vk eN

oy SO 1700
infxer, {If(X)I}
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Démonstration :
Idée : appliquer le théoréme de convergence du point fixe local a la
fonction g(x) = x — %
@ Régularité de g : f étant C? et f/(x*) # 0, il existe un voisinage
le = [x* —a,x* + a] tel que g € C'(I,).

@ Valeur de g’(x™) : en remarquant que

yon 4 POOPP=FOOF (x) ) (%)
gx)=1- F(x)2 - f(x)2

on en déduit que |g’(x*)| = 0.
@ Vitesse de convergence : La formule de Taylor montre que

22/27

0=1f(x")= f(xk)—f’(xk)(x*—xk)—i—%f”(f)(x*—xk)Q, avec & € [xk, x|

et

() 170
f’(Xk) 2 f’(Xk)

Xk+1 — X" = (X — X)) — (x* = xk)?
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Exercice

Ecrire I'algorithme de Newton dans le cas de la fonction f(x) = x? — 2 et
calculer une approximation de V2.

Exercice
Ecrire I'algorithme de Newton dans le cas de la fonction f(x) = exp(x) — 1.
Vérifier que la vitesse de convergence au voisinage de zéro est bien
quadratique.

| \

Exercice

Méme exercice pour la fonction f(x) = sin(x)?. La vitesse de convergence
au voisinage de zéro est-elle quadratique ? Pourquoi ?

| 5\

4




Méthode de Newton : Cas de racines multiples

Hypotheéses :  f(x) = (x — x*)"h(x) avec m > 1 et h suffisamment
réguliére.

Montrer que I'algorithme de Newton converge mais que sa vitesse de
convergence est seulement linéaire.

Exercice

En appliquant I'algorithme de Newton a la fonction f(x) = f(x)/™, montrer
que la variante de I'algorithme de Newton

f(xk)

Xk41 = Xk — M——=,
k+1 k 7 (x0)

admet cette fois-ci une vitesse de convergence quadratique. Application
dans le cas de la fonction f(x) = sin(x)2.




Algorithme de Newton, cas dimension supérieure

Hypothése : Soit f : R” — R" de régularité C2.
Principe : Le développement de Taylor montre que

f(x) = f(xo) + Df(x0)(x = Xo) + O(IIx — xolI?)

ou

o o
x4 Tt OXp
D) =| - _
ot o
x4 Tt OXp

Algorithme (Algorithme de Newton)

Donnée : xo € R", € >0, Xy = xo — Df " (x0)f(x0)
While ||xk+1 — Xkl < €/2,

Xk+1 = Xk — DF1 (%) (k)
End
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Théoréme

Soit f : RY — RY de régularité C? et x* un point fixe de f tel que Df(x*) soit
inversible. Alors il existe un réel a > 0 tel que Yxo € B(x*, @), I'algorithme
de Newton converge vers x*. Sa vitesse de convergence est de plus
quadratique.

Exercice
Déterminer les solutions de

2, .2
F(X):(X1+X2 2):0,

2 52
X5 — X5

puis calculer 2 itérations de I'algorithme de Newton en partant de

(3




Exemple : Méthode des Moindres carrés non linéaires

On cherche la fonction de la forme
g(a,B,x) = axP

qui minimise I'énergie

=)

i=1

@ Montrer que les coefficients optimaux («,3) vérifient
@ Z (X'B ) YI )
F(a.B8) = j = 1 =0,
(@) ( @2 S, ()Y - @ 1 i)

@ Expliciter I'algorithme de Newton pour déterminer les coefficients

(@.B)-
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Chapitre 6 : Méthodes numériques pour les équations

différentielles ordinaires (EDQO)




Ce chapitre s’intéresse aux méthodes numériques pour la résolution
d’équations différentielles ordinaires (EDQO)

0 {Y'(T) = f(t,y(t))
y(to) = yo € R",

ou f:RxR" — R" est supposée suffisamment réguliére.

Exemple: Le pendule

mle”" = —atd’ — mgsin(6)
6(0) = 6o, et ¢'(0) = 6,

Le probléeme peut se réécrire sous la forme (1) avec

fo

=g ) wn=( sy, R ) 2 v0=(g

)
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Existence + unicité de solution

Soit
) {y’(t) = f(t,y(t)), Vtela,b]

y(b) =y €R", avecty € [a,b]

Théoréme

Hypotheses : On suppose que f : [a,b] x R" — R" est continue,
localement Lipschitzienne par rapport a la deuxieme variable, i.e,
V(u,v) € (R?)2 et Vt € [a, b], il existe un réel L > 0 tel que

If(t, u) — f(t, v)Il < Llu— vl

Alors (1) admet une unique solution C' sur I, = [ty — a, o + a.
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Exercice
Exemple avec
{y’(t) = Iyt VteR
y(0)=0
La fonction f(t,u) = +ul n’est pas lipschitzienne par rapport a u ! Montrer
que cette équation admet plusieurs solutions !

Exercice
Exemple avec

y(0)=y >0

La fonction f associée est bien continue et localement lipschitz. Montrer
que ce probleme admet pour solution

{Y’(f) =y(t)2, VteR

1

=— . pour t<to+y;.
Vol +to—t 0

y(t)




Discrétisation de I'équation

On suppose que le probleme

) y'(t) = f(t.y(1)), Vtela,b]
y(to) =yo €R", avect € [a,b]

admet une solution y suffisamment réguliere sur [ty, to + T].

@ Discrétisation de l'intervalle [ty, o + T] avec N points :
Avec h = §., on pose t, = ty + hn pour tout n = 0 : N.

@ Approximation numérique de y aux noeuds t,
Yn = y(tn).
@ Schéma numérique de la forme

Ynt1 = Yn + ho(ta, yn).



Convergence d’une méthode numérique

Définition (Consistance et ordre d’'une méthode numérique)
Avec

Tny1(h) = M = ¢(tn, y(tn)),

La méthode numérique est dite consistante silimp_o 7h+1(h) = 0.
Elle est de plus d’ordre p si

lltn1(h)ll < ChP.

Définition (Stabilité)
La stabilité d’un schéma numeérique consiste a contréler, pour un pas de
temps 6; fixé, I'erreur

en = y(ta) = ¥n,

au cours des itérations.
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ﬂ Méthodes d’Euler explicite-implicite

9 Méthodes d’ordre supérieur



Méthode d’Euler explicite

Idée :

)=o) = [y at= [ 1yt = it v(6)

fo fo

Algorithme (Euler explicite)

Donnée : yy € R",
for k=0:N-1

Ynt1 =Yn+h f(tm}’n)
End




Euler explicite : Consistance et ordre de la méthode

On remarque que
thri(h) =+ [y(tat1) = y(ta) = hf(tn, y(tn))]
[y(tn + h) = y(tn) = hy’(tn)]

= —h*2y"(n) avecn e [ty, thi4],

M
ITh i1 (h)| < —h.

La méthode d’Euler explicite est donc consistante et d’ordre 1.




Euler explicite : Stabilité

Avec e, = y(t,) — yn, ONn montre que

ent1 = Y(tht1) = Yot

= )+ [ = G+ i)
= et [ iy )t~ iy

— e+ [ ft " f(t, y(t))dt = hf(tn, y(ta)) | + B [f(tn, y(tn)) = F(tn, ¥n)]
= en+ hrpyi(h) + h[f(th, y(t)) = F(tn. ¥n)]

On rappelle que f est L-localement Lipschitzienne et donc

h2
(ental < (1 + Lh)lenl + M.



Euler explicite : Stabilité

Au final,

h2
(1+ Lh)lenl + M

IA

lent1l

A

h2
< (14 Lh)?eq ]+ ?M(1 + (1 +hL))

h2 n-1
(1+ Lh)"leo| + 5/\//2(1 +h L)k
=0

IA

exp(Lta)leol + h’Vl [exp(tnl) — 1]

IA

On en déduit le théoréme suivant

Théoreme (Stabilité algorithme Euler explicite)

Mh
lly(tn) = yall < exp(LT)lly(to) — yoll + T exp(LT)
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Exemple: Le pendule

mlo”" = —atd’ — mgsin(6)
6(0) = 6o, et &'(0) = @,

mg

0 ; : o
Avec y = ( 0 ) cette équation se réécrit sous la forme

O =)=, "% )

&y, — Isin(y1)

Ecrire I'algorithme d’Euler explicite dans le cas particulier de I'équation du
pendule.




Le pendule sans frottement : simulation numérique avec

la méthode d’Euler explicite

15 T T
— h=0.02
— h=0.01
1k — h=0.001 {|
0.5
O L
-0.5
Ak
-1.5



Méthode d’Euler implicite

Idée :

y(t) - y(to) = f (0t = [ty = nite.y(n)

fo

Algorithme (Euler explicite)

Donnée : yy € R",
for k=0:N-1
Déterminer y,+, solution de

F(y)=y—-hf(trt1,y) =y =0

End

<

Montrer que le schéma d’Euler explicite est bien consistant d’ordre 1 \




Equation du pendule

Exemple: Le pendule

mle” = —att — mgsin(6)
6(0) = 6o, et ¢'(0) = 6,

0 . . fa
Avec y = ( p ) cette équation se réécrit sous la forme

O =19~ _apy Sanm )

—2y, — Isin(yy)

Ecrire I'algorithme d’Euler implicite dans le cas particulier de I'équation du
pendule. On utilisera I'algorithme de Newton pour évaluer y,.1 en fonction
de yp.




Le pendule sans frottement : simulation numérique avec

la méthode d’Euler implicite

—h=0.02
— h=0.01
— h=0.001

25 30 35 40




Comparaison Euler Explicite-implicite sur un systeme

raide

On s’intéresse au probléeme suivant

y'(t)+ Ly(t) =0, VYteR™"
y(0) =yo eR"

@ Calculer la solution exacte de ce probleme

@ Déterminer I'approximation numérique y, par la méthode d’Euler
Explicite.

@ Déterminer I'approximation numérique y, par la méthode d’Euler
implicite.
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ﬂ Méthodes d’Euler explicite-implicite

9 Méthodes d’ordre supérieur



Schémas numériques d’ordre supérieur a 1 pas

On suppose que le probléeme

{Y’(t) = f(t.y(1)), Vtela,b]

y(to) = yo €R", avect € [a,b]

admet une solution y suffisamment réguliére sur [fo, fo + T].

@ Discrétisation de l'intervalle [ty, o + T] avec N points :
Avec h = L, on pose t, = to + hn pour tout n = 0 : N.

@ Approximation numérique de y aux noeuds t,
Yn = y(tn).
@ Schéma numérique de la forme
Ynt1 = Yn + ho(tn, yn).

Objectif : Trouver des schémas numériques d’ordre supérieur a 1.



Méthode de Taylor

ldée :
2
Vtoi1) = yltn+h) = y(t) + ¥ (W) + ¥ () 5 + O(H?)
2
= y(tn) + f(tn, y(ta))h + % [f(t, y(t))]n:t,, % + O(hs)’
ou

d
S 1Y)

orf(t,y (1)) + 9y f(t, y(1)y'(t)
= Oif(t,y(1)) + 0y f(t, y (1)) (L ¥(1))

On en déduit que

Y(thi1) = y(ta) + f(ta, y(tn))h + h?zatf(tnv}’(tn))

2
+%8yf(tn, y(ta))f(th. y(t)) + O(h®)



Méthode de Taylor

Algorithme

Donnée : yp € R",
For k=0:N-1

Yni1 = Yn + f(tn, Yn))h + %2 [atf(tn, Yn) + ayf(tn, Yn)f(tn, Yn)]
End

@ Consistance : Ordre 2 : |tp41] < Ch?

@ Extension dimension supérieure :
Utiliser les dérivées partielles d’ordre supérieur

o5t B f, et O f

@ Difficultés : Pas de connaissance systématique de ces dérivées
partielles !
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Exemple: Le pendule

mlo”" = —atd’ — mgsin(6)
6(0) = 6o, et &'(0) = @,

mg

0 ; : o
Avec y = ( 0 ) cette équation se réécrit sous la forme

O =)=, "% )

&y, — Isin(y1)

Ecrire I'algorithme de Taylor d’ordre 2 dans le cas particulier de I'équation
du pendule.




Méthode de Runge Kutta d’ordre 2

Idée : On souhaite déterminer des coefficients (a1, a, as, as) tels que

y(thy1) = y(ta) +ath f(ts, y(tn))
+agh f(t, + ash, y(t,) + ash) + O(h®)

En remarquant que
f(th + ash, y(tn) + ash) = f(tn, y(tn)) + azhoif(ts, y(tn)) + ashdyf(t, y(tn))
On en déduit que

A = y(t)) +arh f(ts, y(tn)) + azh f(t, + ash, y(t,) + ash)
= y(tn) + (a1 + a)h f(tn, y(tn)) + @2ash?df(tn, y(tn))
+apash?dyf(tn, y(tn)) + O(h®)
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On rappelle que le développement de Taylor montre

2
Vin1) =yt + Tt Y () + o 00f(tn (1)

+h;ayf(tn,y(tn))f(tn,y(tn)) +O(h®).

Les coefficients (a1, az, as, a4) doivent donc satisfaire les conditions
suivantes :

ai+a =1

aoas =1/2

asay = f(tn,y(tn))/2



Méthode d’Euler modifiée (RK2)

Choix des coefficients (ay, ar, as, as) :
ar=a =3 a=1, et as="f(tny(tn))

Algorithme (Runge Kutta 2)
Donnée : yy € R",
for k=0:N-1
ki = yn + hf(tn»}’n)
Yo+t = Yn + 5 (F(tn, ¥n) + f(tn + h. k1))
End

Lien avec la méthode des trapézes

th41
Y(ts1) - y(ts) = f f(t. y(1))c

= 2Tt V() + ltast,¥{tair))] + O(H2)

= DAt (1) + s+ At ()] + ()



Méthode du point du milieu

Choix des coefficients (ay, as, as, as) :
ar =0, a=1, a3=1/2, et as="1(thy(th))/2
Algorithme (Méthode du point du milieu)
Donnée : yy € R",
for k=0:N-1
ki = yn+ h/2 f(tn, yn)

Ynt1 =Yn + hf(tn + h/2, k1)
End

Lien avec la méthode des rectangles

Y(thi1) = y(ta)

tn+1
f f(t,y(t))dt = hf(t, + h/2,y(t, + h/2)) + O(h?)
th

i+ 3oy gty (@) + 0(1)



Le pendule sans frottement : simulation numérique avec

la méthode RK?2
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Le pendule sans frottement : Exemple simulation

numérique avec la méthode RK2
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Méthode Runge Kutta d’ordre 4 (RK4)

Méme idée avec des développements de Taylor d’ordre supérieur :

Algorithme (Méthode RK4)
Donnée : yy € R",
for k=0:N-1
ki = f(tns }/n)
ko = f(t, + h/2,y, + h/2k4)
ks = f(tn +h/2, Yn+ h/2k2)
Yoi1 = Yo+ 3 (ki + 2kz + 2ks + ky)
End

@ Méthode d’ordre 4, trés utilisée en pratique ...
@ Voir le lien avec l'intégration de Simpson !



Méthodes d’ordre supérieur multi-pas : formule

D’Adams-Bashforth

Idée : Utiliser les estimations de y,, Yn_1, Yn—2...Yn—k pOUr Obtenir une
approximation de yp41.

Exemple avec k=1

Interpolation linéaire de y’(t) = f(t, y(t)) au noeuds t, et t,_1. Avec
fn = f(tn, yn), alors

et finalement,

Vi) -yt = [ ywd= [ ey

fn-1 t—t t— th_1
~ fo_ T4 f = dt
L n-1 h +n h




Méthode d’ordre supérieur multi-pas : formule
D’Adams-Bashforth

Montrer que
h
Y(th-1) = y(tn) = 5 [8fn — fn1]

Algorithme (Méthode d’Adams-Bashforth d’ordre 2)

Donnée : yy € R",
for k=0:N-1

fn - f(tn, Yn)
Yni1 = Yn + g (3fn - fn—1)

End

@ Extension ordre supérieur // explicite-implicite !



Utilisation d’'un pas adaptatif

Motivation : Lutilisation d’'un pas de temps h uniforme est trés
colteux dans certain cas, et il devient plus efficace d'utiliser un pas de
temps h, adaptatif, choisi plus petit dans les zones ou y évolue fortement !

Rappel :

Schéma numérique : yni+1 = ¥n + hnd(tn, ¥n)
Consistance : 7n(hy) = wph? + O(hE™)
Consistance : maxylen| < C(T) X5 hnltn(hn)l
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Estimation de w, a I'instant t,

Avec
yrl;'+1 = Yn+ hé(tn, yn)
h
h2  _  h/2 h/2 N hi2
Yos1 = Ynyip T 58t Yni50)s OU YL o = Yo + he(tn, yn)
alors hy
o = Yn'r1 = Yo
"7 RPHI (1 = 27P)

Déterminer h, afin de satisfaire max, |e,| < €
Il suffit d'imposer
C(T)ltnl < €/T.

En effet
max ey < C(T Z halta(ha)l < > h,,— <e

1/p
€ €
Itnl £ = &= M < (—)

Alors
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Chapitre 7 : Méthodes numériques pour les équations

aux dérivées partielles (EDP)
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Ce chapitre s’intéresse aux méthodes des différences finies pour la

résolution d’équations aux dérivées partielles. On regardera en particulier
le cas des équations suivantes :

Equation de Poisson :
—Au(x) = f(x)
Equation de la chaleur :
owu(x,t) = Au
Equation de transport :
oiu(x,t) +v.Vu=0
Equation des ondes :

d2u(x,t) = c?Au



Méthodes des différences finies

Approximation des dérivées d’ordre 1 :
Schéma centré :

u(x+h) —u(x - h)

/ _ 2
u'(x) = oh + O(h%)
Schéma décentré a gauche :
- -h
v (x) = 2= h) :(X )+ o)

Schéma décentré a droite :
U(x) = u(x + hg —u(x) +o(h)
Approximation des dérivées d’ordre 2 :
X + h) —2u(x) + u(x + h)
h2

() =& +o()

Montrer les approximations précédentes en explicitant les constantes
dans les O(h) et O(h?)




0 Exemple d’'un probléme aux limites :
© Exemple d'un probléme d'évolution :
e Exemple d’'un probléeme d’évolution :

@ Exemple d'un probleme d'évolution :

I'équation de Poisson

I'équation de la chaleur

I'équation de transport

I'équation des ondes
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Equation de Poisson

On s’intéresse a la résolution numérique de I'équation

—u”(x) = f(x) pour xe€[0,1]
(P1) {u(o):go, u(1) = g1

Discrétisation de l'intervalle [0, 1] avec N + 2 points :
On pose x; =i hpourie[0,N+ 1] etou h = N+1

Approximation numérique de u et f aux noeuds Xx;

ui = u(xi), Uo = go et Un+1 = g1
fi = f(xi)

Approximation de 'EDP :

1 .



Approximation de I'équation de Poisson

Avec
uy fi + go/h? 2 -1 0 0
Uo f2 1 -1
Up = ,bp = : ,Ap = 2| 0 0
UN-1 fn-1 : 1
un fN + g1 /h2 0 0 -1 2

La solution up s’obtient en résolvant le systeme linéaire

AhUh = bh.

Propriété

La matrice An est symétrique définie positive.

21+ (z1-22)%++ (2Nt —2N)?+ 22
Preuve Montrer que < Z, ApZ >= = (21722) h2( N1 Z2n) 2y




Propriétés de la matrice Ap

Exercice

Montrer que les vecteurs {v"},_1.y dont les composantes sont définies par
v’ = sin(nnx;), sont des vecteurs propres de Ay associés respectivement
aux valeurs propres

2
A= e (1 = cos(nrh)).
En déduire que pour N suffisamment grand, les valeurs propres A, de Ap
sont comprises entre

4:ﬁmw:ﬁ,

et que

4 B 1
Anlle = =5 et ”Ah1”22ﬁ

On admet aussi par la suite que
1

A lw < =.
lA, I 8



Consistance de la méthode des différences finies

Soit u la solution du probléme (P1) et up, le vecteur défini par (un); = u(x;).

Le schéma numérique est dit consistant si
I'Ih(u) = Ahu_h— bh -0 quand h — 0.
En particulier, le schéma est d’ordre p pour une norme ||.|| donnée si

IMA(u)ll < ChP.

| A

Propriété

Supposons que la solution u de (Py) soit de régularité C*([0,1]). Alors le
schéma est consistant d’ordre 2 pour la norme ||.||, i.e.

h2
MWl < — sup {[u®(x)]
(ks < 75 sup {10V




Convergence de la méthode des différences finies

Démonstration : utiliser un développement de Taylor de u :

. u(x + h) —2u(x) + u(x — h) _h?
u’(x) = ( ) h(2 ) ( )+21U(4)(nx), avec nx € (x—h, x+h).

Théoreme

Supposons que la solution u de (Py) soit de régularité C*([0,1]). Alors, le
schéma est convergent d’ordre 2 pour la norme ||.||c, i.e.

2

_ h
lup = Unlleo < — sup {Ju™®(x)|
96 x€[0,1] { ( ) }

Démonstration :
Utiliser la propriété précédente et |A o < 3



0 Exemple d’'un probléme aux limites :
© Exemple d'un probléme d'évolution :
e Exemple d’'un probléeme d’évolution :

@ Exemple d'un probleme d'évolution :

I'équation de Poisson

I'équation de la chaleur

I'équation de transport

I'équation des ondes
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Equation de la chaleur

On s’intéresse a la résolution numérique de I'équation de la chaleur

awu(x,t) = Au(x,t) + f(x,t), pour (x,t)e[0,T]x]0,1]
(P2) Ju(x,0)=ug, pourxel0,1]
u(0,t) = u(1,t) =0, pourtel0,T]

@ Discrétisation de l'intervalle [0, 1] avec N + 2 points :
On pose x; = i hpour i€ [0: N+ 1] etol h = 5.

@ Discrétisation de l'intervalle [0, T] avec M + 1 points :
On pose t, = n§; pour n€ [0 : M] et ou 6; = ,]—ﬂ

@ Approximation numérique de u et f aux noeuds (x;, tp)

Ul = u(x, ), = 1f(x,tn), uf = U4 =0, etud = uo(x)



Méthode d’Euler explicite

Approximation de I'EDP :

n-+1 n _
u't=u ,+1 2u +u

i - fn
5y h2 ik
v(i,n) € [1: N x[0,M-1].

Schéma numérique :

ult = (lg — 5tAn) Ul + 6¢f]),

ou
up = (Ui, ug, - uR)l et £l = (1,80, i)Y,



Méthode d’Euler explicite

On note U}, le vecteur défini par (uUp); = u(x;, t,) oU u est la solution du
probleme (P-).

Propriété

Supposons que la solution u de (P>) soit de régularité
C?([0, T], C*([0, 1])). Alors le schéma est consistant d’ordre 2 en espace
et d’ordre 1 en temps pour la norme ||.||, i.€.

N
|

MWl < C(6; + h?).

ou

N(u) = (@™ =it /6, + 6, Antip — 17

Démonstration : Utiliser un développement de Taylor.
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Propriété

Le schéma d’Euler explicite est L2-stable sous la condition

1
o0t < Ehz.

Démonstration : Regarder les valeurs propres de la matrice (lg — 6¢An).



Méthode d’Euler implicite

Approximation de I'EDP :

umtt o ulh —2uMtt !

i i i+1 i—1 n-+1
= f.
6t h2 + i
Y(i,n)e[1:N]x[0,M-1].
Schéma numérique :

Le vecteur uﬂ“ est donc solution du systeme linéaire

(Id + 61Ah)u2+1 = UZ + 5tf,?+1

On suppose que la solution u de (Pz) est suffisamment réguliére. Montrer
que le schéma d’Euler implicite est consistant d’ordre 2 en espace et
d’ordre 1 en temps et qu'il est inconditionnellement L?-stable




Schéma de Crank-Nicolson

Approximation de I'EDP :

+1 n—+1 n+1 n+1
ultt—up (ui+1 —2u U™ . f”+1)/2
5t - h2 i
u' =2u +ul
+[ ax h2’ - +f,-”)/2

Schéma numérique :

Le vecteur uﬂ“ est donc solution du systeme linéaire

(la + 6An/2)ut = (lg = 61An/2)up + 6 (f + £171) /2

On suppose que la solution u de (Pz) est suffisamment réguliére. Montrer
que le schéma d’Euler implicite est consistant d’ordre 2 en espace et en
temps et qu'il est inconditionnellement L?-stable




0 Exemple d’'un probléme aux limites :
© Exemple d'un probléme d'évolution :
e Exemple d’'un probléeme d’évolution :

@ Exemple d'un probleme d'évolution :

I'équation de Poisson

I'équation de la chaleur

I'équation de transport

I'équation des ondes
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Equation de transport

On s’intéresse a la résolution numérique de I'équation de transport

(P3) du(x, t) + coxu(x,t) =0
u(x,0) = up

qui a pour solution
u(x,t) = upg(x — ct).
Cette équation vérifie en particulier des principes de stabilité qu’on
souhaiterait conserver numériquement !
@ Stabilité L™ :
Co< Uy <ci = Co<u(x,t)<cy
@ Stabilité L2
llu(x, t)ll2 < lluoll2



Schéma explicite différences finies centré

Schéma numérique :

n+1 n n _ ;N
. et U g avee Ul — uo(xi)
5 2h 0 :

Ce schéma est inconditionnellement instable et s’avére inutilisable. Il
ne vérifie aucun des principes de stabilité précédents !

Avec ug(x) = ePX, calculer la solution exacte de (P3) et la solution
numeérique up. Remarques ?




Schéma explicite décentré en amont

Schéma numérique (cas ¢ > 0) :

—u Ut ul i
+c =0 avec uy= up(x)
o h

Propriété

Ce schéma est L*-stable sous la condition de Courant-Friedrichs-Levy
(CFL)

co; < h.

Démonstration : Montrer que sous la CFL, u,f’+1 est une combinaison

convexe des {u}7 } )
i€Z,

Si up € C?(R), montrer que le schéma numérique est consistant a I'ordre 1
en temps et en espace!




0 Exemple d’'un probléme aux limites :
© Exemple d'un probléme d'évolution :
e Exemple d’'un probléeme d’évolution :

@ Exemple d'un probleme d'évolution :

I'équation de Poisson

I'équation de la chaleur

I'équation de transport

I'équation des ondes
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Equation des ondes

@ On s’intéresse a la résolution numérique de I'équation des ondes

opu(x,t) = c2Au(x, t)
(Pa) qu(x,0) = uo(x)
dtu(x,0) = ug(x)

@ Formule de d’Alembert

1 X—+ct ,
u(x,t) = > [uo(x —ct) + up(x + ct)] + % fx_ct ug(y)dy

@ Conservation de I'énergie

&)=, f ((@ru(x, D) + c(yu(x, 1))?) ool



Approche directe explicite
Approximation de 'EDP :

n+1 n n—1 0
u'™t —2ul + Ul _ 2 ul - 2ul 4 ul o {u. = up(x)

2 2
&2 h
Schéma numérique :

UZJr1 = (2Id - 0262Ah) - UZ !

N

N
‘ |
.

Propriété
On suppose que la solution u de (P4) est suffisamment réguliére. Alors, le
schéma est consistant a I'ordre 2 en temps et en espace. Ce schéma est
de plus stable sous la condition CFL

>

cot < —.

N
\




Approche Euler implicite

Idée : Réécrire le probléeme (P4) sous la forme d’un systeme d’EDP
d'ordre 1 :

(& e e 055

Euler implicite : Y/ solution de

l —0tl
n+1 __ yn o d tld
BrY," =Y, avec By —( L 6,C2A, Iy )

Propriété
Ce schéma est d’ordre 1 en temps et d’ordre 2 en espace . Il est de plus
inconditionnellement stable




Schéma de Crank-Nicolson

Exercice

Montrer que I'approche Crank-Nicolson conduit au schéma consistant

d’ordre 2,
ChY] ™ = DnY}

avec

_ lg —0tlq/2 _ la +6tlq4/2
Ch_(+6t02Ah/2 g ) et D”_(—atc2A,,/2 g




