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Compacts connexes invariants par une
application univalente
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Emmanuel R i s l e r (Nice)

Abstract. Let K be a compact connected subset of C, not reduced to a point, and
F a univalent map in a neighborhood of K such that F (K) = K. This work presents a
study and a classification of the dynamics of F in a neighborhood of K. When C \K has
one or two connected components, it is proved that there is a natural rotation number
associated with the dynamics. If this rotation number is irrational, the situation is close to
that of “degenerate Siegel disks” or “degenerate Herman rings” studied by R. Pérez-Marco
(in particular, any point of K is recurrent). In any other case (that is, if this number is
rational or if C \K has more than two connected components), the situation is essentially
trivial: the dynamics is of Morse–Smale type, and a complete description and classification
modulo analytic conjugacy is given.

Introduction

1. Notons K l’ensemble des paires (K,F ) telles que :

• K est un sous-ensemble compact connexe de C, non réduit à un point.
• F est une application univalente (c’est-à-dire holomorphe et injective)

dans un voisinage ouvert de K, qui vérifie F (K) = K.

L’objectif principal de ce travail est de donner une classification des
différents types de comportement dynamique que peut avoir F|K lorsque
(K,F ) ∈ K.

Des exemples classiques de tels objets sont :

• Les fleurs de Fatou locales associées à un point fixe indifférent rationnel.
• Les domaines de linéarisation (disques de Siegel) associés à un point

fixe indifférent irrationnel linéarisable.

Récemment, R. Pérez-Marco a montré que, si F est une application
holomorphe qui admet un point fixe indifférent z0, alors il existe toujours
au voisinage de z0 des compacts connexes invariants par F non réduits
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à z0. Plus précisément, pour tout voisinage ouvert V simplement connexe
de z0 tel que F est univalente au voisinage de V , il existe un compact con-
nexe K, inclus dans V , contenant z0, tel que F (K) = K et K ∩ ∂V 6= ∅
([PM1]). Si le multiplicateur en z0 est rationnel, ces compacts sont tout
simplement des fleurs de Fatou (locales). S’il est irrationnel, il peut s’agir
de disques (fermés) locaux de Siegel, mais F peut aussi ne pas être linéari-
sable au voisinage de z0; dans ce cas, ces compacts présentent une topologie
très complexe (d’où leur nom de “hérissons”) et non encore complètement
élucidée (voir [PM2]). La dynamique de F sur ces compacts est néanmoins
aujourd’hui assez bien comprise ([PM3]); elle ressemble à beaucoup d’égards
à celle de la rotation irrationnelle dont l’angle correspond au multiplicateur
en z0; en particulier, pour chacun de ces compacts, il existe une sous-suite
des itérés de F qui converge vers l’identité (uniformément) sur ce com-
pact.

Des résultats analogues sont valables pour les difféomorphismes analy-
tiques du cercle. Si ϕ est un difféomorphisme analytique du cercle T1 = R/Z,
prolongé en une application univalente dans un voisinage de T1 dans C/Z,
alors, pour tout anneau ouvert V contenant R/Z tel que ϕ soit univalente
au voisinage de V , il existe un compact connexe K contenant R/Z, in-
clus dans V , tel que F (K) = K et tel que K rencontre les deux com-
posantes connexes de ∂V . Notons % le nombre de rotation de ϕ. Si % est
rationnel, ces compacts ressemblent à des fleurs de Fatou contenant R/Z.
Si % est irrationnel, ils peuvent être des anneaux fermés, mais, si ϕ n’est
pas linéarisable, ils présentent là encore une topologie très complexe, alors
que la dynamique de ϕ sur ces compacts garde beaucoup de propriétés de
la rotation d’angle %.

Tous ces résultats ont fortement motivé le présent travail; l’objectif en
est d’étudier systématiquement la dynamique des applications F|K lorsque
(K,F ) appartient à K. Nous montrerons en particulier que seulement deux
types de dynamiques sont possibles : une dynamique de type Morse–Smale
(comme dans le cas des fleurs de Fatou) ou une dynamique qui ressemble à
celle d’une rotation irrationnelle (comme dans le cas des disques de Siegel
et des hérissons).

2. Considérons une paire (K,F ) ∈ K, et notons V un ouvert connexe con-
tenant K sur lequel F est définie et univalente. Le nombre de composantes
connexes de C \K est bien entendu quelconque, et peut être infini. Lorsque
ce nombre vaut 1 ou 2, nous allons définir un nombre de rotation naturel
associé à la dynamique.

Supposons tout d’abord que C\K soit connexe (on dira que K est plein),
et considérons une représentation conforme h : C \ D → C \K (D désigne
le disque unité fermé). L’application h−1 ◦ F ◦ h se prolonge par réflexion
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de Schwarz en une application univalente au voisinage de ∂D = S1. La
restriction de cette application à S1 définit un difféomorphisme analytique
du cercle dont le nombre de rotation (dans R/Z) ne dépend pas du choix de
h; on l’appellera nombre de rotation associé à K.

Supposons maintenant que C \ K ait deux composantes connexes (on
dira que K est annulaire); notons-les Uint et Uext (Uint désigne celle qui est
bornée). Supposons en outre que F (Uint ∩ V ) ⊂ Uint et F (Uext ∩ V ) ⊂ Uext

(cette propriété est toujours vérifiée par l’application F ◦ F ). Considérons
deux représentations conformes hint : D → Uint et hext : C \ D → Uext.
Les applications h−1

int ◦ F ◦ hint et h−1
ext ◦ F ◦ hext se prolongent encore en

deux difféomorphismes analytiques du cercle dont les nombres de rotation
ne dépendent pas du choix de hint et hext. Nous montrerons la

Proposition 1. Ces deux nombres de rotation cöıncident.

On pourra donc encore parler de nombre de rotation associé à K lorsque
K est annulaire.

Remarque. Cet énoncé est faux en général si l’application F n’est pas
holomorphe (par exemple seulement de classe C∞ ou même R-analytique;
voir [L], [B]).

Pour (K,F ) ∈ K quelconque, introduisons la

Définition 1. On dira que la dynamique de F sur K est de type Morse–
Smale si les trois assertions suivantes sont vérifiées :

(i) F|K a un nombre fini de points périodiques.
(ii) Les ensembles α-limite et ω-limite de tout point de K sont deux

orbites périodiques.
(iii) Toute orbite périodique indifférente de F|K a un multiplicateur ra-

tionnel.

Remarque. (1) Dans la définition ci-dessus, l’assertion (iii) est en fait,
comme nous le verrons, une conséquence des assertions (i) et (ii) (on peut
donc l’omettre).

(2) Cette définition autorise l’existence de points périodiques “para-
boliques” (i.e. de multiplicateur indifférent rationnel). Néanmoins, la dy-
namique au voisinage de ces orbites (dynamique de la fleur de Fatou) a un
caractère nettement “hyperbolique” (pétales attractifs, répulsifs, directions
stables et instables, etc.); la définition adoptée ci-dessus est donc la plus
naturelle dans notre cadre.

L’objectif principal de ce travail est d’établir le résultat de classification
suivant :
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Théorème 1. Soit (K,F ) ∈ K quelconque. On est toujours dans un (et
un seul) des quatre cas suivants :

(a) K est plein et de nombre de rotation irrationnel.
(b) K est annulaire et de nombre de rotation irrationnel.
(c) La dynamique de F sur K est de type Morse–Smale.
(d) F|K est racine de l’identité (c’est-à-dire qu’il existe n ∈ N tel que

Fn|K = Id).

En particulier, on a le

Corollaire 1. Supposons que F|K ne soit pas racine de l’identité et
que le nombre de composantes connexes de C\K soit supérieur ou égal à 3.
Alors la dynamique de F sur K est de type Morse–Smale.

L’intérêt et la nouveauté de ces résultats résident dans le fait que tous les
compacts connexes de C, et non seulement les compacts connexes pleins, sont
considérés. Le cas des compacts connexes pleins était déjà très bien compris
grâce aux travaux de Pérez-Marco ([PM1], [PM3]). Tous les résultats énoncés
dans cette introduction et concernant les compacts connexes pleins ont
d’ailleurs été récemment obtenus de façon indépendante par Pérez-Marco
([PM4]).

Il est naturel de chercher à préciser la topologie de K et la dynamique
de F sur K dans chacun des cas (a), (b), et (c) distingués par le théorème
ci-dessus (le cas (d) ne présente pas grand intérêt). Considérons tout d’abord
le cas où K est plein ou annulaire de nombre de rotation irrationnel. Dans
ce cas les techniques introduites par Pérez-Marco pour étudier les compacts
connexes pleins ([PM3]) s’adaptent également (grâce à la proposition 1) aux
compacts annulaires et permettent de retrouver des résultats très similaires
à ceux de [PM3], qui font l’objet du théorème suivant :

Théorème 2. Soit (K,F ) ∈ K quelconque. Supposons que K soit plein
ou annulaire, et de nombre de rotation α irrationnel. Alors :

(1) Si K est plein, K contient un unique point z0 fixe par F , de multi-
plicateur e2iπα, et ne contient pas de point périodique autre que z0. Si K est
annulaire, K ne contient aucun point périodique par F .

(2) Les itérés de F|K accumulent l’identité (pour la topologie de la con-
vergence uniforme sur K); en particulier , tout point de K est récurrent.

(3) Tout point de K “tourne à la vitesse α” (voir la remarque ci-dessous).
(4) Supposons que intK soit non vide; alors intK est connexe. Si K

est plein, intK est simplement connexe et contient z0. Si K est annulaire,
alors intK est un anneau. Dans les deux cas, F| intK est analytiquement
conjuguée à la rotation z 7→ e2iπαz.
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Nous donnerons par ailleurs une démonstration, différente et peut-être
plus simple que celle de [PM1], de l’assertion (1) de ce théorème (voir §1.2
et 1.3).

Remarque. Explicitons ce qu’il faut entendre par “tourner à la vitesse
α” dans l’assertion (3) du théorème ci-dessus. Supposons par exemple que
K soit plein, et que 0 soit l’unique point fixe de F sur K. Considérons
un relevé F̃ de F par le revêtement E : C → C∗, ζ 7→ e2iπζ . Soit α̃ tel
que limIm ζ→+∞(F̃ (ζ) − ζ) = α̃; alors π(α̃) = α (π désigne la projection
canonique C→ C/Z). On dit alors qu’un point z de K “tourne à la vitesse
α” si, pour tout point ζ ∈ E−1({z}), on a

lim
n→+∞

(F̃n(ζ)− ζ)/n = α̃.

Si K est annulaire, on suppose que 0 est cette fois un point de la composante
connexe bornée de C \K et on adopte la même convention.

On déduit facilement des théorèmes 1 et 2 le

Corollaire 2. Soient K1 et K2 deux compacts de C et F une applica-
tion univalente au voisinage de K1 ∪K2 tels que :

(i) Pour tout i ∈ {1, 2}, (Ki, F ) ∈ K et Ki est plein ou annulaire, de
nombre de rotation irrationnel.

(ii) K1 ∩K2 6= ∅.
Alors K1 ∪K2 est plein ou annulaire et de nombre de rotation irrationnel.
De plus, les nombres de rotation de K1, K2, et K1 ∪K2 cöıncident.

La topologie des compacts pleins ou annulaires de nombre de rotation
irrationnel n’est pas encore complètement comprise, même si on sait qu’elle
peut être très complexe ([PM2]). Par exemple, on ne sait pas si un compact
annulaire de nombre de rotation irrationnel et d’intérieur vide contient tou-
jours une courbe de Jordan (si une telle courbe de Jordan existe, elle est
forcément invariante par la dynamique).

En revanche, nous allons voir maintenant que dans tous les autres cas
(c’est-à-dire dès que K n’est pas plein ou annulaire de nombre de rotation
irrationnel), la situation est assez simple et peut être complètement décrite.

Considérons une paire (K,F ) ∈ K quelconque. Supposons tout d’abord
que le nombre de composantes connexes de C \K soit fini mais quelconque;
notons n ce nombre et notons U1, . . . , Un ces composantes. Supposons en
outre que, pour tout i ∈ {1, . . . , n}, on ait F (Ui ∩ V ) ⊂ Ui (cette hypothèse
est toujours vérifiée quitte à remplacer F par un de ses itérés). A chacune
de ces composantes peut alors être associé un nombre de rotation (comme
on l’a fait pour les compacts pleins ou annulaires). Nous montrerons la

Proposition 2. Si n ≥ 3, ces nombres de rotation sont tous nuls.



246 E. Risler

De plus, quitte à remplacer K par un compact invariant un peu plus
gros, nous allons voir qu’il s’agit d’un objet dont la topologie est très simple.
Introduisons la

Définition 2. On appellera pétale invariant par F tout ensemble P
ouvert, connexe, simplement connexe, inclus et relativement compact dans
C, satisfaisant aux propriétés suivantes :

(1) P ⊂ V , F (P ) = P , et F|P est sans point fixe.
(2) Il existe deux points xα et xω de ∂P , fixes par F , tels que, pour tout

z ∈ P , on ait limk→+∞ F k(z) = xω et limk→−∞ F k(z) = xα.

Remarque. Nous verrons que la propriété (2) ci-dessus est en fait une
conséquence de la propriété (1).

Nous montrerons le

Théorème 3. Si n = 1 ou 2, notons p/q (p ∧ q = 1, q > 0) le nombre
de rotation associé à K; si n ≥ 3, posons q = 1. Alors :

(1) Tout point z de K périodique par F est accessible par le complémen-
taire de K et vérifie F q(z) = z et |F ′q(z)| 6= 1 ou F ′q(z) = 1.

(2) Il existe un compact K̂ vérifiant les propriétés suivantes :

(i) K ⊂ K̂ ⊂ V ,

(ii) F (K̂) = K̂

(iii) int K̂ est la réunion d’un nombre fini de pétales invariants
par F q, deux à deux disjoints.

(iv) K \ PerF ⊂ int K̂ (PerF désigne l’ensemble des points pério-
diques par F ).

Remarque. Nous verrons que ce théorème est valable avec une définition
plus restrictive de la notion de pétale, pour laquelle tout pétale a un bord
analytique par morceaux et est de l’un des trois types dessinés ci-dessous :

��
��

��
��

1 2 3

Ceci permet une description particulièrement simple de la topologie de K et
de la dynamique de F sur K; le dessin suivant montre un exemple typique :
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En particulier, la dynamique de F sur K est de type Morse–Smale; ceci
démontre le théorème 1 dans le cas particulier où le nombre de composantes
connexes de C \K est fini.

Reste le cas où le nombre de composantes connexes de C \K est infini.
On peut alors se ramener au cas où ce nombre est fini, grâce à la proposition
suivante (dont l’idée se trouve dans [H2], et dont nous donnons tout de suite
une démonstration) :

Proposition 3. Il existe une paire (K̂, F̂ ) appartenant à K, et un ho-
méomorphisme quasi-conforme φ : C→ C tels que :

(1) φ(K) ⊂ K̂, F̂ (φ(K)) = φ(K) et F̂ ◦φ(z) = φ◦F (z) pour tout z ∈ K.
(2) C \ K̂ a un nombre fini de composantes connexes.

D é m o n s t r a t i o n. Supposons que le nombre de composantes connexes
de C \K soit infini. Notons Ui, i ∈ I, ces composantes connexes (indexées
par un ensemble I infini). Soit V un ouvert connexe de C contenant K sur
lequel F est univalente.

Remarquons tout d’abord que seulement un nombre fini de composantes
connexes de C \K rencontrent C \V (en effet, les composantes connexes de
C\K forment un recouvrement du compact C\V par des ouverts disjoints).
Notons I1 = {i ∈ I | Ui 6⊂ V } (I1 est fini). Soit F1 une extension κ-quasi-
conforme, κ < 1, de F , c’est-à-dire un homéomorphisme κ-quasi-conforme
de C qui cöıncide avec F sur un voisinage W de K ∪⋃i∈I\I1 Ui (il est clair
qu’une telle extension existe : n’importe quel difféomorphisme de classe C1

de C qui cöıncide avec F sur un voisinage de K ∪⋃i∈I\I1 Ui convient).
Posons

U = C \K, U1 =
⋃

i∈I1, k∈Z
F k1 (Ui), U2 = U \ U1.

Soit i ∈ I; on dira que Ui est périodique s’il existe k ∈ N tel que F k1 (Ui) =
Ui. Notons U1,per la réunion des composantes connexes de U1 qui sont
périodiques sous l’action de F1, et notons U1,err = U \ U1,per (ce sont les
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composantes connexes errantes). On a

C = K ∪ U1,per ∪ U1,err ∪ U2

et ces ensembles sont tous invariants par F1.
Posons K1 = K ∪ U1,err ∪ U2. Construisons une forme de Beltrami µ ∈

L∞(C) avec les caractéristiques suivantes :

• Sur K ∪ U1,per ∪ U2, µ = 0.
• Sur U1,err, µ est F1-invariante quelconque, d’ellipticité bornée.

Pour construire une telle forme µ sur U1,err, il suffit, pour chaque orbite de
composantes connexes de U1,err, de poser µ = 0 sur une des composantes
de l’orbite, puis de transporter µ par F1. La forme est alors F1-invariante
(par construction) et l’ellipticité est bornée car seul un nombre fini de com-
posantes connexes de l’orbite ne sont pas incluses dans W , c’est-à-dire con-
tiennent des points où F1 n’est pas holomorphe.

La forme obtenue est invariante par F1 au voisinage de K1. Soit φ un
homéomorphisme quasi-conforme de C qui vérifie φ∗µ = µ0 (µ0 désigne la
structure complexe standard sur C). Posons

F̂ = φ ◦ F1 ◦ φ−1, K̂ = φ(K1).

L’application F̂ est alors univalente au voisinage de K̂, et vérifie F̂ (K̂) = K̂.
De plus, le nombre de composantes connexes de C \ K̂ est fini.

La proposition 3 est donc démontrée.

On en déduit, grâce au théorème 3 ci-dessus, que, si (K,F ) est une paire
appartenant à K quelconque, et si K n’est pas plein ou annulaire de nombre
de rotation irrationnel, alors la dynamique de F sur K est de type Morse–
Smale (c’est le théorème 1) et il existe un entier q tel que les conclusions (1)
et (2) du théorème 3 soient valables.

Finalement, considérons une paire (K,F ) ∈ K quelconque telle que K
soit plein ou annulaire de nombre de rotation rationnel; nous montrerons la

Proposition 4. (1) Supposons que K soit plein et de nombre de rotation
rationnel p/q, p∧q = 1, q > 0. Alors il existe un point fixe sur K qui est soit
non indifférent , soit de multiplicateur e2iπp/q. Tout autre point périodique de
K a pour période minimale q. De plus, si le point fixe a pour multiplicateur
e2iπp/q, alors tout point de K “tourne à la vitesse p/q”.

(2) Supposons que K soit annulaire et de nombre de rotation p/q. Alors
tout point périodique de K a pour période minimale q, et tout point de K
“tourne à la vitesse p/q”. De plus, pour tout voisinage ouvert V de K, il
existe une courbe de Jordan J , incluse dans V , invariante par F , et non
disjointe de K; si V est un anneau ouvert tel que K sépare les deux com-
posantes connexes de ∂V , alors J les sépare également. D’autre part , on
peut demander que J ne rencontre K qu’en des points périodiques par F .
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Signalons que l’ensemble de ces résultats entrâıne immédiatement le
résultat principal de [H2], à savoir :

Si R est une fraction rationnelle sur C qui admet un domaine de rotation
D (disque de Siegel ou anneau de Herman) et que le nombre de rotation
associé à ce domaine satisfait à la condition arithmétique H de linéarisation
analytique globale des difféomorphismes analytiques du cercle (voir [H1] et
[Y]), alors R n’est pas injective au voisinage de D (D est supposé maximal).

Le présent travail offre donc une nouvelle démonstration de ce résultat,
une variante qui n’utilise pas le théorème du noyau de Carathéodory (ce
dernier est un outil essentiel dans la preuve de [H2], et aussi dans certains
résultats de [PM1] redémontrés ici d’une manière différente).

3. Décrivons maintenant rapidement l’organisation de cet article.
La première partie est consacrée, après quelques résultats préparatoires

(§1.1), à la démonstration des résultats techniques principaux, à savoir
la proposition 1 (§1.2) et la proposition 2 (§1.4). Les démonstrations sont
basées sur un argument d’intégrale de Cauchy, dont l’idée est très simple :
il ne peut pas y avoir de “cisaillement” au voisinage d’un compact connexe
invariant; elles utilisent de manière essentielle un lemme sur les difféomor-
phismes analytiques du cercle (lemme 1.1.3) démontré dans [H1]. La même
méthode permet de démontrer assez simplement l’assertion (1) du théorème
2 (§1.2 et 1.3). Enfin, on montre dans le paragraphe 1.5 comment ces
résultats permettent d’établir les autres assertions du théorème 2 (la dé-
marche est semblable à celle de [PM3]).

La deuxième partie est consacrée à l’étude des compacts connexes in-
variants qui ne sont pas pleins ou annulaires de nombre de rotation irra-
tionnel. Dans le paragraphe 2.1, on démontre le théorème 3, c’est-à-dire la
décomposition de K en pétales périodiques (la proposition 2 est essentielle
pour cette démonstration). On en déduit le théorème 1 dans le cas parti-
culier où le nombre de composantes connexes de C\K est fini, et on montre
que la proposition 3 entrâıne ce théorème dans le cas général. Le paragraphe
2.2 est consacré à la démonstration de la proposition 4.

En appendice, on définit la notion de plongement analytique de type
Morse–Smale de surfaces de Riemann (cette notion englobe en particulier les
applications F univalentes au voisinage d’un compact K lorsque (K,F ) ∈ K
et que la dynamique de F sur K est de type Morse–Smale au sens de la
définition 1). On montre que ces plongements peuvent être assez simple-
ment classifiés modulo conjugaison analytique. Cette classification fait ap-
parâıtre des invariants locaux (multiplicateurs aux points fixes et, lorsque ces
points fixes sont indifférents rationnels, invariants de conjugaison d’Écalle–
Voronin) et des invariants de recollement (invariants de Mather) entre ces
objets locaux. La formulation adoptée est proche de celle de Voronin ([V]).
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tion de Jean-Christophe Yoccoz, et n’aurait pas vu le jour sans les idées,
les conseils, et les encouragements qu’il m’a toujours prodigués. En par-
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démonstration de la proposition 1.4.1.

5. Notations. On note T1 = R/Z et C/Z la surface de Riemann
difféomorphe à C obtenue en rajoutant deux points, +i∞ et −i∞, aux deux
bouts de C/Z. On notera toujours π la projection canonique C→ C/Z.

On note H∗ = {z ∈ C | Im z < 0} et, pour tout ∆ > 0, Ã∆ = {z ∈ C |
|Im z| < ∆} et A∆ = π(Ã∆).

Enfin, on note Diffω(T1) (resp. Diffω(S1)) les difféomorphismes analy-
tiques du cercle T1 (resp. S1) préservant l’orientation, et Dω(T1) l’ensemble
des relevés à R des éléments de Diffω(T1).

1. Cöıncidence des nombres de rotation

1.1. Préliminaires

Lemme 1.1.1 (voir par exemple [C,G], p. 77). Soit W un ouvert connexe
de C, dont le complémentaire dans C n’est pas réduit à un point , et F une
application univalente au voisinage de l’adhérence de W dans C, vérifiant
F (W ) ⊂ W . Supposons qu’il existe z0 ∈ W tel que Fn(z0) → ∂W lorsque
n→ +∞. Alors :

(i) Il existe z1 ∈ ∂W fixe par F tel que, pour tout z ∈ W , Fn(z) → z1

lorsque n→ +∞.
(ii) |F ′(z1)| 6= 1 ou F ′(z1) = 1.

D é m o n s t r a t i o n. L’assertion (i) se démontre facilement en utili-
sant la métrique de Poincaré de W , qui explose au bord, et pour laque-
lle F|W est une isométrie. L’assertion (ii) est une conséquence du Snail
lemma.

Considérons une paire (U,F ) satisfaisant aux hypothèses suivantes :
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(i) U est un ouvert de C, connexe, simplement connexe, et C \ U n’est
pas vide ni réduit à un point.

(ii) F est une application définie et univalente sur un voisinage ouvert V
de ∂U , à valeurs dans C, et vérifiant F (∂U) = ∂U et F (U ∩ V ) ⊂ U (∂U
désigne le bord de U dans C).

Considérons une représentation conforme h : D→ U ; l’application h−1 ◦
F ◦ h se prolonge alors par réflexion de Schwarz en un difféomorphisme
analytique du cercle S1 = ∂D, préservant l’orientation; notons-le ϕ, et notons
%(ϕ) son nombre de rotation (il ne dépend que de (U,F )).

Nous allons effectuer deux constructions différentes, selon que %(ϕ) est
rationnel ou irrationnel, qui vont être utilisées plusieurs fois par la suite.

(a) Construction lorsque le nombre de rotation est rationnel. Supposons
que %(ϕ) soit rationnel, et que F|∂U ne soit pas une racine de l’identité.
Notons p/q ∈ Q, p ∧ q = 1, q > 0, un relevé de %(ϕ) dans Q.

Puisque F|∂U n’est pas racine de l’identité, ϕ n’est pas linéarisable. Il
existe donc k ∈ N∗ tel que ϕ admette exactement kq points périodiques.
Notons (yi)i∈Z/kqZ le kq-uplet formé de ces points périodiques ordonnés dans
l’ordre cyclique de S1. Pour tout i ∈ Z/kqZ, on a ϕ(yi) = yi+pk.

Notre construction est résumée par le lemme suivant :

Lemme 1.1.2. (1) La représentation conforme h : D → U admet une
limite non tangentielle (voir [C,G] ou [Po]) en chacun des points yi, i ∈
Z/kqZ (pour tout i ∈ Z/kqZ, notons xi ∈ ∂U la limite non tangentielle de
h en yi).

(2) Il existe un kq-uplet (γi)i∈Z/kqZ de chemins R→ U , analytiques, in-
jectifs, d’images deux à deux disjointes, et un kq-uplet (σi)i∈Z/kqZ d’éléments
de {−1, 1}, tels que, pour tout i ∈ Z/kqZ, on ait :

(i) F (xi) = xi+pk et F ◦γi(R) = γi+pk(R). En particulier , F q(xi) =
xi et F q ◦ γi(R) = γi(R).

(ii) |(F q)′(xi)| 6= 1 ou (F q)′(xi) = 1.
(iii) limσit→−∞ γi(t) = xi et limσit→+∞ γi(t) = xi+1.
(iv) F q ◦ γi(t) = γi(t + 1). En particulier , tous les points de γi(R)

ont sous l’action de F q une orbite hétérocline entre xi et xi + 1.

L’ensemble
⋃
i∈Z/kqZ({xi}∪γi(R)) définit donc une courbe, notée C, fermée,

non nécessairement simple, invariante par F .
(3) Le complémentaire de C dans C a une unique composante connexe

Ω entièrement incluse dans U et on a C = ∂Ω. De plus, on peut choisir
les γi pour que C soit incluse dans un voisinage arbitrairement petit de ∂U ,
plus précisément , pour que Ω contienne n’importe quel compact de U fixé à
l’avance.
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D é m o n s t r a t i o n. Pour tous y, y′ appartenant à S1, notons ]y; y′[ l’in-
tervalle de S1 formé des points strictement compris entre y et y′ pour l’ordre
cyclique de S1.

Fixons i ∈ Z/kqZ quelconque. Alors ϕq|]yi;yi+1[ définit un homéomor-
phisme sans point fixe de l’intervalle ouvert ]yi; yi+1[. Posons σi = +1 ou
−1 selon que ϕq− Id est à valeurs positives ou négatives sur ]yi; yi+1[. Alors,
pour tout z ∈ ]yi; yi+1[, on a

(ϕσiq)n(z) −−−−→
n→+∞ yi, (ϕσiq)n(z) −−−−→

n→+∞ yi+1.

Notons (Héti) cette propriété d’être hétérocline entre yi et yi+1 pour z.
Il s’agit d’une propriété ouverte, et on montre facilement qu’il existe un
domaine de Jordan ouvert Wi ⊂ D, complètement invariant par ϕq, tel que
tous les points de Wi vérifient (Héti) et tel que ]yi; yi+1[ ⊂ ∂Wi. De plus,
on peut supposer que Wi est inclus dans un voisinage arbitrairement petit
de S1.

La variété obtenue en quotientant Wi par l’action de ϕq est une surface
de Riemann ouverte, plus précisément un anneau de module fini m. Notons
Am/2 = {z ∈ C/Z | |Im z| < m/2}. Cet ensemble est lui aussi un anneau
de module m, et d’après le théorème d’uniformisation de Koebe, il existe
un difféomorphisme analytique entre ces deux anneaux. L’image de R/Z ⊂
Am/2 par un tel difféomorphisme est une courbe analytique fermée dont
l’image réciproque dansWi est un chemin analytique injectif ; on peut choisir
une paramétrisation µi : R → Wi de ce chemin telle que, pour tout t ∈ R,
on ait ϕq(µi(t)) = µi(t + 1). Il est clair que µi(t) → yi lorsque σit → −∞,
et µi(t)→ yi+1 lorsque σit→ +∞.

Posons Vi = h(Wi) et γi = h ◦µi; on a F q ◦γi(t) = γi(t+ 1), et Vi est un
domaine ouvert connexe simplement connexe complètement invariant par
F q. Donc, d’après le lemme 1.1.1, il existe αi et ωi, deux points fixes pour
F q appartenant au bord de Vi tels que, pour tout z ∈ Vi, on ait

(F q)n(z) −−−−→
n→−∞ αi, (F q)n(z) −−−−→

n→+∞ ωi.

Cette convergence est uniforme sur tout compact de Vi, en particulier sur
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γi([0; 1]), ce qui montre que

γi(t) −−−→
t→−∞ αi, γi(t) −−−→

t→+∞ ωi.

L’application h admet donc des limites non tangentielles en chacun des
points yi, i ∈ Z/kqZ.

Pour tout i ∈ Z/kqZ, notons xi la limite non tangentielle de h en yi. On
vérifie alors que

γi(t) −−−−−→
σit→−∞

xi, γi(t) −−−−−→
σit→+∞ xi+1.

En outre, on a clairement F (xi)=xi+kp et, d’après le lemme 1.1.1, |(F q)′(xi)|
6= 1 ou (F q)′(xi) = 1.

On construit ainsi, lorsque i parcourt Z/kqZ, kq ouverts Vi, kq chemins
analytiques γi et kq couples de points fixes (xi, x′i). Il est clair que l’on peut
supposer que Vi+kp = F (Vi) et γi+kp(R) = F ◦ γi(R). Les assertions (1) et
(2) du lemme sont donc démontrées.

Considérons les ensembles

C =
⋃

i∈Z/kqZ
({xi} ∪ γi(R)), C′ =

⋃

i∈Z/kqZ
({yi} ∪ µi(R)).

L’ensemble C′ est une courbe de Jordan incluse dans D. Soit Ω′ la com-
posante connexe bornée du complémentaire de C′ dans C. Posons Ω = h(Ω′);
alors Ω ⊂ U et C = ∂Ω. L’ouvert Ω est donc une composante connexe du
complémentaire de C dans C.

Considérons une composante connexe X de C\C différente de Ω. Alors X
rencontre forcément cU . En effet, raisonnons par l’absurde et supposons que
X soit toute entière incluse dans U . Alors h−1(X) = Y est une composante
connexe de D \ C′, différente de Ω′; le bord de X contient donc un sous-arc
ouvert (en particulier de mesure positive) de ∂D. L’ensemble des valeurs
limites de h aux points de ce sous-arc est inclus dans X ∩ ∂U . Or, puisque
X ⊂ U , on a X ∩ ∂U = ∂X ∩ ∂U ⊂ C ∩ ∂U qui est fini, ce qui est en
contradiction avec le théorème de F. et M. Riesz ([Po]). Finalement, nous
avons bien montré que X rencontre le complémentaire de U .

Enfin, si K est un compact quelconque de U , h−1(K) est un compact de
D, et on peut choisir les chemins µi pour que h−1(K) soit inclus dans Ω′,
d’où K ⊂ Ω. Ceci termine la démonstration de l’assertion (3).

Définition. Nous appellerons courbe invariante associée à la paire
(U,F ) toute courbe C fermée (non nécessairement simple) obtenue à partir
de la paire (U,F ) par la construction précédente.

(b) Construction lorsque le nombre de rotation est irrationnel . Sup-
posons que %(ϕ) soit irrationnel. Nous allons simplement montrer une con-
struction d’une courbe “quasi-invariante” par F dans un voisinage de U .

Nous aurons besoin du résultat suivant, dû à M. R. Herman :
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Lemme 1.1.3 ([H1], prop. 2.3 p. 93). Soit f ∈ Dω(T1) de nombre de
rotation α irrationnel. Alors, pour tout ε > 0, il existe g ∈ Dω(T1) tel que
l’application g ◦ f ◦ g−1 soit ε-proche de la translation t 7→ t + α dans la
C1-topologie.

Soit ε > 0 quelconque; appliquons le lemme précédent à ε et au difféomor-
phisme analytique du cercle ϕ. Il existe g ∈ Diffω(S1) tel que le difféomor-
phisme analytique ψ de S1 défini par ψ = g−1 ◦ ϕ ◦ g soit ε-proche de la
rotation d’angle %(ϕ) dans la C1-topologie.

Pour δ > 0, notons Cδ le cercle de centre 0 et de rayon e−2πδ. La courbe
h ◦ g(Cδ) (bien définie si δ est assez petit) est ce que nous appellerons une
courbe quasi-invariante associée à la paire (U,F ); nous aurons à plusieures
reprises à considérer de telles courbes.

F

h

ϕ

g

ψU
Cδ

Oh Cδg( )

(c) Condition suffisante pour que le nombre de rotation soit rationnel.
Reprenons les notations et les hypothèses introduites avant le (a). On a alors
le

Lemme 1.1.4. Supposons que F admette sur ∂U un point fixe qui ne soit
pas indifférent irrationnel. Alors %(ϕ) ∈ Q/Z.

D é m o n s t r a t i o n. Appelons z0 ∈ ∂U le point fixe de F donné par
l’hypothèse.

Premier cas : Supposons que z0 ne soit pas indifférent. Alors, quitte à
changer F en F−1, on peut supposer que z0 est attractif.

Soit ε > 0 assez petit pour que F soit définie sur B(z0, ε), que l’on
ait F (B(z0, ε)) ⊂ B(z0, ε), et que les points de B(z0, ε) convergent uni-
formément vers z0 sous l’action de F . Soit η un cross-cut de U d’adhérence
incluse dans B(z0, ε) \ {z0}. Alors, pour tout n ∈ N, Fn est définie sur
ce cross-cut, et Fn ◦ η est un cross-cut qui, pour n assez grand, ne ren-
contre jamais η. Or, d’après le théorème de F. et M. Riesz et un argu-
ment longueur-aire classique (voir par exemple [Po]), h−1(η) est également
un cross-cut, et d’après la remarque précédente, pour n assez grand, on
a φn(h−1(η)) ∩ h−1(η) = ∅, ce qui est impossible si %(ϕ) ∈ (R \ Q)/Z
(d’après le théorème de Denjoy, ϕ est topologiquement conjugué à la rota-
tion d’angle α).



Compacts invariants par une application univalente 255

Deuxième cas : Supposons que z0 soit indifférent rationnel. Si z0 est
linéarisable, alors F|∂U est une racine de l’identité, et il est clair que %(F|U ) ∈
Q/Z. Supposons donc que z0 ne soit pas linéarisable.

Dans ce cas, il existe ε > 0 tel que B(z0, ε) \ {z0} soit incluse dans la
réunion des pétales attractifs et répulsifs locaux de z0 (voir [C,G]). Con-
sidérons un point z1 ∈ (B(z0, ε) ∩ ∂U) \ {z0}, et supposons, par exemple,
que z1 soit inclus dans un pétale attractif de z0. Alors il existe un (petit)
voisinage ouvert V de z1 tel que tous les itérés positifs de F soient définis sur
V et tels que les points de V convergent uniformément vers z0 sous l’action
de F . Soit η un cross-cut de U tout entier inclus dans V . Alors, pour n assez
grand, Fn(η) et η sont disjoints, ce qui, encore une fois, est impossible si
%(ϕ) ∈ (R \Q)/Z.

1.2. Compact annulaire. Notre premier objectif est de démontrer la
proposition 1. Pour simplifier la présentation, on se place dans C/Z (qui
est plus adapté à la géométrie des compacts annulaires) plutôt que dans C.

Considérons donc un compact connexe K, inclus dans C/Z, annulaire, et
une application F univalente dans un voisinage V deK, vérifiant F (K) = K.
Supposons que K sépare les deux bouts de C/Z, et notons Uh et Ub les
composantes connexes de C/Z \K contenant respectivement +i∞ et −i∞.
Supposons enfin que F (Uh ∩ V ) ⊂ Uh et F (Ub ∩ V ) ⊂ Ub.

Soient hh et hb des représentations conformes, respectivement de H/Z∪
{+i∞} dans Uh et de H∗/Z ∪ {−i∞} dans Ub. Notons ϕh et ϕb les dif-
féomorphisme analytique du cercle obtenus en prolongeant respectivement
h−1
h ◦ F ◦ hh et h−1

b ◦ F ◦ hb par réflexion de Schwarz. Notons αh et αb
les nombres de rotation (dans R/Z) respectivement de ϕh et de ϕb. Notre
objectif est de démontrer que αh = αb; nous allons même être un peu plus
précis.

Considérons des relevés F̃ , h̃h, et h̃b, respectivement de F , hh, et hb par
la projection canonique π : C → C/Z. Les applications ϕ̃h et ϕ̃b obtenues
en prolongeant respectivement h̃−1

h ◦ F̃ ◦ h̃h et h̃−1
b ◦ F ◦ h̃b par réflexion de

Schwarz sont des relevés respectifs de ϕh et ϕb. Notons α̃h et α̃b les nombres
de rotation (dans R) de ϕ̃h et ϕ̃b (alors π(α̃h) = αh et π(α̃b) = αb). Nous
allons en fait montrer la

Proposition 1.2.1. α̃h = α̃b.

D é m o n s t r a t i o n. Raisonnons par l’absurde et supposons par exemple
que α̃h > α̃b. Alors, quitte à remplacer F̃ par un de ses itérés composé par
une translation entière, on peut supposer α̃h > 1 et α̃b < −1. Distingons
trois cas :

Premier cas : α̃h et α̃b sont tous deux irrationnels. Soit ε > 0 un
paramètre réel à choisir par la suite. D’après le lemme 1.1.3, il existe deux
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éléments g̃h et g̃b de Dω(T1) tels que les applications ψ̃h = g̃−1
h ◦ ϕ̃h ◦ g̃h et

ψ̃b = g̃−1
b ◦ ϕ̃b ◦ g̃b vérifient

‖ψ̃h − Id−α̃h‖C1(R) < ε, ‖ψ̃b − Id−α̃b‖C1(R) < ε.

Il existe donc δ > 0 tel que ψ̃h et ψ̃b s’étendent en deux applications univa-
lentes sur Ã2δ vérifiant

‖ψ̃h − Id−α̃h‖C1(Ã2δ)
< ε, ‖ψ̃b − Id−α̃b‖C1(Ã2δ)

< ε.

G F ϕ
h

ψ
h

H
h g

h h

CC

C C

C
1,h

2,h

2,b

3,h

3,b

ϕ ψ
b

b
1,b

C

h g
b b

Posons C1,h = {z ∈ C/Z | Im z = δ} et C1,b = {z ∈ C/Z | Im z = −δ}.
Notons gh et gb les éléments de Diffω(T1) dont g̃h et g̃b sont des relevés.
Quitte à diminuer δ, on peut supposer que hh ◦ gh et hb ◦ gb s’étendent
en deux applications univalentes définies respectivement sur {z ∈ C | 0 <
Im z < 2δ} et sur {z ∈ C | −2δ < Im z < 0}, à valeurs dans V . Posons alors
C2,h = hh ◦ gh(C1,h) et C2,b = hb ◦ gb(C1,b).

Considérons l’anneau A compris entre C2,b et C2,h, et notons m son mo-
dule. Considérons une application uniformisante H de Am/2 dans A, et
posons G = H−1 ◦ F ◦ H. Posons C3,h = {z ∈ C/Z | Im z = m/2} et
C3,b = {z ∈ C/Z | Im z = −m/2}. L’application H−1 ◦ hh ◦ gh envoie tout
point proche de C1,h sur un point proche de C3,h; elle se prolonge donc par
réflexion de Schwarz en une application Lh, univalente sur {z ∈ C/Z | 0 <
Im z < 2δ}, et qui vérifie Lh(C1,h) = C3,h. De même, H−1◦hb◦gb se prolonge
en une application Lb, univalente sur {z ∈ C/Z | −2δ < Im z < 0}, et qui
vérifie Lb(C1,b) = C3,b.

Soient H̃, L̃h, et L̃b des relevés respectifs de H, Lh, et Lb. Posons G̃ =
H̃−1 ◦ F̃ ◦ H̃. L’application z 7→ G̃(z) − z passe au quotient et définit une
application holomorphe dans un voisinage de l’adhérence de Am/2 dans C/Z.
Posons

Ih =
\
C3,h

(G̃(z)− z) dz, Ib =
\
C3,b

(G̃(z)− z) dz.

D’après la formule de Cauchy, on a Ih − Ib = 0. Le lemme suivant mène
donc clairement à une contradiction.
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Lemme 1.2.1. Il existe une constante ε0 telle que, si ε < ε0, alors
Re Ih > [α̃h] − 1 et Re Ib < [α̃b] + 2 ([α̃h] et [α̃b] désignent les parties
entières de α̃h et α̃b).

D é m o n s t r a t i o n. L’idée : La méthode pour estimer ces intégrales
consiste à “oublier” la dynamique de F , ainsi que celles de ϕh et ϕb, et
à travailler uniquement avec ψh et ψb, dont les dynamiques sont reliées à
celle de G par Lh et Lb. Or, l’application Lh (par exemple) envoie la droite
horizontale C1,h sur la droite horizontale C3,h; sa dérivée est donc “presque
réelle” au voisinage de C1,h, en particulier sur C1,h ∪ ψh(C1,h) (grâce à une
estimée de Koebe), ce qui suffira pour conclure.

La démonstration : Pour montrer l’estimée sur Re Ih, il suffit d’établir
que, pour tout z ∈ C3,h, on a Re(G̃(z) − z − [α̃h] + 1) > 0. Fixons z ∈ C3,h
quelconque, et posons ζ = L−1

h (z) (ζ ∈ C1,h). Alors,

G̃(z)− z − [α̃h] + 1 = L̃h(ψ̃h(ζ)− [α̃h] + 1)− L̃h(ζ)

=
1\
0

DL̃h(ζ + t(ψ̃h(ζ)− [α̃h] + 1− ζ))(ψ̃h(ζ)− [α̃h] + 1− ζ)) dt.

Or, d’une part, ψ̃h(ζ)− ζ − α̃h < ε, ce qui montre que

arg(ψ̃h(ζ)− [αh] + 1− ζ) < arcsin ε.

D’autre part, soit ζ0 ∈ R/Z tel que Re ζ0 = Re ζ (c’est-à-dire que ζ = ζ0+iδ).
Alors,

|ψ̃h(ζ)− ψ̃h(ζ0)− iδ| < εδ.

Or, puisque DL̃h|C1,h∈R et que L̃h est univalente sur {z ∈ C/Z | dist(z, C1,h)
< δ}, on déduit d’une estimée de fonction univalente (Koebe) que

sup
dist(ξ,C1,h)<εδ

arg(DL̃h(ξ)) < ε′(ε)

où ε′(ε)→ 0 lorsque ε→ 0.

C

C

L3,h h

1,h

δ
εδ

R

On en déduit que

arg(G̃(z)− z − [αh] + 1) < arcsin ε+ ε′(ε),

ce qui démontre l’estimée sur Re Ih; l’estimée sur Re Ib s’établit de la même
manière.
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Ceci démontre donc le lemme 1.2.1 (et, en même temps, la proposition
1.2.1 dans le cas où α̃h et α̃b sont tous deux irrationnels).

Deuxième cas : α̃h est irrationnel, α̃b est rationnel. Puisque α̃h est irra-
tionnel, on peut effectuer, à partir de la dynamique de F dans la composante
connexe Uh de C/Z \K située au-dessus de K, les mêmes constructions que
précédemment; on construit ainsi (en gardant les mêmes notations) gh, ψh,
C1,h, C2,h.

D’autre part, puisque α̃h 6= α̃b, F|K n’est pas racine de l’identité; on
peut donc appliquer le lemme 1.1.2 à la paire (Ub, F ) (Ub designe la com-
posante connexe de C/Z \ K située au-dessous de K). Soit C′b une courbe
invariante par F donnée par ce lemme. On peut supposer que C′b sépare les
deux bouts de C/Z. Notons A l’ensemble formé des points situés au-dessous
de C2,h et appartenant à la composante connexe de C/Z \ C′b contenant
+i∞; puisque C′b est connexe, A est un sous-anneau de C/Z; notons m son
module, introduisons encore une uniformisante H : Am/2 → A, et posons
G = H−1 ◦ F ◦H.

La suite de la démonstration fonctionne de la même manière que précé-
demment. La courbe C3,b est cette fois-ci exactement invariante par G (ce
qui permet de prolonger G par réflexion de Schwarz au voisinage de cette
courbe) et C3,h est toujours quasi-invariante. On établit (avec les mêmes
notations) que Ih > [αh]−1 comme précédemment, et le fait que Ib < [αb]+2
est évident. On aboutit donc encore à une contradiction avec la formule de
Cauchy.
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Troisième cas : α̃h et α̃b sont tous deux rationnels. Dans ce cas, on
peut appliquer le lemme 1.1.2 dans chacune des deux composantes connexes
de C/Z \K (F|K n’est pas racine de l’identité). Considérons deux courbes
C2,h et C2,b (données par ce lemme) invariantes par F , situées respectivement
au-dessus et au-dessous de K.

Si C2,h∩C2,b = ∅, alors on peut encore considérer l’anneau compris entre
C2,b et C2,h et raisonner comme précédemment.

Si en revanche C2,h ∩ C2,b 6= ∅, alors, d’après le lemme 1.1.2, elles se
rencontrent en un point périodique de K (noté z0). Posons α̃h = p/q et
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α̃b = p′/q′; alors, puisque les relevés des représentations conformes hh et
hb commutent aux translations entières, on a F̃ q(z0) = z0 + p et F̃ q

′
(z0) =

z0 + p′, ce qui entrâıne que p/q = p′/q′.
Ceci termine la démonstration de la proposition 1.2.1.

Ceci fournit en particulier une nouvelle démonstration, peut-être plus
simple, du résultat suivant :

Corollaire 1.2.1 ([PM1]). Si T1 ⊂ K et si F (T1) = T1 (donc F̃|R ∈
Dω(T1)), alors α̃h = α̃b = %(F̃|R).

D é m o n s t r a t i o n. Il suffit d’appliquer la proposition précédente aux
compacts Kh = K ∩ {z ∈ C/Z | Im z ≥ 0} et Kb = K ∩ {z ∈ C/Z | Im z
≤ 0}.

La proposition 1.2.1 montre que l’on peut naturellement associer à K un
nombre de rotation. La même idée va nous permettre d’établir la

Proposition 1.2.2. Si le nombre de rotation associé à K est irrationnel ,
alors F n’a pas d’orbite périodique sur K.

(Il s’agit de l’assertion (1) du théorème 2 de l’introduction dans le cas
annulaire.)

D é m o n s t r a t i o n. Supposons au contraire que F|K admette une orbite
périodique. Quitte à remplacer F par un de ses itérés, on peut supposer que
F admet un point fixe z0 sur K. Soit F̃ un relevé de F par le revêtement
π : C→ C/Z qui fixe les images réciproques de z0. Supposons que le nombre
de rotation associé à ce relevé et à l’ensemble invariant π−1(K) soit, par
exemple, strictement positif; quitte à remplacer encore une fois F̃ par un de
ses itérés, on peut supposer qu’il est plus grand que 1.

Comme lors de la démonstration précédente, on construit deux courbes
C2,h et C2,b, situées de part et d’autre de K, quasi-invariantes par F . Soit H
une application uniformisante de l’anneau compris entre ces deux courbes,
et H̃ un relevé de H; posons G̃ = H̃−1 ◦ F̃ ◦ H̃. On montre alors (comme
précédemment) que Re(G̃(z) − z) est strictement positif sur C3,h et C3,b.
D’autre part, G̃(H̃−1(z0)) = H̃−1(z0), ce qui est en contradiction avec le
principe du maximum.

1.3. Compact plein. Considérons à présent une paire (K,F ) ∈ K quel-
conque, et supposons que K soit plein. Soit h une représentation conforme
de C \ D dans C \ K. L’application h−1 ◦ F ◦ h se prolonge par réflexion
de Schwarz en une application ϕ univalente au voisinage de S1, dont la re-
striction à S1 définit un difféomorphisme analytique du cercle; notons α son
nombre de rotation. La proposition suivante correspond à l’assertion (1) du
théorème 2 dans le cas d’un compact plein.
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Proposition 1.3.1. Supposons que α soit irrationnel. Alors, il existe
un unique point fixe z0 sur K qui vérifie F ′(z0) = e2iπα. De plus, F|K n’a
pas de point périodique autre que z0.

D é m o n s t r a t i o n. L’existence d’un point fixe pour F sur K découle
du théorème du point fixe de Cartwright–Littlewood ([C,L]) : Tout homéo-
morphisme du plan préservant l’orientation et laissant invariant un ensem-
ble compact connexe plein admet un point fixe sur cet ensemble. Pour
pouvoir appliquer ce théorème, il suffit donc de vérifier qu’il existe un
homéomorphisme F̂ de C qui cöıncide avec F au voisinage de K; il existe
alors un point z0 ∈ K fixe par F̂ , donc par F .

Posons F ′(z0) = e2iπβ , β ∈ C/Z (F ′(z0) 6= 0 puisque F est univalente).
Le lemme 1.1.4 entrâıne que β appartient à R/Z, et même à (R \ Q)/Z.
Notons θ l’application C/Z → C \ {z0}, z 7→ z0 + e2iπz. Posons K1 =
θ−1(K \ {z0}) et F1 = θ−1 ◦ F ◦ θ (l’application F1 est définie et univalente
dans un voisinage de K1 dans C/Z).

Considérons une représentation conforme hb : H∗/Z→ C/Z \K1. L’ap-
plication h−1

b ◦ F1 ◦ hb se prolonge par réflexion de Schwarz en une appli-
cation ϕb univalente au voisinage de T1, dont la restriction à T1 définit un
difféomorphisme analytique du cercle de nombre de rotation α.

Soit F̃1 un relevé de F1 et h̃b un relevé de hb par le revêtement π : C→
C/Z. L’application ϕ̃b = h̃−1

b ◦ F̃1 ◦ h̃b définit (après prolongement) un relevé
de ϕb. Notons α̃ ∈ R son nombre de rotation, qui vérifie π(α̃) = α. Par
ailleurs, la limite limIm z→+∞(F̃1(z)− z) est bien définie; notons-la β̃; on a
alors π(β̃) = β.

H

G

F

K

U

C

C

C

1

1
h

2,b

3,b

3,h

Assertion. β̃ = α̃ (ce qui entrâıne, en particulier, que α = β).

La démarche pour démontrer cette assertion est très similaire à celle
utilisée pour la démonstration de la proposition 1.2.1. Raisonnons par l’ab-
surde et supposons β̃ 6= α̃; on peut alors supposer que α̃ > 1 et que β̃ <
−1. Construisons, de la méme manière que dans la démonstration de la
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proposition 1.2.1, une courbe C2,b quasi-invariante par F1; notons Uh l’ouvert
situé au-dessus de C2,b dans C/Z, et considérons une représentation conforme
H : H/Z ∪ {+i∞} → Uh ∪ {+i∞}; soit H̃ un relevé de H. L’application
G̃1 = H̃−1 ◦ F̃1 ◦ H̃ peut être prolongée en une application univalente au
voisinage de H ∪ R.

Soit ∆ > 0 très grand; posons C3,b = R/Z, C3,h = {z ∈ C/Z | Im z = ∆},
Ih =

\
C3,h

(G̃1(z)− z) dz, Ib =
\
C3,b

(G̃1(z)− z) dz.

Alors on montre (toujours de la même manière) que Re Ib > [α̃]− 1; d’autre
part, si ∆ est assez grand, Ih est arbitrairement proche de β̃, en particulier
Re Ih < 0. On aboutit donc encore à une contradiction avec la formule de
Cauchy. L’assertion β̃ = α̃ est donc démontrée.

Enfin, la non-existence de point périodique par F sur K \ {z0} se dé-
montre de la même manière que dans le cas d’un compact annulaire (voir
la proposition 1.2.2), en construisant deux courbes quasi-invariantes et en
appliquant le principe du maximum. Ceci termine la démonstration de la
proposition 1.3.1.

1.4. Compact ni plein, ni annulaire. Considérons une paire (K,F ) ∈
K quelconque; soit V un voisinage ouvert connexe de K tel que F soit
univalente sur V ; faisons les hypothèses suivantes :

(a) C\K a un nombre fini, supérieur ou égal à 3, de composantes connexes
(notons n ce nombre).

(b) Pour toute composante connexe U de C \K, on a F (V ∩ U) ⊂ U .

Notons U1, . . . , Un les composantes connexes de C \K. Pour tout i ∈ {1, . . .
. . . , n}, fixons une représentation conforme θi : H/Z ∪ {+i∞} → Ui. L’ap-
plication θ−1

i ◦F ◦θi se prolonge par réflexion de Schwarz en une application
ϕi univalente au voisinage de T1, dont la restriction à T1 définit un élément
de Diffω(T1); notons αi ∈ R/Z son nombre de rotation (αi ne dépend pas
du choix de θi).

L’objectif de cette section est de démontrer la proposition suivante (qui
correspond à la proposition 2 de l’introduction) :

Proposition 1.4.1. Pour tout i ∈ {1, . . . , n}, αi = 0.

Débarassons-nous pour commencer du cas où F|K est racine de l’identité :

Lemme 1.4.1. Si F q|K = Id, alors F|K = Id.

D é m o n s t r a t i o n. Raisonnons par l’absurde et supposons que F q|K =
Id avec q ≥ 2, et F|K 6= Id. Alors, pour tout i ∈ {1, . . . , n}, on a ϕqi = Id,
et αi est non nul dans R/Z (sinon on aurait ϕi = Id et donc F|K = Id).
Fixons x1 ∈ U1 et x2 ∈ U2 (quelconques) et M une transformation de
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Möbius vérifiant M(0) = x1 et M(∞) = x2. Considérons le revêtement
R : C → C \ {x1, x2}, z 7→ M(e2iπz). Remarquons que R−1(U3) n’est pas
connexe. Soit Ũ3 une composante connexe quelconque de R−1(U3). Soit F̃
un relevé de F par le revêtement R (F̃ est définie sur un voisinage connexe
W de R−1(K)), et vérifiant F̃ (Ũ3 ∩W ) ⊂ Ũ3 (puisque F (U3 ∩ V ) ⊂ U3, un
tel relevé existe bien).

Puisque α1 est non nul dans R/Z, il existe un entier p non nul tel que
F̃ q − p = Id sur les points de R−1(U1) proches de R−1(K). Ceci impose que
F̃ q − p = Id sur tout un voisinage de R−1(K) dans C. Mais d’autre part,
puisque F̃ (Ũ3 ∩W ) ⊂ Ũ3, on a F̃ q = Id sur les points de Ũ3 proches de
R−1(K), d’où une contradiction.

Ceci démontre la proposition 1.4.1 dans le cas où F|K est racine de
l’identité, et nous supposerons dorénavant que F|K n’est pas racine de l’iden-
tité.

La suite de la démonstration se fait en trois étapes :

Lemme 1.4.2. Un au moins des αi, i ∈ {1, . . . , n}, est nul.

D é m o n s t r a t i o n. Raisonnons par l’absurde et supposons que tous les
αi soient non nuls. Soit F1 un homéomorphisme de C qui cöıncide avec F
au voisinage de K. Pour tout i ∈ {1, . . . , n}, soit Vi un domaine de Jordan
satisfaisant Vi ⊂ Ui, et suffisamment grand pour contenir tous les points
fixes de F1 inclus dans Ui. Puisque αi 6= 0, l’indice de Lefschetz i(F1, Vi) est
égal à 1. Notons F l’ensemble des points de K qui sont fixés par F ; puisque
F|K n’est pas l’identité, cet ensemble est fini; en outre, pour tout z ∈ F ,
puisque F est univalente au voisinage de z, l’indice de Lefschetz i(F1, z) est
égal à 1. D’après la formule de Lefschetz, on a

2 =
∑

z∈F
i(F1, z) +

n∑

i=1

i(F1, Vi) = CardF + n ≥ 3,

d’où une contradiction.

Poursuivons la démonstration de la proposition 1.4.1. Notons p le nombre
de composantes connexes Ui de C\K pour lesquelles αi est rationnel. D’après
le lemme précédent, on a 1 ≤ p ≤ n. Supposons, sans perte de généralité,
que α1, . . . , αp ∈ Q/Z et αp+1, . . . , αn ∈ (R \Q)/Z.

Fixons i ∈ {1, . . . , p} quelconque. Puisque αi ∈ Q/Z et que F|K n’est pas
racine de l’identité, on peut appliquer le lemme 1.1.2 à la dynamique de F
dans Ui. Rappelons que θi : H/Z∪ {+i∞} → Ui désigne une représentation
conforme de Ui et que ϕi désigne l’application θ−1

i ◦ F ◦ θi, prolongée par
réflexion de Schwarz.

Notons Ci = θi(C′i) la courbe F -invariante donnée par le lemme 1.1.2 ap-
pliqué à la paire (Ui, F ) (on a prolongé θi aux points de C′i qui appartiennent
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à R/Z par ses limites non tangentielles en ces points). Notons Wi la réunion
des composantes connexes de C/Z \ (R/Z∪C′i) bornées en partie imaginaire
et Ωi la composante connexe de H/Z \ C′i non bornée en partie imaginaire;
clairement, ϕi(Wi) = Wi; notons Xi = θi(Wi) et U ′i = θi(Ωi); alors,
F (Xi) = Xi (on peut supposer que Xi est inclus dans V ) et F (U ′i∩V ) ⊂ U ′i .
Posons C =

⋃p
i=1 Ci, X =

⋃p
i=1Xi, et K̂ = K ∪C ∪X. L’ensemble K̂ est en-

core un ensemble compact, connexe, inclus dans V , et vérifiant F (K̂) = K̂;
on a C \ K̂ = U ′1 ∪ . . . ∪ U ′p ∪ Up+1 ∪ . . . ∪ Un.

On a alors le

Lemme 1.4.3. Les αi, i ∈ {1, . . . , n}, sont tous rationnels.

D é m o n s t r a t i o n. Raisonnons par l’absurde et supposons que les αi
ne soient pas tous rationnels, c’est-à-dire que p < n. Soit C0 une composante
connexe de C quelconque, et soit Y la composante connexe de C \ C0 qui
contient Up+1.

Montrons que F (Y ∩V ) ⊂ Y . Puisque Y est connexe, que V est connexe,
et que ∂Y ∩∂V est vide, l’ensemble Y ∩V est également connexe (pour s’en
convaincre, on peut par exemple considérer deux points quelconques x et x′

de Y ∩ V , deux chemins γ1 et γ2 joignant x à x′, respectivement dans Y
et dans V , et une équivalence d’homotopie entre γ1 et γ2). Donc F (Y ∩ V )
est connexe, et puisque F (C0) = C0, F (Y ∩ V ) est tout entier inclus dans
une des composantes connexes de C \ C0; enfin, puisque Up+1 ⊂ Y , et que
F (Up+1 ∩ V ) ⊂ Up+1, F (Y ∩ V ) est inclus dans Y .

Soit h : D→ Y une représentation conforme de Y ; posons L = h−1(K̂ ∩
Y ) ∪ S1 ∪ σ(h−1(K̂ ∩ Y )) (où σ désigne l’involution C → C, z 7→ 1/z), et
notons ϕ l’application obtenue en prolongeant h−1 ◦ F ◦ h par réflexion de
Schwarz. L’application ϕ est univalente au voisinage de L, vérifie ϕ(L) = L,
ϕ(S1) = S1, et ϕ|S1 définit un élément de Diffω(S1), de nombre de rotation
rationnel. L’application h se prolonge continûment en une application h :
D→ Y .

Soit x un point de S1 périodique par F ; notons q sa période. Remarquons
que le point x ne peut pas appartenir à l’intérieur de L. En effet, raisonnons
par l’absurde et supposons que x appartienne à l’intérieur de L. Soit M
la composante connexe de int(L) contenant x; alors, puisque ϕq(x) = x,
on a ϕq(M) = M . Considérons un revêtement π : D → M , un point x0 ∈
π−1({x}) quelconque, et un relevé ψ de ϕq|M au disque D par le revêtement π,
vérifiant ψ(x0) = x0. Alors ψ est une transformation de Möbius, et puisque
ψ′(x0) = ϕ′q(x0) ∈ R∗+, on a ψ′(x0) = 1, donc ψ = Id, ϕq|M = Id, et
finalement F q = Id, ce qui est contraire aux hypothèses.

Il existe donc une composante connexe Z de C \L, incluse dans D, telle
que x ∈ ∂Z. Clairement, ϕ(Z ∩ h−1(V )) ⊂ Z et, d’après le lemme 1.1.4, le
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nombre de rotation associé à la dynamique de ϕ dans Z ne peut pas être
irrationnel; il existe donc j ∈ {1, . . . , p} tel que Z = h−1(U ′j). On a ∂Z ⊂ D;
mais d’autre part, ∂U ′j ⊂ C, et ∂U ′j ∩ C0 (qui contient h(x)) est non vide;
donc ∂U ′j ⊂ C0. On en déduit que ∂Z = ∂D. Finalement, Z = D, d’où une
contradiction. Ceci démontre le lemme 1.4.3.

Conservons les notations introduites avant l’énoncé du lemme 1.4.3 (en
particulier l’ensemble K̂); nous savons maintenant que p = n et que C\K̂ =
U ′1 ∪ . . . ∪ U ′n; en particulier, ∂K̂ = C1 ∪ . . . ∪ Cn.

Le lemme suivant conclut la démonstration de la proposition 1.4.1.

Lemme 1.4.4. Les αi, i ∈ {1, . . . , n}, sont tous nuls.

D é m o n s t r a t i o n. Raisonnons encore une fois par l’absurde et sup-
posons que l’un des αi, par exemple α1, soit non nul (dans Q/Z). Soit W la
composante connexe de C \ C1 qui contient U ′2; clairement, F (W ∩V ) ⊂W ;
posons C′′1 = ∂W . Alors C′′1 ⊂ C1 et F (C′′1 ) = C′′1 . Puisque C′′1 ⊂ ∂W ∩ ∂U ′1,
le complémentaire de C′′1 dans C n’a que deux composantes connexes (C′′1
est une réunion finie d’arcs analytiques). Puisque n ≥ 3, une de ces deux
composantes connexes (notée X) contient (au moins) deux des ouverts
U ′1, . . . , U

′
n. Soit g : D → X une représentation conforme de X. Notons

ψ l’application obtenue en prolongeant g−1 ◦F ◦ g par réflexion de Schwarz.
La restriction de ψ à S1 définit un élément de Diffω(S1), de nombre de ro-
tation rationnel et non nul (en effet, les arcs analytiques qui constituent C′′1
ne sont pas invariants par F , puisque α1 est non nul).

Notons U = g−1(X ∩ (U ′1 ∪ . . . ∪ U ′n)); d’après ce qui précède, U a au
moins deux composantes connexes. Soit x un point de S1 périodique par ψ;
notons q sa période. Puisque F|K n’est pas racine de l’identité, ψ n’est pas
linéarisable au voisinage de x, donc x ∈ U . Soit Y une composante connexe
de U qui contienne x dans son adhérence, et Z une composante connexe
de U quelconque, différente de Y . Fixons z0 ∈ Z quelconque. Soit M une
transformation de Möbius vérifiant M(D) = D et M(0) = z0, et soit R le
revêtement C → C \ {z0}, z 7→ M(e2iπz). Clairement, R−1(Y ) n’est pas
connexe, et ses composantes connexes sont bornées. Soit ψ̃ un relèvement
de ψ à C qui laisse invariantes les composantes connexes de R−1(Y ). Alors,
puisque x ∈ ∂Y , l’orbite de tout point de R−1({x}) par ψ̃ est bornée, ce qui
est contradictoire avec le fait que le nombre de rotation de ψ̃|R est non nul.

Ceci termine la démonstration du lemme 1.4.4, et, en même temps, de
la proposition 1.4.1.

1.5. Description de la dynamique au voisinage d’un compact plein ou an-
nulaire de nombre de rotation irrationnel. Dans cette section, nous indiquons
rapidement comment certains résultats de [PM3] s’adaptent au cadre des
compacts pleins ou annulaires de nombre de rotation irrationnel (c’est le
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théorème 2); nous reprenons la même démarche que dans [PM3]; le cas des
compacts pleins est strictement identique, et, seul point nouveau, dans le
cas des compacts annulaires, nous nous appuyons sur la proposition 1.

L’outil crucial est la proposition 1.5.1 ci-dessous.
Notons %H la métrique hyperbolique de H/Z ∪ {+i∞} et posons %̃H =

π∗(%H) (π designe la projection canonique C→ C/Z). Notons dH la distance
sur H induite par %̃H.

Soit ϕ ∈ Diffω(T1) et ϕ̃ ∈ Dω(T1) un relevé de ϕ; l’application ϕ (resp.
ϕ̃) se prolonge en une application univalente dans un voisinage de R/Z (resp.
de R) que l’on note encore ϕ (resp. ϕ̃).

Supposons que le nombre de rotation de ϕ̃, noté α̃, soit irrationnel, et
notons (pn/qn)n∈N la suite de ses réduites. On a alors la

Proposition 1.5.1 ([PM3], proposition II.3). Il existe une suite (Cn)n∈N
de courbes de Jordan incluses dans H/Z telles que :

(i) Pour tout n ∈ N, Cn est non homotope à un point dans H/Z et

sup
z∈Cn

Im z → 0 lorsque n→ +∞.

(ii) Pour tout n ∈ N, ϕqn est définie sur Cn et si on pose C̃n = π−1(Cn),
alors

sup
z∈C̃n

d̃H(ϕ̃qn(z), z + pn)→ 0 lorsque n→ +∞.

Toute la force de cet énoncé réside dans le fait que l’estimée sur ϕ̃qn fait
intervenir la distance hyperbolique de H/Z, et non la distance usuelle (en
quelque sorte, elle est exprimée sous une forme invariante conforme).

Nous allons voir que cette proposition entrâıne sans difficulté le théorème
2 énoncé en introduction.

Considérons une paire (K,F ) ∈ K quelconque. Supposons que K soit
plein ou annulaire et que son nombre de rotation soit irrationnel.

Idée de la démonstration du théorème 2. L’assertion (1) a déjà été établie
précédemment (voir propositions 1.2.2 et 1.3.1); démontrons les assertions
suivantes.

Supposons par exemple que K soit annulaire (lorsque K est plein, la
démonstration est essentiellement la même). Pour simplifier la présentation,
supposons que K soit inclus dans C/Z, et sépare les deux bouts de C/Z.

Notons Uh et Ub les composantes connexes de C/Z\K contenant respec-
tivement +i∞ et −i∞. Notons K̃ = π−1(K), Ũh = π−1(Uh), Ũb = π−1(Ub)
et considérons un relevé F̃ de F par π. Notons α le nombre de rotation
associé à K (α ∈ R/Z). A la dynamique de F̃ sur K̃ est associé un nom-
bre de rotation (dans R) noté α̃, vérifiant π(α̃) = α. Notons (pn/qn)n∈N la
suite des réduites de α̃. Notons %h la métrique hyperbolique de Uh; notons
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%̃h = π∗(%h), dh la distance induite par %h dans Uh, et d̃h la distance induite
par %̃h dans Ũh.

On déduit de la proposition précédente qu’il existe une suite (Ch,n)n∈N
de courbes de Jordan incluses dans Uh telles que :

(i) Pour tout n ∈ N, Ch,n est non homotope à un point dans Uh \{+i∞}
et supz∈Ch,n d(z,K)→ 0 lorsque n→ +∞ (d désigne la distance usuelle de
C/Z).

(ii) Pour tout n ∈ N, F qn est définie sur Ch,n et si on pose C̃h,n =
π−1(Ch,n), alors

sup
z∈C̃h,n

d̃h(F̃ qn(z), z + pn)→ 0 lorsque n→ +∞.

En particulier,

sup
z∈C̃h,n

|F̃ qn(z)− z − pn| → 0 lorsque n→ +∞.

Bien sûr, il existe de même une suite (Cb,n)n∈N de courbes de Jordan incluses
dans Ub avec les mêmes propriétés. On déduit donc du principe du maximum
que

sup
z∈K̃
|F̃ qn(z)− z − pn| → 0 lorsque n→ +∞.

Cette estimée montre que les itérés de F|K accumulent l’identité (c’est
l’assertion (2) du théorème 2) et que

sup
z∈K̃
|(F̃N (z)− z)/N − α̃| → 0 lorsque N → +∞

(il suffit d’effectuer des divisions euclidiennes successives de l’entier N par
les entiers qn, qui sont les dénominateurs des réduites de α). L’assertion (3)
du théorème 2, relative au fait que les points de K “tournent à la vitesse
α”, est donc établie.

Pour finir, supposons que intK soit non vide, et considérons une com-
posante connexe U de intK; alors, puisque tout point de K est récurrent,
U est invariant par un certain itéré F j de F . L’ouvert U ne peut pas être
simplement connexe (sinon F j|U serait conjuguée à une transformation de
Möbius du disque D, nécessairement elliptique (puisque tous les points de U
sont récurrents), et F j aurait un point fixe dans U , ce qui est impossible);
il s’agit donc d’un anneau qui sépare les deux bouts de C/Z, et F j|U est
conjuguée à la rotation d’angle α.

Ceci termine la démonstration du théorème 2 dans le cas où K est annu-
laire (lorsque K est plein, la démonstration est essentiellement identique).
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2. Dynamiques de type Morse–Smale

2.1. Décomposition en pétales et démonstration du théorème 1. L’ob-
jectif de cette section est de démontrer le théorème 3, et d’en déduire le
théorème 1.

Considérons une paire (K,F ) ∈ K quelconque, et notons V un voisinage
ouvert connexe de K dans C tel que F soit définie et univalente sur V .
Supposons que F|K ne soit pas racine de l’identité et que le nombre de
composantes connexes de C\K soit fini. Notons n ce nombre, et U1, . . . , Un
ces composantes. Supposons également que, pour tout i ∈ {1, . . . , n}, on
ait F (Ui ∩ V ) ⊂ Ui. Enfin, si n = 1 ou 2 (c’est-à-dire si K est plein ou
annulaire), supposons que le nombre de rotation naturellement associé à K
est rationnel, et notons-le p/q, p ∧ q = 1, q ≥ 1; si dans le cas contraire
n ≥ 3, posons p = 0 et q = 1.

Nous sommes alors sous les hypothèses du théorème 3.

Démonstration du théorème 3. Fixons i ∈ {1, . . . , n} quelconque. A la
dynamique de F dans Ui au voisinage de K peut être naturellement as-
socié un difféomorphisme analytique du cercle dont le nombre de rotation
vaut p/q (voir la partie 1). On peut donc appliquer le lemme 1.1.2. On en
déduit qu’il existe ki ∈ N∗, (x(i)

j )j∈Z/kiqZ un kiq-uplet de points de ∂Ui,

et (γ(i)
j )j∈Z/kiqZ un kiq-uplet de chemins analytiques R → Ui, qui satisfont

à toutes les propriétés énoncées dans ce lemme. En particulier, pour tout
j ∈ Z/kiqZ, x(i)

j est accessible par l’extérieur de K et vérifie F q(x(i)
j ) = x

(i)
j

et |(F q)′(x(i)
j )| 6= 1 ou (F q)′(x(i)

j ) = 1. Posons

Ci =
⋃

j∈Z/kiqZ
{x(i)

j } ∪ {γ(i)
j (R)},

et notons Ωi la composante connexe de C \ Ci entièrement incluse dans Ui.
Posons

C =
n⋃

i=1

Ci, K̂ = C \
( n⋃

i=1

Ωi

)
.

Il est clair que F (K̂) = K̂ et ∂K̂ = C. Remarquons que, pour chacun des
lacets γ(i)

j , l’arc γ
(i)
j (R) est inclus dans le bord d’exactement deux com-

posantes connexes de C \C, dont l’une est Ωi, et l’autre est une composante
connexe de int K̂. On en déduit que le nombre de composantes connexes
de int K̂ est fini. D’autre part, considérons une composante connexe W

de int K̂; il existe un lacet γ(i)
j tel que γ(i)

j (R) soit inclus dans ∂W ; alors,

puisque F q(γ(i)
j (R)) = γ

(i)
j (R), on a γ(i)

j (R) ⊂ ∂F q(W ); d’après la remarque
ci-dessus, ceci entrâıne que F q(W ) = W .
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Il est clair qu’il existe des points de W qui convergent positivement et
négativement vers ∂W . On en déduit, d’après le lemme 1.1.1, qu’il existe
deux points xα et xω appartenant à ∂W , fixes par F q, tels que tout point
de W converge positivement vers xω et négativement vers xα sous l’action
de F q. On en déduit que ∂W est connexe, que W est simplement connexe,
et que W est un pétale au sens de la définition 2 (voir l’introduction).

Finalement, int K̂ est la réunion d’un nombre fini de pétales invariants
par F q, et la vérification des autres conclusions du théorème 3 ne pose pas
de difficulté.

Remarque sur les pétales. Soit P un pétale invariant par F et h : D→ P
une représentation conforme de P . L’application M = h−1 ◦ F ◦ h est une
transformation de Möbius (non elliptique) du disque D. Notons yα et yω les
points α-limite et ω-limite de l’orbite de tout point de D sous l’action de M .

Définition 2.1.1. On dira que P est régulier si et seulement si l’applica-
tion h se prolonge en une application h qui est :

(1) continue sur D,
(2) univalente sur un voisinage ouvert de D \ {yα, yω} dans C.

Le lecteur pourra vérifier que les pétales construits au cours de la démon-
stration précédente sont réguliers (leur bord est l’adhérence de l’image de
un ou deux lacets analytiques F q-invariants, pas plus!). On peut donc ren-
forcer légèrement l’énoncé du théorème 2 en remplaçant “pétale” par “pétale
régulier”.

Tout pétale régulier est de l’un des trois types dessinés en introduction,
ce qui rend particulièrement explicite la topologie des compacts connexes
invariants de nombre de rotation rationnel!

Démonstration du théorème 1. Considérons une paire (K,F ) appar-
tenant à K quelconque, et supposons que :

• K n’est pas plein ni annulaire de nombre de rotation irrationnel.
• K n’est pas racine de l’identité.

Il nous faut montrer que la dynamique de F sur K est de type Morse–
Smale. Si le nombre de composantes connexes de C \K est fini, ceci est une
conséquence du théorème 3.

Supposons donc que le nombre de composantes connexes de C \K soit
infini. Dans ce cas, il existe, d’après la proposition 3, une paire (K̂, F̂ ) ap-
partenant à K et un homéomorphisme quasi-conforme φ : C→ C tels que :

(1) φ(K) ⊂ K̂, F̂ (φ(K)) = φ(K) et F̂ ◦φ(z) = φ◦F (z) pour tout z ∈ K.
(2) C \ K̂ a un nombre fini de composantes connexes.
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Alors, K̂ ne peut pas être un compact plein ou annulaire de nombre de rota-
tion irrationnel; en effet, si c’était le cas, int K̂ serait un disque topologique
ou un anneau topologique sur lequel la dynamique de F̂ serait conjuguée à
celle d’une rotation irrationnelle (théorème 2), ce qui serait clairement en
contradiction avec le fait que K̂ contient un compact connexe φ(K) vérifiant
F̂ (φ(K)) = φ(K) et tel que K̂ \ φ(K) ait une infinité de composantes con-
nexes. Puisque C \ K̂ a un nombre fini de composantes connexes, on en
déduit que la dynamique de F̂ sur K̂ est de type Morse–Smale. Donc, la
dynamique de F au voisinage de K est également de type Morse–Smale.

Ceci termine la démonstration du théorème 1.

2.2. Compact plein ou annulaire de nombre de rotation rationnel. L’ob-
jectif de ce paragraphe est démontrer la proposition 4.

(a) Compact plein. Considérons une paire (K,F ) ∈ K telle que K soit
plein et telle que le nombre de rotation associé à (K,F ) soit rationnel.
D’après le théorème de Cartwright–Littlewood (voir §1.3), F admet un point
fixe sur K. Supposons sans perte de généralité que 0 soit ce point fixe.

Soit h : C \ D → C \ K une représentation conforme et ϕ l’élément de
Diffω(S1) obtenu en prolongeant h−1◦F ◦h par réflexion de Schwarz. Notons
E le revêtement C→ C∗, z 7→ e2iπz. Considérons un relevé F̃ (resp. h̃) de F
(resp. h) par ce revêtement, et notons ϕ̃ le relevé de ϕ obtenu en prolongeant
h̃−1 ◦ F̃ ◦ h̃ par réflexion de Schwarz. Notons p/q, p∧q = 1, q ≥ 1, le nombre
de rotation de ϕ̃; posons K̃ = E−1(K \ {0}).

D’après le lemme 1.1.2, h admet une limite non tangentielle en tout point
de S1 périodique par ϕ, et ces limites non tangentielles sont les seuls points
périodiques de K (voir §2.1). On en déduit que si x est un point périodique
de K différent de 0, alors, pour tout x̃ tel que E(x̃) = x, on a F̃ q(x̃) = x̃+p;
en particulier, x tourne à la vitesse p/q autour de 0 et q est la période
minimale de x.

D’autre part, il existe q arcs qui aboutissent en 0, qui sont soit positive-
ment, soit négativement invariants par F , et qui sont permutés par F avec
le nombre de rotation p/q. On en déduit que si |F ′q(0)| = 1, alors F ′q(0) = 1
et, plus précisement, F ′(0) = e2iπp/q. Dans ce dernier cas, pour tout z̃ ∈ K̃,
on a

lim
|k|→+∞

Re(F̃ k(z̃ )− z̃ )/k = p/q;

en effet, par exemple lorsque k → +∞, F k(E(z̃ )) converge soit vers 0, soit
vers un point périodique de K différent de 0, et dans les deux cas l’assertion
est claire.

(b) Compact annulaire. Supposons maintenant que K soit annulaire, et
(toujours) de nombre de rotation p/q. Notons Ui et Ue les composantes
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connexes de C \ K. On démontre de la même manière que précédemment
que tout point de K tourne à la vitesse p/q.

Pour montrer l’assertion relative à l’existence d’une courbe de Jordan
invariante, appliquons le lemme 1.1.2 à l’une des composantes connexes de
C\K (par exemple Ui). Soit C une courbe invariante donnée par ce lemme, et
Ω la composante connexe de C\C telle que Ω ⊂ Ui. Notons Ω′ la composante
connexe de C \ C contenant Ue, et C′ = ∂Ω′. Clairement,

F (Ω′ ∩ V ) ⊂ ∂Ω′ et F (C′) = C′.
Puisque C′ ⊂ ∂Ω ∩ ∂Ω′, le complémentaire de C′ n’a que deux composantes
connexes (C′ est la réunion d’un nombre fini d’arcs analytiques fermés) et
tout point de C′ est accessible par chacune de ces deux composantes con-
nexes; on en déduit que C′ est une courbe de Jordan.

Ceci termine la démonstration de la proposition 4.

Appendice : Conjugaison analytique des plongements analy-
tiques de type Morse–Smale. Considérons l’ensemble S des applications
F vérifiant :

(i) Les ensembles de départ (noté U) et d’arrivée (noté V ) de F sont
deux surfaces de Riemann ouvertes et on a U ⊂ V .

(ii) F est un plongement analytique de U dans V .

Les éléments de S seront appelés “plongements analytiques de surfaces de
Riemann”. Soit F : U → V un élément de S. Posons

S+(F ) =
⋂

k∈N
F−k(U), S−(F ) =

⋂

k∈N
F k(F (U)),

S(F ) = S+(F ) ∩ S−(F ).

Notons PerF l’ensemble des points périodiques de F .

Définition A.1. On dira que F est de type Morse–Smale si les trois
conditions suivantes sont remplies :

(i) PerF est fini.
(ii) Tout point de S+(F ) (resp. de S−(F )) converge positivement (resp.

négativement) sous l’action de F vers une orbite périodique de F .
(iii) Toute orbite périodique indifférente de F a un multiplicateur ra-

tionnel.

Remarques. (1) La condition (iii) ci-dessus est en réalité une consé-
quence de (ii) (on peut donc l’omettre dans cette définition); en effet, au
voisinage d’un point fixe indifférent irrationnel par une application holomor-
phe, il existe toujours des points récurrents non périodiques (voir [PM3]).

(2) On vérifie facilement que, pour toute paire (K,G) appartenant à K
telle que la dynamique de G sur K soit de type Morse–Smale au voisinage
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de K (au sens de la définition 1 de l’introduction), il existe un voisinage V
de K tel que G définisse un plongement analytique de V dans C, de type
Morse–Smale au sens de la définition A.1 ci-dessus.

On notera MS l’ensemble des plongements analytiques de type Morse–
Smale.

Définition A.2. On dira que deux plongements F : U → V et G : U ′ →
V ′ appartenant à S sont analytiquement conjugués s’il existe un voisinage
ouvert W1 de S(F ) dans U , un voisinage ouvert W2 de S(G) dans U ′, et un
difféomorphisme analytique φ entre W1 et W2 tels que :

(i) φ(W1 ∩ F−1(W1)) = W2 ∩G−1(W2).
(ii) φ ◦ F (z) = G ◦ φ(z) pour tout z ∈W1 ∩ F−1(W1).

(En particulier φ(S(F )) = S(G), et φ conjugue F|S(F ) à G|S(G).)

On vérifie que la relation “être analytiquement conjugué” est une relation
d’équivalence sur S, et que la propriété d’être de type Morse–Smale est
préservée par cette relation d’équivalence.

Nous voudrions maintenant décrire les classes d’équivalence des plonge-
ments analytiques de type Morse–Smale pour cette relation.

Cette classification est basée sur le même principe qu’un certain nombre
d’autres travaux de classification de dynamiques modulo conjugaison (et
s’en inspire) :

• La classification de Mather des difféomorphismes hyperboliques de
l’intervalle ([M]).
• La classification d’Écalle–Voronin des germes de difféomorphismes de

(C, 0) tangents à l’identité, considérée du point de vue géométrique ([E],
[V]).
• La classification de Palis et Yoccoz des difféomorphismes de type

Morse–Smale d’une variété compacte, modulo conjugaison différentiable
([P,Y]).

L’idée principale est due à Mather : on peut tout d’abord exhiber des in-
variants locaux de conjugaison au voisinage des orbites périodiques (au voisi-
nage d’une orbite périodique attractive ou répulsive, ces invariants locaux
sont réduits dans notre cas au multiplicateur de l’orbite). Puis, lorsqu’un
bassin attractif et un bassin répulsif s’intersectent, on peut exhiber un in-
variant de recollement, l’“invariant de Mather”, qui décrit la manière dont
ces bassins se recollent (dans notre cas, la classification locale au voisinage
d’une orbite périodique indifférente va déjà faire intervenir un “invariant de
recollement de Mather”, puisque nous allons reprendre le point de vue de
Voronin dans [V]).
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Il reste alors à montrer que l’ensemble des invariants que l’on a ainsi
exhibés est complet , c’est-à-dire que, si deux plongements ont les mêmes
invariants, ils sont effectivement analytiquement conjugués; la preuve de ce
dernier point est dans notre cas essentiellement triviale, puisque la réunion
des bassins attractifs et répulsifs est un ouvert qui contient l’ensemble S(F )
au voisinage duquel on veut que la conjugaison soit définie.

Considérons un plongement F ∈ S quelconque. Notons P+ (resp. P−)
l’ensemble des orbites périodiques attractives (resp. répulsives) par F (at-
tention! chaque élément de P+ ou de P− est une orbite périodique, et non
un point d’une orbite périodique).

A toute orbite périodique indifférente par F sont associés un certain
nombre de cycles de pétales attractifs ou répulsifs locaux. Notons P0,+ (resp.
P0,−) l’ensemble dont les éléments sont les cycles de pétales attractifs (resp.
répulsifs) locaux. Posons

P− = P− ∪ P0,−, P+ = P+ ∪ P0,+, P = P− ∪ P+.

A tout élément p de P, on peut naturellement associer un bassin (attractif
ou répulsif selon que p appartient à P+ ou à P−), que l’on notera B(p) :
par exemple, si p ∈ P+, B(p) est l’ensemble des points qui convergent pos-
itivement vers l’orbite périodique p (mais qui n’appartiennent pas à p), et
si p ∈ P0,+, B(p) est l’ensemble des points dont un itéré appartient au
cycle p de petales attractifs locaux. L’ensemble B(p) est toujours ouvert.
Posons

B− =
∐

p∈P−
B(p), B+ =

∐

p∈P+

B(p).

Remarquons que

S−(F ) = PerF qB−, S+(F ) = PerF qB+, S(F ) = PerF q (B− ∩B+).

Tout élément p de P a une période naturelle que l’on note per(p). Pour
tout p ∈ P+ ∪ P−, notons µ(p) le multiplicateur de l’orbite périodique p
(on a |µ(p)| > 1 si p ∈ P+ et |µ(p)| < 1 si p ∈ P−), et notons ν(p) la
racine per(p)-ième de µ(p) dont le représentant de l’argument dans [0; 2π[
est minimal.

Soit p ∈ P+ quelconque. Le bassin attractif B(p) associé à p admet une
partition naturelle en per(p) sous-ensembles qui sont les classes d’équivalence
de B(p) pour la relation d’équivalence suivante : x ∼ y ⇔ il existe k ∈ N
tel que F k(x) et F k(y) appartiennent à la même composante connexe du
cycle de bassins attractifs locaux ou de pétales attractifs locaux. Notons
X (p) l’ensemble (fini, de cardinal per(p)) dont les éléments sont ces classes
d’équivalence; ainsi,
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B(p) =
∐

X∈X (p)

X.

Lorsque p ∈ P−, on définit X (p) de la même manière.
Fixons p ∈ P quelconque. L’application F agit naturellement sur X (p),

et on notera encore F la permutation de X (p) définie par cette action.
Notons l(p) l’automorphisme de C défini par

l(p)(z) =
{
ν(p)z si p ∈ P− ∪ P+,
z + 1/per(p) si p ∈ P0,− ∪ P0,+,

et L(p) l’automorphisme de C×X (p) défini par

L(p)(z,X) = (l(p)(z), F (X)).

Soit Z(p) le groupe de transformations de C × X (p) défini de la manière
suivante :

• Si p ∈ P− ∪ P+, Z(p) est constitué des applications hα : (z,X) 7→
(αz,X) α ∈ C∗ (c’est-à-dire, sur chaque fibre C au-dessus de X (p), une
homothétie de même rapport).
• Si p ∈ P0,− ∪ P0,+, Z(p) est constitué des applications Tβ : (z,X) 7→

(z + β,X), β ∈ C (c’est-à-dire, sur chaque fibre C au-dessus de X (p), une
translation de même vecteur).

Lemme A.1. Pour tout p ∈ P, il existe une application holomorphe
injective h(p) : B(p)→ C×X (p) telle que, pour tout z ∈ B(p), on ait :

(1) Si X désigne l’élément de X (p) contenant z, alors h(p)(z) ∈ C×X.
(2) L’application h(p) conjugue F et L(p); plus précisément , si F (z) ∈

B(p), alors

h(p) ◦ F (z) = L(p) ◦ h(p)(z),

et si F−1(z) ∈ B(p), alors

h(p) ◦ F−1(z) = L(p)−1 ◦ h(p)(z).

De plus, l’application h(p) est unique modulo composition à droite par un
élément de Z(p).

La démonstration de ce lemme est très simple et très classique lorsque
p ∈ P− ∪ P+; lorsque p ∈ P0,− ∪ P0,+, nous renvoyons à [V] ou à [C,G].

Posons

X−(F ) =
⋃

p∈P−
X (p), X+(F ) =

⋃

p∈P+

X (p).

Remarquons que

B− =
∐

X∈X−
X, B+ =

∐

X∈X+

X.
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Posons
V−(F ) = C×X−(F ), V+(F ) = C×X+(F ).

Soit Z−(F ) le groupe d’automorphismes de V−(F ) engendré par l’action de
chacun des groupes Z(p) sur C×X (p), pour p ∈ P−; on définit de même le
groupe Z+(F ) d’automorphismes de V+(F ).

Soit h− le plongement B− → V−(F ) dont la restriction à chacun des
B(p), pour p ∈ P−, cöıncide avec h(p). On définit de même le plongement
h+ : B+ → V+(F ). Le plongement h− (resp. h+) est défini de manière unique
modulo composition à droite par les éléments de Z−(F ) (resp. Z+(F )).

Notons Ĩ(F ) l’ensemble des triplets (V−, V+, h) tels que :

(1) V− est un ouvert de V−(F ).
(2) V+ est un ouvert de V+(F ).
(3) h : V− → V+ est un difféomorphisme analytique.

Le groupe Z−(F ) × Z+(F ) agit naturellement sur Ĩ(F ) de la manière sui-
vante : si (ζ−, ζ+) ∈ Z−(F )× Z+(F ), on a

(ζ−, ζ+)(V−, V+, h) = (ζ−(V−), ζ+(V+), ζ+ ◦ h ◦ ζ−1
− ).

Notons I(F ) le quotient de Ĩ(F ) par cette action de Z−(F ) × Z+(F ).
L’élément de I(F ) correspondant à la classe d’équivalence du triplet
(h−(B+∩B−), h+(B+∩B−), h+◦h−1

− ) pour cette action est défini de manière
univoque. Nous le noterons I(F ), et nous l’appellerons invariant de recolle-
ment associé à F .

Considérons à présent deux plongements F et G appartenant à S.

Théorème A.1. Les plongements F et G sont analytiquement conjugués
(au sens de la définition A.2) si et seulement si il existe deux applications
σ− : X−(F ) → X−(G) et σ+ : X+(F ) → X+(G) satisfaisant aux conditions
suivantes :

(1) σ+ (resp. σ−) est bijective, et conjugue l’action de F sur X+(F )
(resp. X−(F )) à l’action de G sur X+(G) (resp. X−(G)) (les dynamiques de
F et G ont la même combinatoire).

(2) La bijection σ+ met en correspondance des éléments de X+(F ) et
X+(G) de même nature (orbite périodique attractive ou bassin local attrac-
tif ), et préserve les multiplicateurs des orbites périodiques attractives; la
bijection σ− possède les mêmes propriétés (F et G ont les mêmes invariants
locaux ).

Considérons les applications

σ̃+ : V+(F )→ V+(G), (z,X) 7→ (z, σ+(X)),

σ̃− : V−(F )→ V−(G), (z,X) 7→ (z, σ−(X)),

σ : Ĩ(F )→ Ĩ(G), (V−, V+, h) 7→ (σ̃−(V−), σ̃+(V+), σ̃+ ◦ h ◦ σ̃−1
− ).
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Grâce à la condition (2) ci-dessus, l’application σ passe au quotient et définit
une application σ̂ : I(F )→ I(G).

(3) On a σ̂(I(F )) = I(G).

D é m o n s t r a t i o n. La partie directe ne pose aucune difficulté. Esquis-
sons la preuve (essentiellement tautologique) de la réciproque.

Notons U et U ′ les domaines de définition respectifs de F et G. Con-
sidérons des plongements h+ : B+(F ) → V+(F ) et h− : B−(F ) → V−(F )
construits comme plus haut à partir de F (h+ et h− sont définis modulo
composition à droite par les éléments de Z+(F ) et Z−(F )). De même, con-
sidérons des plongements h′+ : B+(G) → V+(G) et h′− : B−(G) → V−(G)
construits à partir de G.

Puisque σ̂(I(F )) = I(G), on peut supposer, quitte à “corriger” h+ et
h−, que

σ̃− ◦ h−(S(F ) \ PerF ) = h′−(S(G) \ PerG),

σ̃+ ◦ h+(S(F ) \ PerF ) = h′+(S(G) \ PerG),

σ̃+ ◦ h+ ◦ h−1
− = h′+ ◦ h′−1

− sur h′−(S(G) \ PerG).

Considérons l’application φ : S(F ) \ PerF → S(G) \ PerG, z 7→ h′−1
+ ◦

σ̃+ ◦ h+(z) = h′−1
− ◦ σ̃− ◦ h′−(z). En utilisant tantôt l’expression φ(z) =

h′−1
+ ◦ σ̃+ ◦ h+(z) et tantôt φ(z) = h′−1

− ◦ σ̃− ◦ h′−(z), on peut étendre φ
en un difféomorphisme analytique entre un voisinage de S(F ) dans U et
un voisinage de S(G) dans U ′ qui conjugue F et G (le prolongement de φ
à PerF s’effectue de la même manière que dans [V]), ce qui démontre la
réciproque.

Le travail effectué ci-dessus va nous permettre également de décrire le
centralisateur des éléments de S (nous adoptons le même point de vue que
dans [P,Y]).

Considérons un plongement F ∈ S quelconque. Précisons que nous
appelons “centralisateur de F” le groupe des plongements analytiques φ,
définis dans un voisinage ouvert W de S(F ) (dépendant de φ), et vérifiant
φ(S(F )) = S(F ) et φ ◦ F = F ◦ φ sur W ∩ F−1(W ).

Reprenons les notations X−(F ), X+(F ), Z−(F ), Z+(F ), Ĩ(F ) introduites
plus haut. Considérons le groupe Σ−(F ) des permutations σ− de X−(F )
vérifiant les propriétés suivantes :

(1) Les actions de σ− et de F sur X−(F ) commutent.
(2) Pour tout p ∈ P−(F ), les multiplicateurs de p et de l’orbite image de

p par σ− cöıncident.

De même, on définit un groupe Σ+(F ) de permutations de X+(F ) véri-
fiant les mêmes propriétés.
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Les groupes Z−(F )×Σ−(F ) et Z+(F )×Σ+(F ) agissent naturellement,
respectivement sur C×X−(F ) et C×X+(F ) (voir plus haut), et, de même,
le groupe (Z−(F ) × Σ−(F )) × (Z+(F ) × Σ+(F )) agit naturellement sur
l’ensemble Ĩ(F ).

Considérons un représentant (V−, V+, h) de I(F ) dans Ĩ(F ).

Définition. On appellera stabilisateur de l’invariant de F le sous-
groupe de (Z−(F ) × Σ−(F )) × (Z+(F ) × Σ+(F )) constitué des éléments
dont l’action sur Ĩ(F ) laisse (V−, V+, h) fixe (cette définition ne dépend que
de F , et non du choix de (V−, V+, h) parmi les représentants de I(F ) dans
Ĩ(F )).

On a alors la proposition suivante, dont la démonstration ne pose aucune
difficulté :

Proposition A.1 (comparer à [P,Y], théorème 2). Le centralisateur de
F s’identifie canoniquement avec le stabilisateur de l’invariant de F .
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