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Corrigé du devoir de math 3.

Exercice 1.

1. Siz =7 ou —F on a cos(x) = 0 et donc f,(z) = 1 pour tout n. D’autre part si x €] — 7, 7|

on a cos(x) > 0 d’oit f,(r) = —~—— — 0. Finalement la suite f, converge simplement sur

n< cos x

€ n— 00
J =1 =[-7,7] vers la fonction
Tom
——, = R

0sixz>0;
r — )
Isiz=+73

2. Siz = +£7 la série )
ment sur l'intervalle |
n > nyon ait —— < & (car —2— — 0). On a donc 3 fo(z) <3 - cette derniére

n< cosx n< cosx
€ n € n—-+o00

série étant convergente, la premiére 1’est également.

~~

() diverge grossiérement. Montrons que cette série converge simple-
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3. Sur K = [-%,%] onacosz > ? et comme précédemment il existe ny tel que pour n > ny on
. 1 1 . s, .
ait f,,(x) < 2 Sz Ceci montre que la série ) f,, est normalement convergente sur K; ce

qui implique qu’elle est aussi uniformément convergente. Les f, sont des fonctions continues,
donc les sommes partielles aussi, et finalement la limite s est continue comme limite uniforme
de fonctions continues.

4. On calcule f/, (z) = 2802 3 nouveau il existe ng (différent de celui de la question précédente)

en<cosx?
tel que pour n ng et @ € K on ait f/,(z) < J. On en déduit que la série > f',(z) est
normalement convergente sur K; la fonction s est donc dérivable sur K est sa dérivée est égale

a s [l (x).

Comme s'(z) est impaire (comme limite de fonctions impaires), pour montrer I'inégalité de

4 , . : 2 .
I’énoncé il suffit de montrer s'(x) > =22 pour z € [0, §]. Dans ce cas s'(x) = ) “5>2% est une

en cos T

somme de fonctions positives et est donc plus grande que son premier terme, d’ou

sinx sin x 1 1
> car cosr < 1=
eCOS X 6 eCOS X e

s'(z) >

Exercice 2.

1. Graphe de f sur [—4m, 4] :
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2. La fonction f étant impaire de période 27, son développement en série de Fourier est de la

forme g
= ansinnx ou b, = —/ f(z)sinnx dx.
n>1 TJn
Comme f(x)sinnz est paire on a b, = fo x — m)sinnz dr. En intégrant par parties on
obtient :
2 ™
b, =— [ (2 —m)cosnz dz.
™ Jo

Une nouvelle intégration par partie donne :

' 2 [" 2 .
/ (2x — ) cosnz dx = —_/ sinne dr = 2 [COSnx]
0 0 .

n n n

et ce dernier terme est nul pour n pair, et égal a —% pour n impair. Finalement pour tout n

8

bon =0 et oy = ———
2 e T T o 1)

3. La fonction f étant continue et dérivable par morceau, on a l'égalité f(z) = Sf(x) en tout
point z € R.

4. On remarque qu’au point x = I la série de Fourier Sf(z) devient —2 Zn>0 2n+1 ——===, d’autre

part f (%) —I-. Finalement

yoer

(a1 32
D’autre part, la formule de Parseval donne

b2 32
d — 2n+1 — S
o G D el Sr
n>0 n>0

On calcule I'intégrale (en utilisant la parité pour la premiére égalité)

™ ™ 5 4 2,37™ 5
/ f*(z) dlE:Q/ 23z — )% (x) do =2 o 2m AN I
—T 0 5 4 3

Finalement on en déduit 6

Y o o
¢ (2n+1)°  960°

Exercice 3.

1. On applique la régle de d’Alembert :
(n+ 1)zt n? -1

| : = 7]
(n+1)2=1 na™ ' no+too

D’otl1 un rayon de convergence R = 1.
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2. Notons que f(0) = 0. Pour calculer f(z) sur |—1,+1[\{0} on remarque que @ = n>o ’;ﬁn__ll
est la dérivée de ) -, —#—. On écrit

A A x"
n2—1 2\n+1 n—-1)"
Rappelons qu’en intégrant la série géométrique ) 2" = T on obtient Y ns1 = —In(1-
x) pour tout = €] — 1,1[. On en déduit

n n

x 1 T 1 T 1 x?
Zn—l— x%n%—l :cnz>3n :c< n( x> v 2)

n>2
et .
T "

Z = Z :xZ—:—xln(l—x)

moo U nzzn_l no1
On a donc
fl@) 1/ In(1-uz) T 11 11— 22 )
d’ont

1+ 22
x

F@) = = (1 ta+ In(1 —x))

2
3. Au point x = 1, on obtient la série 2@2 —. En remarquant que —*5 > 1 on peut écrire

no n - 1
n2—1 (n—1)n+1)" n+1

et ce dernier terme est le terme général d’une série divergente, ainsi la série Y ., —— est
n>2 n—1
aussi divergente.

. o . L . (—1)"71 . N
Au point x = —1, on obtient la série 2@2 “-7 qui est convergente par le critére de conver-

gence pour les séries alternées (son terme général tend vers 0).



