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Introduction

La suite des chiffres du développement d’un nombre irrationnel, comme /2, dans une
base entiére est source de nombreux problémes. Nos connaissances sur ce sujet sont pour le
moins limitées et la plupart de ces questions restent encore sans réponse.

De facon assez surprenante, lorsque 1'on choisit d’additionner et de multiplier sans re-
tenue, il devient possible de décrire les représentations des nombres algébriques : c’est le
théoréme de Christol. Ici, 'expression “additionner et multiplier sans retenue” doit s’en-
tendre comme suit : au lieu d’étudier I'algébricité sur le corps Q du nombre réel ano Z—Z,
on s'intéresse a I'algébricité de la série formelle f(t) = >, ogant" € Fy((t)) sur le corps de
fractions rationnelles a coefficients dans F,,, p désignant un nombre premier.

Le théoréme de Christol donne une caractérisation simple et combinatoire de ’algébricité
des séries formelles a coefficients dans le corps fini F,, énoncée en termes d’automates finis. Il
s’énonce de la facon suivante : la série formelle f est algébrique sur F,(()) si, et seulement
si, la suite (an)n>o peut étre engendré par un p-automate fini. La premiére partie de ce
mémoire a pour objet ’étude de ce théoréme.

Un exemple illustrant ce résultat est donné par la série de Thue-Morse :

TH)=t++t"+t"+2+t" + ...

C’est la somme des puissances de t dont 'exposant a une écriture binaire comportant un
nombre pair de chiffres 1 : cette série formelle est 2-automatique. Par conséquent, si I'on
considére cette série comme une série de Laurent sur un corps fini de caractéristique 2, elle
est algébrique. Plus précisément, elle vérifie I’équation

(1+t)*T#)?* + (1 +8)*T(t) +t=0.

Le théoréme de Christol peut s’appliquer dans de nombreuses situations; il permet en
particulier d’obtenir des résultats de transcendance pour des analogues définis par Carlitz
des fonctions logarithme, exponentielle, gamma ou zeta. Suivant cette approche, nous don-
nerons a la fin de la prémiere partie de ce mémoire une démonstration de la transcendance
de I'analogue du nombre 7 ; cette série peut étre décrite par le produit infini suivant :

= X7 - X
[\'-%—%)
j=1
Malheureusement, le corps F,((¢)) est loin d’étre algébriquement clos et le théoréme de

Christol n’offre donc qu’une description incompléte des éléments algébriques sur IF,(¢).

En effet, il existe des polynomes a coefficients dans F,(¢) qui n’ont aucune racine dans
le corps de séries formelles F,((t)). Par exemple, le polynome d’Artin-Schreier

P(X) = XP— X —
t

n’a pas de racine dans le corps F,((1)).



Ses racines sont les séries de la forme
T =ct VPP pour c=0,1,2,....p—1.

Elles font partie d’un corps bien plus gros, le corps des séries formelle généralisées (ou séries
de Hahn) a coefficients dans F,, que 'on note F,((t2)).

Ces séries ont été introduites par Hahn en 1907 et elles peuvent étre vues comme les
sommes formelles de la forme
S

ou I’ensemble I est un ensemble bien ordonné des rationnels (c’est-a-dire qu’on ne peut pas
extraire une sous-suite infinie strictement décroissante de I’ensemble 7).

Dans la deuxiéme partie de ce mémoire, nous donnerons une description en termes d’au-
tomates de la cloture algébrique de F,(¢) dans le corps des séries de Hahn. Cette extension
du théoréme de Christol fait 'objet d’un travail récent de Kedlaya [9]. Plus précisément,
cette cloture algébrique est caractérisée comme ’ensemble des séries quasi-g-automatiques,
c’est-a-dire que quitte a effectuer une affinité rationnelle sur les exposants, leurs dénomina-
teurs deviennent tous des puissances de p et les coefficients peuvent alors étre calculés par
un automate fini a partir de 1’écriture en base p de ces exposants (écriture finie aprés la
virgule puisque, le dénominateur est, justement, une puissance de p).



I Théoréme de Christol

Le but de la premiére partie de ce mémoire est de démontrer le théoréme de Christol,
qui donne une équivalence entre une propriété algébrique d’une série formelle et une pro-
priété combinatoire de la suite de ses coefficients. Nous commencons avec quelques rappels
sur les automates finis et les suites automatiques, puis sur les séries formelles. Nous don-
nons ensuite quelques exemples de séries formelles algébriques dont les coefficients sont des
suites automatiques. Nous démontrons alors le théoréme de Christol et donnons enfin une
application de ce théoréme. Plus précisément, nous allons démontrer la transcendance de la
fonction II, de Carlitz sur le corps F,(X).

I.1 Automates finis et suites automatiques

I.1.1 Définitions

Dans cette partie, on définit certaines notions élémentaires & propos des automates finis
déterministes, puis on rappelle quelques résultats fondamentaux les concernant.

On appellera alphabet tout ensemble fini. Les éléments d’un alphabet sont traditionnel-
lement appelés lettres, symboles ou encore caractéres.

Considérons maintenant un alphabet ¥. On appelle mot sur X toute suite finie d’éléments
de Y. ’ensemble des mots sur X est noté X*.

On appelle langage sur l'alphabet > un sous-ensemble de ¥*. On définit 'opération
de concaténation de deux mots a = ajas...a,, et b = biby...b, étant le mot obtenu par
juxtaposition : ab = ajas . .. a,bibs . ..b,. Cest une opération associative.

L’ensemble ¥*, muni de la concaténation, forme un monoide libre. Son élément neutre
est le mot vide, qu’on note en général e.

Définition I.1.1. Un automate fini déterministe(DFA) M est un quintuplet M = (Q, %, 9, qo, F')
dans lequel :
e () est Uensemble fini des états (la mémoire de 'automate)

e X est l'alphabet fini sur lequel sont construits les mots & reconnaitre : 'automate
recevra comme donnée un mot de ¥* sur lequel il réalisera un certain type de calcul.

e : () xYX — (@ est la fonction de transition de 'automate M. Elle décrit le mode de
fonctionnement de 'automate.

Elle définit dans quel état ’automate va passer quand il se trouve dans un état ¢ et lit
une lettre z (ou ’il va éventuellement se bloquer).

Le qualitatif déterministe correspond au fait que pour un couple (g, x) donné :

- soit la fonction est définie et 'automate passe dans I’état unique ¢’ spécifié par la
fonction de transition (¢ = d(q, x)).

- soit elle n’est pas définie et ’automate se bloque.

® ¢y € () est I’état initial de automate M. C’est I’état dans lequel ’automate se trouve
lorsqu’il commence a travailler.

e [/ C @ est 'ensemble des états terminaux (ou états finaux) de 'automate M.



Pour formaliser le calcul d’'un automate fini déterministe M, on définit ’extension 6* de
la fonction ¢ aux mots de ¥X* de la maniére suivante :

e Vg €Q, 6"(q,€) = g, o € est le mot vide.

o Vg e Q,VreX, Vue X §(qur) = 5(6"(q,u), x).

Un mot w de ¥* est reconnu par 'automate fini déterministe M si §*(qo, w) € F (la
fonction §* est donc définie en (g, w) et lui associe un élément de F). Le langage L(M)
reconnu par 'automate est donc

{u € ¥, tel qued*(qo,u) € F'}.

Un langage est appelé régulier si, est seulement si, il est accepté par un automate fini.

Pour représenter de fagon trés intuitive un automate fini déterministe M = (Q, X, 6, qo, F),
on peut utiliser un graphe de transition constitué des éléments suivants :

e Un ensemble de sommets (chaque sommet représente un élément de Q).

e Un ensemble d’arcs entre les sommets valués par un symbole de 3 (un arc entre les
états ¢ et ¢’ valué par le symbole s signifie que d(q, s) = ¢').

e [’état initial go est marqué par une fléche entrante.

e Les états finaux F' sont marqués par un double cercle.

Exemple I.1.1. On considére le DFA M = (Q, %, 0, qo, F') suivant :

hd QZ{LQ}

oY ={a,b}

o 5(1,a) =1, 5(1,0) = 2, §(2,a) = 1, §(2,b) = 2
e =1

0%2{2}

Cet automate peut étre représenté sur la figure 1 :

Fic. 1 — Un automate fini déterministe

a

Il est facile de voir que le langage reconnu par cet automate est constitué exactement
des mots composés de a et de b qui se terminent par un b.

Définition I.1.2. Un automate fini avec sortie (DFAO) M est un 6-uple M = (Q, %, §, qo, A, 7)
dans lequel :



e (), X, 9, qo sont définis comme pour les DFA ;
e A est I'alphabet de sortie;
e 7: () — A est la fonction de sortie.

Pour un DFAO M on définit la fonction f; : ¥* — A de la maniére suivante :

fu(w) = 7(6(q0, w)).
Cette fonction est appelée fonction d’état fini. La seule différence entre les DFAQO et les

DFA est la fagon d’appeler les etats : ici (¢/a) indique que la sortie associée a I'état ¢ est le
symbole a.

Exemple 1.1.2. On considére le DFAO M = (Q, %, d, qo, A, 7) suivant :
i Q = {(QO, 0)7 (QIv 1)}

o> =1{0,1}
d 5((%,(0)705 = (90,0), 6((0,0),1) = (q1,1), 6((¢1,1),0) = (q1,1), 6((q1,1),b) = (q0,0)
® qo = (qo,0
° qA = {%, 1}

e 7(q)=0,7(q1) =1

Cet automate peut étre représenté de la facon suivante :

1
0
@ °
7
Fi1G. 2 — Un automate fini déterministe avec sortie

On peut remarquer que cet automate calcule la somme modulo 2 des bits d’entrée. Par
exemple, si on entre le mot w = 01110, en faisant la transition par automate, fy(w) = 1.

Dans la suite, on va étudier la fonction d’état fini pour des entrées données par la
représentation des entiers en base k, c’est a dire que 'alphabet X consideré est X, =
{0,1,...,k — 1}, £ > 2. On parlera alors d’un k-DFAQ.

Pour un mot w = byby ... b,, on notera

[wl =) bk

1<i<r
De méme, pour un entier N = > _._. a;k', a; #0 et 0 < a; <k,

(N)g = azaz_1 - .. arao.

6



Définition I.1.3. Une suite (a,),>o sur 'alphabet A est k-automatique s’il existe un k-
DFAO M = (Q, %4, 6, qo, A, 7) tel que a, = 7(d(qo, w)) , Yn > 0 et Yw avec [w]p = n.

Autrement dit, une suite est k-automatique si son n-iéme terme est engendré par une
machine & états finis, lisant en entrée le développement de n en base k.
Si M est le DFAO de la définition précédente, on dit alors que M engendre la suite

(an)n>0-

I.1.2 Exemples de suites automatiques

Nous donnons maintenant quelques exemples de suites automatiques, ainsi que les au-
tomates qui les engendrent.

Exemple 1.1.3. La suite de Thue—Morse.

La suite de Thue-Morse, notée ici t = (¢,,),>0 calcule le nombre de “1” modulo 2 dans
la représentation de n en base 2.

01 2 3 4 d 6 7 8
(n) 0 1 10 11 100 101 110 111 1000
tn 01 1 O 1 0 0 1 1

En se plagant dans Palphabet {0, 1}, la suite de Thue—Morse est 2-automatique car elle
est engendrée par 'automate suivant :

1
0
@ °
7
FiG. 3 — Automate engendrant la suite de Thue—Morse

Pour le démontrer, on remarque que I’état gy représente la lecture d’une entrée avec un
nombre pair de 1 (donc 0 modulo 2) et I’état ¢ représente la lecture d’une entrée avec un
nombre impair de 1 (donc 1 modulo 2).

Remarque. Cette suite, introduite initialement par Axel Thue au début du XX-iéme siécle,
posséde des propriétés trés intéressantes en termes de répétitions.

Il est facile de vérifier que sur un alphabet a deux lettres il n’existe pas de mots infinis
“sans carré”. Un mot sans carré est un mot qui ne contient aucun motif de la forme X X. On
peut naturellement se demander s’il contient des “chevauchements”, c¢’est-a-dire des motifs
de la forme WWx, ou W est un mot(fini) et x la premiére lettre de . Par exemple, le mot
ananas contient le chevauchement anana.



En 1912, Thue a montré que la suite t ne contient aucun chevauchement. A fortiori, elle
ne contient pas de “cube”, c¢’est-a-dire, aucun motif de la forme X X X.

Exemple 1.1.4. La suite de Rudin—Shapiro.

Toujours en base 2, on peut définir la suite s, = (—1)™, ou r, compte le nombre
d’occurrences de “11”7 dans I'ecriture binaire de n.

n 01 2 3 4 D 6 7 8
(n), 0 1 10 11 100 101 110 111 1000
Sn 111 -1 1 1 -1 1 1

Alors cette suite est 2-automatique car elle est engendrée par I'automate suivant :
0 1 1 0
= @ @ D
0 1
F1G. 4 — Automate engendrant la suite de Rudin—-Shapiro

Remarque. Cette suite est apparue comme réponse & une question posée en 1950 par
Salem. Si u = (uy,)n>o est une suite infinie a valeurs dans {—1, 1}, que peut on dire de la
quantité :

Fy(u) = sup
bR

N-1
Z u(n)62i7m0
n=0

lorsque N tend vers 'infini 7 En majorant trivialement, puis en minorant la norme L
par la norme L2, on obtient :

VN < Fy(u) < N.

Par ailleurs, on peut démontrer que, pour presque toute suite u, on a :

Fn(u) <y/NlogN.

Shapiro en 1951, puis indépendamment Rudin en 1952, ont construit une suite s “expli-
cite”, pour laquelle on a :

Fy(s) < CVN.

Ultérieurement, Brilhart et Carlitz ont prouvé que cette suite peut étre définie par
$p = (=1)™, ou r, représente le nombre de 11 (avec chevauchements éventuels) dans le
développement binaire de n. En particulier, on a vu que cette suite est 2-automatique.



Exemple 1.1.5. La suite des entiers de Cantor.

Maintenant voyons un exemple d’une suite 3-automatique. La suite des entiers de Can-
tor, notée ici ¢ = (¢,),>0 est définie de la fagon suivante :

{1 si (n); ne contient que les chiffres 0 et 2
Cn =

0 si (n); contient le chiffre 1.

En se plagant maintenant dans 'alphabet {0, 1,2}, la suite des entiers de Cantor est
3-automatique car elle est engendrée par 'automate décrit par la figure 5.

1

FiG. 5 — Automate engendrant la suite des entiers de Cantor

Remarque. Cette suite est en forte relation avec 'ensemble de Cantor (ou ensemble tria-
dique de Cantor), qui est un sous-ensemble remarquable de la droite réelle construit par
le mathématicien allemand Georg Cantor. Il est construit de maniére itérative a partir du
segment [0, 1], en enlevant le tiers central ; puis on réitére 'opération sur les deux segments
restants, et ainsi de suite. Il s’agit d’un ensemble fermé de [0, 1], d’intérieur vide.

Il admet aussi une interprétation en terme de développement des réels en base 3. Pour
cette raison, il est parfois noté K.

On peut le définir via 1’écriture en base 3 : tout réel x € [0,1] s’écrit de maniére :

v o=y 7, 5 avec x, € {0,1,2}. On écrit alors z = 0, 71290327425 .. .. Cette écriture
est unique & ceci prés : on peut remplacer 1000000. .. par 0222222... (et 2000000. .. par
1222222 ... ) a la fin d’une écriture, de la méme maniére que 0,999999... = 1 en base 10.

L’ensemble des entiers de Cantor est formé des réels de [0, 1] ayant une écriture en base 3
ne contenant que des 0 et des 2. C’est a dire

o0
Ky — {x:Z‘g—Z o, € {0,2}}.
n=1

Donc 1/3 est dans cet ensemble, puisqu’il admet les deux écritures 0, 1000 . . . et 0,02222. ..
en base 3, tout comme 2/3 également (0,2000... ou 0,12222...). Parmi les nombres ad-
mettant un développement propre et un développement impropre, il n’en existe aucun dont
les deux écritures vérifient la propriété demandée.

Cet ensemble a de nombreuses propriétés. Par exemple, on sait qu’il est de mesure nulle,
qu’il a la puissance du continu ainsi que beaucoup d’autres propriétés topologiques.



I.1.3 Noyau d’une suite automatique et condition de non automaticité

Nous allons & présent introduire une notion trés importante pour les suites automa-
tiques : le k-noyau. Ce terme a été introduit par O. Salon en 1986.

Définition I.1.4. Soit k£ > 2 un entier. Le k-noyau d’une suite (a,),>0 est ensemble des
sous-suites du type (ayinij)n>0 avec i > 0et 0 < j < k.

Exemple 1.1.6. La suite de Thue—Morse.

011010011001011010010.. ..

Soit t, le n-iéme terme de la suite de Thue-Morse. Alors,

tgn = tn et t2n+1 =1- tn

Ainsi, on a
t2in+j = tn Vn 2 0 ou tQin+j =1- tn Vn Z 0.

Le 2-noyau de la suite de Thue-Morse ne contient que 2 suites : la suite de Thue—Morse
et sa “renversée”.

Rappelons dans la suite une propriété caractéristique des suites automatiques. 1l s’agit
d’un resultat da a Eilenberg [7].

Théoréme 1.1.1. Une suite est k-automatique si, et seulement si, son k-noyau est fini.

Remarquons que ce théoréme implique qu’une suite automatique ne prend qu’un nombre
fini des valeurs. Par ailleurs, on voit facilement qu’une suite ultimement périodique est k-
automatique, pour tout entier k > 2.

Une autre propriété assez utile est le théoréme suivant, di a Eilenberg :

Théoréme 1.1.2. Pour tout entier m > 1, une suite (a,)n>0 est k-automatique si, et
seulement si, elle est k™ -automatique.

Nous admettrons les deux résultats précédents qui sont, par exemple, démontrés dans

2]
Le théoréme suivant permet en général de montrer la non automaticité de certaines
suites.

Théoréme 1.1.3. Soit k un entier > 2 et soit a = (ay)n>0 une suite automatique engendrée
par le k-DFAO (Q, X, 6,q0, A, 7). Soient v,w € {0,1,...,k —1}. Alors, la suile (i), )i>0
est ultimement périodique.

10



Démonstration. C’est trivial si la longueur de w est nulle. On peut donc supposer dans la
suite que |w| > 1 et posons ainsi w = wow; ...w,_; pour un entier r > 1. De méme, soit
UV =1gV1...Us_1, avec s > 1 et définissons :

— w
Tol1Xo ... = VU1 ... Us_l(wowl . wr—l) .

Pour ¢ > 1, on definit ¢; := 0(qo, xox122 ... x;_1). Puisque la suite a est automatique,
I'ensembles des états {g; : 7« > 0} est fini.

De méme, 'ensemble {(g;;imodr) : i > s} est fini. Mais si ¢ > s, état suivant ¢; 1 est
complétement déterminé par ¢; et imodr, car :

di+1 = 5(6107 LoT1T2 .. Iz) = 5(5(6107 ToT1T2 . - . %—1), %)

= (g, i) = (g, w(i—s)modr)~

Comme il y a au plus |Q| - r possibilités pour (¢;,imod r), & partir d’un certain rang, la
suite devient périodique (de période au plus |Q] - ).
O]

Corollaire I.1.1. Si (ay)n>0 est k-automatique, alors les sous-suites (agn)n>0 €t (Agn—1)n>0
sont ultimement périodiques.

Démonstration. Puisque (k") = 10...0, on retrouve le résultat du théoréme précédent.

n
Cela correspond au cas particulier v =1 et w = 0.
De méme, puisque (k" — 1), = 1...1 on reconnait v = € et w = 1. Par conséquent, les

n
suites sont ultimement périodiques.

]

1.2 Théoréme de Christol

Nous allons maintenant démontrer le théoréme de Christol. Pour cela, nous commengons
avec quelques préliminaires sur les séries formelles et nous allons donner quelques exemples.

I[.2.1 Préliminaires algébriques

Dans cette partie, nous rappelons quelques définitions et résultats élémentaires concer-
nant les séries formelles.

Soit R un anneau commutatif. On note R[X]| 'ensemble des polyndomes a coefficients
dans R. Alors R[X] forme un anneau commutatif pour I’addition et la multiplication usuelles
d’élément neutre 1. Dans le cas particulier ot R = K est un corps, K[X] représente un
anneau commutatif intégre. Ainsi on peut considérer le corps des fractions de K[X], noté
K(X); il contient toutes les fractions rationnelles : 5, ou f,g € K[X] et g#0.

L’anneau des séries formelles sur K de la variable X, noté K[[X]] est ’ensemble des
sommes infinies de la forme ) ., a,X", ou les coefficients a,, sont des éléments de K.
L’addition et la multiplication sont définies comme pour les séries entiéres :

11



Si A(X) = > sp@X et B(X) =3, ,a;X"alors :

AX) + B(X) =) (a; + b)) X'

i>0

AX)B(X) =) ( > az-bj> X",

n>0 \i+j=n

et

On définira les éléments unités de I'anneau K [[X]] comme étant les séries formelles A(X) =
> iz @i X" avec ag # 0.

Si K est un corps, K[[X]| désigne un domaine intégre. Donc ¢’est possible de considérer
le corps des fractions K ((X)). Ce corps coincide avec le corps des séries de Laurent, qui sont
les séries de la forme A(X) = Y. a;X*, pour un certain entier a. On remarque qu’une telle
expression a un nombre infini des puissances positives de X, mais seulement un nombre fini
de puissances négatives.
Parfois, on écrit X = %, ot T' est une indéterminée. Dans ce cas, une analogie avec
I’écriture en base k d’un nombre réel apparait. En effet, on peut mettre en correspondance
la série formelle ) #2 et le nombre réel ) %= car, si on note " = k, alors un nombre
réel a un développement comprenant un nombre fini de puissances positives de k, mais
éventuellement une infinité des puissances négatives.

Dans la suite de cette étude, on considére K étant le corps fini & ¢ éléments, noté en
général I, et ¢ représentant une puissance d’'un nombre premier p. Nous rappelons I'égalité
fondamentale suivante :

Etant donné A(X) =3 ja, X" € F,((X)), alors

A(XT) = A(X)?. ((P))

On termine ces rappels par la notion d’algébricité d’une série formelle, définition ana-
logue a la notion d’algébricité d’un nombre réel.

Définition I.2.1. Une série formelle f(X) = > - a,X" € K[[X]] est algébrique sur K (X)
s'il existe un entier d > 1 et des polynomes Ag(X),..., Ay(X) € K[X], non tous nuls, tels
que :

Ao+ Arf + Ao f* + -+ Agf' =0

Un premier exemple est la série f(X) = X + X* 4 .. =3, X% qui est algébrique sur
Fo(X) car f(X)*+ f(X)+ X =0.
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I.2.2 Exemples de séries formelles algébriques

Dans la partie précédente, on a évoqué quelques exemples de suites automatiques. Nous
allons & présent démontrer que les séries formelles associées a ces suites sont algébriques.
Plus précisément, on va démontrer que la série dont la suite des coefficients est la suite
de Thue-Morse (vue a valeurs dans Fs) est algébrique sur le corps Fy(X). De méme, on
démontrera 'algébricité sur Fo(X) de la série formelle associée a la suite de Rudin-Shapiro
(vue & valeurs dans Fy), ainsi que I'algébricité sur F5(X) de la série formelle associée a la
suite des entiers de Cantor (vue & valeurs dans Fs).

La suite de Thue—Morse. La suite de Thue-Morse, notée (t,,),>o calcule le nombre de “1”
modulo 2 dans la représentation de n en base 2. La suite de Thue—Morse est 2-automatique.
La définition de la suite (¢,,),>0 implique que to, = t,, et to,1 = 1+1¢, (1).

Nous allons démontrer dans la suite que la série formelle T(X) = > ., X", est algé-
brique sur Fy(X).

T(X) = Z ton X2 + Z tons1 X2 séparant les indices pairs et impairs
n>0 n>0
= Z £, X" + Z (1+t,)X*" ™ en utilisant la propriété (1)
n>0 n>0
= T(X?)+ XT(X?)+ ) x>
n>0
X
1— X2
X
1— X2

Ainsi, en regroupant les termes et en utilisant I’égalité (P), on obtient le résultat suivant :

= T(X?)+ XT(X?) +

= (1+X)T(X? +

1+ X)PT(X)P+(1+X)P*T(X)+X =0

et par conséquent, la série formelle T'(X) est bien algébrique sur Fqo(X).

Remarque. Le fait qu’on se place dans un corps de caractéristique positive est trés impor-
tant ; ceci nous a permis de trouver une équation vérifiée par la série T'(X). En effet, si on
regarde la série T(X) comme élément de C((X)), elle n’est cette fois plus algébrique : elle
est non seulement transcendante mais méme hypertranscendante. Nous rappelons qu’une
série formelle F'(X) a coefficients dans un corps K est hypertrancendante si, et seulement
si, elle et toutes ses dérivées sont linéairement indépendantes sur K(X). Autrement dit, il
n’existe pas une équation différentielle du type P(X, F(X), F'(X),...,F®(X)) =0, ou P
est un polynéme a coefficients dans le corps K(X) et k est un entier positif.

La suite de Rudin—Shapiro. Soit (s,),>0 la suite de Rudin-Shapiro. Elle calcule le
nombre d’occurrences de “11” modulo 2 dans la représentation de n en base 2. La définition
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de la suite (s,),>0 implique que S9, = S, €t Sgp1 = Sy €6 Sungs = Sony1 + 1. (2)

Nous allons démontrer que la serie formelle associée, S(X) = ano s, X", est algébrique
sur Fo(X).

Pour cela, on ecrit

S(X) = E Son X 2" + E Sont1X 2l en écrivant suivant les indices pairs et impairs

n>0 n>0

et, en notant

T(X) =) s X",

n>0

on obtient
S(X)=S(X?) + XT(X?) =S(X*)+ XT(X?*) =S(X)*+ XT(X)*.  (3)

D’autre part, en utilisant la remarque précédente sur la suite (s,),>o0,

T(X) = > s X"+ ) suppa X

n>0 n>0
= Z SnX2n -+ X Z (52n+1 -+ 1)X2n
n>0 n>0
Par conséquent, on obtient :
T(X) = S(X)? + XT(X)? + —— — §(X)?2+ XT(X) 4 — (@)
1—X? (1+X)2

En additionnant les relations (3) et (4), il vient :

X
SX)+T(X) = m
et donc x2
S(X)?+T(X)* = (Ewr

ce qui implique que

S(X)=S(X)?+X (5()()2 + (1f—X>4) .

Finalement, en terminant le calcul, on obtient la relation suivante, ce qui démontre
I'algébricité de la série S(X) :

(1+ X)°S(X)*+ (1 + X)'S(X) + X? = 0.
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La suite des entiers de Cantor. Rappelons que la suite des entiers de Cantor, notée
(¢n)n>0, est définie de la fagon suivante :

{1 si (n); ne contient que les chiffres 0 et 2
Cp =

0 si (n); contient le chiffre 1.

C’est une suite 3-automatique. La définition de la suite (c,),>0 implique que c3, = ¢, =
C3ny2 €t c3p41 = 0.

Nous allons démontrer dans la suite que la série formelle associée, C(X) = > -, ¢, X",
est algébrique sur F3(X).

C(X) = Z CSnXgn + Z CSn+1X3n+1 + Z C3n+2X3n+2

n>0 n>0 n>0
— E CnXSn 4 E CnX3n+2.
n>0 n>0

Donc
C(X) =C(X?) + X*C(X?)
et par conséquent
(1+XHO(X)? - C(X) =0.

Ainsi la série formelle C(X) est algébrique sur F3(X).

Nous venons de présenter quelques exemples de séries algébriques dont les suites des
coefficients sont automatiques. La premiére partie de ce mémoire a pour but de démontrer
qu’il s’agit en fait d’'un phénoméne tout a fait général, comme 'explique le théoréme de
Christol.

1.2.3 Le théoréme de Christol

Nous allons démontrer a présent le théoréme principal de cette premiére partie du mé-
moire.

Théoréme 1.2.1 (Christol). Soit p un nombre premier. Soit A un ensemble fini, non vide,
et a = (a;);i>o une suite 6 valeurs dans A. Alors la suite a est p-automatique si, et seulement
st, 4l existe un entier strictement positif n et une application injective 3 : A —— Fyn telle
que la série formelle "o, B(a;) X" est algébrique sur le corps Fpn (X).

Définition I.2.2. On définit la transformation linéaire A, sur ’ensemble des séries for-
melles a coefficients dans le corps fini a ¢ elements, F,, et r un entier tel que 0 <r < ¢ :

A F[IX)) —  F[IX))
2 in0 X" = D ling Ggitr X'
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Cet opérateur est appelé I'opérateur de Cartier.

Afin de démontrer le théoréme principal, nous aurons besoin des trois lemmes.

Lemme 1.2.1. On a les propriétés suivantes :
a) Si A est une série formelle a coefficients dans Fy, alors

AX) =) aX'= ) X"A(A(X))"

>0 0<r<q
b) Si G et H sont deuz séries formelles a coefficients dans Fy, alors
A(GH) = GA.(H).

Démonstration. a) On a :

AX) = D aX

i>0
= Z Z Agigr X I en groupant les indices ¢ suivant leurs valeurs modulo ¢
0<r<q >0
q
- 3 (S
0<r<gq >0
= Z XA (A(X))? par définition de 'opérateur A,.
0<r<gq
b) Soient
G(X) =) gXx*
k>0
et ‘
H(X) =) hiX’.
>0
Alors

A(GPH) = A, ( (Z gka) (Z thJ‘) )

“{(Ze) (2)
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Ainsi, en développant le produit de deux séries dans la parenthése, on obtient :

A(GUH) = A, (ZXZ' > gkhj>—ZX" (k > gkhj)

>0 kj>0,qk+j=i >0 7>0,qk-Hj=qi+r

= ZXi < Z gkhq(z’—k:)+r> = ngXk (Z hq(i—k)in_k)

>0 0<k<i k>0 i>k

- ot (Therw) = (Tt ) (S
£>0 i>0 k>0 i>0

— GA(H).

O

Lemme 1.2.2. Une série formelle A(X) = 3,5 ga: X" € F[[X]] est algébrique sur Fy(X)
si, et seulement si, il existe des polynomes Bo(X), B1(X),. .., B(X), non tous nuls, tels
que :

E%fi%—13p4q%—132A92ﬁ_...+_£%14¢ = 0.
De plus, on peut supposer que By # 0.

Démonstration. La premiére partie du lemme est connue sous le nom de lemme d’Ore. Si

A est algébrique, alors les séries A, A9, A7, ... ne peuvent pas étre toutes linéairement
indépendantes et donc il existe des polynémes By(X), B1(X), ..., Biy(X), non tous nuls,
tels que :

130f4'+’131/4q-+»132/1q2_F... +,£%14¢ = 0.

Réciproquement, si une telle relation existe, alors A est algébrique par définition.
Maintenant, il reste & montrer qu’on peut trouver une telle relation avec By # 0. Sup-
posons :
BoA + BiAY + ByAT 4 - + BAY =0

avec ¢t minimal et soit j le plus petit indice tel que B;(X) # 0. Le but est de montrer que
7 = 0. D’aprés le lemme 1.2.1,

Bj= ) X'(A(By)".

0<r<q

Ce dernier est non nul, donc il existe un r tel que A, (B;) # 0. Puisque >, BA(X)" =
0, en appliquant 'opérateur A, et le résultat obtenu au lemme 1.2.1, on obtient la relation
suivante :

> A(B)ATT =0.

j<i<t

Supposons que j # 0. On obtiendrait alors une nouvelle relation, dans laquelle le coef-
ficient de A7 " est non nul, ce qui contredirait la minimalité de ¢. Donc j = 0 et par
conséquent By est non nul. O
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Lemme 1.2.3. Soit a = (a;);>0 une suite & valeurs dans F,. Alors a est g-automatique si,
et seulement si, il existe une famille de séries formelles F telle que :

a) A(X) =Y soauX €F
b) pour toute série g de F et pour tout r, 0 <r < q, A.(g9) € Z.
Démonstration. La suite a est g-automatique si, et seulement si, le g-noyau N,(a) est fini,
donc si, et seulement si, N (a) = {a®) a® ... a@} avec a) =aet al?) = (a,(f))nzo, pour
un certain entier d.

“—"" Posons

ﬁz{Zag)X”: 1§z’§r}

n>0

Il est clair que 7 est finie et . contient la serie A(X) =}~ -, aP X = Y ns0 X" On

verifie la stabilité de la famille % par rapport a I'operateur A,. Soit g(X) =" -, alo) xn
appartenant & .%. Alors

A(g(X) = A0 a0 xm) =Y i, X" e 7

n>0 n>0
car (aéiﬁir)nzo appartient au ¢g-noyau, donc cette série est égale a 'un des aV.
“«=" Comme A(X) =), >0 i X' € i , en appliquant plusieurs fois la stabilité de A,.,

pour tous les r tels que 0 < r < ¢, on démontre que chaque serie ano a%)X" € .. Comme

Z est finie, il existe un nombre fini d’indices 7, donc un nombre fini de a,(f). Ainsi le g-noyau
Ny(a) est fini.
]

Démonstration du théoréeme de Christol. “==" Soient p un nombre premier et a = (a,),
une suite p-automatique. On choisit un entier n assez grand, de sorte que le cardinal de
I'ensemble A est inférieur a p™. Soit 3 : A — [F,» une application injective. On peut supposer
sans perte de généralité que A C Fpn et nous allons démontrer que la série >, a; X" est
algébrique sur F,n (X). -

Comme la suite a = (a;);>0 est p-automatique, elle est aussi g-automatique, ou ¢ = p
et donc le g-noyau N,(a) est fini. Ainsi on pose (a) = {al);a® ... a@} avec al¥ =a et
a® = (a!),50.

Définissons les séries A;(X) =) -, a$¥ X™, pour tous les entiers j, 1 < j < d. Ainsi :

Z Z al1m+7 qu-i—r = Z X' Z agzzl+Tqu'

0<r<gm>0 0<r<qg—-1 m2>0

Y22

Comme (aEIQLJFT)sz est toujours un élément du g-noyau, il est égal & 'un des a®, 1 <
i < d. Ceci montre que chaque A;(X) est une F,(X)-combinaison linéaire des séries A;(X1).
Autrement dit, A;(X) appartient au F,(X)-espace vectoriel engendré par les séries A;(X?) :

Vi€ [Ld], A;(X)e (A(XT), A (X, ... Ag(X9).
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Mais ceci implique :

Vi€ [Ld, A (X7 € (A(XT), A(X7), .. A(X7))

et par transitivité :
Viel,d, AiX)e <A1(Xq2),A2(Xq2), . ,Ad(X42)>.

Ainsi

Vi€ [ld, A;(X),A;(X9) € <A1(X‘12),A2(Xq2), o ,Ad(Xq2)>.
Ceci implique que

Vie [Ld], Aj(X7),A;(X7) e <A1(X‘13),A2(X‘13), . ,Ad(Xq3)>
et donc

Vi€ [Ld, A;(X),A(X), A(X7) € <A1(Xq3),A2(Xq3),...,Ad(Xq3)>.

On peut itérer ce raisonnement et on obtient finalement :

d+1 +1

vj e [1,d, Aj(X),Aj(Xq),Aj(XqZ),...,Aj(qu)€<A1(Xq ), Ap(X " ),...,Ad(qu“)>.

Or, la dimension de ce dernier, vu comme un I (X )-espace vectoriel, est au plus égale a
d. Par conséquent, les séries A;(X), A;(X9), Aj(X‘JQ),. - Aj(qu), ou j € [1,d], ne peuvent
pas étre linéairement indépendantes sur F,(X).

En particulier, pour j = 1, les séries A(X), A(X9), A(X?),..., A(X?") sont lices, donc
il existe une relation :

BoA + ByAY + By AT 4 ... 4 ByA” =0
ot les polynomes By(X), B1(X),..., B4(X) ne sont pas tous nuls.
Par définition, A est algébrique sur F,(X) = F,»(X) et la premiére implication du théo-
réme de Christol est ainsi démontrée.

“<=" On suppose maintenant que la série A(X) = >, a; X" est algébrique sur F,(X),
avec ¢ = p™ et on va démontrer que la suite a = (a;);>0 est g-automatique, donc aussi p-
automatique (d’aprés le théoréme 1.2).

D’aprés le lemme 1.2.2, il existe des polynomes By(X), B1(X), ..., B/(X), By # 0, tels
que :

BoA + ByAY + BoAT + ... + B, AT = 0.

Comme By # 0, on peut poser G = BAO. Ainsi la relation précédente devient :

G+ GBBI 4. +G'BBI?=0
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et donc

1<i<t 1<i<t

Soit N = max(deg By, max; deg C;). Définissons la famille .7 de séries formelles de la
facon suivante :

H ={HeF[X]]: H=Y DG avec D;€F,[X]et degD; < N}.
0<i<t

C’est une famille finie car le nombre de polynoémes a coefficients dans I, et de degré
inférieur ou égal a N est fini.

De plus, 7 contient aussi la série formelle A(X) = >, a; X" car A = ByG et deg By <
N. -

Afin d’appliquer le lemme 1.2.3 et de conclure donc que la suite a est g-automatique, il
reste & démontrer que pour toute H € S et pour tout 7, 0 < r < q, A, (H) € A.

Soit H € 5 et soit r, 0 < r < q.

A(H) = A, <D0G+ > Dqui> = A, (DO dYoaat+ Dqui>

1<i<t 1<i<t 1<i<t

= A (Z (DoCi + Di)qu) = Z A, ((DOCz‘ + Dz‘)GqZ)
1<i<t 1<i<t
= ) A(DoCi+ D) GT

1<i<t

Cette série appartient a J# si, et seulement si, deg A,.(DyC; + D;) < N. Comme deg Dy,
deg D;, deg C; sont au plus N, DyC; + D; est un polynome de degré au plus 2N et donc
A.(DoC; + D;) est un polynome de degré au plus %, donc au plus N, car ¢ > 2.

Ainsi la famille 7 remplit toutes les conditions du lemme [.2.3, et par conséquent la
suite a est g-automatique, donc p-automatique. Cela termine cette démonstration. O

I[.2.4 Comparaison avec le développement b-adique des nombres réels

Il est intéressant de contraster le théoréme de Christol avec un résultat de la méme
nature concernant les nombres réels automatiques.

Comme nous venons de voir, le théoréme de Christol affirme qu’une série formelle
Yo aiX" € Fy((X)) est algébrique sur le corps F,,(X) si, et seulement si, elle est automatique.

En ce qui concerne les nombres réels, on distingue deux situations, selon que le nombre
est rationnel ou irrationnel.
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Par exemple, on considére le nombre dont le développement binaire est la suite de Thue—
Morse étudiée précédemment : t = 0.110100110010110.. ..
Ce nombre, appelé aussi la constante de Prouhet—Thue-Morse, est donc égal a :

ti
m =" gitp = 0.412454033640. ..

)

Il est irrationnel et 2-automatique, puisque la suite de Thue—Morse est une suite infinie,
non ultimement périodique, 2-automatique. De plus, en 1929, K. Mahler a démontré que le
nombre 7 est transcendant.

Il est bien connu qu’un nombre est rationnel si et seulement si son développement dans
une base entiére b est ultimement périodique. En particulier, un tel développement peut
étre engendré par un automate fini.

On peut alors se demander si le développement en base b d’un nombre algébrique irra-
tionnel peut étre également engendré par un automate fini. Cette question a été posée en
1968 par Cobham [5] qui a conjecturé que la réponse doit étre négative.

En 1988, Loxton et van der Poorten ont annoncé ce résultat : les nombres irrationnels
algébriques ne peuvent pas étre automatiques (c’est-a-dire le développement en base b d’un
nombre irrationnel algébrique ne peut pas étre engendré par un k-DFAQ). Malheureusement,
en 1993, Becker a remarqué que leur démonstration est en fait incompléte. Depuis, cet énoncé
est parfois appelé conjecture de Cobham—Loxton—van der Poorten.

En 2006, Boris Adamczewski et Yann Bugeaud ont démontré ce résultat [1] en utilisant
une méthode complétement différente basée sur le théoréme du sous-espace de Schmidt.

Par conséquent, contrairement & ce qui se passe avec les séries formelles qui sont al-
gébriques si, et seulement si, elles sont automatiques, le comportement des nombres réels
est plutot différent. Un nombre irrationnel algébrique ne peut pas étre automatique. Ou,
autrement dit, un nombre irrationnel automatique est transcendant. Par exemple, on peut
conclure ainsi qu’il n’existe pas d’automate fini qui calcule les décimales de la racine carrée
de 2.
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I.3 Application du théoréme de Christol

En 1935 Carlitz a introduit la fonction connue sous le nom de “fonction zeta de Carlitz”,
analogue & la “fonction zeta de Riemann”.

On rappelle que la fonction zeta de Riemann est définie pour tous les nombres complexes
s, R(s) > 1, de la maniére suivante :

()=~

ns’
n>

La fonction zeta de Carlitz est définie, par analogie, de la facon suivante :

) L], _ 1
¢:N —»Fq[&?]}, ()= > B
P € Fy[X]

P unitaire

De plus, il existe une série formelle de Laurent appelée II, telle que :
Vn=0mod (¢ —1),n#0,3r, € Fy(X), ((n) =1,

Cette série peut étre décrite par le produit infini suivant :

s X9 - X
7j=1

Remarque. Cette propriété est similaire aux résultats classiques des valeurs de la fonction
zeta de Riemann pour les entiers pairs. En effet, il est connu que si s est pair, ((s) = 7°r,
ol r est un nombre rationnel. Par exemple, ((2) = %2 et ((4) = g—g. Par contre ce résultat
ne reste plus vrai pour les entiers impairs. Ainsi, la série II, est bien un analogue naturel
du réel 7.

On peut se demander si cette série de Laurent II, est transcendante sur F (X)), par
analogie au nombre 7, qui est transcendant sur le corps des rationnels Q. De méme, ces
questions apparaissent pour les valeurs de la fonction ¢ de Carlitz, par analogie avec les
valeurs de la fonction ¢ de Riemann.

Actuellement, dans I’étude de transcendance des fonctions ¢ ou II, de Carlitz, plusieurs
méthodes sont connues. La premiére démonstration est due & Wade [12], dans les années
quarante. Il a démontré plusieurs résultats de transcendance, et en particulier, celle de la
série formelle II,. La méthode utilisée ressemble & une méthode classique de transcendance
de nombres réels sur le corps des rationnels. Cette méthode a été ensuite étendue par
Dammame et Hellegouarch [6], qui ont démontré la transcendance de ((n), pour tout n €
N*. Une autre démonstration, due & de Mathan et Cherif |4], repose sur une méthode
d’approximation diophantienne, et essentiellement sur le calcul des mesures d’irrationalité
des valeurs de la fonction ¢ de Carlitz. LLa méthode la moins élémentaire de transcendance
de ces fonctions de Carlitz, qui utilise les modules de Drinfeld, a été développée par Yu.
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A Taide des modules de Drinfeld, il a démontré [13] que : {(n) est transcendant pour tout
n € N* et que ( ") est transcendant pour tout n % 0 mod (g — 1).

Une dernlere ‘méthode pour démontrer la transcendance de certaines séries formelles est
basée sur l'utilisation du théoréme de Christol. Elle a été en particulier développée par
Allouche et Berthé (voir par exemple |2, 3, 10]).

Nous allons a présent démontrer la transcendance de II, en utilisant cette derniére
approche.

Théoréme 1.3.1. La fonction 11, de Carlitz est transcendante sur F,(X).

Démonstration. Par 'absurde, nous supposons que la fonction I, est algébrique sur F,(X).
En utilisant les propriétés d’algébricité, sa dérivée, II) est aussi algébrique et donc le quo-

tient q lest aussi. Malis :

oy ! <(qu+1—X)—(qu—X)>
o o~ B+l
11, = 1‘% (X — X)2
1
= XXy
k>1
- (=)
 \&E X" -X X1 - X'

Ceci implique que la série

est aussi algébrique. Mais

1 1
B —= _— —=
Z X - X k>1 X' (1 - <%)qk71)
Z < ) q —1) 1 1 Z ( 1 )”(qk_l)
= = ~ [ a— -
E>1 X n>0 X E>1 X0 —1 n>0 X
B 1 Z 1 (n+1)(qk—_1) 1 Z 1 n(qk—l)
X X N X X
n>0 k>1
k>1 n>1
- 2(3 ZMZiziEL
X X X
m>1 k n>1 m>1 E>1
n(gh —1) = ¢" —1m
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Cette derniére expression peut aussi étre écrite sous la forme

1 1\"
en posant

c(m) = Z L.
k>1
@ —1m

B est algébrique sur F,(X) et donc la série

m>1

est aussi algébrique, ce qui, d’aprés le théoréme de Christol, implique que la suite
(¢(m))m>1 est g-automatique.
D’apreés le corollaire 1.1.1, la suite (¢(¢" — 1)),>0 est ultimement périodique. Mais

o(g" —1) = Yool= ) 1=dn)

k>1 k>1
¢ —1g"—1  kn

ou d(n) représente le nombre de diviseurs de n.

Ainsi, la suite d(n) est ultimement périodique et donc la suite (d(n) mod ¢),>1 lest
aussi. Comme ¢ est une puissance du nombre premier p, alors la suite (d(n) mod p),>; est
également ultimement périodique. Cela implique qu’il existe des entiers ¢t > 1, ng > 0 tels
que pour tous les entiers n > ng et ¢ > 1, on a :

d(n+it) =d(n) (mod p).
On choisit ¢ = ni’ et alors d(n(1 +i't)) = d(n) (mod p) pour tout ¢ > 1.

D’aprés le théoréme de Dirichlet, on peut trouver i > 1 tel que 1+ ¢t = p’ est un
nombre premier. Pour n = p’ on obtient alors :

d(p?) = d(p') (mod p).

Mais d(p?) = 3 et d(p) = 2 et donc 3 = 2 (mod p), ce qui est absurde. On obtient
ainsi une contradiction avec la supposition que II, est algébrique, ce qui termine cette
démonstration. 0
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II Généralisation du théoréme de Christol

La deuxiéme partie de ce mémoire consiste a étudier un résultat récent de Kedlaya [9].
Il s’agit d’une généralisation du théoréme de Christol au corps des séries formelles de Hahn.

II.1 Présentation du théoréme de Kedlaya

Le théoréme de Christol démontré dans la premiére partie du mémoire donne une des-
cription concréte des éléments de F,((¢)) qui sont algébriques sur F () ; il montre, comme
nous l'avons vu, qu'une série est algébrique sur F,(¢) si, et seulement si, la suite de ses
coeflicients est g-automatique. Puisque le corps F,((¢)) est loin d’étre algébriquement clos,
le théoréme de Christol n’offre qu’une description incompléte des éléments algébriques sur
F,(1).

En effet, il existe des polynémes a coefficients dans F,(¢) qui n’ont pas de racines dans
le corps de séries formelles F,((¢)). Par exemple, le polynome d’Artin—Schreier

1
P(X)= X"~ X -
n’a pas de racines dans le corps F,((¢)), ni méme dans le corps de Puiseux : U F,((t7%).
i=1

Remarque. Puiseux a montré que si K est un corps de caractéristique 0, alors tout poly-

néme unitaire de degré n a coefficients dans K (t) se factorise complétement sur L((t'/™))

pour L une extension finie de K et n un entier positif. Ainsi, pour un corps algébriquement
oo

clos K de caractéristique 0, le corps U K((t*%)) est aussi algébriquement clos et contient
i=1
en particulier la cloture de K (t).

On peut d’ailleurs remarquer que le polynome d’Artin—Schreier P posséde, formellement,
les racines suivantes :

:U:c+t_1/p+t_1/p2+~--, pour ¢=0,1,2,....,p— 1.

I se factorise donc complétement dans le corps des séries de Hahn F,((t9)) (voir défini-
tion 11.1.3).

Dans un article récent [9], Kedlaya généralise le théoréme de Christol, en se placant dans
le corps des séries formelles de Hahn pour déterminer la cloture algébrique de F,(t). Pour
cela, il définit la notion de quasi-p-automaticité. Une série formelle généralisée >, _, x;t’ est
quasi-p-automatique si elle est telle que, si on effectue une affinité rationnelle sur les expo-
sants de t, leurs dénominateurs deviennent des puissances de p et les coefficients peuvent
alors étre calculés par un p-automate fini.

Plus précisément, cette partie a pour but de démontrer le théoréme suivant.
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Théoréme II.1.1 (Kedlaya). Soit ¢ une puissance du nombre premier p et soit f : Q — F,
une fonction & support bien ordonné.

Alors la série généralisée Y, f(i)t" € F,((t?)) est algébrique sur Fy(t) si, et seulement
st, elle est quasi-p-automatique.

Cette partie est organisée comme suit. Nous commencgons par présenter le théoréme de
Kedlaya. Pour cela, nous faisons quelques rappels sur les séries de Hahn et sur les séries
quasi-p-automatiques. Pour mieux appréhender ce résultat, nous l'illustrons en étudiant un
exemple de série de Hahn algébrique. Ensuite, nous rappellons quelques outils algébriques,
qui nous servirons, dans la derniére partie du mémoire, a démontrer le théoréme de Kedlaya.

IT.1.1 Séries formelles de Hahn—Mal’cev—Neumann

Nous commencons tout d’abord par la définition générale des séries formelles générali-
sées.

Définition I1.1.1. Un groupe abélien G est totalement ordonné s’il existe une relation
binaire “>" telle que, pour tous a, b, ¢c € GG :

a ¥ b;
a X bbFa=a=0b
a>bb>c=a>c

a>bsa+ce>b+e

Définition II.1.2. Un sous-ensemble S de G est bien ordonné si tout sous-ensemble de
S a un plus petit élément. Ceci est équivalent & dire qu’il n’existe pas une suite infinie
décroissante dans S.

On peut déduire aisément les propriétés suivantes des ensembles bien ordonnés d’un
groupe G totalement ordonné :

(a) Si Sy, S, ...,S, sont des sous-ensembles de G, alors ’ensemble S; + Sy +---+ .5, =
{s1+ s+ -+ s,; 8; € S;} est aussi bien ordonné.

(b) Si Sy, .S,,...,S, sont des sous-ensembles de G, alors pour tout = € G, 'ensemble
{(s1,82,...,8,) €51 X Sg X -+ x S, tel que sq+ s9+ -+ s, = x} est fini.

(c) Si S est un sous-ensemble de P = {a € G; a > 0}, alors S = U, 5"
(ot ST =54+S54---+S={s+s+---+s5; s € 5}) est aussi bien ordonné.

n n

Définition II.1.3. Soit R un anneau commutatif et G un groupe abélien totalement or-
donné. On note R((t%)) I'ensemble de tous les éléments de la forme f = > _ . 7,t% telle
que :

aeG

e r, € G, pour tout o € G.
e le support de f, c’est a dire 'ensemble {« /7, # 0}, est bien ordonné.
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On définit les lois “+7 et “x” de la maniére suivante :

Z rot® + Z Sat® = Z(ra + 84)t%

aeG aeG aclG
Z rot® X Z Sott = Z Z(rgsa_g)ta.
aeG aeG aeG BEG

Dans ce cas, 'ensemble R((t“)), muni des deux lois définies précédemment, constitue
un anneau qu’on appelle Uanneau des séries formelles généralisées de R & exposants dans

G ou l'anneau des Séries de Hahn—Mal’cev—Neumann a coefficients dans R et a exposants
dans G.

Remarque. Grace aux propriétés ci-dessus, la somme et le produit sont bien définis et
donc R((tY)) est bien un anneau. Un élément non nul, i.e. une série de R((t%)) est une
unité de 'anneau si, et seulement si, son premier coefficient est non nul. En particulier, si
R est un corps, alors R((t%)) est aussi un corps. De plus, si K est un corps algébriquement
clos et G est un groupe divisible, alors K ((t“)) est algébriquement clos |8].

Dans la suite du mémoire, on s’intéresse au cas o K est le corps fini & ¢ éléments (g
sera partout une puissance du nombre premier p, sauf mention contraire) et G est le groupe
divisible des rationnels Q. On obtient alors la suite des inclusions suivante :

Fo(t) CFo((1)) € Fo((t9)).

Le corps F,((t9)) n’est pas algébriquement clos, mais par contre (Ups1 Fn)((t9)) Test,
puisque Un21 F,» est la cloture algébrique de IF,,.

De plus, le corps F,((t9)) est un corps valué, c’est-a-dire il est muni d’une valuation
v: Fy((t?) — RU {oo};

pour une série z € F,((t?)), v(z) étant défini comme le plus petit élément du support
de x et, on pose v(0) = oo.

Il est facile de voir que cette fonction vérifie bien les conditions nécessaires pour étre
une valuation :

o Vz e F ((19), v(x) =c0c &2 =0

o Va,y € Fy((tY)), v(zy) = v(z) +v(y)

o Vz,y € F((t%)), v(z — y) > min{v(z),v(y)}.

Le corps des séries de Hahn F,((t?)) est donc un corps topologique (avec la distance
donnée par la valuation qui se définit par la fonction (z,y) — exp(—(z — y)).
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I1.1.2 Automates finis revisités et séries quasi-p-automatiques

Dans cette partie, on définit la notion d’automaticité pour une fonction définie sur
Q et, ultérieurement, on définit la notion de quasi-automaticité. Dorénavant, on utilisera
'alphabet (d’entrée) suivant :

e ={0,1,2,.. . k—1,.}.

On note L(k) le langage contenant les mots de X ., ayant une seule occurrence du
symbole “.” (le point) et dont la premiére et la derniére lettre sont non nulles. Celui-ci est
un langage régulier (c’est le langage des développements valides en base k) (voir [2] comme
référence).

Soit Sy I'ensemble des nombres rationnels k-adiques positifs, c’est a dire :

,0)

a
Sk:{ﬁ; a,bEZ,azO}.
Remarque. En fait, il existe une bijection entre L(k) et Sk, définie de la fagon suivante :

[.] : L(k) — S

i—1 n
S182...8;—-1Si4+1-..Sp — E Sj]fl_l_J + E Sij_J
Jj=1

j=it1

ol 81,82,...,8i,1,82‘+1,...SnE{O,l,...,k‘—l}.

L’ expression
i—1 n
ZSjl{i_l_j + Z Sjki_j
j=1 j=i+1
sera notée dans la suite v(s). Aussi, le développement en base k d’un rationnel p-adique
v € S, sera noté s(v).

Kedlaya définit d’une maniére un peu différente la notion d’automaticité d’une fonction.

Définition II.1.4. Soit A un ensemble fini. Une fonction f : Sy — A est k-automatique
s’il existe un DFAO M, dont I'alphabet d’entrée est ¥ et I'alphabet de sortie est A telle

que pour tout v € Sk, f(v) = fu(s(v)).
Un ensemble S C Sy est dit k-régulier si sa fonction caractéristique :

1 sise s
XS(S)Z{

0 sinon

est k-automatique.

Dans ce cas, on remarque que la fonction f : S, — A est k-automatique si, et seulement
si, Pensemble f~1(d) est k-régulier, pour tout d € A (voir [2]).

Ensuite, on dit qu’une fonction f: Q — A est k-automatique si son support est inclus
dans S, et si sa restriction a Sy est k-automatique.
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Pendant la transition d’un mot dans un automate, on peut différencier deux types
d’états, selon le sous-mot qui apparait avant le point “.” et celui qui se trouve aprés :

Définition II.1.5. Soit M un DFAO (l'alphabet d’entrée est toujours ). On dit qu’un
état ¢ € @ est prévirgulaire (respectivement postvirgulaire) s’il existe un développement
valide en base k : s = $182...5...5, avec s, = .7 tel que si ¢; = 0(g;_1, ;) alors ¢ = ¢;
pour ¢ < k (respectivement i > k).

Autrement dit, pendant la transition dans I’automate du mot s, un état ¢ prévirgulaire
(respectivement postvirgulaire) apparait avant (respectivement aprés) la transition du “.”
de s. On remarque que si L(M) ne contient que les développements valides, aucun état ne

peut pas étre a la fois prévirgulaire et postvirgulaire.

Exemple II.1.1. Pour w € L(2) on définit la fonction

0 ¢’il existe un nombre pair d’occurrences de “1” dansw

1 sinon.

f(lwl2) = {

Alors la fonction f : Sy — {0, 1} est 2-automatique car elle est engendrée par la ma-
chine & états finis représentée par la figure 6 (I’alphabet d’entrée étant {0, 1, .} et Palphabet
de sortie {0, 1}). Cette machine associe au mot w, le nombre de “1” qui apparait dans w
réduit modulo 2.

F1G. 6 — Une machine & états finis avec I’alphabet d’entrée ¥y et I’alphabet de sortie {0,1}

Définition I1.1.6. Soit f : Q@ — A une fonction dont le support S est bien ordonné. Alors
f est quasi-k-automatique s’il existe des entiers a > 0 et b tels que :

(a) I" ensemble aS + b = {ai + b;i € S} C Sy
(b) la fonction

fap: S — A
v — (5
est k-automatique.
Nous dirons que la série formelle généralisée Y . f(i)t est quasi-p-automatique si la

fonction f est quasi-p-automatique.
Désormais, I’ensemble des séries quasi-p-automatiques est noté K.
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Remarque. Si la condition (b) est vraie pour un couple de paramétres (a, b) satisfaisant a
la condition (a), alors (b) est vraie pour tous les entiers a et b satisfaisant a cette premiére
condition. Pour démontrer cela, on introduit le lemme suivant.

Lemme II.1.1. Soit S un sous-ensemble de Sy. Alors pour tout r € N et pour tout s € Sy,
S est k-régulier si, et seulement si :

rS+s={rc+s: xeS}
est k-régqulier.

Justifions a présent la remarque précédente, qui sera trés utile dans la suite du mémoire et
solent a, b tels que fo,(x) = f(2) est p-automatique et soient o/, b’ vérifiant (a). Montrons
que fqp Teste encore p-automatique.

La fonction f,; est p-automatique si, et seulement si, 'ensemble f_- bl(d) est p-régulier,
pout tout d € A. Mais

f(x_b) —de=sacafl(d)+b

a

et donc ce dernier ensemble est aussi régulier et par I'application deux fois du lemme pré-
cédent, 'ensemble o' f~1(d) + V' est aussi p-régulier. Le méme raisonnement implique que
f(2=E) est p-automatique et donc que farp est automatique.

(Z,

I1.1.3 Un exemple de série de Hahn algébrique

Considérons la série formelle généralisée
_ _ 2
Ft)=t7P + 1747 ... e F((t9)).

On a déja vu qu’elle est algébrique sur le corps F,(t) car elle est racine du polynéme

d’Artin—Schreier 1
J— I —_
t

Nous allons montrer dans la suite qu’elle est aussi quasi-p-automatique.
En effet, la série F'(t) peut étre écrite de la forme : F(t) = >, f(i)t" avec

, 1 sii=—-L1,v¥n>0

0 sinon.

xP

e Le support de f est 'ensemble

S:{—i, nZO}.
pn

Il s’agit d’un ensemble bien ordonné.
e Le couple d’entiers (a, b) qui apparait dans la définition correspond ici au couple (1, 1).

En effet, 'ensemble
1 " —1
S+1:{1__:p ,nZO}
p" p"
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est inclus dans ’ensemble S, des nombres rationnels p-adiques positifs.
De plus, le développement en base p de 1 — # est de la forme 0.(p—1)(p—1)...(p—1).

J

vV
n fois

La fonction fy, : S, — F,, définie par 'expression :

_ 1 sii=1—-X VYn>0
f1,1(2)={ P

0 sinon

est p-automatique au sens de Kedlaya car elle est engendrée par 'automate suivant :

F1G. 7 — Un automate engendrant la fonction f; 1, 'alphabet d’entrée étant X, , et I'alphabet de
sortie étant {0, 1} ; * est un symbole de 3,
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I1.2 Préliminaires algébriques

Dans cette partie, nous donnons quelques notions algébriques, qui nous serons utiles
pour démontrer le théoréme de Kedlaya.

I1.2.1 Systémes d’équations semi-linéaires

Le lemme suivant est trés utile dans la preuve des deux implications du théoréme de
Kedlaya. Il jouera un role important pour démontrer 'algébricité de certains éléments sur
le corps F(t).

Lemme I1.2.1. Soient K C L deux corps de caractéristique p. Soient A, B € M, ,(K),
au moins une inversible et soit w un vecteur colonne a coefficients dans K (w € K™). Si
v € L" tel que Av® + Bv = w, ot o représente le morphisme de Frobenius, o : x +— P,
alors les coefficients de v sont tous algébriques sur K.

Démonstration. Nous allons distinguer deux cas selon que A ou B est inversible.

e Supposons que A est inversible.
Alors on peut écrire v7 + A™'Bv = A~'w. Si on note U; = —A"'B et w; = A 'w, il
vient : v7 = Uyv + wy. En raisonnant par récurrence sur ¢ = 1,2, ..., on obtient :

7
v7 = U 4+ w;,

ou U; € M, ,,(K) et w; € K™. Les vecteurs v°" engendrent un espace vectoriel de dimension
au plus n? +n. Par conséquent, il existe un entier m et ¢y, c1, . .., ¢,» dans K, non tous nuls,
tels que

cov 4+ 107 + -+ e’ = 0.

D’aprés le lemme d’Ore, chaque coefficient du vecteur v est algébrique sur K.

e Supposons que B est inversible.

On peut supposer sans perte de généralité que toutes les racine p-iémes des éléments de
L appartiennent a L (i.e. que le corps L est parfait). Dans cette situation, le morphisme de
Frobenius o : L. — L est bijectif. v

Soit K’ I'ensemble des = € L tel qu’il existe un entier i pour lequel z°° € K. Alors
o'+ K' — K’ est aussi bijective et chaque élément de K’ est algébrique sur K. Comme
dans le premier cas, on peut maintenant ecrire : v = U;v + w;, pour i = 1,2,... avec
Ui € My, (K') et w; € K'™. De méme, on conclut que les coefficients de v sont algébriques
sur K.

Mais chaque élément o € L algébrique sur K’ est algébrique sur K. En effet, si « est
algébrique, alors dy + dya + -+ + dpa™ = 0, pour des d; € K’ non tous nuls. Comme
do,dy, ..., d,, sont dans K’, on peut trouver un entier i tel que d ,dJ ,...,d° sont dans
K. Ainsi

i +df o + - dja™ =0

Donc dgi + d‘l’iXpi + -4 d%?mei est un polynéme a coefficients dans K qui admet «
comme racine. Par conséquent, « est algébrique sur K.
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Finalement, puisque tous les coefficients de v sont dans L et qu’ils sont algébriques sur
K’, le raisonnement précédent implique qu’ils sont également algébriques sur K.
]

I1.2.2 Polygone de Newton

Un outil important dans I'étude des corps valués est le polygone de Newton. Dans ce
paragraphe, on s'intéresse au corps des séries formelles généralisées F,((t%)) muni de la
valuation

v: Fy((tY)) — RU {o0}.

Rappelons que pour une série x € F,((t9)), v(x) est défini comme le plus petit élément du
support de = et que, par convention, v(0) = oo.

Pour un polynome P(z) = Y1  ¢;2" a coefficients dans le corps F,((t9)) on définit
le polygone de Newton de P comme étant l'enveloppe convexe inférieure de l’ensemble
des points {(0,00), (—n,00)} U {(—7,v(¢;), 0 <i < n}. Donc le polygone de Newton est
formé par deux axes verticaux et un ensemble de segments des droites de différentes pentes.
On appelle pentes du polynéme P les pentes de son polygone de Newton. On définit sa
multiplicité (ou la largeur) la longuer de la projection sur I'axe des abscisses du segment
ayant une pente égale & r. Si un nombre rationnel r n’est pas une pente du polynoéme, alors
on dit, par convention, que sa multiplicité est 0.

On dit de plus qu'un polynome P est de pente pure égale & r si toutes ses pentes sont
égales a r. Autrement dit, le polygone de Newton est formé par I'axe vertical x = —n, un
segment de droite de pente r et 'axe vertical x = 0. Par convention, oo peut étre considéré
comme pente de P et sa multiplicité est égale a 'ordre de 0 comme racine de P.

Exemple I1.2.1. Considérons le polynome P(z) = ¢y + ¢12 + 2% + c32% + ¢42* + ¢52°, ou
les coefficients c; sont les séries formelles généralisées suivantes :

o = th+P 483+ donc v(co) =1
o = P22 4 donc v(¢y) = 3/2
cg = tV2 4344456 4. doncw(ey) =1/2
cg = t72 492442 4. doncwv(cz) =T7/2
g = At +t5 4. donc v(cy) =2
cs = 0+ 4. donc v(cs) = 5.

Le polygone de Newton de P est alors représenté sur la figure 8.
Il est formé des deux axes verticaux : z = —5 et x = 0 et des trois segments de pentes :
—3,—3/4,1/4 et de multiplicités respectivement égales a 1,2, 2.

Nous allons prouver maintenant une proposition exprimant une relation entre les pentes
du polygone de Newton et les racines du polyndme.

Proposition I1.2.1. Soit P un polynéme de degré n a coefficients dans F,((t9)). Si u est
un racine de P, alors il existe un segment dans le polygone de Newton de pente v(u).
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F1G. 8 — Polygone de Newton

Démonstration. Soit P(X) = ag + a1 X + aaX? + - -+ + a, X", avec a; € F,((t?)). Si u est
une racine de P, alors :
ap + aju+ a4+ -+ a,u" =0

et par conséquent v(ag + aju + agu? + - - - + a,u™) = v(0) = oo,

Si miny, v(agu®) est uniquement déterminé, alors v(ag + aju + agu® + - -+ + a,u®) =
v(axu®) = +oo ce qui est absurde. Donc il existe deux entiers i et j comprises entre 0
et n, i # j tels que v(q;u’) = v(a;u?) = min {v(apu”), 0 <k < n}. Par définition dune
valuation, v(a;u’) = v(a;) + iv(u) et v(a;u?) = v(a;) + ju(u). Par conséquent,

v(a;) —v(a;
oy — Vas) = ()
t—=17
et donc v(u) est la pente du segment des extrémités (—i,v(a;)) et (—j, v(a;)).
Il reste maintenant a démontrer que ce segment appartient au polygone de Newton.
Pour cela, on considére la droite de pente v(u) a laquelle ce segment appartient :

y = v(u)z + v(a;u’) = v(u)z + v(au?).

Elle intersecte I'axe des ordonnés Oy dans le point (0, v(a;u")) = (0,v(a;u’)). De plus cette
valuation est minimale et donc tous les points des coordonnés (—k, v(ay)) sont soit au dessus,
soit sur cette droite. Par conséquent, le segment [(—i,v(a;)), (—J,v(a;))] est inclus dans le
polygone de Newton.

[

Le lemme suivant décrit une propriété des multiplicités des pentes d’un produit de deux
polynomes.
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Lemme I1.2.2. Soient P et Q deuz polynémes non nuls a coefficients dans F,((t2)). Alors,
pour chaque r € Q U {00}, la multiplicité de r comme pente de PQ) est la somme de
multiplicités de r comme pente de P et comme pente de () respectivement.

Démonstration. Sir = oo, la multiplicité de r est égale a I'ordre d’annulation du polynome
PQ en 0 et le lemme est clair.

On suppose par la suite que r € Q. Soient P(z) = >, ;2" et Q(z) = Z]. d;z7. Soient
(—e,v(ce)) et (—f,v(cr)) (respectivement (—g,v(dy)) et (—h,v(dy)) les points extrémes du
segment de droite de pente r, du polygone de Newton de P (respectivement de @)). Donc la
multiplicité de r comme pente de P (respectivement de Q) est égale & (e-f) (respectivement
a (g-1)).

On a alors :

v(e) +ri>v(c.)+re=v(cs) +rf

v(d;)+rj >v(dy) +rg=uv(dy) +rh,

I'inégalité étant stricte sii ¢ [e, f] ousi j € [g, h].
Donc pour chaque k,

mlnk {v(cid;) + 1k} > v(c.) +re+v(dy) +ryg

i+j=

I'inégalité étant stricte si k ¢ [f +h,e+g],sik=e+geti#eou,sik=f+heti#h.
Si on écrit; le polynome R(z) = P(2)Q(z) = >, axz", il vient :

mk@n {v(ag) +rk} > v(c.) +re+v(dy) +rg

égalité étant obtenue pour k = f + h et k = e + g, mais pas pour k ¢ [f + h,e + g|. Par
conséquent, la multiplicité de r comme pente de R est égale a e+g—(f+h) = (e—f)+(g—h),
ce qui termine la démonstration.

]

Corollaire I1.2.1. Soit P(z) un polynéme non nul a coefficients dans F,((tQ)) qui se fac-
torise sous la forme Q1Qs...Q,, Q; des polynomes de pentes pures. Alors, pour chaque
r € QU{oc}, la somme de degrés de tous les Q; ayant une pente r, est égale & la multipli-
cité de v comme pente de P.

De facon analogue a la factorisation d’'un polynéme en produit de facteurs irréductibles,
on peut factoriser les polynomes a coefficients dans un corps valué en produit de polynomes
de pentes pures (cf. [9]).

Proposition I1.2.2. Soit K un sous-corps de F,((t®)) complet pour la valuation v. Alors
tout polynome unitaire P a coefficients dans le corps K admet une unique factorisation
P =0QQ...0Q,, ou chaque Q; est un polyndéme unitaire, de pente pure égale a s; avec de
plus, s1 < 89 < ... < Sy.
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I1.2.3 Polynémes tordus et factorisation

Pour un corps K de caractéristique p > 0, on définit 'anneau non commutatif des
polynomes tordus a coefficients dans K, noté K {F'}, ’ensemble des sommes de la forme
Yoo ¢, F', muni de 'addition habituelle, notée “+” et de la multiplication suivante, notée
“X” .

n m m—+n )
Y GF x> diF =) ( > cidg?]) F*.
i=0 5=0 k=0 \i+j=k
Le degré d'un polynome > 1" ¢ F* est le plus grand ¢ tel que le coefficient ¢; # 0. Par
convention, deg(0) = —oo. Le degré du produit de deux polynémes non nuls est la somme
des degrés des polyndomes.
Les polynomes tordus a coefficients dans un corps K peuvent étre vus comme des opé-
rateurs additifs agissant, sur tout corps L contenant K, de la facon suivante :

(Z CZFL) (2) = Zciz”i.

i=0 i=0
Le noyau de cette application a la propriété suivante (cf. annexe A) :

Lemme I1.2.3. Soit L une cloture algébrique de K. Soit T(F) = Z?:o c;F* un polynoéme
tordu non nul de degré d, a coefficients dans K. Alors le noyau de T' est un IF,-espace vec-
toriel de dimension < d, avec égalité si, et seulement si, le coefficient constant du polynome
T est non nul.

On a aussi la propriété suivante sur la factorisation d’un polynéme tordu (cf. annexe

B) :

Proposition 11.2.3. Soit K un sous-corps de F,((tQ)) contenant toutes les puissances
rationnelles de t et complet pour la valuation v. Soit P(F') un polyndome tordu & coefficients
dans K. Alors, pour toute puissance ¢’ de q, il existe une factorisation du polynome P sous
la forme d’un produit P = Q1Q2- - Q,, ot les Q; sont des polynémes tordus unitaires et
linéaires sur K ®@p, Fy.

II.3 Démonstration du théoréme de Kedlaya

Dans cette partie, nous démontrons le théoréme de Kedlaya. La preuve de la premiére
implication de ce théoréme reste dans le méme esprit que celle du théoréme de Christol,
contrairement a la démonstration de la seconde implication qui utilise des outils compléte-
ment différents.

I1.3.1 Preuve de la premiére implication du théoréme

Dans cette partie, nous démontrons que si une série généralisée Y, f(i)t € F,((t9)) est
quasi-p-automatique, alors elle est algébrique sur F(¢).
Pour demontrer cette implication on aura besoin des deux lemmes suivants.
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Lemme I1.3.1. Soient a et b des entiers et a > 0. Alors >, zit' € F,((tY)) est algébrique
sur Fy(t) si, et seulement si, Y, Taiypt’ est algébrique sur Fy(t).

Un élément 7 € Gal(F,/F,) peut étre vu comme un automorphisme de F,(¢) et F,((t2))
en définissant l’action suivante :

<Z a:iti> = Z xith.

On remarque que si 0 € Gal(F,/F,) est le morphisme de Frobenius, alors z? = 27
si v € F,, mais 2P # 27 si * € F,(t) ou z € F,((t®)) car 'automorphisme introduit
précédemment n’agit que sur les coefficients du polynome (respectivement de la série).

Démonstration. 1l sutfit de démontrer ’équivalence pour a = 1 puis pour b = 0. En effet, le
cas général est couvert par applications successives de ces cas particuliers.

e Supposons que a = 1.

Si x = >, x;t" est algébrique sur F,(¢), alors par définition, il existe un polynéme
P(z) € F,(t)[z] tel que P(z) = 0. La série 2/ = >, x;p5t" = >, x;t"" est alors racine du
polynome P(zt%) et donc 2’ est aussi algébrique sur F, ().

Réciproquement, si ' = >, x;45t" est racine d’un polynome P(z) a coefficients dans
F,(t), alors la série = Y, 2;t" = t’2’ est racine de P(2t7°) et donc x est algébrique.

e Supposons que b = 0. Nous devons distinguer deux cas selon que a = p ou que

(a,p) = 1.
e Supposons que a = p.
Si la série @ = >, z;t’ est racine d’un polynome P(2) = 3. c¢;z/ € Fy(t)(2), alors
x' =3 wptt =3, 2;t"/P est racine du polynome

Z 727 e Fy(t)(2).

Réciproquement, si 2’ est racine d'un polynome Q(z) = >, d;2’ € Fy(t)(2), alors z est
racine de > (d‘?)"*lzj € IF,(t)(2) et donc z est aussi algébrique sur F,(t).

e Supposons que (a,p) = 1.

Siz =), it est racine d’'un polynome P(z) = Y. ¢;27, alors &' = Y, woit’ = 3, ait"/*
est racine du polyndme

> T e Fy(t)(2)
J
ou 7 est 'automorphisme défini de la fagon suivante :

T F((t9) — Fy((t9))
Yoimtt e Yt
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D’ailleurs, on peut remarquer que 7 agit aussi sur le corps F,(t).
Par conséquent, 7’ est algébrique sur F,(t1/%). Mais ce dernier est une extension finie
de F,(t) et comme toute extension finie est algébrique, alors 2" est algébrique sur (7).
Réciproquement, on suppose que la serie 2’ est racine de Q(2) = >_,d;j2/ € Fy(t)(2).

Alors z est racine de '
Z d; 2" € Fy(t)(2)
J

et par conséquent la série est algébrique sur F(¢).

Lemme II.3.2. 5i S un sous-ensemble p-régulier de S,, alors la série formelle généralisée
et € FL[[tY] est algébrique sur Fy(t).

Démonstration. On considére ensemble L = {s(v), v € S}. Puisque S est régulier, il existe
un automate déterministe M = (Q, X, 9, qo, F') qui accepte le langage L.

Pour n > 0, on note §'(n) le sous-mot du développement en base p de n qui apparait
avant le point (ou la virgule). Pour chaque état prévirgulaire ¢ € @), on considére :

e I'ensemble 7, = {n > 0 tels que 6*(qo, s'(n)) = ¢}

o la fonction f(q) = >, '

e I'ensemble U, = {(¢/,d) € Q@ x {0,1,...,p — 1} tels que (¢',d) = ¢}

On peut alors remarquer que si g # g, alors

fa)= 3 )

(qlvd)EUq

et si ¢ = qq alors

flao) =1+ > t*f(q)".

(q/ 7d)€U(1

Ceci nous fournit une équation du type Bv = w + Av? (o étant toujours le morphisme
de Frobenius), en notant v le vecteur dont les coefficients sont les f(g¢;), sur tous les états
prévirgulaires ¢; et B la matrice identité (donc une matrice inversible). Ainsi on remplit
toutes les conditions du lemme I1.2.1 et on peut donc conclure que f(q) est algébrique sur
F,(t), pour tout état prévirgulaire g.

Pour z € S, N[0, 1], on note s”(x) le sous- mot du développement en base p de = qui
apparait aprés le point. Pour tout état postvirgulaire ¢, on considére maintenant :

e 'ensemble V, = {z € S, N[0, 1] tels que 6*(¢, s"(x)) € F'}

e la fonction g(q) = >y, t".

De méme, on peut remarquer que si ¢ ¢ F' (c’est a dire que ¢ n’est pas un état acceptant),
alors
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et si ¢ € F, alors

Comme précédemment, on utilise le lemme I1.2.1, avec A la matrice identité et v le
vecteur dont les coefficients sont les g(q), pour chaque état postvirgulaire q. Par conséquent,
g(q) est algébrique pour chaque état postvirgulaire q.

On veut démontrer que la série ), ¢ t* est algébrique. Pour cela, il faut remarquer que
cette série peut s’écrire en fonction de f et g de la maniére suivante :

> Ha)e(d).

q prévirgulaire,
q'postvirgulaire

Puisque une somme finie d’éléments algébriques est aussi algébrique, la série formelle
généralisée Y, 1" est algébrique sur F,(t), ce que I'on voulait démontrait. O

Preuve du théoréme du Kedlaya (implication <) . Nous voulons démontrer que toute sé-
rie formelle généralisée F' = > f(i)t' € F,[[t?]] quasi-p-automatique est algébrique sur
F,(1).

Puisque F est quasi-p-automatique, il existe deux entiers a et b, a strictement positif, tels
que aS+b C S, (S est toujours le support de la fonction f) et la fonction f,,(z) = f(£2)
est p-automatique. Ceci implique que I’ensemble f;bl(oz) est régulier, pour tout o € .

Donc I’ensemble -
Sy = {j, tel que f (‘7;) = a}
a
est p-régulier.

D’apres le lemme 11.3.1, il suffit de démontrer que la série Y, f(ai + b)t* est algébrique,
car cela implique que la série Y. f(i)t* est aussi algébrique.

Mais
S fai 0 =Y G0 = Y a (Z tj>.
i 7 o€l JESa
Puisque I'ensemble S, est p-régulier, le lemme I1.3.2 implique que la série ZjGSa ti
est algébrique sur F,(¢) et donc sur F,(t) (car F,(f) est une extension finie de F,(¢)). La
série . f(ai + b)t" est donc algébrique et Y, f(i)t' I'est aussi. La premiére implication du
théoréme II.1.1 est ainsi démontrée.
[
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I1.3.2 L’ensemble K, est un corps

Dans cette partie, nous allons démontrer que ’ensemble des séries quasi-p-automatiques,
que I'on note K,, est un sous-corps de F,((t2)). De plus, il contient F,(¢) et il est inclus dans
la cloture intégrale de () (car toutes les séries quasi-p-automatiques sont algébriques sur
Fq(2)).

Pour cela, nous devons donc démontrer les propositions suivantes :

P1. La somme de deux éléments de K, est aussi dans K.
Siz,y € F,((t9)) sont p-automatiques (respectivement quasi-p-automatiques), alors z+y
est aussi p-automatique (respectivement quasi-p-automatique).

P2. Le produit de deux éléments de K, est aussi dans K.
Siz,y € F,((t?)) sont p-automatiques (respectivement quasi-p-automatiques), alors z -y
est aussi p-automatique (respectivement quasi-p-automatique).

P3. Tout élément non nul de K, est inversible.
Si z € F ((t9)) est quasi-p-automatique, alors il existe un element x~
automatique tel que z - 7! = 1.

1 aussi quasi-p-

Preuve de P1. Pour démontrer cette propriété, il suffit de traiter le cas de 'automaticité,
car la quasi-automaticité se déduit immédiatement d’aprés le lemme T1.1.1.
Soient donc & = > x;t" et y = Y. y;t* deux séries p-automatiques. Cela implique que
les fonctions i — x; et i — y; sont p-automatiques. Par conséquent, la fonction i — (x;, y;)
Pest aussi et, ultérieurement, la fonction ¢+ — x; + y; l'est également. Donc la serie x + y est
p-automatique (pour plus de détails, il existe une preuve compléte dans [2] page 166).
]

Preuve de P2. On peut de nouveau supposer que les deux séries sont p-automatiques. On va
démontrer que le produit est aussi automatique. La quasi-automaticité se déduit du lemme
IL.1.1.

e Soient x = Y, z;t" et y = >, y;it" deux séries formelles généralisées dans F((¢9)).
On peut aussi les écrire comme une Fy-combinaison linéaire de séries de la forme ), o’
pour S C S,. Si le produit de deux telles séries est p-automatique, alors le produit x - y est
p-automatique (car, d’aprés P1., une somme d’ éléments p-automatiques et est encore p-
automatique).

On peut donc supposer sans perte de généralité que x = ZieAl thety = ZieAQ t, ou
Ay et Ay sont deux sous-ensembles de S, donc bien ordonnés.
Le produit vaut alors
Ty = Z aktk

k=i+j
1€ A1 j € Ay
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ol ay, est le nombre de facons d’écrire k comme somme de deux éléments i € Ay et j € A,,
pris modulo p.

e Pour prouver que le produit z - y est p-automatique, on doit donc démontrer que la
suite (ag)x est p-automatique.

Rappelons déja la définition d’un automate fini non déterministe (NFA) :

Définition II.3.1. Un automate fini non déterministe (NFA) est un quintuplet M =
(Q,3,0,q0, F') ot tous les paramétres sont définis comme dans le cas d’un DFA, mise a
part la fonction de transition

I:Qx(XUe) — P(Q).

La fonction de transition ¢ recoit ici comme argument un état de ) et un symbole de
Y et elle rend comme résultat une partie de (). Les automates finis non déterministes sont
donc tels qu’a partir d'un état donné il peut y avoir zéro, une ou plusieurs transitions pour
un symbole d’entrée donné. Pour un mot w = s185...s, on appelle un chemin acceptant
pour w la suite des états qi,qo, ..., qn tels que ¢; € §(qi_1,8;) pouri=1,... , netgq, € F.
Le langage accepté par M est I’ensemble des mots w € ¥* pour lesquels il existe un chemin
acceptant.

Pour les automates non déterministe on a la propriété suivante, démontrée dans [9] :

Lemme I1.3.3. Soit n un entier strictement positif. Soit M = (Q,3,0,qo, F') un NFA et
f X% = Z/nZ la fonction qui ¢ un mot w € X* associe le nombre de chemins acceptant
pour w dans M modulo n. Alors f est une fonction automatique.

e L’idée de la démonstration de 'automaticité de la suite a; est de trouver un NFA qui
“calcule” toutes les sommes possibles k = ¢ + 7, avec i € Ay et j € Ay. D’apreés le lemme
précédent, on sait que la fonction comptant, pour une entrée k, le nombre de chemins ac-
ceptant modulo p dans cet automate, est automatique et le résultat sera ainsi démontré.

e Construction de I'automate non déterministe

On souhaite réaliser I’addition avec retenue de deux nombres écrits en base p en par-
tant de la droite vers la gauche. Donc on veut considérer plutot les miroirs des mots qui
constituent les développements en base p des nombres qu’on veut ajouter.

On considére pour l'instant I'ensemble S C 5 | x 37 |, formé des couples (wy, ws) avec
les propriétés suivantes :

o [wi] = |ws,

e w; et ws se terminent par un 0,

e wy et wy ont un seul point situé dans la méme position,

e w; et wy sont les miroirs des écritures en base p de i € Ay et j € A, respectivement.
S est un ensemble régulier et donc il existe un automate M = (Q,%,, X X,.,0,qo, F)

qui accepte S.

A partir de 14, nous allons construire un automate non déterministe M’, qui accepte un
mot w si, et seulement si, w peut étre écrit comme somme de w; et wq, ot (wy,ws) est un
couple accepté par I'automate déterministe M.
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Pour cela, il suffit de considérer M' = (Q', Y, 6, qo, F') avec

Ql = Q X {O’ 1}
o= 5.

Q6 = (q07 0)

F' = Fx{0}.

Les états de M’ sont les couples (¢,i) € @ x {0, 1}. Chaque tel couple est formé d’un état
de 'automate déterministe M et d’un entier 0 ou 1 indiquant la présence d’une éventuelle
retenue lors de I'addition. Définissons maintenant la fonction de transition ¢’ de la maniére
suivante :

e pour un état (¢,i) € Q' et s € {0,1,...,p— 1}, on pose (¢',0) € '((q,7), s) (respecti-
vement (¢',1) € §'((q,17), s) ) il existe un couple (¢t,u) € {0,1,...,p—1} x{0,1,...,p— 1}
tel que t+u—+i < p (respectivement t+u—+i > p) et t+u+1i = s[p] et tel que 0(q, (t,u)) = ¢/,

e pour un état (q,7) € Q' et s =, on pose (¢',i) € §((q,7),s) si d(q,(s,s)) = ¢ (de
sorte que (¢',1 — i) n’est jamais inclus dans ¢'((g,1),s) ).

Lorsque I'on rentre un mot w dans M’ et apreés sa lecture par 'automate, celui-ci nous
dit si le mot peut s’écrire comme une somme de deux éléments w; et wy, (wq,ws) étant
un couple de S (accepté donc par M). Les états acceptants sont donc les états de la forme
(¢,0), ou ¢ est un état final de M. Notons que (g, 1) n’est jamais un état acceptant car on
ne veut pas qu’a la fin de I’addition il reste une retenue en suspend.

Remarque. Si w est un mot accepté par M’, le nombre de chemins acceptants par w dans
M’ est égal au nombre, considéré modulo p, de couples (wq,wy) € S tels que wy + wy = w.

Il ne faut pas oublier qu’on veut trouver I’ensemble de sommes k& = ¢ + j. Par contre,
pendant la lecture d’'un mot w par I'automate M’, on trouve des couples (wq,ws) tels que
wy + wy = w, olt wy et wy sont de la méme longueur (et pas plus longs) que w. Cela peut
poser des problémes. Par exemple, en base 5 :

ko= 2.314

i 1-4012013
i = 0-4122432
[

Alinsi, si on s’intéresse au nombre k = 2.314, il existe des entiers 7 et j dont le developpement
est arbitrairement long et dont la somme vaut k, mais 'automate M’ ne peut pas les trouver.

Par contre, on ne peut pas avoir une infinité de tels ¢ et j dont la somme vaut k. En
effet ¢ et j appartiennent chacun a des ensembles bien ordonnés (A; et Ay), or si on avait
une infinité de tels couples (7, j), soit 'ensemble des i, soit I'ensemble des j, contiendrait
une suite infinie décroissante, ce qui ne se peut, donc il existe quand méme un nombre fini
des tels couples i et j tels que ¢ + 7 = k.
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e Pour calculer le nombre total de tels couples, il suffit alors d’ajouter un nombre

m = |Q| de zéros a la fin de 'écriture en base p de k pour que 'automate “trouve” bien
tous les i € Ay et j € Ay dont la somme vaut k. C’est-a-dire que, avec les hypothéses qu’on
a sur A; et Ay, si deux nombres i et j ont pour somme un nombre k ayant n chiffres, 7 et j
ne peuvent avoir plus de n + m chiffres.

Pour prouver cela, on considére un mot w qui commence par m zéros (n’oublions pas que
w est le miroir du développement de k en base p, donc si celui ci se termine par m zéros,
alors w commence par m zéros). Nous allons montrer que, dans ce cas, tous les couples
(wy,ws) dont la somme vaut w, sont tels que w; et wy commencent chacun par un 0 (donc
les développement de i et j se terminent tous deux par zéro). Cela implique que si on ajoute
encore un 0 (ou autant qu’on veut) a 'écriture en base p de k (qui se termine déja par m
zéros), le nombre des chemins acceptant par w dans M’ ne change pas, et ainsi on trouve
le nombre total des couples avec la propriété désirée.

Il reste donc a démontrer 'assertion suivante :

e Si un mot w commence par m = |@Q| zéros, alors tous les couples (wy,ws), dont la
somme vaut w, sont tels que w; et wy commencent chacun par un 0.

Par ’absurde, si wy commence par une lettre différente de 0. D’aprés le lemme de I’étoile,
a la lecture de (wq, w9) par 'automnate M, on passe forcément deux fois par le méme état,
disons ¢, avant m coups (car la longueur de w; est plus grande que m, le nombre d’états
de M). On peut alors écrire (wy,wy) = (bywiey, bawhes), ot (by,be) est le mot lu avant
I'apparition de 1’état ¢, (w], w)) le mot lu entre les deux passages par I'état g et (eg, es) le
mot restant entre ’état ¢ et ’état final. Dans ce cas, tous les mots :

/ / / !/ / /
)
(bie1, baea), (brwier, bawses), (brwywier, bywywses), . ..

sont des mots acceptés par 'automate M.

Ces mots représentent les écritures inverses en base p d’une infinité de nombres (i, j,)
de A; x As. Comme b; ne commence par 0, on peut remarquer que les 7,, sont tous différents.
De plus 2, + j, = k. Cela implique qu’on peut extraire une sous-suite infinie strictement
décroissante de 'ensemble A;, ce qui est impossible car il s’agit d’un ensemble bien ordonné.

]

On a démontré que I'ensemble des séries quasi-p-automatiques, K, est un anneau. Pour
démontrer que celui-ci est bien un corps, il reste & démontrer la derniére propriété, P3.

Preuve de P3. Tout d’abord, on remarque que tout élément de FF,(t) est aussi dans K.
Pour prouver cela, considérons x € F,(t). Alors = s’écrit aussi de la forme

o0

T = Z cktk,

k=0

ou la suite (¢)y est ultimement périodique et donc p-automatique. Ainsi = est p-automatique
et est inclus dans K.

Dans la preuve de cette proposition on utilise la premiére implication du théoréme
de Kedlaya. Si une série est quasi-automatique, elle sera algébrique sur F (¢). Soit donc
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x € F,(t). 1l existe alors un polynome a coefficients dans Fy(t), P(z) = co+c12+ -+ + ¢p2"
qui a x comme racine. De plus, on peut supposer que ¢, ¢, # 0. Donc :

co+cr+ -+ = 0.

Cela implique que x - (¢ + cow + -+ - + ¢, 2"~ 1) = —¢q et par conséquent
== gt (e + o e,
~—
€Fy(t)

Puisque tout élément de F,(¢) est aussi dans K, le terme de droite est bien contenu
dans K,. Finalement, on a bien que I'inverse d’une série quasi-automatique est toujours une
série quasi-automatique et donc K, est un corps.

]

I1.3.3 Cloture topologique et cléture algébrique

Dans cette partie nous allons démontrer que le complété topologique (pour la valuation
v) du corps des séries formelles généralisées quasi-p-automatiques est algébriquement clos.
Plus précisément, nous voulons démontrer la proposition suivante.

Proposition I1.3.1. Soit R, C F,((t9Q)) le complété (pour la valuation v) du corps de
séries quasi-p-automatiques. Soit R = Uy Ry, Uunion portant sur toutes les puissances ¢
de q. Alors le corps R est algébriquement clos.

Remarque. Autrement dit, si on considére une série formelle généralisée = algébrique sur
[F,(t), on peut toujours trouver ¢/, une puissance de g, et une série y € F,((t?9)), quasi-p-
automatique aussi proche que l'on veut de z (au sens de la distance induite par la valuation
v). Ce résultat jouera un role important pour démontrer la deuxiéme implication de la
preuve du théoréme de Kedlaya.

Afin de démontrer cette proposition, nous allons utiliser les lemmes suivantes.

Lemme I1.3.4. Soit © = > x;t' € F ((t9)) une serie quasi-p-automatique. De plus, on
suppose que le support de x est inclus dans | — oo, 0[. Alors l'équation y? —y = = admet une
solution y € F((t?)) quasi-p-automatique.

La preuve du lemme I1.3.4 peut étre vue dans [9].

Lemme I1.3.5. Soit R, C F, ((t9Q)) le complété (pour la valuation v) du corps de séries
quasi-p-automatiques. Alors il existe une puissance de q, ¢, telle que ’équation :

P —az=b a,bcRya#0

a p racines distinctes dans Ry .
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Démonstration du lemme I1.3.5. Tout d’abord, on résout ’équation dans le cas particulier
b = 0. On doit donc montrer que I'équation 2#~! = a a (p — 1) racines distinctes dans R,
pour une certaine puissance de ¢, ¢’. On peut écrire a = apt’(1 + u), avec ag € F,,i€Qet
v(u) > 0. On choisit ¢’ tel que 277! = ag a toutes les racines dans F, et on pose

s = a(l)/(p_l)ti/(p—l) Z ( 1/(Pj— 1) ) W

Jj=0
1 . R d , - . 1/(p-1)
pour toutes les racines p-iemes de ag, notées 1ci a .
Maintenant on revient sur le cas ou b est une série quelconque de R,. D’aprés le para-
graphe précedent, on peut supposer que a = 1 et il suffit donc de résoudre 1’équation :

2P — 2 =0b.

Remarque. Ceci est une équation d’Artin—Schreier. Si b est un élément d’un corps K de
caractéristique p, le corps de décomposition du polynome X? — X = b au-dessus de K
est appelé extension d’Artin-Schreier. Si on peut déterminer une racine z de ce polynome,
alors on peut déterminer toutes les autres racines. En effet, les racines du polyndéme sont
z,2+ 1,24+ 2,...,2+ p— 1. Elles sont toutes distinctes, donc le corps de décomposition
est séparable. C’est une extension cyclique de degré p de K, le groupe de Galois étant
engendré, par exemple, par le morphisme z — z + 1. Le théoréme d’Artin—Schreier affirme
que toute extension cyclique de degré p d’un corps de caractéristique p est une extension
d’Artin—Schreier.

Afin de résoudre 'equation 2P — z = b, on peut écrire la série formelle généralisée b sous
la forme b = by +b_, oll by est une série dont le support est inclus dans [0, co[ et b_ est une
serie dont le support est inclus dans | — 0o, 0[. Nous allons traiter le deux cas séparément.

A présent, on considére I'équation 2P — z = b. Soit by le terme constant de b, et soit ¢
tel que le polynome 2P — z = by a toutes les racines, disons ¢y, ca, ..., ¢, dans le corps [Fy.
Alors les séries z; définies de la maniére suivante :

e .
Zi = Cj — (b+ — bo)p]
j=0
sont bien les solutions de ’équation 2P — 2z = b,.

Il reste maintenant a résoudre I’équation 2P — z = b_. D’aprés le lemme 11.3.4, il existe
une solution y € F,((t?)) quasi-p-automatique.

Finalement, les p solutions de I’équation zP — z = b sont de la forme y + z;, ol y est la
solution de I’équation précédente et les z;, pouri = 1,2,..., p sont les solutions de I’équation
2P —z=0,. ]
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Démonstration de la proposition 11.3.1. D’aprés le lemme d’Ore, il suffit de prouver que
pour tout polynome tordu P(F) € R,{F}, de degré n, le polynéme P(F)(z) se factorise
complétement sur Ry, ¢’ désignant une puissance de g. De plus, R, est parfait et on peut
alors factoriser F, s’il apparait ; ainsi on obtiendrait un polynéme dont le coefficient constant
est non nul. D’aprés le lemme 11.2.3 ceci équivaut au fait que P(F)(z) n’a pas de racines
multiples (en effet, le noyau de P, considéré comme une application sur R, est de dimension
égale au degré de P(F), donc ce noyau a p™ éléments).

D’apreés la proposition I1.2.3 on peut factoriser le polynéme P = Q1Q)> ... Q,, ou les @);
désignent des polynomes tordus, unitaires, a coefficients dans R, (pour une puissance ¢’ de
q). On écrit donc Q; = F —¢;, ¢; # 0.

Nous allons démontrer que le polynéme P(F')(z), polynome de degré p™ en la variable z,
a ses p" racines dans une extension finie de R;, notée désormais Ry. Il faut donc résoudre
I’équation :

@Q1Q2.. - Qu(F)(2) = (F —c)(F =) ... (F = ¢)(2) = 0.

Cela nous ameéne a résoudre le systéme d’équations suivant :

X —czg = 0
2 —czm = 7
zﬁ — CpRp = Zp-1

Si on démontre que toute équation de ce systéme admet p racines distinctes dans Ry,
alors le systéme aura bien p™ racines distinctes (de plus, il n’y a pas une méme racine pour
deux équations du systéme) comme souhaité.

Finalement, & 'aide du lemme I1.3.5 le systéme considéré précédemment admet donc
bien p" racines distinctes contenues dans une extension R, de R,. Cela implique donc que
le polynéme P(F)(z) = (F — ¢1)(F — ¢3) ... (F — ¢,)(2) se factorise complétement sur ce
corps et la proposition est ainsi démontrée.

O]
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I1.3.4 Preuve de la seconde implication du théoréme

Dans cette partie, nous allons démontrer la deuxiéme implication du théoréme de Ked-
laya : si @ = Y, zit' € F,((t?)) est algébrique sur F,(t), alors z est une série quasi-p-
automatique.

Pour cela on va procéder en plusieurs étapes :

e La premiére étape consiste a démontrer que x est contenu dans une extension finie du
corps de séries formelles F,((t)) et, plus précisément, z € F,((t))(y), ot y € F,((t?)) est
une serie quasi-p-automatique. Donc x s’écrit de la forme

m—1
i=0

avec les b, € F((t)).

On veut se placer dans une extension finie de Fy ((¢)), puisque c’est un corps complet
pour la valuation v et on peut appliquer plusieurs propriétés des corps locaux (corps valués
complets).

e Nous allons démontrer ensuite que les b; sont algébriques sur Fy (t).

e La derniére étape consiste & appliquer le théoréme de Christol. Les b;, étant algé-
briques, ils sont donc p-automatiques et a fortiori quasi-p-automatiques. Par conséquent, la
série x, est une combinaison finie d’éléments quasi-p-automatiques et elle est donc elle-méme
quasi-p-automatique.

Démonstration du théoréeme II.1.1. FEtape 1. Puisque x est algébrique sur F,(¢), il existe un
polynome P € F,(t'/?™) qui admet = comme racine simple. Si  est algébrique, alors x?"
I'est aussi. Quitte a remplacer x par z¥", on peut donc supposer sans perte de généralité
que z est une racine simple d’un polynome P(z) a coefficients dans le corps F, (/7).

Si 2’ est une racine de P différente de x, alors v(x — 2’') < +o00. Puisque P n’a qu’un
nombre fini de racines et que x est une racine simple, il existe une constante ¢ € Q telle que
¢ > v(x — '), pour toute racine =’ # x.

Par la proposition 11.3.1, pour tout ¢ € Q, il existe une puissance ¢’ de g et y € F, ((t?))
une série quasi-p-automatique tels que v(z —y) > c.

Le polynéme P(z+y) a une unique racine de valuation supérieure a ¢, plus précisément,
v(x —y) > c et toutes les autres racines ©’ — y ont des valuations inférieures a c.

La série quasi-p-automatique y € F,((t®)) est aussi algébrique sur F, (t) par la premiére
implication du théoréme de Kedlaya. Soit K I'extension de F,((¢)) obtenue en ajoutant y.
C’est une extension finie (car y est algébrique sur Fy(t) et F () C Fy((¢))) qui est donc
compléte pour la valuation v.
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On peut appliquer maintenant la proposition 11.2.2. Le polynéme P(z + y) se factorise
uniquement sous la forme du produit Q1Qs ... Q,, avec Q;(z) € K(z), unitaire de pente
s;. De plus, s1 < s9 < --- < s,. Puisque x — y est une racine de valuation supérieure a c,
et comme toutes les autres racines ont des valuations inférieures a ¢, la proposition I1.2.1
implique que le polygone de Newton de P(z + y) contient un segment de pente égale a
v(x — y). Il S’agit bien str de la pente s, et alors Q,(z) = z — (x — y). Puisque @,, € K|z],
x —y € K. D’autre part y € K par définition de l'extension K et donc la série = est
également contenue dans K.

Soit m le degré du polynéme minimal de y sur Fy/(¢). Alors [Fy ((¢))(y) : Fy((2))] = m et
les éléments 1,7, ...,4y™ ! constitue une base de K. Donc tout élément peut s’écrire comme

une F ((t))-combinaison lineaire de la forme : ag + a1y’ + -+ - + @ _19™ ' En particulier,
x étant un élément de K, il admet une telle écriture.

Etape 2. Tout élément de K s’écrit comme une F, ((¢))-combinaison linéaire des éléments

1,y,...,y™ . Puisque les y? sont aussi dans K, alors :
m—1
Y = Z iy’
i=0

pour j =0,1,...,m —1et a;; € Fy((t)). De plus, les a;; sont algébriques sur F (¢).
Soit n le plus petit entier tel que z, 27, ..., 2" soient linéairement dépendants sur F,((t))
(un tel n existe d’aprés le lemme d’Ore). Donc il existe des ¢; € F ((¢)) tels que
cot + c1aP + -+ P = 0.
On peut de plus supposer que ¢y = 1 et alors on remarque que les ¢; sont algébriques sur
Fy(t). |
De plus, 27’ € K, pour tous les j = 0,1,...,n — 1, donc il existe des b;; € F((t)) tels

que :
m—1
P _ o
¥ = E bijy".
i=0

En calculant de deux facons le terme xij, on en déduit que

m—1
bi(j+1) = Z bfjail-
1=0

) 0 1,
les ¢; et les a;;. D'un coté, x = 2P = )" " byoy'. D’autre part,
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En identifiant maintenant les coefficients des puissances de y dans les deux expressions,

on obtient :
n—1 m—1

Cj+1 il -
7=0 1

Il
=)

De plus, puisque
m—1
j+1 E b:;) Qg
1=0

on peut calculer les b;;, pour tous les j =0,1,...,n—1eti=0,1,...,m— 1.
Cela nous conduit a un systéme d’équations de la forme

Id-v=A-1°,

ou o est le morphisme de Frobenius, A une matrice dont les coefficients sont des combi-
naisons des a; et ¢;, donc des éléments algébriques sur F,(t) et v est le vecteur dont les
coefficients sont les b;; . On peut alors appliquer le lemme II1.2.1, la matrice identité étant
bien stir inversible.

Par conséquent, les coefficients du vecteur v sont algébriques sur F(¢). En particulier
les by sont aussi algébriques sur F ().

Etape 3. Nous pouvons a présent appliquer le théoréme de Christol, démontré dans la
premiere partie du mémoire. Les by sont des séries formelles a coefficients dans F, algé-
briques sur Fy (t). Par conséquent, elles sont aussi p-automatiques. Puisque x = Z?lgl bioy’
et puisque le produit (respectivement la somme) d’éléments quasi-p-automatiques reste
quasi-p-automatique, x est quasi-¢’-automatique, donc quasi-p-automatique, ce qui achéve
la démonstration du théoréme. ]
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Conclusions

Dans ce mémoire nous avons décrit et démontré deux résultats importants utilisant les
automates finis afin de déterminer I'algébricité ou la transcendance de certaines séries for-
melles, classiques ou généralisées. Plus précisément, nous avons démontré, dans la premiére
partie de cette étude, le théoréme de Christol qui stipule qu'une série formelle & coefficients
dans un corps fini de caractéristique positive p est algébrique sur le corps F,(t) si, et seule-
ment si, la suite de ses coeflicients est p-automatique. Dans la deuxiéme partie, nous avons
étendu ce théoréme aux séries formelles de Hahn, en démontrant qu’une série formelle de
Hahn appartenant a F,((t9)) est algébrique sur le corps F,(t) si, et seulement si, elle est
quasi-p-automatique au sens de Kedlaya.

Les résultats qui peuvent étre obtenus & partir de ces deux théorémes prouvent bien
lefficacité de cette méthode. Nous avons vu, par exemple, & la fin de la premiére partie de ce
mémoire, comment le théoréme de Christol permet de démontrer la transcendance de la série
formelle 11, introduite par Carlitz. Cette série est I'analogue dans ce contexte du nombre
réel m. De méme, le théoréme de Christol peut s’appliquer pour obtenir la transcendance
d’autres analogues définis par Carlitz des fonctions logarithme, exponentielle, gamma ou
zeta. Cette approche, que I'on appelle parfois la méthode “automatique”, a donné lieu a de
nombreux travaux (voir par exemple |2, 3, 10]).

Les théorémes de Christol et de Kedlaya ont d’autres applications trés intéressantes
comme, par exemple, un résultat sur le produit de Hadamard. Ce dernier est définit, pour
deux séries formelles A =Y. a; X" et B =3, 0, X" € K[[X]], K désignant un corps, par :

A®B= ZaibiXi.

Une application assez directe du théoréme de Christol pour les séries formelles (res-
pectivement du théoréme de Kedlaya pour les séries de Hahn) s’énonce alors de la fagon
suivante.

Théoréme I1.3.1. Si A et B sont deux séries formelles algébriques sur F,(X), alors le
produit de Hadamard A ® B est aussi algébrique.

Le produit de Hadamard a été introduit par Hadamard en 1899. Le théoréme précédent a
été démontré par Furstenberg en 1967. Un autre théoréme démontré aussi par Furstenberg,
en forte relation avec le produit de Hadamard, est le théoréme suivant.

Théoréme I1.3.2. Une série de Laurent a coefficient dans un corps fini est algébrique si,
et seulement si, elle est diagonale d’une série rationnelle en deux variables commutatives.

Nous rappelons que la diagonale d’une série F'(X,Y) = Z U XY™ est définie
m>mg,n>ng
comme étant la série

DF(X)= Y  axX"

k>max{mgo,no}
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Ce résultat est valable pour les séries formelles ordinaires. Il serait intéressant de savoir
s’il existe un résultat analogue pour les séries de Hahn.

Il serait également intéressant de savoir s’il est possible d’utiliser le théoréeme de Kedlaya
pour prouver la transcendance de certains analogues de nombres réels, et d’étendre ainsi la
méthode “automatique” mentionnée précédemment.
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A Polynémes additifs et démonstration du lemme I1.2.3

Définition A.0.2. Soient K un corps de caractéristique positive p et P un polynome a
coefficients dans K. On dit que P est un polynome additif s’il est de la forme :

T
P(z) =coz+ 122 + ... + ¢, 27,
ol Cy,C1y...,Cp € K.

Lemme A.0.6. Soient K un corps de caractéristique positive p et ri,7r9,...,7, € K. Le
déterminant de la matrice suivante (appelé aussi déterminant de Moore)

7"1 7‘2 ... /r‘n
P P P
1 ) ™
n—1 n—1 n—1
rY rh rP
est nul si, et seulement si, les r1,72,. ..,y sont linéairement dépendants dans le corps IF,,.

Démonstration. Ce déterminant peut étre considéré comme un polynéme a coefficients dans
F,, en variables ry, 7, ..., 7,. Il est divisible par toutes les formes linéaires

C1T1 + Carg + - -+ + Cp T,

c1,C2,...,¢, € [y, pas tous nuls. Ceci implique qu’il est aussi divisible par le produit de
toutes ces expressions, donc par :

H C1T1 + CoTg + + -+ + I'pCpy.
(c1,¢2,-,cn) €EFF\(0,0,...,0)

D’autre part, le déterminant est un polynéme homogéne, de degré égal a p=t 4 --- +
p? + p + 1. Ainsi, le déterminant de Moore est égal &

11 CiTy + Cara + A TGy
(cl7027“'7CTL)6]F;Z\(0707"'70)

multiplié par une constante. Par conséquent, il est nul si, et seulement si, ce produit est nul,
donc si, et seulement si, les ry, 79, ..., 1, sont linéairement dépendants dans le corps I,

O

Proposition A.0.2. Soit P(z) un polynéme, non nul & coefficients dans un corps K de
caractéristique p > 0 et soit L une cloture algébrique de K. Alors on a [’équivalence :

(a) P(2) est un polynome additif.
(b) P(y+ z) = P(y) + P(2), pour tous y,z € L.

(c) Les racines de P dans L forment un Fy-espace vectoriel et elles ont toutes la méme
multiplicité. Plus précisément, c’est une puissance de p.
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Démonstration. L’implication (a)=(b) est claire.

(¢)=(a)

Soit V' C L I’ensemble des racines de P et soit p® leur multiplicité commune. Soit Q(z)
le déterminant de Moore dans les variables 27", rffe, ré’e, ...,7P" D’aprés le lemme A.0.6 les
racines de () sont les éléments de V', chacune apparait avec une multiplicité au moins égale
a p°. Mais deg Q = p*™™ = deg P, donc la multiplicité des racines de @) doit étre exactement
p°. Donc P = () x constante et, puisque @) est additif, P I'est aussi.

(b)=(c)

Etant donnée la proposition (b), on peut démontrer facilement que les racines de P dans
L forment un F,-espace vectoriel. De plus, si 7 est une telle racine, alors P(z +r) = P(z)
et par conséquent, les racines occurrent avec une méme multiplicité dans P.

Il reste & montrer que cette multiplicité commune, notée n, est exactement une puissance

de p.
Soit V' I’ensemble des racines de P et soient ry,79,..., 1, les générateurs de [F-espace
vectoriel V. Soit Q(z) le déterminant de Moore dans les variables z,r1,79,...,7p. Le

raisonnement précédemment implique que () n’a pas de racines multiples et donc que
P(z) = constante x Q(z)".
Supposons par I'absurde que n n’est pas une puissance de nombre premier. Alors les

polynomes (y+z)" et y" 4 2" ne sont pas identiquement égaux ( car (Z) n’est pas divisible

par p, donc il n’est pas nul dans un corps de caractéristique p, pour le plus grand i tel que p’
divise n ). Donc il existe des y, z € L tels que (y+2)" # y"+2". Puisque L est algébriquement
clos, Q : L — L est une application surjective. Ainsi on peut choisir y,z € L tels que
(Q) + Q)" # Qy)" + Q(2)" et comme Q est additif, P(y + =) £ P(y) + P(2), ce qui
contredit I’hypothése. Par conséquent, n est une puissance de p.

]

Démonstration du lemme I11.2.3. Le noyau est un IF,-espace vectoriel car T'(F') est un opé-
rateur additif et alors on peut appliquer A.0.2. De plus T'(F)(z) est un polynome de degré p?
et donc la dimension du [F-espace vectoriel est inférieure ou égale a d. L'égalité est obtenue
si, et seulement si, le polynome en variable z, T(F')(z), n’a pas de racines multiples ; donc,
si, et seulement si, sa dérivée est non nulle, donc ¢y # 0 (puisque la caractéristique est p, la
dérivée est bien égale a ¢p). O
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B Polyndtmes tordus et démonstration de la proposition
I1.2.3

Lemme B.0.7. Soient S(F') et T(F) deuz polynomes tordus & coefficients dans K, T(F')
non nul, de degré égal a d > 0. Il existe alors un unique couple de polynémes tordus a

coefficients dans K, Q(F) et R(F), deg(R) < d, tel que S = QT + R.

Démonstration. L’existence se déduit par récurrence sur le degré de S. Pour démontrer
I'unicité, on suppose par l'absurde qu'il existe deux couples (@, R) et (Q',S’) tels que
S=QT+R=QT+R. Ceciimplique que R— R’ = (Q'—Q)T. Mais, puisque deg(R—R’) <
deg(T), alors R — R’ = 0. O

Lemme B.0.8. Soient S(F) et T(F') deux polynéomes tordus a coefficients dans K, tel que
le coefficient constant de T(F') est non nul. Soit L une cloture algébrique de K. Alors S
est un multiple “gauche” de T, c’est & dire, il existe Q € K {F} tel que S = QT, si, et
seulement si, kerp(T) C kerp(S).

Remarque. Ici kery (P) signifie le noyau de 'opperateur P, c¢’est a dire 'ensemble de z € L
tels que P(F)(z) =0

Démonstration. Si S = QT alors T(F)(z) =0 = S(F)(z) = 0. D’ou
ker(T') C kerp(95).

Réciproquement, si kery(T') C kery(S), nous écrivons, d’aprés le lemme B.0.7, S =
QT + R. Ainsi
kery(T) C kerp(R).

D’aprés le lemme B.0.8, kery(7") est un [F,-espace vectoriel de dimension égale a deg(T).
Mais si, par l'absurde, R # 0, alors ker;(R) était un IF,-espace vectoriel de dimension
deg(R) < deg(T), ce qui contredirait Iinclusion kery(7") C kerp(R). Donc R =0 et S =
OT. O

Dans ce paragraphe, on utilise le fait que, pour tout sous-corps K de F,((t2)), il existe
une unique maniére de prolonger la valuation v a toute cloture algébrique du corps K ( cf.

[11] ).

Lemme B.0.9. Soit K un sous-corps de F,((t9)), complet pour la valuation v. Soit P un

polynome unitaire additif a coefficients dans K st soit (Q1Qs . .. Qnt?" sa factorisation en
produit de polynémes de pentes pures. Alors Qntpd est aussi additif.

Démonstration. Grace a la proposition A.0.2, nous devons démontrer que les racines du
R d . R . .
polynome @),t”" forment un [Fp-espace vectoriel et, de plus, toutes ses racines doivent avoir
la méme multiplicité, une puissance de p.
Soit L une cloture de K et soient V' ’ensemble de racines du polynéme P dans L. Celui-ci
est un espace vectoriel, toujours d’aprés la proposition A.0.2. Soient s1 < 59 < ... < s, les
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pentes des polynoémes @1, Qo, ..., Q,. D’aprés la proposition 11.2.1, les valuations possibles
des racines de P se retrouvent parmi les pentes de P, donc elles sont parmi les sq, ss, ..., S,.
De plus, un élément de V' est une racine de P si, et seulement si, v(z) > s,. Cet ensemble
constitue un F,-sous-espace vectoriel de V. De plus, chaque racine est de multiplicité égale
a p?. D’aprés la proposition A.0.2, Qntpd est un polynome additif. ]

Définition B.0.3. Soit P(F) un polynoéme tordu a coefficients dans F,((t2)). Pour r € Q,
on dit que P(F) est de pente pure égale a r si on a les conditions suivantes :

e le coefficient constant de P est non nul,

e le polyndéme en variable z :
P(F)(z)
z
est de pente pure égale a r.

Par convention, toute puissance de F' est un polynéme de pente pure égale a oo.

Proposition B.0.3. Soit K un sous-corps de F,((tQ)), complet pour la valuation v. Soit
P(F) un polynéme tordu, unitaire, o coefficients dans K. Alors il existe une factorisation
de P sous la forme P = (Q1Qs . ..Qy,, avec chaque Q; € K {F} unitaire, de pente pure.

Démonstration. On considére la factorisation du polyndéme additif

P(F)(z) = TiTy... T, 2" .
——

R(2)

D’aprés le lemme B.0.9, le polynome R(z) est additif et, par conséquent, il existe un po-
lynome tordu @ tel que R(z) = Q(F)(2). Les racines de R(z) sont aussi des racines pour
P(F)(z) et donc kery(Q) C kerp(P). D’aprés le lemme B.0.8, P est un multiple gauche de
@, c’est a dire, il existe un polynéme P, de degré inférieur a P tel que P = P;(). On répéte
le procédé jusqu’a obtenir la décomposition voulue. ]

Proposition B.0.4. Soit K un sous-corps de F,((t9)), complet pour la valuation v. Soit
P(F) un polynome tordu, unitaire, a coefficients dans K, de pente pure égale a 0. Alors le
polynome P(F)(z) se factorise en produit de polynomes linéaires sur K ®g, Fy, pour une
puissance ¢ de q.

Démonstration. Soit P(F) = cqF? + cq 1 F&l + - + e/ F + ¢y, ¢; € Fy((t?)) et posons
Cq = 1.

Puisque P a une unique pente égale & 0 et v(cy) = 0, alors les valuations des termes
extrémes sont nécessairement nulles. Donc v(cg) = v(cg) = 0 et v(¢;) > 0 pour tous les
1<i<d—-1.

Soit a; € F, le coefficient constant de la serie ¢;, pour 1 < i < d et on choisit ¢’ une
puissance de ¢ telle que le polynome :

p? p?~! p
25 +aqg_1a + -+ a2+ apz
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ait toutes les p? racines distinctes dans le corps F,.

Soit 7 € Fy une telle racine, non nulle. Considérons le polynome
P(F)(z+71)=colz+7)+cr(z+7)P + -+ calz + 1)

Les racines de ce polynome sont égales aux r’ — r, pour toute 7’ racine de P(F')(z). Nous
allons démontrer que ce polynome admet une racine dans F, et, par conséquent, P(F')(z)
aura aussi une racine dans [Fy.

Pour cela, regardons le polygone de Newton de

P(F)(z+71)= ca?” 442 + oz + (cor + 1P+ -+ 4 car™

. J

Vv
terme constant

On a vu que v(cy) = v(cy) = 1 et toutes les autres v(c;) > 0. Nous remarquons que la
valuation du terme constant du polynéme P(F)(z + r) est strictement positive. En effet :
v(cor + er? + -+ cgr?”) = v((co — ag)r + (€1 — a1 + - - - + (cg — ag)r?") et la valuation
de chaque (¢; — a;) est strictement positive, puisqu’il n’existe pas de terme constant et que
v(c;) > 0.

Il est clair alors que le polygone de Newton est constitué de deux axes verticaux : x = —d,
xz = 0, un segment de droite de pente 0 ( plus précisément le segment dont les extrémités
sont les points (—d,0) et (—1,0)) et un segment de droite de pente strictement positive
(celui dont les extrémités sont les points (—1,0) et (0, v(terme constant de P(F)(z +1)))).

Donc le polynome admet deux pentes, une égale a 0 et une strictement positive, disons
égale a un rationnel m positif. De plus, la multiplicité de m est égale a 1. D’aprés le corollaire
I1.2.1, la factorisation du polynéme P(F')(z + r) en produit de polyndémes de pentes pures
contient un seul polynéme linéaire (de degré 1). Alors ce polynome a une racine dans F, et
donc P(F')(z) aussi.

Si on enléve le facteur linaire de la factorisation de P(F')(z + r), il nous reste un poly-
nome dont le polygone de Newton contient un seul segment de droite, de pente 0. On peut
donc recommencer le méme procédé avec ce nouveau polyndme de pente pure égale a 0.
On continue alors jusqu’a trouver toutes les autres racines. Ainsi le polynome P(F)(z) se
factorise complétement sur K ®p, Fy. O

Démonstration de la proposition I1.2.3. 11 s’agit d’une conséquence immédiate de la propo-
sition B.0.4. W
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