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Introduction

La suite des chi�res du développement d'un nombre irrationnel, comme
√

2, dans une
base entière est source de nombreux problèmes. Nos connaissances sur ce sujet sont pour le
moins limitées et la plupart de ces questions restent encore sans réponse.

De façon assez surprenante, lorsque l'on choisit d'additionner et de multiplier sans re-
tenue, il devient possible de décrire les représentations des nombres algébriques : c'est le
théorème de Christol. Ici, l'expression �additionner et multiplier sans retenue� doit s'en-
tendre comme suit : au lieu d'étudier l'algébricité sur le corps Q du nombre réel

∑
n≥0

an
pn
,

on s'intéresse à l'algébricité de la série formelle f(t) =
∑

n≥0 ant
n ∈ Fp((t)) sur le corps de

fractions rationnelles à coe�cients dans Fp, p désignant un nombre premier.

Le théorème de Christol donne une caractérisation simple et combinatoire de l'algébricité
des séries formelles à coe�cients dans le corps �ni Fq, énoncée en termes d'automates �nis. Il
s'énonce de la façon suivante : la série formelle f est algébrique sur Fp((t)) si, et seulement
si, la suite (an)n≥0 peut être engendré par un p-automate �ni. La première partie de ce
mémoire a pour objet l'étude de ce théorème.

Un exemple illustrant ce résultat est donné par la série de Thue-Morse :

T (t) = t+ t2 + t4 + t7 + t8 + t11 + · · · .

C'est la somme des puissances de t dont l'exposant a une écriture binaire comportant un
nombre pair de chi�res 1 : cette série formelle est 2-automatique. Par conséquent, si l'on
considère cette série comme une série de Laurent sur un corps �ni de caractéristique 2, elle
est algébrique. Plus précisément, elle véri�e l'équation

(1 + t)3T (t)2 + (1 + t)2T (t) + t = 0.

Le théorème de Christol peut s'appliquer dans de nombreuses situations ; il permet en
particulier d'obtenir des résultats de transcendance pour des analogues dé�nis par Carlitz
des fonctions logarithme, exponentielle, gamma ou zeta. Suivant cette approche, nous don-
nerons à la �n de la prèmiere partie de ce mémoire une démonstration de la transcendance
de l'analogue du nombre π ; cette série peut être décrite par le produit in�ni suivant :

∞∏
j=1

(
1− Xqj −X

Xqj+1 −X

)
.

Malheureusement, le corps Fp((t)) est loin d'être algébriquement clos et le théorème de
Christol n'o�re donc qu'une description incomplète des éléments algébriques sur Fp(t).

En e�et, il existe des polynômes à coe�cients dans Fp(t) qui n'ont aucune racine dans
le corps de séries formelles Fp((t)). Par exemple, le polynôme d'Artin�Schreier

P (X) = Xp −X − 1

t

n'a pas de racine dans le corps Fp((t)).
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Ses racines sont les séries de la forme

x = c+ t−1/p + t−1/p2 + · · · pour c = 0, 1, 2, . . . , p− 1.

Elles font partie d'un corps bien plus gros, le corps des séries formelle généralisées (ou séries
de Hahn) à coe�cients dans Fp, que l'on note Fp((tQ)).

Ces séries ont été introduites par Hahn en 1907 et elles peuvent être vues comme les
sommes formelles de la forme ∑

i∈I

xit
i,

où l'ensemble I est un ensemble bien ordonné des rationnels (c'est-à-dire qu'on ne peut pas
extraire une sous-suite in�nie strictement décroissante de l'ensemble I).

Dans la deuxième partie de ce mémoire, nous donnerons une description en termes d'au-
tomates de la clôture algébrique de Fp(t) dans le corps des séries de Hahn. Cette extension
du théorème de Christol fait l'objet d'un travail récent de Kedlaya [9]. Plus précisément,
cette clôture algébrique est caractérisée comme l'ensemble des séries quasi-q-automatiques,
c'est-à-dire que quitte à e�ectuer une a�nité rationnelle sur les exposants, leurs dénomina-
teurs deviennent tous des puissances de p et les coe�cients peuvent alors être calculés par
un automate �ni à partir de l'écriture en base p de ces exposants (écriture �nie après la
virgule puisque, le dénominateur est, justement, une puissance de p).
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I Théorème de Christol

Le but de la première partie de ce mémoire est de démontrer le théorème de Christol,
qui donne une équivalence entre une propriété algébrique d'une série formelle et une pro-
priété combinatoire de la suite de ses coe�cients. Nous commençons avec quelques rappels
sur les automates �nis et les suites automatiques, puis sur les séries formelles. Nous don-
nons ensuite quelques exemples de séries formelles algébriques dont les coe�cients sont des
suites automatiques. Nous démontrons alors le théorème de Christol et donnons en�n une
application de ce théorème. Plus précisément, nous allons démontrer la transcendance de la
fonction Πq de Carlitz sur le corps Fq(X).

I.1 Automates �nis et suites automatiques

I.1.1 Dé�nitions

Dans cette partie, on dé�nit certaines notions élémentaires à propos des automates �nis
déterministes, puis on rappelle quelques résultats fondamentaux les concernant.

On appellera alphabet tout ensemble �ni. Les éléments d'un alphabet sont traditionnel-
lement appelés lettres, symboles ou encore caractères.

Considérons maintenant un alphabet Σ. On appelle mot sur Σ toute suite �nie d'éléments
de Σ. L'ensemble des mots sur Σ est noté Σ∗.

On appelle langage sur l'alphabet Σ un sous-ensemble de Σ∗. On dé�nit l'opération
de concaténation de deux mots a = a1a2 . . . am et b = b1b2 . . . bn étant le mot obtenu par
juxtaposition : ab = a1a2 . . . amb1b2 . . . bn. C'est une opération associative.

L'ensemble Σ∗, muni de la concaténation, forme un monoïde libre. Son élément neutre
est le mot vide, qu'on note en général ε.

Dé�nition I.1.1. Un automate �ni déterministe(DFA)M est un quintupletM = (Q,Σ, δ, q0, F )
dans lequel :
• Q est l'ensemble �ni des états (la mémoire de l'automate)

• Σ est l'alphabet �ni sur lequel sont construits les mots à reconnaître : l'automate
recevra comme donnée un mot de Σ∗ sur lequel il réalisera un certain type de calcul.

• δ : Q × Σ → Q est la fonction de transition de l'automate M . Elle décrit le mode de
fonctionnement de l'automate.

Elle dé�nit dans quel état l'automate va passer quand il se trouve dans un état q et lit
une lettre x (ou s'il va éventuellement se bloquer).

Le qualitatif déterministe correspond au fait que pour un couple (q, x) donné :
- soit la fonction est dé�nie et l'automate passe dans l'état unique q′ spéci�é par la

fonction de transition (q′ = δ(q, x)).
- soit elle n'est pas dé�nie et l'automate se bloque.

• q0 ∈ Q est l'état initial de l'automate M . C'est l'état dans lequel l'automate se trouve
lorsqu'il commence à travailler.

• F ⊂ Q est l'ensemble des états terminaux (ou états �naux) de l'automate M .
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Pour formaliser le calcul d'un automate �ni déterministe M , on dé�nit l'extension δ∗ de
la fonction δ aux mots de Σ∗ de la manière suivante :
• ∀q ∈ Q, δ∗(q, ε) = q, où ε est le mot vide.
• ∀q ∈ Q, ∀x ∈ Σ, ∀u ∈ Σ∗, δ∗(q, ux) = δ(δ∗(q, u), x).

Un mot w de Σ∗ est reconnu par l'automate �ni déterministe M si δ∗(q0, w) ∈ F (la
fonction δ∗ est donc dé�nie en (q0, w) et lui associe un élément de F ). Le langage L(M)
reconnu par l'automate est donc

{u ∈ Σ∗, tel que δ∗(q0, u) ∈ F} .

Un langage est appelé régulier si, est seulement si, il est accepté par un automate �ni.

Pour représenter de façon très intuitive un automate �ni déterministeM = (Q,Σ, δ, q0, F ),
on peut utiliser un graphe de transition constitué des éléments suivants :
• Un ensemble de sommets (chaque sommet représente un élément de Q).
• Un ensemble d'arcs entre les sommets valués par un symbole de Σ (un arc entre les

états q et q′ valué par le symbole s signi�e que δ(q, s) = q′).
• L'état initial q0 est marqué par une �èche entrante.
• Les états �naux F sont marqués par un double cercle.

Exemple I.1.1. On considère le DFA M = (Q,Σ, δ, q0, F ) suivant :
• Q = {1, 2}
• Σ = {a, b}
• δ(1, a) = 1, δ(1, b) = 2, δ(2, a) = 1, δ(2, b) = 2
• q0 = 1
• F = {2}

Cet automate peut être représenté sur la �gure 1 :

Fig. 1 � Un automate �ni déterministe

Il est facile de voir que le langage reconnu par cet automate est constitué exactement
des mots composés de a et de b qui se terminent par un b.

Dé�nition I.1.2. Un automate �ni avec sortie (DFAO)M est un 6-upleM = (Q,Σ, δ, q0,∆, τ)
dans lequel :
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• Q, Σ, δ, q0 sont dé�nis comme pour les DFA ;
• ∆ est l'alphabet de sortie ;
• τ : Q→ ∆ est la fonction de sortie.

Pour un DFAO M on dé�nit la fonction fM : Σ∗ → ∆ de la manière suivante :

fM(w) = τ(δ(q0, w)).

Cette fonction est appelée fonction d'état �ni. La seule di�érence entre les DFAO et les
DFA est la façon d'appeler les etats : ici (q/a) indique que la sortie associée à l'état q est le
symbole a.

Exemple I.1.2. On considère le DFAO M = (Q,Σ, δ, q0,∆, τ) suivant :
• Q = {(q0, 0), (q1, 1)}
• Σ = {0, 1}
• δ((q0, 0), 0) = (q0, 0), δ((q0, 0), 1) = (q1, 1), δ((q1, 1), 0) = (q1, 1), δ((q1, 1), b) = (q0, 0)
• q0 = (q0, 0)
• ∆ = {0, 1}
• τ(q0) = 0, τ(q1) = 1

Cet automate peut être représenté de la façon suivante :

Fig. 2 � Un automate �ni déterministe avec sortie

On peut remarquer que cet automate calcule la somme modulo 2 des bits d'entrée. Par
exemple, si on entre le mot w = 01110, en faisant la transition par l'automate, fM(w) = 1.

Dans la suite, on va étudier la fonction d'état �ni pour des entrées données par la
représentation des entiers en base k, c'est à dire que l'alphabet Σ consideré est Σk =
{0, 1, . . . , k − 1}, k ≥ 2. On parlera alors d'un k-DFAO.

Pour un mot w = b1b2 . . . br, on notera

[w]k =
∑

1≤i≤r

bik
r−i.

De même, pour un entier N =
∑

0≤i≤t aik
i, at 6= 0 et 0 ≤ ai < k,

(N)k = atat−1 . . . a1a0.
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Dé�nition I.1.3. Une suite (an)n≥0 sur l'alphabet ∆ est k-automatique s'il existe un k-
DFAO M = (Q,Σk, δ, q0,∆, τ) tel que an = τ(δ(q0, w)) , ∀n ≥ 0 et ∀w avec [w]k = n.

Autrement dit, une suite est k-automatique si son n-ième terme est engendré par une
machine à états �nis, lisant en entrée le développement de n en base k.

Si M est le DFAO de la dé�nition précédente, on dit alors que M engendre la suite
(an)n≥0.

I.1.2 Exemples de suites automatiques

Nous donnons maintenant quelques exemples de suites automatiques, ainsi que les au-
tomates qui les engendrent.

Exemple I.1.3. La suite de Thue�Morse.

La suite de Thue�Morse, notée ici t = (tn)n≥0 calcule le nombre de �1� modulo 2 dans
la représentation de n en base 2.

n 0 1 2 3 4 5 6 7 8 . . .
(n)2 0 1 10 11 100 101 110 111 1000 . . .
tn 0 1 1 0 1 0 0 1 1 . . .

En se plaçant dans l'alphabet {0, 1}, la suite de Thue�Morse est 2-automatique car elle
est engendrée par l'automate suivant :

Fig. 3 � Automate engendrant la suite de Thue�Morse

Pour le démontrer, on remarque que l'état q0 représente la lecture d'une entrée avec un
nombre pair de 1 (donc 0 modulo 2) et l'état q1 représente la lecture d'une entrée avec un
nombre impair de 1 (donc 1 modulo 2).

Remarque. Cette suite, introduite initialement par Axel Thue au début du XX-ième siècle,
possède des propriétés très intéressantes en termes de répétitions.

Il est facile de véri�er que sur un alphabet à deux lettres il n'existe pas de mots in�nis
�sans carré�. Un mot sans carré est un mot qui ne contient aucun motif de la forme XX. On
peut naturellement se demander s'il contient des �chevauchements�, c'est-à-dire des motifs
de la forme WWx, où W est un mot(�ni) et x la première lettre de W . Par exemple, le mot
ananas contient le chevauchement anana.
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En 1912, Thue a montré que la suite t ne contient aucun chevauchement. A fortiori, elle
ne contient pas de �cube�, c'est-à-dire, aucun motif de la forme XXX.

Exemple I.1.4. La suite de Rudin�Shapiro.

Toujours en base 2, on peut dé�nir la suite sn = (−1)rn , où rn compte le nombre
d'occurrences de �11� dans l'ecriture binaire de n.

n 0 1 2 3 4 5 6 7 8 . . .
(n)2 0 1 10 11 100 101 110 111 1000 . . .
sn 1 1 1 -1 1 1 -1 1 1 . . .

Alors cette suite est 2-automatique car elle est engendrée par l'automate suivant :

Fig. 4 � Automate engendrant la suite de Rudin�Shapiro

Remarque. Cette suite est apparue comme réponse à une question posée en 1950 par
Salem. Si u = (un)n≥0 est une suite in�nie à valeurs dans {−1, 1}, que peut on dire de la
quantité :

FN(u) = sup
θ∈R

∣∣∣∣∣
N−1∑
n=0

u(n)e2iπnθ

∣∣∣∣∣
lorsque N tend vers l'in�ni ? En majorant trivialement, puis en minorant la norme L∞

par la norme L2, on obtient : √
N ≤ FN(u) ≤ N.

Par ailleurs, on peut démontrer que, pour presque toute suite u, on a :

FN(u) ≤
√
N logN.

Shapiro en 1951, puis indépendamment Rudin en 1952, ont construit une suite s �expli-
cite�, pour laquelle on a :

FN(s) ≤ C
√
N.

Ultérieurement, Brilhart et Carlitz ont prouvé que cette suite peut être dé�nie par
sn = (−1)rn , où rn représente le nombre de 11 (avec chevauchements éventuels) dans le
développement binaire de n. En particulier, on a vu que cette suite est 2-automatique.
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Exemple I.1.5. La suite des entiers de Cantor.

Maintenant voyons un exemple d'une suite 3-automatique. La suite des entiers de Can-
tor, notée ici c = (cn)n≥0 est dé�nie de la façon suivante :

cn =

{
1 si (n)3 ne contient que les chi�res 0 et 2

0 si (n)3 contient le chi�re 1.

En se plaçant maintenant dans l'alphabet {0, 1, 2}, la suite des entiers de Cantor est
3-automatique car elle est engendrée par l'automate décrit par la �gure 5.

Fig. 5 � Automate engendrant la suite des entiers de Cantor

Remarque. Cette suite est en forte relation avec l'ensemble de Cantor (ou ensemble tria-
dique de Cantor), qui est un sous-ensemble remarquable de la droite réelle construit par
le mathématicien allemand Georg Cantor. Il est construit de manière itérative a partir du
segment [0, 1], en enlevant le tiers central ; puis on réitère l'opération sur les deux segments
restants, et ainsi de suite. Il s'agit d'un ensemble fermé de [0, 1], d'intérieur vide.

Il admet aussi une interprétation en terme de développement des réels en base 3. Pour
cette raison, il est parfois noté K3.

On peut le dé�nir via l'écriture en base 3 : tout réel x ∈ [0, 1] s'écrit de manière :
x =

∑∞
n=1

xn
3n

avec xn ∈ {0, 1, 2}. On écrit alors x = 0, x1x2x3x4x5 . . .. Cette écriture
est unique à ceci près : on peut remplacer 1000000 . . . par 0222222 . . . (et 2000000 . . . par
1222222 . . . ) à la �n d'une écriture, de la même manière que 0, 999999 . . . = 1 en base 10.
L'ensemble des entiers de Cantor est formé des réels de [0, 1] ayant une écriture en base 3
ne contenant que des 0 et des 2. C'est à dire

K3 =

{
x =

∞∑
n=1

xn
3n
, xn ∈ {0, 2}

}
.

Donc 1/3 est dans cet ensemble, puisqu'il admet les deux écritures 0, 1000 . . . et 0, 02222 . . .
en base 3, tout comme 2/3 également (0, 2000 . . . ou 0, 12222 . . .). Parmi les nombres ad-
mettant un développement propre et un développement impropre, il n'en existe aucun dont
les deux écritures véri�ent la propriété demandée.

Cet ensemble a de nombreuses propriétés. Par exemple, on sait qu'il est de mesure nulle,
qu'il a la puissance du continu ainsi que beaucoup d'autres propriétés topologiques.
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I.1.3 Noyau d'une suite automatique et condition de non automaticité

Nous allons à présent introduire une notion très importante pour les suites automa-
tiques : le k-noyau. Ce terme a été introduit par O. Salon en 1986.

Dé�nition I.1.4. Soit k ≥ 2 un entier. Le k-noyau d'une suite (an)n≥0 est l'ensemble des
sous-suites du type (akin+j)n≥0 avec i ≥ 0 et 0 ≤ j ≤ ki.

Exemple I.1.6. La suite de Thue�Morse.

011010011001011010010 . . .

Soit tn le n-ième terme de la suite de Thue�Morse. Alors,

t2n = tn et t2n+1 = 1− tn.

Ainsi, on a

t2in+j = tn ∀n ≥ 0 ou t2in+j = 1− tn ∀n ≥ 0.

Le 2-noyau de la suite de Thue�Morse ne contient que 2 suites : la suite de Thue�Morse
et sa �renversée�.

Rappelons dans la suite une propriété caractéristique des suites automatiques. Il s'agit
d'un resultat dû à Eilenberg [7].

Théorème I.1.1. Une suite est k-automatique si, et seulement si, son k-noyau est �ni.

Remarquons que ce théorème implique qu'une suite automatique ne prend qu'un nombre
�ni des valeurs. Par ailleurs, on voit facilement qu'une suite ultimement périodique est k-
automatique, pour tout entier k ≥ 2.

Une autre propriété assez utile est le théorème suivant, dû à Eilenberg :

Théorème I.1.2. Pour tout entier m ≥ 1, une suite (an)n≥0 est k-automatique si, et
seulement si, elle est km-automatique.

Nous admettrons les deux résultats précédents qui sont, par exemple, démontrés dans
[2].

Le théorème suivant permet en général de montrer la non automaticité de certaines
suites.

Théorème I.1.3. Soit k un entier ≥ 2 et soit a = (an)n≥0 une suite automatique engendrée
par le k-DFAO (Q,Σ, δ, q0,∆, τ). Soient v, w ∈ {0, 1, . . . , k − 1}. Alors, la suite (a[vwi]k)i≥0

est ultimement périodique.
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Démonstration. C'est trivial si la longueur de w est nulle. On peut donc supposer dans la
suite que |w| ≥ 1 et posons ainsi w = w0w1 . . . wr−1 pour un entier r ≥ 1. De même, soit
v = v0v1 . . . vs−1, avec s ≥ 1 et dé�nissons :

x0x1x2 . . . = v0v1 . . . vs−1(w0w1 . . . wr−1)ω.

Pour i ≥ 1, on de�nit qi := δ(q0, x0x1x2 . . . xi−1). Puisque la suite a est automatique,
l'ensembles des états {qi : i ≥ 0} est �ni.

De même, l'ensemble {(qi; imod r) : i ≥ s} est �ni. Mais si i ≥ s, l'état suivant qi+1 est
complètement déterminé par qi et imod r, car :

qi+1 = δ(q0, x0x1x2 . . . xi) = δ(δ(q0, x0x1x2 . . . xi−1), xi)

= δ(qi, xi) = δ(qi, w(i−s)mod r).

Comme il y a au plus |Q| · r possibilités pour (qi, imod r), à partir d'un certain rang, la
suite devient périodique (de période au plus |Q| · r).

Corollaire I.1.1. Si (an)n≥0 est k-automatique, alors les sous-suites (akn)n≥0 et (akn−1)n≥0

sont ultimement périodiques.

Démonstration. Puisque (kn)k = 1 0 . . . 0︸ ︷︷ ︸
n

, on retrouve le résultat du théorème précèdent.

Cela correspond au cas particulier v = 1 et w = 0.
De même, puisque (kn − 1)k = 1 . . . 1︸ ︷︷ ︸

n

, on reconnaît v = ε et w = 1. Par conséquent, les

suites sont ultimement périodiques.

I.2 Théorème de Christol

Nous allons maintenant démontrer le théorème de Christol. Pour cela, nous commençons
avec quelques préliminaires sur les séries formelles et nous allons donner quelques exemples.

I.2.1 Préliminaires algébriques

Dans cette partie, nous rappelons quelques dé�nitions et résultats élémentaires concer-
nant les séries formelles.

Soit R un anneau commutatif. On note R[X] l'ensemble des polynômes à coe�cients
dans R. Alors R[X] forme un anneau commutatif pour l'addition et la multiplication usuelles
d'élément neutre 1. Dans le cas particulier où R = K est un corps, K[X] représente un
anneau commutatif intègre. Ainsi on peut considérer le corps des fractions de K[X], noté
K(X) ; il contient toutes les fractions rationnelles : f

g
, où f, g ∈ K[X] et g 6= 0.

L'anneau des séries formelles sur K de la variable X, noté K[[X]] est l'ensemble des
sommes in�nies de la forme

∑
n≥0 anX

n, où les coe�cients an sont des éléments de K.
L'addition et la multiplication sont dé�nies comme pour les séries entières :

11



Si A(X) =
∑

i≥0 aiX
i et B(X) =

∑
i≥0 aiX

i alors :

A(X) +B(X) =
∑
i≥0

(ai + bi)X
i

et

A(X)B(X) =
∑
n≥0

(∑
i+j=n

aibj

)
Xn.

On dé�nira les éléments unités de l'anneau K[[X]] comme étant les séries formelles A(X) =∑
i≥0 aiX

i avec a0 6= 0.

Si K est un corps, K[[X]] désigne un domaine intègre. Donc c'est possible de considérer
le corps des fractions K((X)). Ce corps coïncide avec le corps des séries de Laurent, qui sont
les séries de la forme A(X) =

∑
i≥a aiX

i, pour un certain entier a. On remarque qu'une telle
expression a un nombre in�ni des puissances positives de X, mais seulement un nombre �ni
de puissances négatives.

Parfois, on écrit X = 1
T
, où T est une indéterminée. Dans ce cas, une analogie avec

l'écriture en base k d'un nombre réel apparaît. En e�et, on peut mettre en correspondance
la série formelle

∑
an
Tn

et le nombre réel
∑

an
kn

car, si on note T = k, alors un nombre
réel a un développement comprenant un nombre �ni de puissances positives de k, mais
éventuellement une in�nité des puissances négatives.

Dans la suite de cette étude, on considère K étant le corps �ni à q éléments, noté en
général Fq et q représentant une puissance d'un nombre premier p. Nous rappelons l'égalité
fondamentale suivante :

Etant donné A(X) =
∑

n≥0 anX
n ∈ Fq((X)), alors

A(Xq) = A(X)q. ((P))

On termine ces rappels par la notion d'algébricité d'une série formelle, dé�nition ana-
logue à la notion d'algébricité d'un nombre réel.

Dé�nition I.2.1. Une série formelle f(X) =
∑

n≥0 anX
n ∈ K[[X]] est algébrique surK(X)

s'il existe un entier d ≥ 1 et des polynômes A0(X), . . . , Ad(X) ∈ K[X], non tous nuls, tels
que :

A0 + A1f + A2f
2 + · · ·+ Adf

d = 0

Un premier exemple est la série f(X) = X +X2 + ... =
∑

i≥0X
2i qui est algébrique sur

F2(X) car f(X)2 + f(X) +X = 0.

12



I.2.2 Exemples de séries formelles algébriques

Dans la partie précédente, on a évoqué quelques exemples de suites automatiques. Nous
allons à présent démontrer que les séries formelles associées à ces suites sont algébriques.
Plus précisément, on va démontrer que la série dont la suite des coe�cients est la suite
de Thue�Morse (vue à valeurs dans F2) est algébrique sur le corps F2(X). De même, on
démontrera l'algébricité sur F2(X) de la série formelle associée à la suite de Rudin�Shapiro
(vue à valeurs dans F2), ainsi que l'algébricité sur F3(X) de la série formelle associée à la
suite des entiers de Cantor (vue à valeurs dans F3).

La suite de Thue�Morse. La suite de Thue�Morse, notée (tn)n≥0 calcule le nombre de �1�
modulo 2 dans la représentation de n en base 2. La suite de Thue�Morse est 2-automatique.
La dé�nition de la suite (tn)n≥0 implique que t2n = tn et t2n+1 = 1 + tn (1).

Nous allons démontrer dans la suite que la série formelle T (X) =
∑

n≥0 tnX
n, est algé-

brique sur F2(X).

T (X) =
∑
n≥0

t2nX
2n +

∑
n≥0

t2n+1X
2n+1, séparant les indices pairs et impairs

=
∑
n≥0

tnX
2n +

∑
n≥0

(1 + tn)X2n+1, en utilisant la propriété (1)

= T (X2) +XT (X2) +
∑
n≥0

X2n+1

= T (X2) +XT (X2) +
X

1−X2

= (1 +X)T (X2) +
X

1−X2
.

Ainsi, en regroupant les termes et en utilisant l'égalité (P), on obtient le résultat suivant :

(1 +X)3T (X)2 + (1 +X)2T (X) +X = 0

et par conséquent, la série formelle T (X) est bien algébrique sur F2(X).

Remarque. Le fait qu'on se place dans un corps de caractéristique positive est très impor-
tant ; ceci nous a permis de trouver une équation véri�ée par la série T (X). En e�et, si on
regarde la série T (X) comme élément de C((X)), elle n'est cette fois plus algébrique : elle
est non seulement transcendante mais même hypertranscendante. Nous rappelons qu'une
série formelle F (X) à coe�cients dans un corps K est hypertrancendante si, et seulement
si, elle et toutes ses dérivées sont linéairement indépendantes sur K(X). Autrement dit, il
n'existe pas une équation di�érentielle du type P (X,F (X), F ′(X), . . . , F (k)(X)) = 0, où P
est un polynôme à coe�cients dans le corps K(X) et k est un entier positif.

La suite de Rudin�Shapiro. Soit (sn)n≥0 la suite de Rudin�Shapiro. Elle calcule le
nombre d'occurrences de �11� modulo 2 dans la représentation de n en base 2. La dé�nition
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de la suite (sn)n≥0 implique que s2n = sn et s4n+1 = sn et s4n+3 = s2n+1 + 1. (2)

Nous allons démontrer que la serie formelle associée, S(X) =
∑

n≥0 snX
n, est algébrique

sur F2(X).

Pour cela, on ecrit

S(X) =
∑
n≥0

s2nX
2n +

∑
n≥0

s2n+1X
2n+1, en écrivant suivant les indices pairs et impairs

et, en notant
T (X) =

∑
n≥0

s2n+1X
n,

on obtient

S(X) = S(X2) +XT (X2) = S(X2) +XT (X2) = S(X)2 +XT (X)2. (3)

D'autre part, en utilisant la remarque précédente sur la suite (sn)n≥0,

T (X) =
∑
n≥0

s4n+1X
2n +

∑
n≥0

s4n+3X
2n+1

=
∑
n≥0

snX
2n +X

∑
n≥0

(s2n+1 + 1)X2n.

Par conséquent, on obtient :

T (X) = S(X)2 +XT (X)2 +
X

1−X2
= S(X)2 +XT (X)2 +

X

(1 +X)2
. (4)

En additionnant les relations (3) et (4), il vient :

S(X) + T (X) =
X

(1 +X)2

et donc

S(X)2 + T (X)2 =
X2

(1 +X)4

ce qui implique que

S(X) = S(X)2 +X

(
S(X)2 +

X2

(1 +X)4

)
.

Finalement, en terminant le calcul, on obtient la relation suivante, ce qui démontre
l'algébricité de la série S(X) :

(1 +X)5S(X)2 + (1 +X)4S(X) +X3 = 0.
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La suite des entiers de Cantor. Rappelons que la suite des entiers de Cantor, notée
(cn)n≥0, est dé�nie de la façon suivante :

cn =

{
1 si (n)3 ne contient que les chi�res 0 et 2

0 si (n)3 contient le chi�re 1.

C'est une suite 3-automatique. La dé�nition de la suite (cn)n≥0 implique que c3n = cn =
c3n+2 et c3n+1 = 0.

Nous allons démontrer dans la suite que la série formelle associée, C(X) =
∑

n≥0 cnX
n,

est algébrique sur F3(X).

C(X) =
∑
n≥0

c3nX
3n +

∑
n≥0

c3n+1X
3n+1 +

∑
n≥0

c3n+2X
3n+2

=
∑
n≥0

cnX
3n +

∑
n≥0

cnX
3n+2.

Donc
C(X) = C(X3) +X2C(X3)

et par conséquent
(1 +X2)C(X)3 − C(X) = 0.

Ainsi la série formelle C(X) est algébrique sur F3(X).

Nous venons de présenter quelques exemples de séries algébriques dont les suites des
coe�cients sont automatiques. La première partie de ce mémoire a pour but de démontrer
qu'il s'agit en fait d'un phénomène tout à fait général, comme l'explique le théorème de
Christol.

I.2.3 Le théorème de Christol

Nous allons démontrer à présent le théorème principal de cette première partie du mé-
moire.

Théorème I.2.1 (Christol). Soit p un nombre premier. Soit ∆ un ensemble �ni, non vide,
et a = (ai)i≥0 une suite à valeurs dans ∆. Alors la suite a est p-automatique si, et seulement
si, il existe un entier strictement positif n et une application injective β : ∆ 7−→ Fpn telle
que la série formelle

∑
i≥0 β(ai)X

i est algébrique sur le corps Fpn(X).

Dé�nition I.2.2. On dé�nit la transformation linéaire Λr sur l'ensemble des séries for-
melles à coe�cients dans le corps �ni à q elements, Fq, et r un entier tel que 0 ≤ r < q :

Λr : Fq[[X]] −→ Fq[[X]]∑
i≥0 aiX

i 7−→
∑

i≥0 aqi+rX
i
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Cet opérateur est appelé l'opérateur de Cartier.

A�n de démontrer le théorème principal, nous aurons besoin des trois lemmes.

Lemme I.2.1. On a les propriétés suivantes :
a) Si A est une série formelle à coe�cients dans Fq, alors

A(X) =
∑
i≥0

aiX
i =

∑
0≤r<q

XrΛr(A(X))q.

b) Si G et H sont deux séries formelles à coe�cients dans Fq, alors

Λr(G
qH) = GΛr(H).

Démonstration. a) On a :

A(X) =
∑
i≥0

aiX
i

=
∑

0≤r<q

∑
i≥0

aqi+rX
qi+r en groupant les indices i suivant leurs valeurs modulo q

=
∑

0≤r<q

Xr

(∑
i≥0

aqi+rX
i

)q

=
∑

0≤r<q

XrΛr(A(X))q par dé�nition de l'opérateur Λr.

b) Soient
G(X) =

∑
k≥0

gkX
k

et
H(X) =

∑
j≥0

hjX
j.

Alors

Λr(G
qH) = Λr

((∑
k≥0

gkX
k

)q(∑
j≥0

hjX
j

))

= Λr

((∑
k≥0

gkX
qk

)(∑
j≥0

hjX
j

))
.
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Ainsi, en développant le produit de deux séries dans la parenthèse, on obtient :

Λr(G
qH) = Λr

(∑
i≥0

X i
∑

k,j≥0,qk+j=i

gkhj

)
=
∑
i≥0

X i

( ∑
k,j≥0,qk+j=qi+r

gkhj

)

=
∑
i≥0

X i

(∑
0≤k≤i

gkhq(i−k)+r

)
=
∑
k≥0

gkX
k

(∑
i≥k

hq(i−k)+rX
i−k

)

=
∑
k≥0

gkX
k

(∑
i≥0

hqi+rX
i

)
=

(∑
k≥0

gkX
k

)(∑
i≥0

hqi+rX
i

)
= GΛr(H).

Lemme I.2.2. Une série formelle A(X) =
∑

i≥0 aiX
i ∈ Fq[[X]] est algébrique sur Fq(X)

si, et seulement si, il existe des polynômes B0(X), B1(X), . . . , Bt(X), non tous nuls, tels
que :

B0A+B1A
q +B2A

q2 + · · ·+BtA
qt = 0.

De plus, on peut supposer que B0 6= 0.

Démonstration. La première partie du lemme est connue sous le nom de lemme d'Ore. Si
A est algébrique, alors les séries A, Aq, Aq

2
, . . . ne peuvent pas être toutes linéairement

indépendantes et donc il existe des polynômes B0(X), B1(X), . . ., Bt(X), non tous nuls,
tels que :

B0A+B1A
q +B2A

q2 + · · ·+BtA
qt = 0.

Réciproquement, si une telle relation existe, alors A est algébrique par dé�nition.
Maintenant, il reste à montrer qu'on peut trouver une telle relation avec B0 6= 0. Sup-

posons :
B0A+B1A

q +B2A
q2 + · · ·+BtA

qt = 0

avec t minimal et soit j le plus petit indice tel que Bj(X) 6= 0. Le but est de montrer que
j = 0. D'après le lemme I.2.1,

Bj =
∑

0≤r<q

Xr(Λr(Bj))
q.

Ce dernier est non nul, donc il existe un r tel que Λr(Bj) 6= 0. Puisque
∑

j≤i≤tBiA(X)q
i

=
0, en appliquant l'opérateur Λr et le résultat obtenu au lemme I.2.1, on obtient la relation
suivante : ∑

j≤i≤t

Λr(Bi)A
qi−1

= 0.

Supposons que j 6= 0. On obtiendrait alors une nouvelle relation, dans laquelle le coef-
�cient de Aq

j−1
est non nul, ce qui contredirait la minimalité de t. Donc j = 0 et par

conséquent B0 est non nul.
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Lemme I.2.3. Soit a = (ai)i≥0 une suite à valeurs dans Fq. Alors a est q-automatique si,
et seulement si, il existe une famille de séries formelles F telle que :
a) A(X) =

∑
i≥0 aiX

i ∈ F
b) pour toute série g de F et pour tout r, 0 ≤ r < q, Λr(g) ∈ F .

Démonstration. La suite a est q-automatique si, et seulement si, le q-noyau Nq(a) est �ni,
donc si, et seulement si, Nq(a) = {a(1), a(2), . . . , a(d)}, avec a(1) = a et a(i) = (a

(i)
n )n≥0, pour

un certain entier d.
�=⇒� Posons

F =

{∑
n≥0

a(i)
n X

n : 1 ≤ i ≤ r

}
Il est clair que F est �nie et F contient la serie A(X) =

∑
n≥0 a

(1)
n Xn =

∑
n≥0 anX

n. On

veri�e la stabilité de la famille F par rapport à l'operateur Λr. Soit g(X) =
∑

n≥0 a
(i0)
n Xn

appartenant à F . Alors

Λr(g(X)) = Λr(
∑
n≥0

a(i0)
n Xn) =

∑
n≥0

a
(i0)
qn+rX

n ∈ F

car (a
(i0)
qn+r)n≥0 appartient au q-noyau, donc cette série est égale à l'un des a(i).

�⇐=� Comme A(X) =
∑

i≥0 aiX
i ∈ F , en appliquant plusieurs fois la stabilité de Λr,

pour tous les r tels que 0 ≤ r < q, on démontre que chaque serie
∑

n≥0 a
(i)
n Xn ∈ F . Comme

F est �nie, il existe un nombre �ni d'indices i, donc un nombre �ni de a(i)
n . Ainsi le q-noyau

Nq(a) est �ni.

Démonstration du théorème de Christol. �=⇒� Soient p un nombre premier et a = (an)n
une suite p-automatique. On choisit un entier n assez grand, de sorte que le cardinal de
l'ensemble ∆ est inférieur à pn. Soit β : ∆→ Fpn une application injective. On peut supposer
sans perte de généralité que ∆ ⊆ Fpn et nous allons démontrer que la série

∑
i≥0 aiX

i est
algébrique sur Fpn(X).

Comme la suite a = (ai)i≥0 est p-automatique, elle est aussi q-automatique, où q = pn

et donc le q-noyau Nq(a) est �ni. Ainsi on pose (a) = {a(1), a(2), . . . , a(d)}, avec a(1) = a et
a(i) = (a

(i)
n )n≥0.

Dé�nissons les séries Aj(X) =
∑

n≥0 a
(j)
n Xn, pour tous les entiers j, 1 ≤ j ≤ d. Ainsi :

Aj(X) =
∑

0≤r<q

∑
m≥0

a
(j)
qm+rX

qm+r =
∑

0≤r≤q−1

Xr
∑
m≥0

a
(j)
qm+rX

qm.

Comme (a
(j)
qm+r)m≥0 est toujours un élément du q-noyau, il est égal à l'un des a(i), 1 ≤

i ≤ d. Ceci montre que chaque Aj(X) est une Fq(X)-combinaison linéaire des séries Ai(Xq).
Autrement dit, Aj(X) appartient au Fq(X)-espace vectoriel engendré par les séries Ai(Xq) :

∀j ∈ [1, d], Aj(X) ∈ 〈A1(Xq), A2(Xq), . . . , Ad(X
q)〉 .
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Mais ceci implique :

∀j ∈ [1, d], Aj(X
q) ∈

〈
A1(Xq2), A2(Xq2), . . . , Ad(X

q2)
〉

et par transitivité :

∀j ∈ [1, d], Aj(X) ∈
〈
A1(Xq2), A2(Xq2), . . . , Ad(X

q2)
〉
.

Ainsi

∀j ∈ [1, d], Aj(X), Aj(X
q) ∈

〈
A1(Xq2), A2(Xq2), . . . , Ad(X

q2)
〉
.

Ceci implique que

∀j ∈ [1, d], Aj(X
q), Aj(X

q2) ∈
〈
A1(Xq3), A2(Xq3), . . . , Ad(X

q3)
〉

et donc

∀j ∈ [1, d], Aj(X), Aj(X
q), Aj(X

q2) ∈
〈
A1(Xq3), A2(Xq3), . . . , Ad(X

q3)
〉
.

On peut itérer ce raisonnement et on obtient �nalement :

∀j ∈ [1, d], Aj(X), Aj(Xq), Aj(Xq2
), . . . , Aj(Xqd

) ∈
〈
A1(Xqd+1

), A2(Xqd+1
), . . . , Ad(Xqd+1

)
〉

.

Or, la dimension de ce dernier, vu comme un Fq(X)-espace vectoriel, est au plus égale à
d. Par conséquent, les séries Aj(X), Aj(Xq), Aj(Xq2),. . ., Aj(Xqd), où j ∈ [1, d], ne peuvent
pas être linéairement indépendantes sur Fq(X).

En particulier, pour j = 1, les séries A(X), A(Xq), A(Xq2),. . ., A(Xqd) sont liées, donc
il existe une relation :

B0A+B1A
q +B2A

q2 + · · ·+BdA
qd = 0

où les polynômes B0(X), B1(X), . . . , Bd(X) ne sont pas tous nuls.
Par dé�nition, A est algébrique sur Fq(X) = Fpn(X) et la première implication du théo-

rème de Christol est ainsi démontrée.

�⇐=� On suppose maintenant que la série A(X) =
∑

i≥0 aiX
i est algébrique sur Fq(X),

avec q = pn et on va démontrer que la suite a = (ai)i≥0 est q-automatique, donc aussi p-
automatique (d'après le théorème 1.2).

D'après le lemme I.2.2, il existe des polynômes B0(X), B1(X), . . . , Bt(X), B0 6= 0, tels
que :

B0A+B1A
q +B2A

q2 + · · ·+BtA
qt = 0.

Comme B0 6= 0, on peut poser G = A
B0
. Ainsi la relation précédente devient :

G+GqB1B
q−2
0 + · · ·+GqtBtB

qt−2
0 = 0
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et donc

G = −
∑

1≤i≤t

GqiBiB
qi−2
0 =

∑
1≤i≤t

CiG
qi , avec Ci = −BiB

qi−2
0 .

Soit N = max(degB0,maxi degCi). Dé�nissons la famille H de séries formelles de la
façon suivante :

H = {H ∈ Fq[[X]] : H =
∑

0≤i≤t

DiG
qiavec Di ∈ Fq[X]et degDi ≤ N}.

C'est une famille �nie car le nombre de polynômes à coe�cients dans Fq et de degré
inférieur ou égal à N est �ni.

De plus, H contient aussi la série formelle A(X) =
∑

i≥0 aiX
i car A = B0G et degB0 ≤

N .
A�n d'appliquer le lemme I.2.3 et de conclure donc que la suite a est q-automatique, il

reste à démontrer que pour toute H ∈H et pour tout r, 0 ≤ r < q, Λr(H) ∈H .
Soit H ∈H et soit r, 0 ≤ r < q.

Λr(H) = Λr

(
D0G+

∑
1≤i≤t

DiG
qi

)
= Λr

(
D0

∑
1≤i≤t

CiG
qi +

∑
1≤i≤t

DiG
qi

)

= Λr

(∑
1≤i≤t

(D0Ci +Di)G
qi

)
=
∑

1≤i≤t

Λr

(
(D0Ci +Di)G

qi
)

=
∑

1≤i≤t

Λr (D0Ci +Di)G
qi−1

.

Cette série appartient à H si, et seulement si, deg Λr(D0Ci+Di) ≤ N . Comme deg D0,
deg Di, deg Ci sont au plus N , D0Ci + Di est un polynôme de degré au plus 2N et donc
Λr(D0Ci +Di) est un polynôme de degré au plus 2N

q
, donc au plus N , car q ≥ 2.

Ainsi la famille H remplit toutes les conditions du lemme I.2.3, et par conséquent la
suite a est q-automatique, donc p-automatique. Cela termine cette démonstration.

I.2.4 Comparaison avec le développement b-adique des nombres réels

Il est intéressant de contraster le théorème de Christol avec un résultat de la même
nature concernant les nombres réels automatiques.

Comme nous venons de voir, le théorème de Christol a�rme qu'une série formelle∑
i aiX

i ∈ Fp((X)) est algébrique sur le corps Fp(X) si, et seulement si, elle est automatique.

En ce qui concerne les nombres réels, on distingue deux situations, selon que le nombre
est rationnel ou irrationnel.
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Par exemple, on considère le nombre dont le développement binaire est la suite de Thue�
Morse étudiée précédemment : t = 0.110100110010110 . . ..

Ce nombre, appelé aussi la constante de Prouhet�Thue�Morse, est donc égal à :

τ =
∑
i

ti
2i+1

= 0, 412454033640 . . . .

Il est irrationnel et 2-automatique, puisque la suite de Thue�Morse est une suite in�nie,
non ultimement périodique, 2-automatique. De plus, en 1929, K. Mahler a démontré que le
nombre τ est transcendant.

Il est bien connu qu'un nombre est rationnel si et seulement si son développement dans
une base entière b est ultimement périodique. En particulier, un tel développement peut
être engendré par un automate �ni.

On peut alors se demander si le développement en base b d'un nombre algébrique irra-
tionnel peut être également engendré par un automate �ni. Cette question a été posée en
1968 par Cobham [5] qui a conjecturé que la réponse doit être négative.

En 1988, Loxton et van der Poorten ont annoncé ce résultat : les nombres irrationnels
algébriques ne peuvent pas être automatiques (c'est-à-dire le développement en base b d'un
nombre irrationnel algébrique ne peut pas être engendré par un k-DFAO). Malheureusement,
en 1993, Becker a remarqué que leur démonstration est en fait incomplète. Depuis, cet énoncé
est parfois appelé conjecture de Cobham�Loxton�van der Poorten.

En 2006, Boris Adamczewski et Yann Bugeaud ont démontré ce résultat [1] en utilisant
une méthode complètement di�érente basée sur le théorème du sous-espace de Schmidt.

Par conséquent, contrairement à ce qui se passe avec les séries formelles qui sont al-
gébriques si, et seulement si, elles sont automatiques, le comportement des nombres réels
est plutôt di�érent. Un nombre irrationnel algébrique ne peut pas être automatique. Ou,
autrement dit, un nombre irrationnel automatique est transcendant. Par exemple, on peut
conclure ainsi qu'il n'existe pas d'automate �ni qui calcule les décimales de la racine carrée
de 2.
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I.3 Application du théorème de Christol

En 1935 Carlitz a introduit la fonction connue sous le nom de �fonction zeta de Carlitz�,
analogue à la �fonction zeta de Riemann�.

On rappelle que la fonction zeta de Riemann est dé�nie pour tous les nombres complexes
s, <(s) > 1, de la manière suivante :

ζ(s) =
∑
n≥

1

ns
.

La fonction zeta de Carlitz est dé�nie, par analogie, de la façon suivante :

ζ : N∗ → Fq
[[

1

X

]]
; ζ(n) =

∑
P ∈ Fq [X]

P unitaire

1

P n

De plus, il existe une série formelle de Laurent appelée Πq telle que :

∀ n ≡ 0 mod (q − 1), n 6= 0, ∃rn ∈ Fq(X) , ζ(n) = Πn
q rn.

Cette série peut être décrite par le produit in�ni suivant :

Πq =
∞∏
j=1

(
1− Xqj −X

Xqj+1 −X

)
.

Remarque. Cette propriété est similaire aux résultats classiques des valeurs de la fonction
zeta de Riemann pour les entiers pairs. En e�et, il est connu que si s est pair, ζ(s) = πsr,
où r est un nombre rationnel. Par exemple, ζ(2) = π2

6
et ζ(4) = π4

90
. Par contre ce résultat

ne reste plus vrai pour les entiers impairs. Ainsi, la série Πq est bien un analogue naturel
du réel π.

On peut se demander si cette série de Laurent Πq est transcendante sur Fq(X), par
analogie au nombre π, qui est transcendant sur le corps des rationnels Q. De même, ces
questions apparaissent pour les valeurs de la fonction ζ de Carlitz, par analogie avec les
valeurs de la fonction ζ de Riemann.

Actuellement, dans l'étude de transcendance des fonctions ζ ou Πq de Carlitz, plusieurs
méthodes sont connues. La première démonstration est due à Wade [12], dans les années
quarante. Il a démontré plusieurs résultats de transcendance, et en particulier, celle de la
série formelle Πq. La méthode utilisée ressemble à une méthode classique de transcendance
de nombres réels sur le corps des rationnels. Cette méthode a été ensuite étendue par
Dammame et Hellegouarch [6], qui ont démontré la transcendance de ζ(n), pour tout n ∈
N∗. Une autre démonstration, due à de Mathan et Cherif [4], repose sur une méthode
d'approximation diophantienne, et essentiellement sur le calcul des mesures d'irrationalité
des valeurs de la fonction ζ de Carlitz. La méthode la moins élémentaire de transcendance
de ces fonctions de Carlitz, qui utilise les modules de Drinfeld, a été développée par Yu.
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A l'aide des modules de Drinfeld, il a démontré [13] que : ζ(n) est transcendant pour tout
n ∈ N∗ et que ζ(n)

Πnq
est transcendant pour tout n 6= 0 mod (q − 1).

Une dernière méthode pour démontrer la transcendance de certaines séries formelles est
basée sur l'utilisation du théorème de Christol. Elle a été en particulier développée par
Allouche et Berthé (voir par exemple [2, 3, 10]).

Nous allons à présent démontrer la transcendance de Πq en utilisant cette dernière
approche.

Théorème I.3.1. La fonction Πq de Carlitz est transcendante sur Fq(X).

Démonstration. Par l'absurde, nous supposons que la fonction Πq est algébrique sur Fq(X).
En utilisant les propriétés d'algébricité, sa dérivée, Π′q est aussi algébrique et donc le quo-

tient
Π′q
Πq

l'est aussi. Mais :

Π′q
Πq

=
∑
k≥1

 1

1− Xqk−X
Xqk+1−X

((Xqk+1 −X)− (Xqk −X)

(Xqk+1 −X)2

)

=
∑
k≥1

1

Xqk+1 −X

=

(∑
k≥1

1

Xqk −X

)
− 1

Xq −X
.

Ceci implique que la série

B =
∑
k≥1

1

Xqk −X

est aussi algébrique. Mais

B =
∑
k≥1

1

Xqk −X
=

∑
k≥1

1

Xqk(1− ( 1
X

)qk−1)

=
∑
k≥1

1

Xqk

∑
n≥0

(
1

X

)n(qk−1)

=
1

X

∑
k≥1

1

Xqk − 1

∑
n≥0

(
1

X

)n(qk−1)

=
1

X

∑
n ≥ 0
k ≥ 1

(
1

X

)(n+1)(qk−1)

=
1

X

∑
k ≥ 1
n ≥ 1

(
1

X

)n(qk−1)

=
1

X

∑
m≥1

(
1

X

)m∑
k, n ≥ 1

n(qk − 1) = m

1 =
1

X

∑
m≥1

(
1

X

)m∑
k ≥ 1

qk − 1|m

1.
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Cette dernière expression peut aussi être écrite sous la forme

B =
1

X

∑
m≥1

(
1

X

)m
c(m)

en posant
c(m) =

∑
k ≥ 1

qk − 1|m

1.

B est algébrique sur Fq(X) et donc la série

∑
m≥1

c(m)

(
1

X

)m
est aussi algébrique, ce qui, d'après le théorème de Christol, implique que la suite

(c(m))m≥1 est q-automatique.
D'après le corollaire I.1.1, la suite (c(qn − 1))n≥0 est ultimement périodique. Mais

c(qn − 1) =
∑
k ≥ 1

qk − 1|qn − 1

1 =
∑
k ≥ 1
k|n

1 = d(n)

où d(n) représente le nombre de diviseurs de n.

Ainsi, la suite d(n) est ultimement périodique et donc la suite (d(n) mod q)n≥1 l'est
aussi. Comme q est une puissance du nombre premier p, alors la suite (d(n) mod p)n≥1 est
également ultimement périodique. Cela implique qu'il existe des entiers t ≥ 1, n0 ≥ 0 tels
que pour tous les entiers n ≥ n0 et i ≥ 1, on a :

d(n+ it) ≡ d(n) (mod p).

On choisit i = ni′ et alors d(n(1 + i′t)) ≡ d(n) (mod p) pour tout i′ ≥ 1.

D'après le théorème de Dirichlet, on peut trouver i′ ≥ 1 tel que 1 + i′t = p′ est un
nombre premier. Pour n = p′ on obtient alors :

d(p′2) ≡ d(p′) (mod p).

Mais d(p′2) = 3 et d(p′) = 2 et donc 3 ≡ 2 (mod p), ce qui est absurde. On obtient
ainsi une contradiction avec la supposition que Πq est algébrique, ce qui termine cette
démonstration.
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II Généralisation du théorème de Christol

La deuxième partie de ce mémoire consiste à étudier un résultat récent de Kedlaya [9].
Il s'agit d'une généralisation du théorème de Christol au corps des séries formelles de Hahn.

II.1 Présentation du théorème de Kedlaya

Le théorème de Christol démontré dans la première partie du mémoire donne une des-
cription concrète des éléments de Fq((t)) qui sont algébriques sur Fq(t) ; il montre, comme
nous l'avons vu, qu'une série est algébrique sur Fq(t) si, et seulement si, la suite de ses
coe�cients est q-automatique. Puisque le corps Fq((t)) est loin d'être algébriquement clos,
le théorème de Christol n'o�re qu'une description incomplète des éléments algébriques sur
Fq(t).

En e�et, il existe des polynômes à coe�cients dans Fq(t) qui n'ont pas de racines dans
le corps de séries formelles Fq((t)). Par exemple, le polynôme d'Artin�Schreier

P (X) = Xp −X − 1

t

n'a pas de racines dans le corps Fq((t)), ni même dans le corps de Puiseux :
∞⋃
i=1

Fq((t1/i)).

Remarque. Puiseux a montré que si K est un corps de caractéristique 0, alors tout poly-
nôme unitaire de degré n à coe�cients dans K(t) se factorise complètement sur L((t1/n))
pour L une extension �nie de K et n un entier positif. Ainsi, pour un corps algébriquement

clos K de caractéristique 0, le corps
∞⋃
i=1

K((t1/i)) est aussi algébriquement clos et contient

en particulier la clôture de K(t).

On peut d'ailleurs remarquer que le polynôme d'Artin�Schreier P possède, formellement,
les racines suivantes :

x = c+ t−1/p + t−1/p2 + · · · , pour c = 0, 1, 2, . . . , p− 1.

Il se factorise donc complètement dans le corps des séries de Hahn Fq((tQ)) (voir dé�ni-
tion II.1.3).

Dans un article récent [9], Kedlaya généralise le théorème de Christol, en se plaçant dans
le corps des séries formelles de Hahn pour déterminer la clôture algébrique de Fp(t). Pour
cela, il dé�nit la notion de quasi-p-automaticité. Une série formelle généralisée

∑
i∈I xit

i est
quasi-p-automatique si elle est telle que, si on e�ectue une a�nité rationnelle sur les expo-
sants de t, leurs dénominateurs deviennent des puissances de p et les coe�cients peuvent
alors être calculés par un p-automate �ni.

Plus précisément, cette partie a pour but de démontrer le théorème suivant.
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Théorème II.1.1 (Kedlaya). Soit q une puissance du nombre premier p et soit f : Q −→ Fq
une fonction à support bien ordonné.

Alors la série généralisée
∑

i f(i)ti ∈ Fq((tQ)) est algébrique sur Fq(t) si, et seulement
si, elle est quasi-p-automatique.

Cette partie est organisée comme suit. Nous commençons par présenter le théorème de
Kedlaya. Pour cela, nous faisons quelques rappels sur les séries de Hahn et sur les séries
quasi-p-automatiques. Pour mieux appréhender ce résultat, nous l'illustrons en étudiant un
exemple de série de Hahn algébrique. Ensuite, nous rappellons quelques outils algébriques,
qui nous servirons, dans la dernière partie du mémoire, à démontrer le théorème de Kedlaya.

II.1.1 Séries formelles de Hahn�Mal'cev�Neumann

Nous commençons tout d'abord par la dé�nition générale des séries formelles générali-
sées.

Dé�nition II.1.1. Un groupe abélien G est totalement ordonné s'il existe une relation
binaire �>� telle que, pour tous a, b, c ∈ G :

a ≯ b;

a ≯ b, b ≯ a⇒ a = b;

a > b, b > c⇒ a > c;

a > b⇔ a+ c > b+ c.

Dé�nition II.1.2. Un sous-ensemble S de G est bien ordonné si tout sous-ensemble de
S a un plus petit élément. Ceci est équivalent à dire qu'il n'existe pas une suite in�nie
décroissante dans S.

On peut déduire aisément les propriétés suivantes des ensembles bien ordonnés d'un
groupe G totalement ordonné :

(a) Si S1, S2, . . . , Sn sont des sous-ensembles de G, alors l'ensemble S1 +S2 + · · ·+Sn =
{s1 + s2 + · · ·+ sn; si ∈ Si} est aussi bien ordonné.

(b) Si S1, S2, . . . , Sn sont des sous-ensembles de G, alors pour tout x ∈ G, l'ensemble
{(s1, s2, . . . , sn) ∈ S1 × S2 × · · · × Sn tel que s1 + s2 + · · ·+ sn = x} est �ni.

(c) Si S est un sous-ensemble de P = {a ∈ G; a > 0}, alors S̃ = ∪∞n=1S
+n

(où S+n = S + S + · · ·+ S︸ ︷︷ ︸
n

= {s+ s+ · · ·+ s︸ ︷︷ ︸
n

; s ∈ S}) est aussi bien ordonné.

Dé�nition II.1.3. Soit R un anneau commutatif et G un groupe abélien totalement or-
donné. On note R((tG)) l'ensemble de tous les éléments de la forme f =

∑
α∈G rαt

α telle
que :

• rα ∈ G, pour tout α ∈ G.
• le support de f , c'est à dire l'ensemble {α /rα 6= 0}, est bien ordonné.
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On dé�nit les lois �+� et �×� de la manière suivante :∑
α∈G

rαt
α +

∑
α∈G

sαt
α =

∑
α∈G

(rα + sα)tα

∑
α∈G

rαt
α ×

∑
α∈G

sαt
α =

∑
α∈G

∑
β∈G

(rβsα−β)tα.

Dans ce cas, l'ensemble R((tG)), muni des deux lois dé�nies précédemment, constitue
un anneau qu'on appelle l'anneau des séries formelles généralisées de R à exposants dans
G ou l'anneau des Séries de Hahn�Mal'cev�Neumann à coe�cients dans R et à exposants
dans G.

Remarque. Grâce aux propriétés ci-dessus, la somme et le produit sont bien dé�nis et
donc R((tG)) est bien un anneau. Un élément non nul, i.e. une série de R((tG)) est une
unité de l'anneau si, et seulement si, son premier coe�cient est non nul. En particulier, si
R est un corps, alors R((tG)) est aussi un corps. De plus, si K est un corps algébriquement
clos et G est un groupe divisible, alors K((tG)) est algébriquement clos [8].

Dans la suite du mémoire, on s'intéresse au cas où K est le corps �ni à q éléments (q
sera partout une puissance du nombre premier p, sauf mention contraire) et G est le groupe
divisible des rationnels Q. On obtient alors la suite des inclusions suivante :

Fq(t) ⊂ Fq((t)) ⊂ Fq((tQ)).

Le corps Fq((tQ)) n'est pas algébriquement clos, mais par contre (
⋃
n≥1 Fpn)((tQ)) l'est,

puisque
⋃
n≥1 Fpn est la clôture algébrique de Fp.

De plus, le corps Fq((tQ)) est un corps valué, c'est-à-dire il est muni d'une valuation

v : Fq((tQ))→ R ∪ {∞} ;

pour une série x ∈ Fq((tQ)), v(x) étant dé�ni comme le plus petit élément du support
de x et, on pose v(0) =∞.

Il est facile de voir que cette fonction véri�e bien les conditions nécessaires pour être
une valuation :
• ∀x ∈ Fq((tQ)), v(x) =∞⇔ x = 0
• ∀x, y ∈ Fq((tQ)), v(xy) = v(x) + v(y)
• ∀x, y ∈ Fq((tQ)), v(x− y) ≥ min {v(x), v(y)}.

Le corps des séries de Hahn Fq((tQ)) est donc un corps topologique (avec la distance
donnée par la valuation qui se dé�nit par la fonction (x, y)→ exp(−(x− y)).
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II.1.2 Automates �nis revisités et séries quasi-p-automatiques

Dans cette partie, on dé�nit la notion d'automaticité pour une fonction dé�nie sur
Q et, ultérieurement, on dé�nit la notion de quasi-automaticité. Dorénavant, on utilisera
l'alphabet (d'entrée) suivant :

Σk,• = {0, 1, 2, . . . , k − 1, •}.

On note L(k) le langage contenant les mots de Σ∗k,•, ayant une seule occurrence du
symbole �•� (le point) et dont la première et la dernière lettre sont non nulles. Celui-ci est
un langage régulier (c'est le langage des développements valides en base k) (voir [2] comme
référence).

Soit Sk l'ensemble des nombres rationnels k-adiques positifs, c'est à dire :

Sk =
{ a
kb

; a, b ∈ Z, a ≥ 0
}
.

Remarque. En fait, il existe une bijection entre L(k) et Sk, dé�nie de la façon suivante :

[ • ] : L(k) −→ Sk

s1s2 . . . si−1•si+1 . . . sn −→
i−1∑
j=1

sjk
i−1−j +

n∑
j=i+1

sjk
i−j

où s1, s2, . . . , si−1, si+1, . . . sn ∈ {0, 1, . . . , k − 1}.

L' expression
i−1∑
j=1

sjk
i−1−j +

n∑
j=i+1

sjk
i−j

sera notée dans la suite v(s). Aussi, le développement en base k d'un rationnel p-adique
v ∈ Sk sera noté s(v).

Kedlaya dé�nit d'une manière un peu di�érente la notion d'automaticité d'une fonction.

Dé�nition II.1.4. Soit ∆ un ensemble �ni. Une fonction f : Sk −→ ∆ est k-automatique
s'il existe un DFAO M , dont l'alphabet d'entrée est Σk et l'alphabet de sortie est ∆ telle
que pour tout v ∈ Sk, f(v) = fM(s(v)).

Un ensemble S ⊂ Sk est dit k-régulier si sa fonction caractéristique :

χS(s) =

{
1 si s ∈ S
0 sinon

est k-automatique.
Dans ce cas, on remarque que la fonction f : Sk −→ ∆ est k-automatique si, et seulement

si, l'ensemble f−1(d) est k-régulier, pour tout d ∈ ∆ (voir [2]).
Ensuite, on dit qu'une fonction f : Q −→ ∆ est k-automatique si son support est inclus

dans Sk et si sa restriction à Sk est k-automatique.
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Pendant la transition d'un mot dans un automate, on peut di�érencier deux types
d'états, selon le sous-mot qui apparaît avant le point �•� et celui qui se trouve après :

Dé�nition II.1.5. Soit M un DFAO (l'alphabet d'entrée est toujours Σk). On dit qu'un
état q ∈ Q est prévirgulaire (respectivement postvirgulaire) s'il existe un développement
valide en base k : s = s1s2 . . . sk . . . sn avec sk = “•� tel que si qi = δ(qi−1, si) alors q = qi
pour i < k (respectivement i ≥ k).

Autrement dit, pendant la transition dans l'automate du mot s, un état q prévirgulaire
(respectivement postvirgulaire) apparaît avant (respectivement après) la transition du �•�
de s. On remarque que si L(M) ne contient que les développements valides, aucun état ne
peut pas être à la fois prévirgulaire et postvirgulaire.

Exemple II.1.1. Pour w ∈ L(2) on dé�nit la fonction

f([w]2) =

{
0 s'il existe un nombre pair d'occurrences de �1� dansw

1 sinon.

Alors la fonction f : S2 −→ {0, 1} est 2-automatique car elle est engendrée par la ma-
chine à états �nis représentée par la �gure 6 (l'alphabet d'entrée étant {0, 1, •} et l'alphabet
de sortie {0, 1}). Cette machine associe au mot w, le nombre de �1� qui apparaît dans w
réduit modulo 2.

Fig. 6 � Une machine à états �nis avec l'alphabet d'entrée Σ2 et l'alphabet de sortie {0, 1}

Dé�nition II.1.6. Soit f : Q −→ ∆ une fonction dont le support S est bien ordonné. Alors
f est quasi-k-automatique s'il existe des entiers a > 0 et b tels que :

(a) l' ensemble aS + b = {ai+ b; i ∈ S} ⊂ Sk
(b) la fonction

fa,b : Sk −→ ∆
x 7−→ f(x−b

a
)

est k-automatique.
Nous dirons que la série formelle généralisée

∑
i f(i)ti est quasi-p-automatique si la

fonction f est quasi-p-automatique.
Désormais, l'ensemble des séries quasi-p-automatiques est noté Kp.
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Remarque. Si la condition (b) est vraie pour un couple de paramètres (a, b) satisfaisant à
la condition (a), alors (b) est vraie pour tous les entiers a et b satisfaisant à cette première
condition. Pour démontrer cela, on introduit le lemme suivant.

Lemme II.1.1. Soit S un sous-ensemble de Sk. Alors pour tout r ∈ N et pour tout s ∈ Sk,
S est k-régulier si, et seulement si :

rS + s = {rx+ s : x ∈ S}

est k-régulier.

Justi�ons à présent la remarque précédente, qui sera très utile dans la suite du mémoire et
soient a, b tels que fa,b(x) = f(x−b

a
) est p-automatique et soient a′, b′ véri�ant (a). Montrons

que fa′,b′ reste encore p-automatique.
La fonction fa,b est p-automatique si, et seulement si, l'ensemble f−1

a,b (d) est p-régulier,
pout tout d ∈ ∆. Mais

f

(
x− b
a

)
= d⇐⇒ x ∈ af−1(d) + b

et donc ce dernier ensemble est aussi régulier et par l'application deux fois du lemme pré-
cèdent, l'ensemble a′f−1(d) + b′ est aussi p-régulier. Le même raisonnement implique que
f(x−b

′

a′
) est p-automatique et donc que fa′,b′ est automatique.

II.1.3 Un exemple de série de Hahn algébrique

Considérons la série formelle généralisée

F (t) = t−1/p + t−1/p2 + · · · ∈ Fq((tQ)).

On a déjà vu qu'elle est algébrique sur le corps Fp(t) car elle est racine du polynôme
d'Artin�Schreier

xp − x− 1

t
·

Nous allons montrer dans la suite qu'elle est aussi quasi-p-automatique.
En e�et, la série F (t) peut être écrite de la forme : F (t) =

∑
i f(i)ti avec

f(i) =

{
1 si i = − 1

pn
, ∀n ≥ 0

0 sinon.

• Le support de f est l'ensemble

S =

{
− 1

pn
, n ≥ 0

}
.

Il s'agit d'un ensemble bien ordonné.
• Le couple d'entiers (a, b) qui apparaît dans la dé�nition correspond ici au couple (1, 1).

En e�et, l'ensemble

S + 1 =

{
1− 1

pn
=
pn − 1

pn
, n ≥ 0

}
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est inclus dans l'ensemble Sp des nombres rationnels p-adiques positifs.
De plus, le développement en base p de 1− 1

pn
est de la forme 0. (p− 1)(p− 1) . . . (p− 1)︸ ︷︷ ︸

n fois

.

La fonction f1,1 : Sp → Fp dé�nie par l'expression :

f1,1(i) =

{
1 si i = 1− 1

pn
, ∀n ≥ 0

0 sinon

est p-automatique au sens de Kedlaya car elle est engendrée par l'automate suivant :

Fig. 7 � Un automate engendrant la fonction f1,1, l'alphabet d'entrée étant Σp,• et l'alphabet de

sortie étant {0, 1} ; ∗ est un symbole de Σp,•
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II.2 Préliminaires algébriques

Dans cette partie, nous donnons quelques notions algébriques, qui nous serons utiles
pour démontrer le théorème de Kedlaya.

II.2.1 Systèmes d'équations semi-linéaires

Le lemme suivant est très utile dans la preuve des deux implications du théorème de
Kedlaya. Il jouera un rôle important pour démontrer l'algébricité de certains éléments sur
le corps Fp(t).

Lemme II.2.1. Soient K ⊆ L deux corps de caractéristique p. Soient A,B ∈ Mm,n(K),
au moins une inversible et soit w un vecteur colonne à coe�cients dans K ( w ∈ Kn). Si
v ∈ Ln tel que Avσ + Bv = w, où σ représente le morphisme de Frobenius, σ : x 7→ xp,
alors les coe�cients de v sont tous algébriques sur K.

Démonstration. Nous allons distinguer deux cas selon que A ou B est inversible.

• Supposons que A est inversible.
Alors on peut écrire vσ + A−1Bv = A−1w. Si on note U1 = −A−1B et w1 = A−1w, il

vient : vσ = U1v + w1. En raisonnant par récurrence sur i = 1, 2, . . ., on obtient :

vσ
i

= Uiv + wi,

où Ui ∈Mn,n(K) et wi ∈ Kn. Les vecteurs vσ
i
engendrent un espace vectoriel de dimension

au plus n2 +n. Par conséquent, il existe un entier m et c0, c1, . . . , cm dans K, non tous nuls,
tels que

c0v + c1v
σ + · · ·+ cmv

σm = 0.

D'après le lemme d'Ore, chaque coe�cient du vecteur v est algébrique sur K.

• Supposons que B est inversible.
On peut supposer sans perte de généralité que toutes les racine p-ièmes des éléments de

L appartiennent à L (i.e. que le corps L est parfait). Dans cette situation, le morphisme de
Frobenius σ : L→ L est bijectif.

Soit K ′ l'ensemble des x ∈ L tel qu'il existe un entier i pour lequel xσ
i ∈ K. Alors

σ′ : K ′ → K ′ est aussi bijective et chaque élément de K ′ est algébrique sur K. Comme
dans le premier cas, on peut maintenant ecrire : vσ

−i
= Uiv + wi, pour i = 1, 2, . . . avec

Ui ∈ Mn,n(K ′) et wi ∈ K ′n. De même, on conclut que les coe�cients de v sont algébriques
sur K ′.

Mais chaque élément α ∈ L algébrique sur K ′ est algébrique sur K. En e�et, si α est
algébrique, alors d0 + d1α + · · · + dmα

m = 0, pour des di ∈ K ′ non tous nuls. Comme
d0, d1, . . . , dm sont dans K ′, on peut trouver un entier i tel que dσ

i

0 , d
σi

1 , . . . , d
σi

m sont dans
K. Ainsi

dσ
i

0 + dσ
i

1 α
pi + · · ·+ dσ

i

mα
mpi = 0

Donc dσ
i

0 + dσ
i

1 X
pi + · · · + dσ

i

mX
mpi est un polynôme à coe�cients dans K qui admet α

comme racine. Par conséquent, α est algébrique sur K.
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Finalement, puisque tous les coe�cients de v sont dans L et qu'ils sont algébriques sur
K ′, le raisonnement précèdent implique qu'ils sont également algébriques sur K.

II.2.2 Polygone de Newton

Un outil important dans l'étude des corps valués est le polygone de Newton. Dans ce
paragraphe, on s'intéresse au corps des séries formelles généralisées Fq((tQ)) muni de la
valuation

v : Fq((tQ))→ R ∪ {∞} .

Rappelons que pour une série x ∈ Fq((tQ)), v(x) est dé�ni comme le plus petit élément du
support de x et que, par convention, v(0) =∞.

Pour un polynôme P (z) =
∑n

i=0 ciz
i à coe�cients dans le corps Fq((tQ)) on dé�nit

le polygone de Newton de P comme étant l'enveloppe convexe inférieure de l'ensemble
des points {(0,∞), (−n,∞)} ∪ {(−i, v(ci), 0 ≤ i ≤ n}. Donc le polygone de Newton est
formé par deux axes verticaux et un ensemble de segments des droites de di�érentes pentes.
On appelle pentes du polynôme P les pentes de son polygone de Newton. On dé�nit sa
multiplicité (ou la largeur) la longuer de la projection sur l'axe des abscisses du segment
ayant une pente égale à r. Si un nombre rationnel r n'est pas une pente du polynôme, alors
on dit, par convention, que sa multiplicité est 0.

On dit de plus qu'un polynôme P est de pente pure égale à r si toutes ses pentes sont
égales à r. Autrement dit, le polygone de Newton est formé par l'axe vertical x = −n, un
segment de droite de pente r et l'axe vertical x = 0. Par convention, ∞ peut être considéré
comme pente de P et sa multiplicité est égale à l'ordre de 0 comme racine de P .

Exemple II.2.1. Considérons le polynôme P (z) = c0 + c1z + c2z
2 + c3z

3 + c4z
4 + c5z

5, où
les coe�cients ci sont les séries formelles généralisées suivantes :

c0 = t1 + t2 + t3 + · · · donc v(c0) = 1
c1 = t3/2 + t2 + t5/2 + · · · donc v(c1) = 3/2
c2 = t1/2 + t3/4 + t5/6 + · · · donc v(c2) = 1/2
c3 = t7/2 + t9/2 + t11/2 + · · · donc v(c3) = 7/2
c4 = t2 + t4 + t6 + · · · donc v(c4) = 2
c5 = t5 + t10 + t15 + · · · donc v(c5) = 5.

Le polygone de Newton de P est alors représenté sur la �gure 8.
Il est formé des deux axes verticaux : x = −5 et x = 0 et des trois segments de pentes :

−3,−3/4, 1/4 et de multiplicités respectivement égales à 1, 2, 2.

Nous allons prouver maintenant une proposition exprimant une relation entre les pentes
du polygone de Newton et les racines du polynôme.

Proposition II.2.1. Soit P un polynôme de degré n à coe�cients dans Fq((tQ)). Si u est
un racine de P , alors il existe un segment dans le polygone de Newton de pente v(u).
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Fig. 8 � Polygone de Newton

Démonstration. Soit P (X) = a0 + a1X + a2X
2 + · · · + anX

n, avec ai ∈ Fq((tQ)). Si u est
une racine de P , alors :

a0 + a1u+ a2u
2 + · · ·+ anu

n = 0

et par conséquent v(a0 + a1u+ a2u
2 + · · ·+ anu

n) = v(0) =∞.
Si mink v(aku

k) est uniquement déterminé, alors v(a0 + a1u + a2u
2 + · · · + anu

n) =
v(aku

k) = +∞ ce qui est absurde. Donc il existe deux entiers i et j comprises entre 0
et n, i 6= j tels que v(aiu

i) = v(aju
j) = min

{
v(aku

k), 0 ≤ k ≤ n
}
. Par dé�nition d'une

valuation, v(aiu
i) = v(ai) + iv(u) et v(aju

j) = v(aj) + jv(u). Par conséquent,

v(u) =
v(aj)− v(ai)

i− j

et donc v(u) est la pente du segment des extrémités (−i, v(ai)) et (−j, v(aj)).
Il reste maintenant à démontrer que ce segment appartient au polygone de Newton.

Pour cela, on considère la droite de pente v(u) à laquelle ce segment appartient :

y = v(u)x+ v(aiu
i) = v(u)x+ v(aju

j).

Elle intersecte l'axe des ordonnés Oy dans le point (0, v(aiu
i)) = (0, v(aju

j)). De plus cette
valuation est minimale et donc tous les points des coordonnés (−k, v(ak)) sont soit au dessus,
soit sur cette droite. Par conséquent, le segment [(−i, v(ai)), (−j, v(aj))] est inclus dans le
polygone de Newton.

Le lemme suivant décrit une propriété des multiplicités des pentes d'un produit de deux
polynômes.
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Lemme II.2.2. Soient P et Q deux polynômes non nuls à coe�cients dans Fq((tQ)). Alors,
pour chaque r ∈ Q ∪ {∞}, la multiplicité de r comme pente de PQ est la somme de
multiplicités de r comme pente de P et comme pente de Q respectivement.

Démonstration. Si r =∞, la multiplicité de r est égale à l'ordre d'annulation du polynôme
PQ en 0 et le lemme est clair.

On suppose par la suite que r ∈ Q. Soient P (z) =
∑

i ciz
i et Q(z) =

∑
j djz

j. Soient
(−e, v(ce)) et (−f, v(cf )) (respectivement (−g, v(dg)) et (−h, v(dh)) les points extrêmes du
segment de droite de pente r, du polygone de Newton de P (respectivement de Q). Donc la
multiplicité de r comme pente de P (respectivement de Q) est égale à (e-f) (respectivement
à (g-f)).

On a alors :
v(ci) + ri ≥ v(ce) + re = v(cf ) + rf

v(dj) + rj ≥ v(dg) + rg = v(dh) + rh,

l'inégalité étant stricte si i /∈ [e, f ] ou si j /∈ [g, h].
Donc pour chaque k,

min
i+j=k

{v(cidj) + rk} ≥ v(ce) + re+ v(dg) + rg

l'inégalité étant stricte si k /∈ [f + h, e+ g], si k = e+ g et i 6= e ou, si k = f + h et i 6= h.
Si on écrit le polynôme R(z) = P (z)Q(z) =

∑
k=i+j akz

k, il vient :

min
k
{v(ak) + rk} ≥ v(ce) + re+ v(dg) + rg

égalité étant obtenue pour k = f + h et k = e + g, mais pas pour k /∈ [f + h, e + g]. Par
conséquent, la multiplicité de r comme pente de R est égale à e+g−(f+h) = (e−f)+(g−h),
ce qui termine la démonstration.

Corollaire II.2.1. Soit P (z) un polynôme non nul à coe�cients dans Fq((tQ)) qui se fac-
torise sous la forme Q1Q2 . . . Qn, Qi des polynômes de pentes pures. Alors, pour chaque
r ∈ Q ∪ {∞}, la somme de degrés de tous les Qi ayant une pente r, est égale à la multipli-
cité de r comme pente de P .

De façon analogue à la factorisation d'un polynôme en produit de facteurs irréductibles,
on peut factoriser les polynômes à coe�cients dans un corps valué en produit de polynômes
de pentes pures (cf. [9]).

Proposition II.2.2. Soit K un sous-corps de Fq((tQ)) complet pour la valuation v. Alors
tout polynôme unitaire P à coe�cients dans le corps K admet une unique factorisation
P = Q1Q2 . . . Qn, où chaque Qi est un polynôme unitaire, de pente pure égale à si avec de
plus, s1 < s2 < . . . < sn.
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II.2.3 Polynômes tordus et factorisation

Pour un corps K de caractéristique p > 0, on dé�nit l'anneau non commutatif des
polynômes tordus à coe�cients dans K, noté K {F}, l'ensemble des sommes de la forme∑n

i=0 ciF
i, muni de l'addition habituelle, notée �+� et de la multiplication suivante, notée

�×� :

n∑
i=0

ciF
i ×

m∑
j=0

djF
j =

m+n∑
k=0

(∑
i+j=k

cid
pj

j

)
F k.

Le degré d'un polynôme
∑n

i=0 ciF
i est le plus grand i tel que le coe�cient ci 6= 0. Par

convention, deg(0) = −∞. Le degré du produit de deux polynômes non nuls est la somme
des degrés des polynômes.

Les polynômes tordus à coe�cients dans un corps K peuvent être vus comme des opé-
rateurs additifs agissant, sur tout corps L contenant K, de la façon suivante :(

n∑
i=0

ciF
i

)
(z) =

n∑
i=0

ciz
pi .

Le noyau de cette application a la propriété suivante (cf. annexe A) :

Lemme II.2.3. Soit L une clôture algébrique de K. Soit T (F ) =
∑d

i=0 ciF
i un polynôme

tordu non nul de degré d, à coe�cients dans K. Alors le noyau de T est un Fp-espace vec-
toriel de dimension ≤ d, avec égalité si, et seulement si, le coe�cient constant du polynôme
T est non nul.

On a aussi la propriété suivante sur la factorisation d'un polynôme tordu (cf. annexe
B) :

Proposition II.2.3. Soit K un sous-corps de Fq((tQ)) contenant toutes les puissances
rationnelles de t et complet pour la valuation v. Soit P (F ) un polynôme tordu à coe�cients
dans K. Alors, pour toute puissance q′ de q, il existe une factorisation du polynôme P sous
la forme d'un produit P = Q1Q2 · · ·Qn, où les Qi sont des polynômes tordus unitaires et
linéaires sur K ⊗Fq Fq′.

II.3 Démonstration du théorème de Kedlaya

Dans cette partie, nous démontrons le théorème de Kedlaya. La preuve de la première
implication de ce théorème reste dans le même esprit que celle du théorème de Christol,
contrairement à la démonstration de la seconde implication qui utilise des outils complète-
ment di�érents.

II.3.1 Preuve de la première implication du théorème

Dans cette partie, nous démontrons que si une série généralisée
∑

i f(i)ti ∈ Fq((tQ)) est
quasi-p-automatique, alors elle est algébrique sur Fq(t).

Pour demontrer cette implication on aura besoin des deux lemmes suivants.
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Lemme II.3.1. Soient a et b des entiers et a > 0. Alors
∑

i xit
i ∈ Fq((tQ)) est algébrique

sur Fq(t) si, et seulement si,
∑

i xai+bt
i est algébrique sur Fq(t).

Un élément τ ∈ Gal(Fq/Fp) peut être vu comme un automorphisme de Fq(t) et Fq((tQ))
en dé�nissant l'action suivante : (∑

i

xit
i

)τ

=
∑
i

xτi t
i.

On remarque que si σ ∈ Gal(Fq/Fp) est le morphisme de Frobenius, alors xp = xσ

si x ∈ Fq, mais xp 6= xσ si x ∈ Fq(t) ou x ∈ Fq((tQ)) car l'automorphisme introduit
précédemment n'agit que sur les coe�cients du polynôme (respectivement de la série).

Démonstration. Il su�t de démontrer l'équivalence pour a = 1 puis pour b = 0. En e�et, le
cas général est couvert par applications successives de ces cas particuliers.

• Supposons que a = 1.
Si x =

∑
i xit

i est algébrique sur Fq(t), alors par dé�nition, il existe un polynôme
P (z) ∈ Fq(t)[z] tel que P (x) = 0. La série x′ =

∑
i xi+bt

i =
∑

i xit
i−b est alors racine du

polynôme P (ztb) et donc x′ est aussi algébrique sur Fq(t).
Réciproquement, si x′ =

∑
i xi+bt

i est racine d'un polynôme P (z) à coe�cients dans
Fq(t), alors la série x =

∑
i xit

i = tbx′ est racine de P (zt−b) et donc x est algébrique.

• Supposons que b = 0. Nous devons distinguer deux cas selon que a = p ou que
(a, p) = 1.
• Supposons que a = p.
Si la série x =

∑
i xit

i est racine d'un polynôme P (z) =
∑

j cjz
j ∈ Fq(t)(z), alors

x′ =
∑

i xpit
i =

∑
i xit

i/p est racine du polynôme∑
j

cσj z
pj ∈ Fq(t)(z).

Réciproquement, si x′ est racine d'un polynôme Q(z) =
∑

j djz
j ∈ Fq(t)(z), alors x est

racine de
∑

j (dpj)
σ−1

zj ∈ Fq(t)(z) et donc x est aussi algébrique sur Fq(t).
• Supposons que (a, p) = 1.
Si x =

∑
i xit

i est racine d'un polynôme P (z) =
∑

j cjz
j, alors x′ =

∑
i xait

i =
∑

i xit
i/a

est racine du polynôme ∑
j

cτ
−1

j zj ∈ Fq(t1/a)(z)

où τ est l'automorphisme dé�ni de la façon suivante :

τ : Fq((tQ)) → Fq((tQ))∑
i xit

i 7→
∑

i xit
ai .
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D'ailleurs, on peut remarquer que τ agit aussi sur le corps Fq(t).
Par conséquent, x′ est algébrique sur Fq(t1/a). Mais ce dernier est une extension �nie

de Fq(t) et comme toute extension �nie est algébrique, alors x′ est algébrique sur Fq(t).
Réciproquement, on suppose que la serie x′ est racine de Q(z) =

∑
j djz

j ∈ Fq(t)(z).
Alors x est racine de ∑

j

dτj z
j ∈ Fq(t)(z)

et par conséquent la série est algébrique sur Fq(t).

Lemme II.3.2. Si S un sous-ensemble p-régulier de Sp, alors la série formelle généralisée∑
i∈S t

i ∈ Fp[[tQ]] est algébrique sur Fp(t).

Démonstration. On considère l'ensemble L = {s(v), v ∈ S}. Puisque S est régulier, il existe
un automate déterministe M = (Q,Σ, δ, q0, F ) qui accepte le langage L.

Pour n ≥ 0, on note s′(n) le sous-mot du développement en base p de n qui apparaît
avant le point (ou la virgule). Pour chaque état prévirgulaire q ∈ Q, on considère :

• l'ensemble Tq = {n ≥ 0 tels que δ∗(q0, s
′(n)) = q}

• la fonction f(q) =
∑

i∈Tq t
i

• l'ensemble Uq = {(q′, d) ∈ Q× {0, 1, . . . , p− 1} tels que δ(q′, d) = q}

On peut alors remarquer que si q 6= q0, alors

f(q) =
∑

(q′,d)∈Uq

tdf(q′)p

et si q = q0 alors
f(q0) = 1 +

∑
(q′,d)∈Uq

tdf(q′)p.

Ceci nous fournit une équation du type Bv = w + Avσ (σ étant toujours le morphisme
de Frobenius), en notant v le vecteur dont les coe�cients sont les f(qi), sur tous les états
prévirgulaires qi et B la matrice identité (donc une matrice inversible). Ainsi on remplit
toutes les conditions du lemme II.2.1 et on peut donc conclure que f(q) est algébrique sur
Fq(t), pour tout état prévirgulaire q.

Pour x ∈ Sp ∩ [0, 1[, on note s′′(x) le sous- mot du développement en base p de x qui
apparaît après le point. Pour tout état postvirgulaire q, on considère maintenant :

• l'ensemble Vq = {x ∈ Sp ∩ [0, 1[ tels que δ∗(q, s′′(x)) ∈ F}
• la fonction g(q) =

∑
i∈Vq t

i.

De même, on peut remarquer que si q /∈ F (c'est à dire que q n'est pas un état acceptant),
alors
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g(q)p =

p−1∑
d=0

tdg(δ(q, d))

et si q ∈ F , alors

g(q)p = 1 +

p−1∑
d=0

tdg(δ(q, d)).

Comme précédemment, on utilise le lemme II.2.1, avec A la matrice identité et v le
vecteur dont les coe�cients sont les g(q), pour chaque état postvirgulaire q. Par conséquent,
g(q) est algébrique pour chaque état postvirgulaire q.

On veut démontrer que la série
∑

i∈S t
i est algébrique. Pour cela, il faut remarquer que

cette série peut s'écrire en fonction de f et g de la manière suivante :∑
q prévirgulaire,
q′postvirgulaire

f(q)g(q′).

Puisque une somme �nie d'éléments algébriques est aussi algébrique, la série formelle
généralisée

∑
i∈S t

i est algébrique sur Fp(t), ce que l'on voulait démontrait.

Preuve du théorème du Kedlaya (implication ⇐=) . Nous voulons démontrer que toute sé-
rie formelle généralisée F =

∑
i f(i)ti ∈ Fp[[tQ]] quasi-p-automatique est algébrique sur

Fq(t).
Puisque F est quasi-p-automatique, il existe deux entiers a et b, a strictement positif, tels

que aS + b ⊂ Sp (S est toujours le support de la fonction f) et la fonction fa,b(x) = f(x−b
a

)
est p-automatique. Ceci implique que l'ensemble f−1

a,b (α) est régulier, pour tout α ∈ Fq.
Donc l'ensemble

Sα =

{
j, tel que f

(
j − b
a

)
= α

}
est p-régulier.

D'après le lemme II.3.1, il su�t de démontrer que la série
∑

i f(ai+ b)ti est algébrique,
car cela implique que la série

∑
i f(i)ti est aussi algébrique.

Mais ∑
i

f(ai+ b)ti =
∑
j

f(j)t
j−b
a =

∑
α∈Fq

α

(∑
j∈Sα

tj

)
.

Puisque l'ensemble Sα est p-régulier, le lemme II.3.2 implique que la série
∑

j∈Sα t
j

est algébrique sur Fp(t) et donc sur Fq(t) (car Fq(t) est une extension �nie de Fp(t)). La
série

∑
i f(ai+ b)ti est donc algébrique et

∑
i f(i)ti l'est aussi. La première implication du

théorème II.1.1 est ainsi démontrée.
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II.3.2 L'ensemble Kq est un corps

Dans cette partie, nous allons démontrer que l'ensemble des séries quasi-p-automatiques,
que l'on note Kq, est un sous-corps de Fq((tQ)). De plus, il contient Fq(t) et il est inclus dans
la clôture intégrale de Fq(t) (car toutes les séries quasi-p-automatiques sont algébriques sur
Fq(t)).

Pour cela, nous devons donc démontrer les propositions suivantes :

P1. La somme de deux éléments de Kq est aussi dans Kq.
Si x, y ∈ Fq((tQ)) sont p-automatiques (respectivement quasi-p-automatiques), alors x+y

est aussi p-automatique (respectivement quasi-p-automatique).

P2. Le produit de deux éléments de Kq est aussi dans Kq.
Si x, y ∈ Fq((tQ)) sont p-automatiques (respectivement quasi-p-automatiques), alors x ·y

est aussi p-automatique (respectivement quasi-p-automatique).

P3. Tout élément non nul de Kq est inversible.
Si x ∈ Fq((tQ)) est quasi-p-automatique, alors il existe un element x−1, aussi quasi-p-

automatique tel que x · x−1 = 1.

Preuve de P1. Pour démontrer cette propriété, il su�t de traiter le cas de l'automaticité,
car la quasi-automaticité se déduit immédiatement d'après le lemme II.1.1.

Soient donc x =
∑

i xit
i et y =

∑
i yit

i deux séries p-automatiques. Cela implique que
les fonctions i→ xi et i→ yi sont p-automatiques. Par conséquent, la fonction i→ (xi, yi)
l'est aussi et, ultérieurement, la fonction i→ xi + yi l'est également. Donc la serie x+ y est
p-automatique (pour plus de détails, il existe une preuve complète dans [2] page 166).

Preuve de P2. On peut de nouveau supposer que les deux séries sont p-automatiques. On va
démontrer que le produit est aussi automatique. La quasi-automaticité se déduit du lemme
II.1.1.

• Soient x =
∑

i xit
i et y =

∑
i yit

i deux séries formelles généralisées dans Fq((tQ)).
On peut aussi les écrire comme une Fq-combinaison linéaire de séries de la forme

∑
i∈S t

i

pour S ⊂ Sp. Si le produit de deux telles séries est p-automatique, alors le produit x · y est
p-automatique (car, d'après P1., une somme d' éléments p-automatiques et est encore p-
automatique).

On peut donc supposer sans perte de généralité que x =
∑

i∈A1
ti et y =

∑
i∈A2

ti, où
A1 et A2 sont deux sous-ensembles de Sp, donc bien ordonnés.

Le produit vaut alors
x · y =

∑
k = i + j
i ∈ A1 j ∈ A2

akt
k

40



où ak est le nombre de façons d'écrire k comme somme de deux éléments i ∈ A1 et j ∈ A2,
pris modulo p.
• Pour prouver que le produit x · y est p-automatique, on doit donc démontrer que la

suite (ak)k est p-automatique.
Rappelons déjà la dé�nition d'un automate �ni non déterministe (NFA) :

Dé�nition II.3.1. Un automate �ni non déterministe (NFA) est un quintuplet M =
(Q,Σ, δ, q0, F ) où tous les paramètres sont dé�nis comme dans le cas d'un DFA, mise à
part la fonction de transition

δ : Q× (Σ ∪ ε)→ P (Q).

La fonction de transition δ reçoit ici comme argument un état de Q et un symbole de
Σ et elle rend comme résultat une partie de Q. Les automates �nis non déterministes sont
donc tels qu'à partir d'un état donné il peut y avoir zéro, une ou plusieurs transitions pour
un symbole d'entrée donné. Pour un mot w = s1s2 . . . sn on appelle un chemin acceptant
pour w la suite des états q1, q2, . . . , qn tels que qi ∈ δ(qi−1, si) pour i = 1, . . . , n et qn ∈ F .
Le langage accepté par M est l'ensemble des mots w ∈ Σ∗ pour lesquels il existe un chemin
acceptant.

Pour les automates non déterministe on a la propriété suivante, démontrée dans [9] :

Lemme II.3.3. Soit n un entier strictement positif. Soit M = (Q,Σ, δ, q0, F ) un NFA et
f : Σ∗ → Z/nZ la fonction qui à un mot w ∈ Σ∗ associe le nombre de chemins acceptant
pour w dans M modulo n. Alors f est une fonction automatique.

• L'idée de la démonstration de l'automaticité de la suite ak est de trouver un NFA qui
�calcule� toutes les sommes possibles k = i + j, avec i ∈ A1 et j ∈ A2. D'après le lemme
précèdent, on sait que la fonction comptant, pour une entrée k, le nombre de chemins ac-
ceptant modulo p dans cet automate, est automatique et le résultat sera ainsi démontré.

• Construction de l'automate non déterministe
On souhaite réaliser l'addition avec retenue de deux nombres écrits en base p en par-

tant de la droite vers la gauche. Donc on veut considérer plutôt les miroirs des mots qui
constituent les développements en base p des nombres qu'on veut ajouter.

On considère pour l'instant l'ensemble S ⊂ Σ∗p,• × Σ∗p,•, formé des couples (w1, w2) avec
les propriétés suivantes :

• |w1| = |w2|,
• w1 et w2 se terminent par un 0,

• w1 et w2 ont un seul point situé dans la même position,

• w1 et w2 sont les miroirs des écritures en base p de i ∈ A1 et j ∈ A2 respectivement.

S est un ensemble régulier et donc il existe un automate M = (Q,Σp,• × Σp,•, δ, q0, F )
qui accepte S.

À partir de là, nous allons construire un automate non déterministe M ′, qui accepte un
mot w si, et seulement si, w peut être écrit comme somme de w1 et w2, où (w1, w2) est un
couple accepté par l'automate déterministe M .
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Pour cela, il su�t de considérer M ′ = (Q′,Σ′, δ, q0, F ) avec

Q′ = Q× {0, 1}
Σ′ = Σp,•

q′0 = (q0, 0)

F ′ = F × {0} .

Les états deM ′ sont les couples (q, i) ∈ Q×{0, 1}. Chaque tel couple est formé d'un état
de l'automate déterministe M et d'un entier 0 ou 1 indiquant la présence d'une éventuelle
retenue lors de l'addition. Dé�nissons maintenant la fonction de transition δ′ de la manière
suivante :

• pour un état (q, i) ∈ Q′ et s ∈ {0, 1, . . . , p− 1}, on pose (q′, 0) ∈ δ′((q, i), s) (respecti-
vement (q′, 1) ∈ δ′((q, i), s) ) s'il existe un couple (t, u) ∈ {0, 1, . . . , p− 1}×{0, 1, . . . , p− 1}
tel que t+u+i < p (respectivement t+u+i ≥ p) et t+u+i ≡ s[p] et tel que δ(q, (t, u)) = q′,

• pour un état (q, i) ∈ Q′ et s = •, on pose (q′, i) ∈ δ′((q, i), s) si δ(q, (s, s)) = q′ (de
sorte que (q′, 1− i) n'est jamais inclus dans δ′((q, i), s) ).

Lorsque l'on rentre un mot w dans M ′ et après sa lecture par l'automate, celui-ci nous
dit si le mot peut s'écrire comme une somme de deux éléments w1 et w2, (w1, w2) étant
un couple de S (accepté donc par M). Les états acceptants sont donc les états de la forme
(q, 0), où q est un état �nal de M . Notons que (q, 1) n'est jamais un état acceptant car on
ne veut pas qu'à la �n de l'addition il reste une retenue en suspend.

Remarque. Si w est un mot accepté par M ′, le nombre de chemins acceptants par w dans
M ′ est égal au nombre, considéré modulo p, de couples (w1, w2) ∈ S tels que w1 + w2 = w.

Il ne faut pas oublier qu'on veut trouver l'ensemble de sommes k = i + j. Par contre,
pendant la lecture d'un mot w par l'automate M ′, on trouve des couples (w1, w2) tels que
w1 + w2 = w, où w1 et w2 sont de la même longueur (et pas plus longs) que w. Cela peut
poser des problèmes. Par exemple, en base 5 :

k = 2 · 314

i = 1 · 4012013

j = 0 · 4122432

k = i+ j.

Ainsi, si on s'intéresse au nombre k = 2.314, il existe des entiers i et j dont le developpement
est arbitrairement long et dont la somme vaut k, mais l'automateM ′ ne peut pas les trouver.

Par contre, on ne peut pas avoir une in�nité de tels i et j dont la somme vaut k. En
e�et i et j appartiennent chacun à des ensembles bien ordonnés (A1 et A2), or si on avait
une in�nité de tels couples (i, j), soit l'ensemble des i, soit l'ensemble des j, contiendrait
une suite in�nie décroissante, ce qui ne se peut, donc il existe quand même un nombre �ni
des tels couples i et j tels que i+ j = k.
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• Pour calculer le nombre total de tels couples, il su�t alors d'ajouter un nombre
m = |Q| de zéros à la �n de l'écriture en base p de k pour que l'automate �trouve� bien
tous les i ∈ A1 et j ∈ A2 dont la somme vaut k. C'est-à-dire que, avec les hypothèses qu'on
a sur A1 et A2, si deux nombres i et j ont pour somme un nombre k ayant n chi�res, i et j
ne peuvent avoir plus de n+m chi�res.

Pour prouver cela, on considère un mot w qui commence parm zéros (n'oublions pas que
w est le miroir du développement de k en base p, donc si celui ci se termine par m zéros,
alors w commence par m zéros). Nous allons montrer que, dans ce cas, tous les couples
(w1, w2) dont la somme vaut w, sont tels que w1 et w2 commencent chacun par un 0 (donc
les développement de i et j se terminent tous deux par zéro). Cela implique que si on ajoute
encore un 0 (ou autant qu'on veut) à l'écriture en base p de k (qui se termine déjà par m
zéros), le nombre des chemins acceptant par w dans M ′ ne change pas, et ainsi on trouve
le nombre total des couples avec la propriété désirée.

Il reste donc à démontrer l'assertion suivante :

• Si un mot w commence par m = |Q| zéros, alors tous les couples (w1, w2), dont la
somme vaut w, sont tels que w1 et w2 commencent chacun par un 0.

Par l'absurde, si w1 commence par une lettre di�érente de 0. D'après le lemme de l'étoile,
à la lecture de (w1, w2) par l'automnate M , on passe forcément deux fois par le même état,
disons q, avant m coups (car la longueur de wi est plus grande que m, le nombre d'états
de M). On peut alors écrire (w1, w2) = (b1w

′
1e1, b2w

′
2e2), où (b1, b2) est le mot lu avant

l'apparition de l'état q, (w′1, w
′
2) le mot lu entre les deux passages par l'état q et (e1, e2) le

mot restant entre l'état q et l'état �nal. Dans ce cas, tous les mots :

(b1e1, b2e2), (b1w
′
1e1, b2w

′
2e2), (b1w

′
1w
′
1e1, b2w

′
2w
′
2e2), . . .

sont des mots acceptés par l'automate M .
Ces mots représentent les écritures inverses en base p d'une in�nité de nombres (in, jn)

de A1×A2. Comme b1 ne commence par 0, on peut remarquer que les in sont tous di�érents.
De plus in + jn = k. Cela implique qu'on peut extraire une sous-suite in�nie strictement
décroissante de l'ensemble Ai, ce qui est impossible car il s'agit d'un ensemble bien ordonné.

On a démontré que l'ensemble des séries quasi-p-automatiques, Kq, est un anneau. Pour
démontrer que celui-ci est bien un corps, il reste à démontrer la dernière propriété, P3.

Preuve de P3. Tout d'abord, on remarque que tout élément de Fq(t) est aussi dans Kq.
Pour prouver cela, considérons x ∈ Fq(t). Alors x s'écrit aussi de la forme

x =
∞∑
k=0

ckt
k,

où la suite (ck)k est ultimement périodique et donc p-automatique. Ainsi x est p-automatique
et est inclus dans Kq.

Dans la preuve de cette proposition on utilise la première implication du théorème
de Kedlaya. Si une série est quasi-automatique, elle sera algébrique sur Fq(t). Soit donc
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x ∈ Fq(t). Il existe alors un polynôme à coe�cients dans Fq(t), P (z) = c0 + c1z+ · · ·+ cnz
n

qui a x comme racine. De plus, on peut supposer que c0, cn 6= 0. Donc :

c0 + c1x+ · · ·+ cnx
n = 0.

Cela implique que x · (c1 + c2x+ · · ·+ cnx
n−1) = −c0 et par conséquent

x−1 = − c−1
0︸︷︷︸

∈Fq(t)

(c1 + · · ·+ cnx
n−1).

Puisque tout élément de Fq(t) est aussi dans Kq, le terme de droite est bien contenu
dans Kq. Finalement, on a bien que l'inverse d'une série quasi-automatique est toujours une
série quasi-automatique et donc Kq est un corps.

II.3.3 Clôture topologique et clôture algébrique

Dans cette partie nous allons démontrer que le complété topologique (pour la valuation
v) du corps des séries formelles généralisées quasi-p-automatiques est algébriquement clos.
Plus précisément, nous voulons démontrer la proposition suivante.

Proposition II.3.1. Soit Rq ⊂ Fq((tQ)) le complété (pour la valuation v) du corps de
séries quasi-p-automatiques. Soit R = ∪q′Rq′, l'union portant sur toutes les puissances q′

de q. Alors le corps R est algébriquement clos.

Remarque. Autrement dit, si on considère une série formelle généralisée x algébrique sur
Fq(t), on peut toujours trouver q′, une puissance de q, et une série y ∈ Fq′((tQ)), quasi-p-
automatique aussi proche que l'on veut de x (au sens de la distance induite par la valuation
v). Ce résultat jouera un rôle important pour démontrer la deuxième implication de la
preuve du théorème de Kedlaya.

A�n de démontrer cette proposition, nous allons utiliser les lemmes suivantes.

Lemme II.3.4. Soit x =
∑

i xit
i ∈ Fq((tQ)) une serie quasi-p-automatique. De plus, on

suppose que le support de x est inclus dans ]−∞, 0[. Alors l'équation yp− y = x admet une
solution y ∈ Fq((tQ)) quasi-p-automatique.

La preuve du lemme II.3.4 peut être vue dans [9].

Lemme II.3.5. Soit Rq ⊂ Fq((tQ)) le complété (pour la valuation v) du corps de séries
quasi-p-automatiques. Alors il existe une puissance de q, q′, telle que l'équation :

zp − az = b a, b ∈ Rq a 6= 0

a p racines distinctes dans Rq′.

44



Démonstration du lemme II.3.5. Tout d'abord, on résout l'équation dans le cas particulier
b = 0. On doit donc montrer que l'équation zp−1 = a a (p− 1) racines distinctes dans Rq′ ,
pour une certaine puissance de q, q′. On peut écrire a = a0t

i(1 + u), avec a0 ∈ Fq, i ∈ Q et
v(u) > 0. On choisit q′ tel que zp−1 = a0 a toutes les racines dans Fq′ et on pose

z = a
1/(p−1)
0 ti/(p−1)

∞∑
j=0

(
1/(p− 1)

j

)
uj

pour toutes les racines p-ièmes de a0, notées ici a
1/(p−1)
0 .

Maintenant on revient sur le cas où b est une série quelconque de Rq. D'après le para-
graphe précèdent, on peut supposer que a = 1 et il su�t donc de résoudre l'équation :

zp − z = b.

Remarque. Ceci est une équation d'Artin�Schreier. Si b est un élément d'un corps K de
caractéristique p, le corps de décomposition du polynôme Xp − X = b au-dessus de K
est appelé extension d'Artin�Schreier. Si on peut déterminer une racine z de ce polynôme,
alors on peut déterminer toutes les autres racines. En e�et, les racines du polynôme sont
z, z + 1, z + 2, . . . , z + p − 1. Elles sont toutes distinctes, donc le corps de décomposition
est séparable. C'est une extension cyclique de degré p de K, le groupe de Galois étant
engendré, par exemple, par le morphisme z → z + 1. Le théorème d'Artin�Schreier a�rme
que toute extension cyclique de degré p d'un corps de caractéristique p est une extension
d'Artin�Schreier.

A�n de résoudre l'equation zp− z = b, on peut écrire la série formelle généralisée b sous
la forme b = b+ + b−, où b+ est une série dont le support est inclus dans [0,∞[ et b− est une
serie dont le support est inclus dans ]−∞, 0[. Nous allons traiter le deux cas séparément.

A présent, on considère l'équation zp− z = b+. Soit b0 le terme constant de b+ et soit q′

tel que le polynôme zp − z = b0 a toutes les racines, disons c1, c2, . . . , cp dans le corps Fq′ .
Alors les séries zi dé�nies de la manière suivante :

zi = ci −
∞∑
j=0

(b+ − b0)p
j

sont bien les solutions de l'équation zp − z = b+.

Il reste maintenant à résoudre l'équation zp − z = b−. D'après le lemme II.3.4, il existe
une solution y ∈ Fq((tQ)) quasi-p-automatique.

Finalement, les p solutions de l'équation zp − z = b sont de la forme y + zi, où y est la
solution de l'équation précédente et les zi, pour i = 1, 2, . . . , p sont les solutions de l'équation
zp − z = b+.
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Démonstration de la proposition II.3.1. D'après le lemme d'Ore, il su�t de prouver que
pour tout polynôme tordu P (F ) ∈ Rq {F}, de degré n, le polynôme P (F )(z) se factorise
complètement sur Rq′ , q′ désignant une puissance de q. De plus, Rq est parfait et on peut
alors factoriser F , s'il apparaît ; ainsi on obtiendrait un polynôme dont le coe�cient constant
est non nul. D'après le lemme II.2.3 ceci équivaut au fait que P (F )(z) n'a pas de racines
multiples (en e�et, le noyau de P , considéré comme une application sur Rq′ , est de dimension
égale au degré de P (F ), donc ce noyau a pn éléments).

D'après la proposition II.2.3 on peut factoriser le polynôme P = Q1Q2 . . . Qn, où les Qi

désignent des polynômes tordus, unitaires, à coe�cients dans Rq′(pour une puissance q′ de
q). On écrit donc Qi = F − ci, ci 6= 0.

Nous allons démontrer que le polynôme P (F )(z), polynôme de degré pn en la variable z,
a ses pn racines dans une extension �nie de Rq, notée désormais Rq′ . Il faut donc résoudre
l'équation :

Q1Q2 . . . Qn(F )(z) = (F − c1)(F − c2) . . . (F − cn)(z) = 0.

Cela nous amène à résoudre le système d'équations suivant :

zp1 − c1z1 = 0

zp2 − c2z2 = z1

...

zpn − cnzn = zn−1

Si on démontre que toute équation de ce système admet p racines distinctes dans Rq′ ,
alors le système aura bien pn racines distinctes (de plus, il n'y a pas une même racine pour
deux équations du système) comme souhaité.

Finalement, à l'aide du lemme II.3.5 le système considéré précédemment admet donc
bien pn racines distinctes contenues dans une extension Rq′ de Rq. Cela implique donc que
le polynôme P (F )(z) = (F − c1)(F − c2) . . . (F − cn)(z) se factorise complètement sur ce
corps et la proposition est ainsi démontrée.
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II.3.4 Preuve de la seconde implication du théorème

Dans cette partie, nous allons démontrer la deuxième implication du théorème de Ked-
laya : si x =

∑
i xit

i ∈ Fq((tQ)) est algébrique sur Fq(t), alors x est une série quasi-p-
automatique.

Pour cela on va procéder en plusieurs étapes :

• La première étape consiste à démontrer que x est contenu dans une extension �nie du
corps de séries formelles Fq′((t)) et, plus précisément, x ∈ Fq′((t))(y), où y ∈ Fq((tQ)) est
une serie quasi-p-automatique. Donc x s'écrit de la forme

x =
m−1∑
i=0

biy
i,

avec les bi ∈ Fq′((t)).
On veut se placer dans une extension �nie de Fq′((t)), puisque c'est un corps complet

pour la valuation v et on peut appliquer plusieurs propriétés des corps locaux (corps valués
complets).

• Nous allons démontrer ensuite que les bi sont algébriques sur Fq′(t).

• La dernière étape consiste à appliquer le théorème de Christol. Les bi, étant algé-
briques, ils sont donc p-automatiques et à fortiori quasi-p-automatiques. Par conséquent, la
série x, est une combinaison �nie d'éléments quasi-p-automatiques et elle est donc elle-même
quasi-p-automatique.

Démonstration du théorème II.1.1. Etape 1. Puisque x est algébrique sur Fq(t), il existe un
polynôme P ∈ Fq(t1/p

m
) qui admet x comme racine simple. Si x est algébrique, alors xp

m

l'est aussi. Quitte à remplacer x par xp
m
, on peut donc supposer sans perte de généralité

que x est une racine simple d'un polynôme P (z) à coe�cients dans le corps Fq(t1/p).
Si x′ est une racine de P di�érente de x, alors v(x − x′) < +∞. Puisque P n'a qu'un

nombre �ni de racines et que x est une racine simple, il existe une constante c ∈ Q telle que
c > v(x− x′), pour toute racine x′ 6= x.

Par la proposition II.3.1, pour tout c ∈ Q, il existe une puissance q′ de q et y ∈ Fq′((tQ))
une série quasi-p-automatique tels que v(x− y) ≥ c.

Le polynôme P (z+y) a une unique racine de valuation supérieure à c, plus précisément,
v(x− y) ≥ c et toutes les autres racines x′ − y ont des valuations inférieures à c.

La série quasi-p-automatique y ∈ Fq′((tQ)) est aussi algébrique sur Fq′(t) par la première
implication du théorème de Kedlaya. Soit K l'extension de Fq′((t)) obtenue en ajoutant y.
C'est une extension �nie (car y est algébrique sur Fq′(t) et Fq′(t) ⊂ Fq′((t))) qui est donc
complète pour la valuation v.
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On peut appliquer maintenant la proposition II.2.2. Le polynôme P (z + y) se factorise
uniquement sous la forme du produit Q1Q2 . . . Qn, avec Qi(z) ∈ K(z), unitaire de pente
si. De plus, s1 < s2 < · · · < sn. Puisque x − y est une racine de valuation supérieure à c,
et comme toutes les autres racines ont des valuations inférieures à c, la proposition II.2.1
implique que le polygone de Newton de P (z + y) contient un segment de pente égale à
v(x− y). Il s'agit bien sûr de la pente sn et alors Qn(z) = z − (x− y). Puisque Qn ∈ K[z],
x − y ∈ K. D'autre part y ∈ K par dé�nition de l'extension K et donc la série x est
également contenue dans K.

Soit m le degré du polynôme minimal de y sur Fq′(t). Alors [Fq′((t))(y) : Fq′((t))] = m et
les éléments 1, y, . . . , ym−1 constitue une base de K. Donc tout élément peut s'écrire comme
une Fq′((t))-combinaison lineaire de la forme : α0 + α1y

1 + · · ·+ αm−1y
m−1. En particulier,

x étant un élément de K, il admet une telle écriture.

Etape 2. Tout élément deK s'écrit comme une Fq′((t))-combinaison linéaire des éléments
1, y, . . . , ym−1. Puisque les ypj sont aussi dans K, alors :

ypj =
m−1∑
i=0

aijy
i,

pour j = 0, 1, . . . ,m− 1 et aij ∈ Fq′((t)). De plus, les aij sont algébriques sur Fq′(t).
Soit n le plus petit entier tel que x, xp, . . . , xp

n
soient linéairement dépendants sur Fq′((t))

(un tel n existe d'après le lemme d'Ore). Donc il existe des ci ∈ Fq′((t)) tels que

c0x+ c1x
p + · · ·+ cnx

pn = 0.

On peut de plus supposer que c0 = 1 et alors on remarque que les ci sont algébriques sur
Fq′(t).

De plus, xp
j ∈ K, pour tous les j = 0, 1, . . . , n − 1, donc il existe des bij ∈ Fq′((t)) tels

que :

xp
j

=
m−1∑
i=0

bijy
i.

En calculant de deux façons le terme xp
j+1

, on en déduit que

bi(j+1) =
m−1∑
l=0

bpljail.

les cj et les aij. D'un coté, x = xp
0

=
∑m−1

i=0 bi0y
i. D'autre part,
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x =
n−1∑
j=0

−cj+1

(
xp

j
)p

=
n−1∑
j=0

−cj+1

(
m−1∑
i=0

bijy
i

)p

=
n−1∑
j=0

−cj+1

m−1∑
i=0

bpijy
pi

=
n−1∑
j=0

m−1∑
i=0

m−1∑
l=0

−cj+1b
p
ijaliy

l.

En identi�ant maintenant les coe�cients des puissances de y dans les deux expressions,
on obtient :

bi0 =
n−1∑
j=0

m−1∑
l=0

−cj+1b
p
ljail.

De plus, puisque

bi(j+1) =
m−1∑
l=0

bpljail,

on peut calculer les bij, pour tous les j = 0, 1, . . . , n− 1 et i = 0, 1, . . . ,m− 1.
Cela nous conduit à un système d'équations de la forme

Id · v = A · vσ,

où σ est le morphisme de Frobenius, A une matrice dont les coe�cients sont des combi-
naisons des ail et cj, donc des éléments algébriques sur Fq′(t) et v est le vecteur dont les
coe�cients sont les bij . On peut alors appliquer le lemme II.2.1, la matrice identité étant
bien sûr inversible.

Par conséquent, les coe�cients du vecteur v sont algébriques sur Fq′(t). En particulier
les bi0 sont aussi algébriques sur Fq′(t).

Etape 3. Nous pouvons à présent appliquer le théorème de Christol, démontré dans la
première partie du mémoire. Les bi0 sont des séries formelles à coe�cients dans Fq′ algé-
briques sur Fq′(t). Par conséquent, elles sont aussi p-automatiques. Puisque x =

∑m−1
i=0 bi0y

i

et puisque le produit (respectivement la somme) d'éléments quasi-p-automatiques reste
quasi-p-automatique, x est quasi-q′-automatique, donc quasi-p-automatique, ce qui achève
la démonstration du théorème.
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Conclusions

Dans ce mémoire nous avons décrit et démontré deux résultats importants utilisant les
automates �nis a�n de déterminer l'algébricité ou la transcendance de certaines séries for-
melles, classiques ou généralisées. Plus précisément, nous avons démontré, dans la première
partie de cette étude, le théorème de Christol qui stipule qu'une série formelle à coe�cients
dans un corps �ni de caractéristique positive p est algébrique sur le corps Fp(t) si, et seule-
ment si, la suite de ses coe�cients est p-automatique. Dans la deuxième partie, nous avons
étendu ce théorème aux séries formelles de Hahn, en démontrant qu'une série formelle de
Hahn appartenant à Fp((tQ)) est algébrique sur le corps Fp(t) si, et seulement si, elle est
quasi-p-automatique au sens de Kedlaya.

Les résultats qui peuvent être obtenus à partir de ces deux théorèmes prouvent bien
l'e�cacité de cette méthode. Nous avons vu, par exemple, à la �n de la première partie de ce
mémoire, comment le théorème de Christol permet de démontrer la transcendance de la série
formelle Πq introduite par Carlitz. Cette série est l'analogue dans ce contexte du nombre
réel π. De même, le théorème de Christol peut s'appliquer pour obtenir la transcendance
d'autres analogues dé�nis par Carlitz des fonctions logarithme, exponentielle, gamma ou
zeta. Cette approche, que l'on appelle parfois la méthode �automatique�, a donné lieu à de
nombreux travaux (voir par exemple [2, 3, 10]).

Les théorèmes de Christol et de Kedlaya ont d'autres applications très intéressantes
comme, par exemple, un résultat sur le produit de Hadamard. Ce dernier est dé�nit, pour
deux séries formelles A =

∑
i aiX

i et B =
∑

i biX
i ∈ K[[X]], K désignant un corps, par :

A�B =
∑
i

aibiX
i.

Une application assez directe du théorème de Christol pour les séries formelles (res-
pectivement du théorème de Kedlaya pour les séries de Hahn) s'énonce alors de la façon
suivante.

Théorème II.3.1. Si A et B sont deux séries formelles algébriques sur Fq(X), alors le
produit de Hadamard A�B est aussi algébrique.

Le produit de Hadamard a été introduit par Hadamard en 1899. Le théorème précèdent a
été démontré par Furstenberg en 1967. Un autre théorème démontré aussi par Furstenberg,
en forte relation avec le produit de Hadamard, est le théorème suivant.

Théorème II.3.2. Une série de Laurent à coe�cient dans un corps �ni est algébrique si,
et seulement si, elle est diagonale d'une série rationnelle en deux variables commutatives.

Nous rappelons que la diagonale d'une série F (X, Y ) =
∑

m≥m0,n≥n0

am,nX
mY n est dé�nie

comme étant la série
DF (X) =

∑
k≥max{m0,n0}

ak,kX
k.
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Ce résultat est valable pour les séries formelles ordinaires. Il serait intéressant de savoir
s'il existe un résultat analogue pour les séries de Hahn.

Il serait également intéressant de savoir s'il est possible d'utiliser le théorème de Kedlaya
pour prouver la transcendance de certains analogues de nombres réels, et d'étendre ainsi la
méthode �automatique� mentionnée précédemment.
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A Polynômes additifs et démonstration du lemme II.2.3

Dé�nition A.0.2. Soient K un corps de caractéristique positive p et P un polynôme à
coe�cients dans K. On dit que P est un polynôme additif s'il est de la forme :

P (z) = c0z + c1z
p + . . .+ cnz

pn ,

où c0, c1, . . . , cn ∈ K.

Lemme A.0.6. Soient K un corps de caractéristique positive p et r1, r2, . . . , rn ∈ K. Le
déterminant de la matrice suivante (appelé aussi déterminant de Moore)

r1 r2 · · · rn
rp1 rp2 · · · rpn
...

...
. . .

...

rp
n−1

1 rp
n−1

2 · · · rp
n−1

n


est nul si, et seulement si, les r1, r2, . . . , rn sont linéairement dépendants dans le corps Fp.

Démonstration. Ce déterminant peut être considéré comme un polynôme à coe�cients dans
Fp, en variables r1, r2, . . . , rn. Il est divisible par toutes les formes linéaires

c1r1 + c2r2 + · · ·+ cnrn,

c1, c2, . . . , cn ∈ Fp, pas tous nuls. Ceci implique qu'il est aussi divisible par le produit de
toutes ces expressions, donc par :∏

(c1,c2,...,cn)∈Fnp\(0,0,...,0)

c1r1 + c2r2 + · · ·+ rncn.

D'autre part, le déterminant est un polynôme homogène, de degré égal à pn−1 + · · · +
p2 + p+ 1. Ainsi, le déterminant de Moore est égal à∏

(c1,c2,...,cn)∈Fnp\(0,0,...,0)

c1r1 + c2r2 + · · ·+ rncn

multiplié par une constante. Par conséquent, il est nul si, et seulement si, ce produit est nul,
donc si, et seulement si, les r1, r2, . . . , rn sont linéairement dépendants dans le corps Fp.

Proposition A.0.2. Soit P (z) un polynôme, non nul à coe�cients dans un corps K de
caractéristique p > 0 et soit L une clôture algébrique de K. Alors on a l'équivalence :

(a) P (z) est un polynôme additif.

(b) P (y + z) = P (y) + P (z), pour tous y, z ∈ L.

(c) Les racines de P dans L forment un Fp-espace vectoriel et elles ont toutes la même
multiplicité. Plus précisément, c'est une puissance de p.
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Démonstration. L'implication (a)⇒(b) est claire.
(c)⇒(a)
Soit V ⊂ L l'ensemble des racines de P et soit pe leur multiplicité commune. Soit Q(z)

le déterminant de Moore dans les variables zp
e
, rp

e

1 , r
pe

2 , . . . , r
pe

m . D'après le lemme A.0.6 les
racines de Q sont les éléments de V , chacune apparaît avec une multiplicité au moins égale
à pe. Mais degQ = pe+m = degP , donc la multiplicité des racines de Q doit être exactement
pe. Donc P = Q× constante et, puisque Q est additif, P l'est aussi.

(b)⇒(c)
Etant donnée la proposition (b), on peut démontrer facilement que les racines de P dans

L forment un Fp-espace vectoriel. De plus, si r est une telle racine, alors P (z + r) = P (z)
et par conséquent, les racines occurrent avec une même multiplicité dans P .

Il reste à montrer que cette multiplicité commune, notée n, est exactement une puissance
de p.

Soit V l'ensemble des racines de P et soient r1, r2, . . . , rm les générateurs de Fp-espace
vectoriel V . Soit Q(z) le déterminant de Moore dans les variables z, r1, r2, . . . , rm. Le
raisonnement précédemment implique que Q n'a pas de racines multiples et donc que
P (z) = constante×Q(z)n.

Supposons par l'absurde que n n'est pas une puissance de nombre premier. Alors les

polynômes (y+z)n et yn+zn ne sont pas identiquement égaux ( car

(
n
pi

)
n'est pas divisible

par p, donc il n'est pas nul dans un corps de caractéristique p, pour le plus grand i tel que pi

divise n ). Donc il existe des y, z ∈ L tels que (y+z)n 6= yn+zn. Puisque L est algébriquement
clos, Q : L −→ L est une application surjective. Ainsi on peut choisir y, z ∈ L tels que
(Q(y) + Q(z))n 6= Q(y)n + Q(z)n et comme Q est additif, P (y + z) 6= P (y) + P (z), ce qui
contredit l'hypothèse. Par conséquent, n est une puissance de p.

Démonstration du lemme II.2.3. Le noyau est un Fp-espace vectoriel car T (F ) est un opé-
rateur additif et alors on peut appliquer A.0.2. De plus T (F )(z) est un polynôme de degré pd

et donc la dimension du Fp-espace vectoriel est inférieure ou égale à d. L'égalité est obtenue
si, et seulement si, le polynôme en variable z, T (F )(z), n'a pas de racines multiples ; donc,
si, et seulement si, sa dérivée est non nulle, donc c0 6= 0 (puisque la caractéristique est p, la
dérivée est bien égale à c0).
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B Polynômes tordus et démonstration de la proposition

II.2.3

Lemme B.0.7. Soient S(F ) et T (F ) deux polynômes tordus à coe�cients dans K, T (F )
non nul, de degré égal à d ≥ 0. Il existe alors un unique couple de polynômes tordus à
coe�cients dans K, Q(F ) et R(F ), deg(R) < d, tel que S = QT +R.

Démonstration. L'existence se déduit par récurrence sur le degré de S. Pour démontrer
l'unicité, on suppose par l'absurde qu'il existe deux couples (Q,R) et (Q′, S ′) tels que
S = QT+R = Q′T+R′. Ceci implique que R−R′ = (Q′−Q)T . Mais, puisque deg(R−R′) <
deg(T ), alors R−R′ = 0.

Lemme B.0.8. Soient S(F ) et T (F ) deux polynômes tordus à coe�cients dans K, tel que
le coe�cient constant de T (F ) est non nul. Soit L une clôture algébrique de K. Alors S
est un multiple �gauche� de T , c'est à dire, il existe Q ∈ K {F} tel que S = QT , si, et
seulement si, kerL(T ) ⊆ kerL(S).

Remarque. Ici kerL(P ) signi�e le noyau de l'opperateur P , c'est à dire l'ensemble de z ∈ L
tels que P (F )(z) = 0

Démonstration. Si S = QT , alors T (F )(z) = 0⇒ S(F )(z) = 0. D'où

kerL(T ) ⊆ kerL(S).

Réciproquement, si kerL(T ) ⊆ kerL(S), nous écrivons, d'après le lemme B.0.7, S =
QT +R. Ainsi

kerL(T ) ⊆ kerL(R).

D'après le lemme B.0.8, kerL(T ) est un Fp-espace vectoriel de dimension égale à deg(T ).
Mais si, par l'absurde, R 6= 0, alors kerL(R) était un Fp-espace vectoriel de dimension
deg(R) < deg(T ), ce qui contredirait l'inclusion kerL(T ) ⊆ kerL(R). Donc R = 0 et S =
QT .

Dans ce paragraphe, on utilise le fait que, pour tout sous-corps K de Fq((tQ)), il existe
une unique manière de prolonger la valuation v à toute clôture algébrique du corps K ( cf.
[11] ).

Lemme B.0.9. Soit K un sous-corps de Fq((tQ)), complet pour la valuation v. Soit P un

polynôme unitaire additif à coe�cients dans K st soit Q1Q2 . . . Qnt
pd sa factorisation en

produit de polynômes de pentes pures. Alors Qnt
pd est aussi additif.

Démonstration. Grâce à la proposition A.0.2, nous devons démontrer que les racines du
polynôme Qnt

pd forment un Fp-espace vectoriel et, de plus, toutes ses racines doivent avoir
la même multiplicité, une puissance de p.

Soit L une clôture deK et soient V l'ensemble de racines du polynôme P dans L. Celui-ci
est un espace vectoriel, toujours d'après la proposition A.0.2. Soient s1 < s2 < . . . < sn les
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pentes des polynômes Q1, Q2, . . . , Qn. D'après la proposition II.2.1, les valuations possibles
des racines de P se retrouvent parmi les pentes de P , donc elles sont parmi les s1, s2, . . . , sn.
De plus, un élément de V est une racine de P si, et seulement si, v(x) ≥ sn. Cet ensemble
constitue un Fp-sous-espace vectoriel de V . De plus, chaque racine est de multiplicité égale
à pd. D'après la proposition A.0.2, Qnt

pd est un polynôme additif.

Dé�nition B.0.3. Soit P (F ) un polynôme tordu à coe�cients dans Fq((tQ)). Pour r ∈ Q,
on dit que P (F ) est de pente pure égale à r si on a les conditions suivantes :

• le coe�cient constant de P est non nul,

• le polynôme en variable z :
P (F )(z)

z
est de pente pure égale à r.

Par convention, toute puissance de F est un polynôme de pente pure égale à ∞.

Proposition B.0.3. Soit K un sous-corps de Fq((tQ)), complet pour la valuation v. Soit
P (F ) un polynôme tordu, unitaire, à coe�cients dans K. Alors il existe une factorisation
de P sous la forme P = Q1Q2 . . . Qn, avec chaque Qi ∈ K {F} unitaire, de pente pure.

Démonstration. On considère la factorisation du polynôme additif

P (F )(z) = T1T2 . . . Tnz
pd︸ ︷︷ ︸

R(z)

.

D'après le lemme B.0.9, le polynôme R(z) est additif et, par conséquent, il existe un po-
lynôme tordu Q tel que R(z) = Q(F )(z). Les racines de R(z) sont aussi des racines pour
P (F )(z) et donc kerL(Q) ⊆ kerL(P ). D'après le lemme B.0.8, P est un multiple gauche de
Q, c'est à dire, il existe un polynôme P1, de degré inférieur à P tel que P = P1Q. On répète
le procédé jusqu'à obtenir la décomposition voulue.

Proposition B.0.4. Soit K un sous-corps de Fq((tQ)), complet pour la valuation v. Soit
P (F ) un polynôme tordu, unitaire, à coe�cients dans K, de pente pure égale à 0. Alors le
polynôme P (F )(z) se factorise en produit de polynômes linéaires sur K ⊗Fq Fq′, pour une
puissance q′ de q.

Démonstration. Soit P (F ) = cdF
d + cd−1F

d−1 + · · · + c1F + c0, ci ∈ Fq((tQ)) et posons
cd = 1.

Puisque P a une unique pente égale à 0 et v(cd) = 0, alors les valuations des termes
extrêmes sont nécessairement nulles. Donc v(c0) = v(cd) = 0 et v(ci) ≥ 0 pour tous les
1 ≤ i ≤ d− 1.

Soit ai ∈ Fq le coe�cient constant de la serie ci, pour 1 ≤ i ≤ d et on choisit q′ une
puissance de q telle que le polynôme :

zp
d

+ ad−1a
pd−1

+ · · ·+ a1z
p + a0z
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ait toutes les pd racines distinctes dans le corps Fq′ .

Soit r ∈ Fq′ une telle racine, non nulle. Considérons le polynôme

P (F )(z + r) = c0(z + r) + c1(z + r)p + · · ·+ cd(z + r)p
d

.

Les racines de ce polynôme sont égales aux r′ − r, pour toute r′ racine de P (F )(z). Nous
allons démontrer que ce polynôme admet une racine dans Fq′ et, par conséquent, P (F )(z)
aura aussi une racine dans Fq′ .

Pour cela, regardons le polygone de Newton de

P (F )(z + r) = cdz
pd + · · ·+ c1z

p + c0z + (c0r + c1r
p + · · ·+ cdr

pd)︸ ︷︷ ︸
terme constant

.

On a vu que v(cd) = v(c0) = 1 et toutes les autres v(ci) ≥ 0. Nous remarquons que la
valuation du terme constant du polynôme P (F )(z + r) est strictement positive. En e�et :
v(c0r + c1r

p + · · ·+ cdr
pd) = v((c0 − a0)r + (c1 − a1)rp + · · ·+ (cd − ad)rp

d
) et la valuation

de chaque (ci − ai) est strictement positive, puisqu'il n'existe pas de terme constant et que
v(ci) ≥ 0.

Il est clair alors que le polygone de Newton est constitué de deux axes verticaux : x = −d,
x = 0, un segment de droite de pente 0 ( plus précisément le segment dont les extrémités
sont les points (−d, 0) et (−1, 0)) et un segment de droite de pente strictement positive
(celui dont les extrémités sont les points (−1, 0) et (0, v(terme constant de P (F )(z + r)))).

Donc le polynôme admet deux pentes, une égale à 0 et une strictement positive, disons
ègale à un rationnelm positif. De plus, la multiplicité dem est égale à 1. D'après le corollaire
II.2.1, la factorisation du polynôme P (F )(z + r) en produit de polynômes de pentes pures
contient un seul polynôme linéaire (de degré 1). Alors ce polynôme a une racine dans Fq′ et
donc P (F )(z) aussi.

Si on enlève le facteur linaire de la factorisation de P (F )(z + r), il nous reste un poly-
nôme dont le polygone de Newton contient un seul segment de droite, de pente 0. On peut
donc recommencer le même procédé avec ce nouveau polynôme de pente pure égale à 0.
On continue alors jusqu'à trouver toutes les autres racines. Ainsi le polynôme P (F )(z) se
factorise complètement sur K ⊗Fq Fq′ .

Démonstration de la proposition II.2.3. Il s'agit d'une conséquence immédiate de la propo-
sition B.0.4.
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