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Sérien’1 :

Rappels : comparaison locale, limsup, liminf,
structure de R, suites dans R, suites dans C

Exercice I : Structure de R
1. Soient A et B deux parties non vides et majorées de R.
(a) Soit P = AB = {x =ab, a € A, b € B}. Est-ce que sup(P) existe ? Si oui, est-ce
que sup(P) = sup(A) sup(B) ?
(b) SoitS=A+B={r=a+b, a€ A, be B}.Estce que sup(S) existe ? Si oui,
est-ce que sup(P) = sup(A) + sup(B) ?
(c) Soit —A = {—a,a € A, } Montrer que —A admet une borne inf et que
inf(—A) = —sup(a).
2. (a) Montrer que pour tous ¢q;, ¢ € Q tels que q; < o, il existe g3 € Q tel que
41 < q3 < Q2.
(b) Montrer que pour tout r € R\Q, et pour tout ¢; € Q tels que ¢; < r il existe g2 € Q
telque 1 < g2 < 1.

(c) Soit M; € Q. Montrer que si M; < v/2, il existe My € Q tel que M; < My < /2 et
si My > /2, il existe My € Q tel que My > M, > V2.

(d) En déduire que E = {x € Q tel que 2% < 2 } n’admet pas de borne sup dans Q.
Exercice II : Suites dans R
1. On considere une suite réelle vérifiant : pour tout n € N, u,, 1 = f(u,) o
from— (v +2/2)/2
(a) Déterminer les réels [ vérifiant [ = f(1).
(b) Montrer que si 2 > /2 alors f(x) > v/2etsiz < —v/2alors f(z) < —V/2.

(c) Montrer que si uy = 2, la suite (u,)nen est une suite décroissante et minorée de
nombres rationnels, et que si uy = —2, c’est une suite croissante et majorée.

(d) Montrer que si 1y = 2, 1a suite (u,)ncy converge vers v/2.



2. (a) Donner un exemple de suite d’éléments de Q qui soit de Cauchy mais qui n’ait pas de
limite dans Q.

(b) Donner un exemple de suite d’éléments de Q qui soit décroissante et minorée mais qui
n’ait pas de limite dans Q.
Exercice III : Comparaison locale de fonctions
1. Est-ce que | — 1, 0[U]0, 1] est un voisinage de 0 ? Un voisinage pointé ?
Soient f, g, et h des fonctions réelles de la variable réelle définies sur un voisinage pointé
de zy (xp € R ou z( infini). Montrer que

(a) si g = O(h) alors fg —x0 O(fh)’
(b) si f ~y, geth =,, o(f)alors h =, o(g),
(C) si f —x0 O(Q) et g =z, O(h) alors f —x0 O(h>
2. Soit f(z) = ' + cos(z) + 1/x. Dire si f ~, g: g(x) = 24, g(x) = 224, g(x) = 2* + 1,
g(z) =2+ 1/z.
3. Vrai ou faux ?
x ~ 0,2 =g 0(1), 2° = o(z® + %), sin(z) = = + o(x), 1 =¢ cos(z) + o(z?),
o(f) + o(f) =y 0(f), 0o(z®) + o(z) =¢ o(x), In(1 + ) — = = o(1).
4. Calculer les limites suivantes :
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Exercice IV : Limites de suites réelles
1. Soit [ € R. Traduire pour la suite réelle (u, ),en chacun des énoncés ci-dessous :
(a) Tl existe ¢ > 0, il existe N € N tel que n > N implique que |u,, — | < €.
(b) Pour tout € > 0, il existe N € N tel que n > N implique que |u,, — | < €.
(c) Nexiste N € N tel que pour tout ¢ > 0 n > N implique que |u,, — | < €.
2. Calculer les limites suivantes :
lim w lim n? +1In(n) +n'/? lim (1+ l)" (cette derniere limite est &
ntoo  pl0000+1 7, /2 £ 1 b0 n
connaitre PARFAITEMENT - démonstration comprise !).

Exercice V : Limsup

1 2
1. On considere la suite réelle (u,),, .. définie par u,, = (1 — —) sin (%)
n

(a) Déterminer ses valeurs d’adhérence.

(b) Déterminer sa limite supérieure et sa limite inférieure.



2. Soient (up,), o €t (Vn),cy deux suites réelles bornées.

neN

(a) Comparer lim sup(u,, + v,) et lim sup u,, + lim sup v,.
n—-o0o n——+00 n—-+00

(b) Donner un exemple pour lequel lim sup(u,, + v,) < limsup u,, + lim sup v,,.
n—-+o0o n—-+00 n—-+00

Exercice VI : Convergence
1. Soit la suite (x,,)nen définie par xy = 2 et pour toutn € N, x,.1 = f(z,), ot
fix—2—x/(1+2x).
(a) En étudiant f, montrer que pour toutn € N, z,, € [1,2].
(b) Montrer qu’il existe un seul réel [ € [1,2] telque [ =2 — /(1 +1).
(c) En utilisant le théoreme des accroissements finis (dont on rappellera I’énoncé),
montrer que pour tout n € N, |z, — | < |z, —[|/4.
(d) En déduire que (z,,),en converge vers .

2. (Suites adjacentes) Soient p > ¢ > 0. On considere les suites réelles (uy,)nen+ €t (Un)nent
définies par
Pun—1 + qUn—1 qUn—1 + PUn—1
Up = — | Uy =

p+q pP+q
et uy, v; donnés tels que v; > u;.

(a) Montrer que pour tout n > 1, v,, — u,, > 0.
(b) Montrer que les suites (u,)nen+ €t (v, )nen+ sont adjacentes. En déduire qu’elles
convergent vers la méme limite. Notons [ cette limite.
(c) Montrer que [ = (uy + vy1)/2.
Exercice VII : Suites Complexes
1. On considere les deux suites réelles (), . €t (Yn),,cn définies par 29 = 1, yp = O et
Tn4+1 = —QYn,
Vn €N, avec a > 0.
Yn+1 = ATy,
On pose Vn € N, z,, = x,, + iyy,.
(a) Montrer que Vn € N, 2,1 = ae’™?z,.
(b) Montrer que Vn € N, |z,| = a"|2].

(c) Endéduirequesi0 <a <1, lim |z, =0etquesia > 1, lirJlra |2n| = +00.

n—-4o00

Etudier la convergence de (2,),,.y dans ces deux cas.

(d) On suppose maintenant que a = 1. Montrer que (|2,]), oy converge mais pas (2,),,cy-

1 .
2. On considere la suite complexe définie par Vn € N*, u,, = (1 — —) exp (mTﬂ) . Etudier
n

la convergence de (|un|),, - PUis de (), oy



