Exercice 1
1) Montrer que le produit de deux fonctions en escalier est une fonction en escalier.
2) La composée de deux fonctions en escalier est toujours une fonction en escalier. Est-ce vrai ou faux ?

(Justifier).

Exercice 2
Montrer que si f est intégrable, alors | f| est également intégrable.

Exercice 3
Soit a et b deux réels fixés, avec a < b. On note C 'espace vectoriel des fonctions continues de [a, b] vers R
et £ Pespace des fonctions en escalier de [a, b] vers R.

1) Montrer que C et £ sont en somme directe.
2) Montrer que 'espace C ® £ est égal a 1'ensemble des fonctions continues par morceaux de [a, b] vers R.

Exercice 4
Prouver ’énoncé suivant :

b
Si f est une fonction continue sur un intervalle [a,b] (ot @ < b), & valeurs positives, telle que / ft)dt=0
a
alors f est nulle sur [a, b].

Exercice 5
Donner une expression raisonnablement simple des dérivées des fonctions suivantes :

2

x+1 et T
f(z) = / " dt g(z) = /0 [Arctan(t + x)]” dt.

Exercice 6
Soit f une fonction continue sur un intervalle [a,b] (ou a < b).

b b
Montrer que f est de signe constant si et seulement si / |f(®)|dt = | / f®)dt].
a a

Exercice 7
Soit f une fonction continue de RT dans R. Prouver que, lorsque = tend vers 0 par valeurs strictement

1 [* 1
positives, — / tf(t)dt tend vers §f(0)
= Jo

Exercice 8

™

4
a) Montrer que u,, = / sin” tdt tend vers 0 quand n tend vers +oo.
0

1A

2
b) Montrer que u,, = / sin” tdt tend vers 0 quand n tend vers +oo.
0

Exercice 9 L
a) Calculer I = / In(1 + t%)dt.
0

1
b) On pose u,, = / V' 1+ t2dt (pour n > 1). Calculer lim .

n—-+4+oo

0
¢) A laide de la formule de Taylor-Lagrange, prouver que pour tout u > 0,
e —1—u| < luQe“
d) En déduire que pour tout ¢ € [0, 1],

1 1
V1482 —1—=-In(1+¢*)] < =
n n

puis trouver un équivalent de wu, — 1.



Exercice 10
Soit f de [0,1] vers [0, 1] une application continue sur [0, 1] et dérivable sur ]0,1[. On suppose que :

Af@ﬁ=f@-

Montrer qu’il existe un ¢ dans ]0, 1] tel que f'(¢) = 0.

Exercice 11
On désigne par f une application continue de R™ dans R. On suppose qu’il existe un nombre réel strictement
positif k, tel que, pour tout x de R*, on ait:

ogﬂMSk/’ﬂnw
0
1) On définit I'application H de Rt dans R en posant, pour tout z de R* :

H(z) = ek /O " f)ar.

Montrer que H est dérivable sur R™ et calculer H'(z) pour tout z de R¥.
2) Montrer que pour tout z de R*, H(z) = 0.
3) En déduire que f n’est autre que I'application nulle de R* dans R.

Exercice 12

1) Soit w une fonction continue de [0, 1] vers R. On pose, pour tout x tel que 0 < < 1:

o(z) = \/g/omu(t) cos(Th) dt

Montrer, en appliquant I'inégalité de Schwarz, que pour tout = de [0, 1],
@ < [ o ar
0

2) Soit ug une fonction continue de [0, 1] vers R. Pour tout n > 1 et tout x de [0, 1], on pose:

vn1(z) = \/g/o 1 (0)yfeos( T dt

puis un(z) = Vnu,_1(x)

a) On note M = M[ax] [uo(x)]?. Justifier pourquoi M existe.
z€[0,1

b) En utilisant le 1), montrer que:
pour tout n > 0, pour tout = € [0, 1], [un(2)]* < Ma".
(on raisonnera par récurrence sur n).

1
¢) En déduire que la suite (un <§>> est convergente, et déterminer sa limite.
n>0



Exercice 13
On définit une application f de [0, 1] vers R par:

f(t):%pour0<ﬁ<17 f(0)y=0, f(1)=1

et une application F de ]0, 1] vers R par:

2
|

1) Montrer que f est continue en tout point de [0, 1].

2) Soit x dans l'intervalle 10, 1[. Quel est le signe de F(z) ?
3)

4)

Montrer que F est dérivable en tout point de ]0, 1] et calculer sa dérivée.

a) Pour z dans l'intervalle |0, 1[, montrer que

IZ 1
/ ——dt =In2.
» tlnt

b) Pour x dans lintervalle |0, 1], montrer que
22In2 < F(z) <zln2.
¢) En déduire l'existence et la valeur de la limite

lin} F(x).
o

5) Montrer que F'(x) tend vers 0 quand z tend vers 0 (avec x > 0).
6) a) Montrer que quand € tend vers 0 (avec 0 < e < 1)

1—e 1
/ f(t)dt tend vers / f(t)dt.
€ 0

b) Déduire de ce qui précede la valeur de

/01 F(t) dt.



