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Réglement – L’épreuve dure 45 minutes. Il est interdit d’utiliser des calculatrices. Notes
personnelles et documents sont autorisés. Les téléphones portables doivent être éteints.

Entre crochets [ ] est indiqué le barème sur 20 points.

Exercice – On appelle courbe Kappa la courbe plane paramétrée en coordonnées polaires
γ(θ) = ρ(θ) eiθ par

ρ(θ) =

∣∣∣∣cos θ

sin θ

∣∣∣∣ , θ ∈ ]0, π[ ∪ ]π, 2π[.

1. [3 pts] – Étudier et dessiner la fonction θ 7→ ρ(θ).

La courbe γ est-elle de classe C∞ sur son domaine ]0, π[∪]π, 2π[ ?

2. [3 pts] – La courbe γ est-elle régulière ? Si elle ne l’est pas, trouver les points singuliers.

3. [3 pts] – Soient TOx et TOy les symétries axiales d’axes respectivement la droite Ox d’équation
y = 0 et la droite Oy d’équation x = 0, c’est-à-dire les transformations du plan définies par

TOx(x, y) = (x,−y) et TOy(x, y) = (−x, y).

Montrer que le support de la courbe γ est invariant par ces deux transformations, c’est-à-dire
que pour tout θ il existe u(θ) et v(θ) tels que

TOx(γ(θ)) = γ(u(θ)) et TOy(γ(θ)) = γ(v(θ)).

4. [4 pts] – Montrer que le support de la courbe γ est contenu dans la bande R × [−1, 1] du
plan.

Ensuite montrer que la droite y = 1 est asymptote à γ pour θ → 0+ et θ → π−, et que la
droite y = −1 est asymptote à γ pour θ → π+ et θ → 2π−.

Enfin, dessiner le support de γ.

5. [3 pts] – Posons γ(θ) =
(
x(θ), y(θ)

)
. Calculer y(θ)2 et x(θ)2 + y(θ)2, et trouver l’équation

cartésienne du support de γ.

6. [4 pts] – Calculer la courbure de γ en tout point t ∈ ]0, π/2[.

La courbe γ est-elle birégulière ?


