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FICHE TD 5 - FORMES DIFFERENTIELLES ET THEOREME DE STOKES

FORMES DIFFERENTIELLES

Exercice 1 Soient f la fonction et o, 3, w les formes différentielles sur R? définies par

fla,y) = 2y
a(z,y) = de +xdy
Bz,y) =ydz— dy
w(z,y) =zyde A dy

1. Calculer les produits extérieurs a A a, a A f et a A w.

2. Calculer les différentielles df, do, df et dw.

Exercice 2 Soient f la fonction et o, 3, w les formes différentielles sur R3 définies par

flxy,2) =2y + ¢

a(z,y,z) = zdz +xdy — dz

Bx,y,2) =ydae — dy + " dz

w(x,y,z) = cos(z)dx A dy — sin(z) dz A dz.
1. Calculer les produits extérieurs a A B, a Aw, df AaAfB et wAaA df.

2. Calculer les différentielles da, df et dw.

Exercice 3 Pour chacune des formes différentielles w suivantes, définies sur un ouvert U C R?, dire si w est
fermée, si elle est exacte, et dans ce cas trouver les fonctions f sur U telles que w = df.

1. w(z,y) = 2zydz + 2% dy sur R?,

dy —yd

2. w(w,y):xxg_i_zQxsurU:{x>O,y>0}. Et sur R? ?
dy —yd

3 w(x,y):x yxyy xsurU:{x>0,y>0}.

4. w(z,y) = yda A dy sur R2.
[Hint: Chercher n sous la forme n(z,y) = f(z,y)dz ou n(z,y) = g(z,y) dy.]



THEOREME DE GREEN-RIEMANN
Exercice 4 Soit D le disque unité de R? et K = {(z,y) € R? |2 >0, y >0, z+y < 1}. On pose
I = / zy? dz + 2zy dy et J = / zy? dz + 2zy dy.
oD oK

1. Calculer I et J directement.

2. Calculer I et J en utilisant la formule de Green-Riemann.

Exercice 5 Soit D le domaine de R? défini par:
D={(z,y) R} 0<2<1,0<y<(1—2)%)

1. Calculer 'aire de D en utilisant la formule de Green-Riemann.

I://D(:c2+y2)dxdy.

J = (2y — y*) dz + (22 + 2%) dy.
oD+

2. Calculer I'intégrale double

3. Calculer I'intégrale curviligne

4. Comparer I et J. Pouvait-on prévoir ce résultat 7

Exercice 6 La cardioide est la courbe plane définie en coordonnées polaires par
p(p) =14+ cosgp (ou bien p(¢) =1+ singp, etc).

Calculer I'aire du domaine D entouré par cette courbe et vérifier I'inegalité isoperimétrique.

Exercice 7 La cycloide est la courbe plane paramétrée par v : R — R2?,
v(t) =a (t —sint,1 — cost), teR,

ol a est une constante réelle strictement positive. Calculer 'aire du domaine D entouré par 'arche de
cycloide correspondant a t € [0, 27| et par Paxe des abscisses.

Exercice 8 La lemniscate de Bernoulli est la courbe plane donnée en coordonnées polaires par

p(0) = /2 cos(26).

Dessiner la lemniscate et calculer I'aire du domaine qu’elle entoure.

THEOREME DE GAUSS-OSTROGRADSKI

Exercice 9 Calculer les intégrales de surfaces suivantes de deux fagons différentes: par calcul direct et en
utilisant la formule de Gauss.

1. //zzd:r/\ dy +22dy A dz +y2dz A da,
S

ot S est la boite cylindrique composée du cylindre d’équation 22 +y% = R? (avec R > 0) et 0 < 2 < h
(avec h > 0), et de deux disques de rayon R aux niveaux z = 0 et z = h.

2. // 22y?zda A dy + zydy A dz — 22 dz A da,
s
ot S est le bord du cube [—1,1]3.



