2 Surfaces

Une surface est un sous-ensemble de I'espace avec “dégré de liberté intrenséque” égal & 2, par exemple:

Pour décrire une surface, comme pour les courbes aux chapitre 1, soit on donne des contraintes
aux coordonnees de ses points (surfaces définies implicitement), par exemple

Sphere de rayon r centrée en 'origine = {(1:, y,2) ER® |2 + o + 22 = 7'2},
soit on déerit ses points comme fonctions de deux paramétres (surfaces paramétrées), par exemple
e A1 B . 3 9 ™ W
Meéme sphére = ¢ (rcosucosv,rsinucosv,rsinv) € R® | u € [0,27], v € o
Comme pour les courbes, la description paramétrique des surfaces permet d’en définir I'aire et
toutes les courbures qui caractérisent les surfaces & déplacement pres (la courbure de Gauss et la
courbure moyenne, qui ne sont pas traités dans ce cours).

Dans ce chapitre on présente d’abord les surfaces paramétrées et ensuite celles défineis implicite-
ment.

2.1 Surfaces paramétrées

Définition.  Une surface paramétrée de classe C* (avec k > 0) est un sous-ensemble de R? de
la forme

S = {f(U»,v) = (z(u,v),y(u,v),2(1,v)) ER® |uc UCR, veV C IR} = f(UxV),

ot U,V C R sont deux intervals et Papplication f : U xV — R? est de classe C*, c’est-a-dire que
les fonctions z,y,z : UxV — R sont de classe C*. Si la classe C* n'est pas indiquée on suppose
que la surface soit lisse, c’est-a-dire de classe C'°. On appelle:

e paramétrisation l'application f: UxV — R?:
e parameétres les variables u € U et v € V;
Vi t '1”;
e support (géométrique) de f son image
supp f = f(UxV) C R, u
Exemples.

o Cylindre f(u,v)=(rcosu,rsinu,v) € R?, avec u,ve R.

e Hélicoide f(u,v)=(ucosv,usinv,v) € R? avec u,v€ R.
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Définition.  Soit S C R3 la surface paramétrée par f : UxV — R®. Un reparamétrage de S est
une nouvelle paramétrisation g : AxB — R3 de S obtenue en composant f avec un difféomorphisme
®:AxB — UxV, ie. tellequeg= fo®

Les nouveaux paramétres sont (a,b) = @ 1(u,v).

Exemples.
e L’application ®(a,b) = (a?,b) n’est pas inversible.

L’application ®(a,b) = (a3, b) est inversible, mais sa réciproque ®~!(u,v) = (u,v) n'est pas
différentiable en u = 0.

L'application ®(a,b) = (e**’,a — b) est un difféomorphisme, avec réciproque ®~!(u,v) =
(%(lnu + ), %(lnu — v))
e Soit S la surface paramétrée par
f:RE— R (u,v) = flu,v) = (e, (u—v) e, u—uv).
L’application
&' :R> — RxRY, (u,v) = &7 (u,v) = (u—v,e") =: (a,b)
est un difféomorphisme avec réciproque
®:RxR} — R?% (a,b) = ®(a,b) = (a+ Inb,Inb),
donc 'application
g=fo®:RxR". —R® (a,b)— g(a,b) = f(a+Inb,Inb) = (b, %a)

est un reparamétrage de S.
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2.2 Courbes sur une surface
Définition.  Soit § C R? la surface paramétrée par f: UxV —s R3. Une courbe paramétrée
sur 5 est une courbe paramétrée vy : I — S obtenue en composant f avec une paramétrisation

¥ : I — UxV des paramétres, que I'on indique (t) = (u(t), (t)):

v(t) = f(u(t), v(t)), pour tout ¢ € 1.
— ¥
< 4 S ¥t 5
=3 Ux\/

Exemple.  Pour tout @ € R fixé, I'hélice ¥(¢) = (acost,asint, t) est une courbe gauche qui peut
¢tre vu comme

e courbe contenue dans le cylindre paramétrée par
f(u,v) = (acosu,asinu,v) € R* les paramétres u et v
sont & leur tour paramétrés par

u(t) =t et oft) =t
e courbe contenue dans Ihélicoide paramétrée par
f(u,v) = (ucosv,usinv,v) € R?: les paramotres u et v

sont a leur tour paramétrés par

u(t) =a et u(t) =t.

2.3 Surfaces réguliéres

Définition.  On dit que la surface S paramétrée par f: UxV — RS est
e réguliére en (up,vo) € UxV si les vecteurs dérivées partielles de f en (ug, vg), qu'on note

O f (ug, vo) 9 f (ug, vo)

au a'U = a’uf(uns UO) — .fv(uﬂavﬂ)!

= 0uf(uo, vo) = fuluo,ve) et
sont linéairement independants (et donc non nuls), i.e. si leur produit vectoriel est non nul:
Ou f (10, v0) A Oy f (ug, vg) # 0;
o singuliére en (up,vg) € U xV si les vecteurs 8, f(ug,v) et 8,f (1o, vo) sont linéaitrement

dépendants, i.e. si

&Lf(uo, UD) A aﬂf(u(]!vﬂ) =0.
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Exemples.

e La surface paramétré par f(u,v) = (u?,v%,uv) € R?, avec u,v € R, est singuliere en (0, 0), car

O f(u,v) = (2u,0,v)

= (Ouf NOS)(u,v) = (—20%, =202, 4uv),
3y f(u,v) = (0,20, u)

done le vecteur (au fAa, f) (u,v) s’annulle en (0, 0).

e Le graphe d'une fonction h : R? — R donne une surface S paramétrée par f(u,v) =
(u, v, h(u,u)), avec (u,v) € D C R2. Si h est de classe C', la surface S est réguliere partout:
8. (uw,v) = (1,0, d,h{u, v -
fluv) = (u,v)) = (Ouf AOuf)(u,v) = (=0uh(u,v), —8,h(u,v),1) # 0.

0, f(u,v) = (0,1,9,h(u,v))

Définition.  Soit S une surface paramétrée par f : UxV — R3, et soit Py = f(ug, vo) un point
régulier de S. On appelle:

e plan tangent & S au point Py le plan engendré par les vecteurs 9, f(uo, vo) et 0, f(uo, vo) et
passant par Fp,

TPDS = Pﬂ + Vect (Buf(uo, 'UO), avf(uﬂa UO))
= { 7, 0) + X 8uf o, ) + p Buf (i 0) | A, € R

e vecteur normale (unitaire) de S en F) le vecteur

auf(u(]a 'UO) A avf(uﬂa UO)
“auf(uﬂi UO) A avf(uﬂauo)” .

Le plan tangent & S en (ug,vo) contient la droite tangente & toutes les courbes réguliéres sur S
passant par f(up,vo). En effet, si y(t) = f(u(t),v(t)) est une telle courbe, et (ug,vo) = (u(to), v(to)),
on a

NS(UO,UO) =

v'(to) = g—i(“m'ﬂo) u'(to) + g—i(“mvﬂ) v'(t) € Vect (auf(uﬂavﬂ)aavf(uﬂs'uﬂ))-

Par définition, les trois vecteurs (311 f(uo,vo), By f (1o, v0), Ns(uo, vo)) forment une base directe de

J'espace au-dessus du point f(ug,vp) de la surface (c’est-a-dire un repére mobile). Mais attention:
cette base n’est ni orthogonale ni normale.

La “courbure” d’une surface, c’est-a-dire combien elle s’éloigne d’étre une portion de plan, est percue
de fagon intrenséque par le mouvement du repére mobile (Bu fy0uf, Ng ). Pour cela, il faut étudier la

variation du vecteur normale Ng, i.e. la différentielle —dNg, qui s’appelle application de Weingarten.
Suite et détails en Master Général de Math!
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2.4 Surfaces de révolution et surfaces réglées

Définition.  Une surface de révolution est une surface S pour laquelle il existe une paramétrisation
de la forme _
f:Ux[0,20[— R?, (u, ) = f(u,p) = Ri(a(u)),

olL:

e a:U — R? est une courbe plane de classe C' qui s'appelle méridien de S;

° R;’Z est la rotation d’angle ¢ autour d’une droite de direction ¢ contenue dans le plan du meridien
«, qui s’appelle axe de révolution de S.

On a alors S = U Rg I, ou I' = a(U) est le support de a.

wel0,2n[
On appelle:

e méridiens de S les courbes T, sur S & angle ¢, fixé:
Ly = {a'(u) = f(u,0) |u€ U};
e paralleles de S les courbes Iy, sur S & hauteur ug fixée:

Ly = {B(g) = f(u0,0) | 9 € 0,27} = cercle

Exemples. A
e Le cone z? + 42 = 22, , '
le cylindre x* + y* = 12, _
la sphére 22 + 3% + 22 = 12, ‘[ B
le tore = donut, etc. (

o L’hyperboloide ¢ une nappe 22 + y* — 22 = 1. i
En effet, si on appelle S I'hyperboloide, son intersection avec = ’l’
le plan 7 = {y = 0} donne deux possibles méridiens:

Snm={(z,0,z) |2® - 22 = 1} = a(R) U &(R),

ot a(u) = (chu,0,shu) et &(u) = (—chu,0,shu). L'un d’eux
est suffisant pour couvrir S par rotation: si

cosp —sing 0

Ri= sing cose 0 |,
0 0 1

S= U RZ a(R) = {f(u, @) = (coscpchu,singochu,shu) |lueR, g€ [0,27r[}.
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Définition.  Une surface réglé est une surface S pour laquelle il existe une paramétrisation de
la forme
fiUXR— R3, (u,v) = f(u,v) = afu) +v Bu),

ol:
e o : U — R? est une courbe de classe C! qui s’appelle diréctrice de S :
o B:U — R? est une famille de vecteurs non nuls, i.e. B(x) # 0 pour tout u € U.

Pour tout w € U, on appelle génératrice de S la droite
A, = {v = f(w,0) = au) +v Bw)},

de direction S(u) et passant par le point a(w).
On a alors S :U A,. En somme, une surface réglée est

uel
I'union de ses droites génératrices le long de la courbe

directrice.

Exemples.

e Les plans.
Les cones.
Les cylindres.

e L’hyperboloide d une nappe 2% + 9% — 22 = 1.
En effet, si on appelle S I’hyperboloide, son intersection
avec le plan @ = {# = 1} donne deux droites:

Snw = {{1,p2) | f=2*=0}= A¥ U A7,

ot A*={(L,y,2) |z =y} et A== {(1,,2) | 2 = -y}
sont les droites de direction respectivement S+ = (0,1, 1)
et f~ = (0,1, —1). Puisque S est une surface de révolution,
on a

S= J Ri(a*)uRiA").
w€E[0,27]

Mais une droite est suffisante pour remplir S, car pour tout
Pe RS(A“) il existe un ¢ € [0, 27] tel que P € Rj(AY).
En conclusion on a

A* = {(1,0,0)+v (0,1,1) | v € R},
donc

S= |J Ri(AY)={R; (1,0,0)+v R (0,1,1) | p € [0,27], v € R}

wel0,2x(

{f(t,a,'u) = (cos,sin,0) + v (—sing,cosp,1) | p € [0,27], v € ]R}.

Il
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o Le paraboloide hyperbolique z2 — y* — 2z =
En effet, si on I'appelle S, son intersection avec les plans

7T = {(3:,1,3) | :c:l:y:u}
donne deux droites
SNmy = {(ﬂﬁ,y,Z) lz+y=u, z= —2uy+u2} = AF

Smw;:{($3y1z)lm_y=u, z:2uy+u2}=A;

et on montre facilement que S =U At :U Ar.
uck ueRk

2.5 Aire des surfaces [a voir aprés Ch. 3]

Définition.  Soit § C R? la surface réguliére de classe C! paramétrée par f: UxV —s R%. Si f
est bijective sur son image S, on appelle aire de S le nombre réel positif

Aire(§) = / /[:'xV

Lemme. Le nombre Aire (S) ne dépend pas de la paramétrisation (bijective) choisie.

of of :
%(u, v) A %(u, v)|| du dv.

Preuve. Soit g : AxB — R? une autre paramétrisation réguliere et bijective de S, et soit =
g lof :UxV — AxB le difféomorphisme qui donne le changement de parametres, ®(u,v) = (a, b).
Puisque f = go ®, on a df = dg o d®, c’est-a-dire:

Af uv) = dG(a,p) © AP (u.p)

(%0 Py s P P 00, 1 2y 4 9000 O
= (Ba(a’ b) 6u(u,v)+ ab(a,b) au(u,'v)) du + (aa(a.,b) av(u,,v)+ Bb(a’ b) %(u,f)) dv,
donc
O )= a1y %)+ 90 ) P
a(u,v) = aa(a,b) au(u,v)-f- Bb(a’b) au(u, v)
af, . dg, . da dg, . db,
J0 u,v) = %(a,b) %(u,v) + b (a,b) %(u,v)
d’on suit que
O oy n 2 ) = (P2 w) Pruny - P ) P o) 20 41 00
%(u,v)/\ ER (u,v) = (au(u,t) B’u(u’ v) aU(u,u) 6u(u,v)) 8a.(a’b)/\ Bb(a’b)’
et donc que
of of _ / f . O 99 (.
/foV au(u,v)/\ 30 (w,v)|| dudv= - ||det dP || 3 (®(u,v)) A b (®(u,v))|| dudv
_ 99 g
_/foB Ba(a’b)A ab(a.,b)H da db.
O
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2.6

Surfaces définies implicitement

Définition.  Une surface (définie implicitement) est le licu des zéros d’une fonction F : R® —»
R, c'est-a-dire un ensemble de la forme

S={(z,y,y) ER®| F(z,y,2) =0, z € A, y € B, zGC}.

La surface est algébrique si F' est un polynéme.

La surface est réguliére au point (zq,%o,2) si F est différentiable en (2,40, 20) et le gradient
VF(zo, Yo, 20) est non-nul. Dans ce cas, il engendre une droite normale & S en (o, ¥, 20), et le plan
tangent se trouve comme plan orthogonal & V F(zg, 3o, z0) passant par (o, ¥, 20).

Exemples.

La surface S = {(z,y,2) € R® | 2% + 4% = e*} est réguliere partout.
La surface § = {(z,y,2) € R* | 2® + y® = 2% + 1} est algébrique, et réguliére partout.

La surface S = {(z,y,2) € R® | 2% + y® = 2%} est singulitre en (0,0,0). En effet, il s’agit du
cone circulaire.

Le graphe d’une fonction g : R2 — R est une surface
S = {(w,y,z) € R® I (l:y) € ng z = g(l’y)}
réguliere si g est différentiable. En effet:

0 0
e =swn-z = VP = (e L)1) 2000

pour tout (z,y,z2) € S.
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