4 Champs de vecteurs et formes différentielles

Introduction au chapitre. Le théoreme fondamental du calcul intégrale permet de calculer
I'intégrale d’'une fonction f : R — R d’une seule variable sur un intervalle [a,b] & partir de sa
primitive F': [a,b] — R. Autrement dit, il répond & la question suivante:

b
e Si f:[a,b] — R est une fonction continue, combient vaut J f(z)dx?
a

Réponse (théoréme fondamental du calcul intégrale): si f(z) = F'(z), on a
) b
f F(a)de = F(b) ~ F(a) = [F(x)|

On note ici que 'ensemble {a, b} est le bord de U'intervalle [a, b].

Ce résultat peut étre étendu aux dimensions supérieurs: soit f : D < R™ — R une fonction continue
de plusieurs variables, et D un ensemble compact. Alors:

e Si D c R?, combient vaut fjf(x, y) dx dy?
D

_ 0Q(z,y) oP(x,y)
oy or

ff 8_@_6’_P dwdy=§de+Qdy,
oy  Ox
D oD

ou 0D est la courbe qui compose le bord de D.

Réponse (théoréeme de Green-Riemann): si f(z,y)

on a

e Si D c R?, combient vaut ffjf(:c, y,2)drdydz?
D

0P(z,y, 2) N Q(z,y, 2) N

Réponse (théoréme de Gauss-Ostrogradski): si f(z,y,2) = p p
z x

OR(z,y,2)
oy

on a

P

m op 0@ IR dxdydz:iﬁpdxdwcgdydwmzdx,
0z Or 0y

D oD

ou 0D est la surface qui compose le bord de D.

La logique de ces résultats se voit seulement dans un énoncé générale, qui est le suivant (théoréme
de Stokes):

e Si D7 < R"™ est une hypersurface compacte de dimension ¢ dans R", avec ¢ < n, et w? ! est
une (¢ — 1)-forme différentielle continue sur DY, alors on a

(9D)a~1

ou d est la différentielle extérieure qui transforme la (¢ — 1)-forme différentielle w?™! en une
g-forme différentielle (dw)?, et (0D)? ! est I'hypersurface qui compose le bord de D9.

Pour comprendre le théoreme de Stokes nous avons donc besoin de donner un sens aux formes
différentielles, a 'opérateur de différentielle extérieur et a l'intégrale d’une forme différentielle sur
une hypersurface de dimension opportunée.
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4.1 Espace tangent et espace cotangent d’un ouvert de R? et R?

Soit U < R™ un ensemble ouvert, avec n = 2,3 pour notre but, mais n = 1 et n > 3 aussi possible.

Définition.  Pour tout point P € U, 'espace tangent a U en P est I'ensemble de tous les
vecteurs tangents a U en P, c’est-a-dire l’ensemble des vecteurs tangents en P a toutes les courbes
paramétrées contenues dans U passant par P:

TpU:{fy’(O)eR”M:I—»U, 7(0)=P}.

Proposition.  L’espace tangent TpU est un espace vectoriel de dimension n, donc il est isomorphe
a R™.

Preuve. L’espace tangent TpU est un espace vectoriel réel, car si o/(0) et 5'(0) sont deux vecteurs
de TpU, et donc t — a(t) et t — [(t) sont deux courbes contenues dans U passant par P en ¢t = 0,
alors pour tout A, u € R le vecteur

Aa'(0) + 1 §(0) = +(0)
est tangent en ¢ = 0 a la courbe
y(t) = P+ X(a(t) = P) +pu (B(t) - P),

telle que ¥(0) = P + A (a(0) — P) + 1 (B(0) — P) = P.

Pour trouver la dimension (et une base canonique) de TpU, il suffit de fixer les coordonnées
cartesiennes de P = (z1,...,x,) et de considérer les courbes coordonnées 7, : I — U, pour
i =1,...,n, définies sur un intervalle I =] — ¢, [ contenant 0 par

Yi(t) = (1,29, ooy i + 1,0y T), te]l—e g,
qui sont telles que, pour tout ¢ = 1, ..., n:

7(0) = (21,2, ..., Tiy ooy ) = P,
7:(0) = (0,0,...,1,...,0).

On voit alors que les n vecteurs {7:(0), ¢ = 1,...,n} engendrent TpU comme espace vectoriel,
TpU = Vect{~:(0), i = 1,...,n},

et que l'application 7.(0) — e; est un isomorphisme d’espaces vectoriels TpU = R"™. Donc {7.(0), i =
1,...,n} est la base canonique de TpU. O

Remarque. Géométriquement, il faut considérer TpU plutoét comme 'espace affine de vecteurs
tangents appliqués en P, c’est-a-dire

TpU = P + Vect{~;(0), i = 1,...,n}.
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Définition. Pour tout point P € U, I'espace cotangent a U en P est 'espace vectoriel dual de
TpU, c’est-a-dire ’espace vectoriel

T3U = Lin(TpU,R) = { a: TpU —— R linéaire }
des applications linéaires de TpU vers R, qui s’appellent aussi formes linéaires ou covecteurs.

Proposition. L’espace cotangent TEU est un espace vectoriel réel de dimension n, avec base
canonique donnée par la base duale {a;, i = 1,...,n} de la base {7(0), i = 1,...,n} firée sur TpU.
Cela signifie que les covecteurs «; sont défini (sur les vecteurs de base, car ce sont des applications
linéaires) par

1 sij=i
ai(75(0)) = o
0 s1j7%#1
Preuve. Algebre linéaire: relation entre un espace vectoriel V' et son dual V*. O

Remarque. Les bases canoniques de TpU et TEU sont notées respectivement

( 0 0
or,lp" 7 Ox, lP
avec 'identification formelle

0
ox;\p

) of ((dxl)p,...,(d:cn)p),

= 7;(0) et (dzi)p = oy pour i =1,...,n,

car si (¥1,...,Zn) = P(u1,...,u,) est un changement de coordonnées pour P, ol ¢ : U — U est
un difféomorphisme et on note P = ¢~'(P), et donc chaque coordonnée x; = z;(uy, ..., u,) est vue
comme fonction des nouvelles variables, les bases {7/(0)} et {«;} se transforment exactement comme

-l

01:Z
15 et (dx;)p = Z é‘u] P) (duj)p

&Ez

ou (dz;)p est la différentielle de la fonction x; au point P. En notation matricielle, les transformation
de ces bases sont données par les matrices Jacobienne de ¢! et ¢ respectivement:

201 | aur |5 (dr1)p (dun)
: = Jy1(P) : et : = J4(P) :
= N o . (dz,,)p (dun)p

Ces lois de transformations disent que:
e les vecteurs se transforment de fagon contravariante (comme ¢~ !),

e alors que les covecteurs se transforment de fagon covariante (comme ¢ ).
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A noter aussi que normalement les points P et P sont sous-entendus.

Exemples. SiU cR?et P = (z,y),on a

0 0 .
TpU = Vect (% R a-y‘})) ot TEU = Vect (dzp, dyp) .
SiUcR3et P=(x,y,2), on a
TpU = Vect i ﬁ‘ i‘ et TpU = Vect (dxp, dyp,dzp)
P - ax PJ ay P’ aZP P - P yP7 P) -

4.2 Champs de vecteurs

Soit U < R™ un ensemble ouvert. Nous voulons décrire une application V' qui associe a tout point
P un vecteur Vp € TpU. Les espaces tangents TpU sont tous des espaces vectoriels de dimension
n, donc isomorphes 'un a l'autre, mais s ne sont pas le méme espace vectoriel, car en réalité ce
sont des espaces affines avec un repére centré au point P. Donc, bien que pour tout P € U on ait
un isomorphisme TpU =~ R"™, une application V qui associe a tout point P un vecteur Vp € TpU
n’est pas une fonction vectorielle V : U — R".

Définition. Un champ de vecteurs, ou champ vectoriel, sur U est une application

V.U — UTPU
PeU
P — VpeTpU

ou chaque vecteur Vp est appliqué au point P.

e Si P = (xy,...,x,), le vecteur Vp est une combinaison linéaire

& 0
V(.Z'l,...,$n) :;ai(.’ﬂl,...,ﬂ')n) a—xl P,
ou les coefficients a;(x1, ..., x,) € R dépendent du point P.

e [’expression générale d'un champ de vecteur est donc

- 0
VzZ;ai oz

ou les coefficients aq, ..., a,, sont des fonctions a; : U — R.

¢ Le domaine de définition du champ V est 'intersection des domaines de définition de tous
ses coefficients aq, ..., a,.

e Le champ vectoriel V est de classe CF si ses coefficients a; sont des fonctions de classe CF.

e On note V(U) 'ensemble des champs de vecteurs C* sur U.
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Exemples.

0
e V(x,y) =sinz — + cosy — est un champ vectoriel C* sur R2.
ox oy
w0 Y0 0 : s
o V(z,y,2) = e — 4+ = — + xz = est un champ vectoriel C* sur U = {(z,y,2) € R? | z # 0}.

or x dy 0z

Proposition.  L’ensemble V(U) est un espace vectoriel sur R (de dimension infinie) et aussi un
0

module sur l’anneau des fonctions C*(U), de rang n et de base { ,i1=1,...n
Z;

N.B. Un module sur un anneau est ’analogue d’un espace vectoriel sur un corps, quand le corps
n’a pas forcement tous les inverses (c’est un anneau). La dimension s’appelle alors rang. Voir le
livre de Serge Lang “Algebre”.

Preuve. D’abord on définie sur V(U) la structure de module sur C*(U), come suit:

e On muni V(U) d’une addition: si A = 3" | a; a_ et B =" b -2
vecteurs, on pose

35 sont deux champs de

A+B=i(ai+bi)

i=1

om;’
Cette addition est associative, commutative, et a 1’élément neutre 0 = > | 0 2
e On muni V(U) d’un produit par scalaire (les fonctions): si V = >  a; a_ est un champ de

vecteurs et f une fonction sur U, on pose

n

Z f ai)

Ce produit donne évidement un champ de vecteur. FEt il est associatif, dans le sens que
flgvV)=(f9)v

e Enfin, on vérifie que vaut la distributivité: f (A + B) = fA+ fB, pour tout A, Be V(U) et
pour tout f e C*®(U).

Ensuite, vu la forme générale V = > q; a - d’un champ vectoriel, avec a; € C®(U), il est évident que

0
&'xi’

'ensemble { i=1,.., n} forme une base de V(U) comme module sur C*(U). O
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4.3 Formes différentielles

Définition. Une 1-forme différentielle sur U est une application

w: U — | JLin(TpUR) = | J T3U
PeU PeU
P — wp

a valeurs dans 'espace cotangent a U en tout point.

e Si P=(xy,...,2,),0n a

w(T1, ey Ty) = Z a;(z1, ..., xy,) (dz;)p,
i=1

ou les coefficients a;(x1, ..., x,) € R dépendent du point P.

e L’expression générale d'une 1-forme différentielle est donc

n
w= Zai dx;,
i=1

ou les coefficients ayq, ..., a,, sont des fonctions a; : U — R.

e Le domaine de définition de la 1-forme w est 'intersection des domaines de définition de
tous ses coefficients aq, ..., a,.

e Le 1-forme w est de classe CF si ses coefficients a; sont des fonctions de classe C*.

e On note Q'(U) l'ensemble des 1-formes différentielles C* sur U.

Exemples.

e dx, dy et dz sont des 1-formes différentielles C® sur R3, car en tout point P elles donnent
bien des covecteurs (dzx)p, (dy)p, (dz)p € THU, et leur coefficients sont données par la fonction
constante égale a 1, qui est C®.

1 1
o w(x,y) = PR x— R dy est une 1-forme différentielle C* sur I'ouvert U = { (z,y) €

R? | (z,y) # (0,0) }.

Proposition.  L’ensemble Q' (U) est un espace vectoriel sur R (de dimension infinie) et aussi un
module sur l'anneau des fonctions C*(U), de rang n et de base {dx;, i =1,...,n}.

Preuve. Comme pour 'espace V(U) des champs de vecteurs sur U. O
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Définition.  Pour tout entier ¢ > 1, une forme différentielle de degré ¢ sur U, ou ¢-forme
différentielle, est une application

w: U — | JLin™((TpU)", R)
PeU

P|—>wp

a valeurs dans 'espace vectoriel Lin® ((T pU), R) des applications ¢g-multilinéaires alternées sur TpU,
c’est-a-dire I’ensemble des applications

wp: TpU x ---xTpU — R
(Voo VE) e wp(VR, V)
définies sur ¢ vecteurs tangents, telles que
e wp est linéaire (et additive) en chacune des variables V},

e si on permute les variables, le signe de wp (Vﬁ, - Vlg) change selon le signe de la permutation:
pour tout permutation o € X, on a

wP(VIg(l), oy Vlg(q)) = sgn(o) wp(Vp, ..., V3).
Par exemple,

wp(Ap, Bp) = —wp(Bp, Ap)
wp(Ap, Bp,Cp) = —wp(Bp, Ap,Cp) = wp(Bp,Cp, Ap) = —wp(Cp, Bp, Ap) etc.

Pour décrire explicitement une g-forme différentielle, nous avons besoin d’'une base de I’espace
vectoriel Lin® ((TpU)?, R) (voir un cours d’algebre linéaire, ou le livre de Lang). En alternative, nous
pouvons faire appel a un produit entre formes. D’abord, nous avons besoin de pouvoir multiplier les
formes par des fonctions.

Lemme. Siw est une q-forme différentielle sur U et f est une fonction sur U, le produit (par
scalaire) fw défini en tout point P € U par

(fw)p = f(P)wp € Lin™ ((TpU)", R)

donne bien une q-forme différentielle sur U.
Preuve. Evident. ]

Définition. Soient w une ¢-forme différentielle et n une p-forme différentielle sur U. Le produit
extérieur de w et 7, ou produit wedge, est la ¢ + p-forme différentielle w A7 définie en tout point
P comme l'application

(wWAn)p : (TPU)Q+p — R
(VB VE™) > Ses . sen(o) wp(VEW, L VEW) mp (VY vglat?))
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Proposition.  Le produit extérieur A est une opération avec les propriétés suivantes:

o A est bilinéaire sur C*(U):

(frwr + fawn) A = frwr An + fows An,
WA (f1771 + f2772) = fiwAn + fow Ans.

o A est associatif: (w/\n) ANE=WwA (77/\5).
o A est anti-symétrique:  si w est une q-forme et n est une p-forme, alors

wan = (—1)PnAw.

En particulier, si w et n sont des 1-formes, on a wAn = —nAw, donc
wAw = 0.
Preuve. Calculs (horribles) en utilisant la définition. O
Exemples.

e dz Ady est une 2-forme différentielle sur R? (avec coordonnées cartesiennes (x,y)) et aussi sur
R3 (avec coordonnées cartesiennes (x,vy, z)).

o (drndy)ndz = dxA(dyndz) = dzadydz est une 3-forme différentielle sur R3.

e Siao=axdr+ydyet f=ydr— xdy sont deux 1-formes sur R?, alors

anfB =xydrade — 2> deady + v dy Ade — zy dy Ady
= —(2* + y*)dz rdy

est une 2-forme sur R2.

e Si o = xvdx + ydz est une 1-forme sur R3 et 8 = zdv Ady + x dy Adz est une 2-forme sur R3,
alors

anB = xzdeA(deady) + 22 do A (dy adz) + yzdz A (de Aady) + zy dz A (dy Adz)
= 2zdrAdrady + 2* de Adyndz + yzdz ade ady + xydz ady Adz
=220Ady + 2 dv Adyndz + (—1)*yzdeadyadz + (—D)zydyrdzadz
= (2® + y2)de ndyndz

est une 3-forme sur R2.

Proposition.  Les g-formes différentielles sur U sont toutes de la forme

(l’l,...,xn) i—>w(1‘1,...,$n) = Z ail...iq(xl,...,xn) dl’il/\dZIIiZ/\"'/\dI'iq,

1<ty <io<---<igsn

ot les coefficients ay,..;, sont des fonctions sur U.
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A noter que l'ensemble des suites de nombres entiers (i1, ..., ;) tels que 1 < iy < iy <--- < iy <n
est donné par le coefficient binomial
(n) _ n!
¢/ ¢@m—q!

Preuve. Completement algébrique: il s’agit de montrer que I’ensemble des applications g¢-
multilinéaires alternées sur un espace vectoriel V' est isomorphe a I'espace vectoriel AY(V*) des
q-puissances extérieurs sur son dual V*. Pour ceci, il faut d’abord définir les g-puissances ten-
sorielles (V*)®7 a Paide du produit tensoriel @ entre espaces vectoriels, car les puissances extérieurs
en sont un espace quotient. Tout ceci est hors programme en Licence. Pour en savoir plus, voir le
livre de Serge Lang “Algebre”. L]

Exemples. Sur U < R?, les formes différentielles sont toutes des formes suivantes:
1-formes: a(z,y) = a(z,y)dx + b(z,y)dy avec a,be C*(U);
2-formes: w(z,y) = a(z,y)dexady avec a € C*(U);
3-formes: n(z,y) = 0.
Sur U < R?, les formes différentielles sont toutes des formes suivantes:
1-formes: a(z,y,z) = a(z,y, 2)dx + b(z,y,z) dy + c(x,y,z)dz  avec a,b,c € C*(U);
2-formes: w(x,y,2) = a(z,y, z) dendy+b(x,y, z) dendz+c(z,y, z) dyndz  avec a,b,c € C*(U);
3-formes: n(z,y,z) =

a(x,y,z)dendysndz avec a € C*(U);

) =
4-formes: £(z,y,z2) =

Définition.

¢ Le domaine de définition d'une g¢-forme différentielle w = > a; ..., dw; A--- Adx;, est
I'intersection des domaines de définition des coefficients a;...;,.

e Une ¢g-forme w = Y a;..i, dx;; A---Adx;, est de classe C* si ses coefficients ;,..q, sont de
classe C*.

¢ On note Q4(U) 'ensemble des g-formes différentielles de classe C® sur U.

e On appelle O-formes différentielles les fonctions, et on note aussi Q°(U) = C®(U).
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Voici un resumé de la structure des formes différentielles.
Proposition.

1. Pour tout ¢ = 0, l’ensemble QI(U) des q-formes différentielles de classe C* sur U est un espace

vectoriel (de dimension infinie) et un module sur C*(U) de rang (Z) et base
{ dxil/\dmiz/\---/\dxiq | 1< <ig<--- <iq <n },

ou la somme de deux q-formes w = Y, a;,..;, dxy; A+ Adx;, et n = D b, drg A+ Adxy, est
la q-forme
w+n= Z (air“iq + bil“'iq) dmil AN /\dxiq’

et le produit de w par une fonction f est la q-forme
fw= Z (f ail...iq) dry - Adx;,.
En particulier, on a Q4(U) = 0 pour tout g =n + 1.
2. Le produit extérieur est une opération
A QUU) x QP(U) — QIP(U)

C*(U)-bilinéaire, associative et anti-symétrique, qui agit sur w = D iy ATy A Ady, el
n = > bj.j, drj n---Adx;, comme

WAN = Zail---iq bj g, dxiy Ao Adxg AdTjy Ao Ady,

3. Les formes différentielles agissent sur les champs de vecteurs de fagon C*(U)-multilinéaire et
alternée.

Autrement dit, Q1 (U) est le C*(U)-module duale de V(U):
Q1(U) = Ling ) (V(U), C*(U)) = V(U)",
avec la dualité suivante: pour tout w € QYU) et V € V(U), on obtient une fonction
wlV): U — R
P — w(V)(P) =wp(Vp).

De méme, on a:

Q(U) = Lint 1, ((V(U))q, C°°(U)>.

Exemple. Pour le champ de vecteurs V(z,y) = sinw% + sinya—ay sur R?, et pour la 1-forme
différentielle w(z,y) = ydx — x dy sur R?, la fonction w(V) vaut:

. 0 . 0 . 0 . 0
w(V) = ydw(smxa—x + Smya—y) - wdy(smxa—gc + Slny—ay)
= ysmxdzv(—ax) + ysmydm(a—y) — a:sm:vdy(a) — ;Usmydy(_ay)

=ysinxr —xsiny.
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4.4 Différentielle de de Rham

Définition. La différentielle extérieur, ou différentielle de de Rham, est I’application

d:QUU) — QI U), pour tout ¢ = 0,

définie sur tout w = Z iy ATi A+ - Ada, € QU(U) par
1<ip<--<ig<n
6ai ;
-
dw = L dr; ndxi, A Adx;
ox; / ! a
j

I<ii<--<ig<n
1<j<n

La différentielle extérieur donne donc une suite finie d’opérateurs:

d d d
(V) QL (U) O2(U)
f df =Y = du;
j; 5% J
o= Z?:l a; dxz —_— da = Z % dZL'j /\dl’i

igj=1""1

Exemples. Sur U < R
feC?() = df =%de+dy

a=adr+bdy =— da= g—;dm/\d:qug—Zdy/\d:v+%dx/\dy+g—2dy/\dy = ( .

w=adrndy = dw=0.
Sur U = R3:
fec*U) = de%dx%—%dy—F%dZ

a=adr+bdy+cdz = da= (ﬁ—@) d:c/\dy%—(g—;—%) dxAdz+(y

ox 0y

Jc 0

w=adrrdy+bdeadz+cdyndz = dw=(——£+g—‘2‘) dr Adyndz

ox

n=adrndyndz = dn=0.

Proposition.  La différentielle extérieur a les propriétés suivantes:

e d est un opérateur linéaire sur R:

d(Aw + un) = Ndw + pdn, pour tout \, u € R.

e d vérifie la regle de Leibniz:

feC®U), weQYU) = d(fw)zdew+fdw,
we QUU),ne QU) = d(wan) =dwan+ (—1)%wAdn.
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e d est de carré nul, dod = 0, c’est-a-dire:

d(dw) =0 pour tout w € QIUU).

Preuve. Toutes les propriétés se vérifient facilement a partir de la définition de d A noter que la

troixieme est une consequence du Théoreme de Schwarz: si f € C*(U), on a df = Z dx], donc

Z axla]j] dl’z N diE]

ou dzr; Adz; s’annulle si i = j et dv; Adx; = —dxjAdz; sii > j, donc
*f *f
d(df) = - drindr; =
( f) 1<;<n <8x10xj 695]01') Tin AL 0

car f est de classe C*. Pour une g-forme w =} a;,..;, dx;, A--- Adx;, , le raisonnement est le méme
sur les coefficients ay, ..., . ]

4.5 Formes exactes et fermées

Si n est une (¢ — 1)-forme différentielle sur U, sa différentielle dn est une g-forme qu’on sait cal-
culer. Viceversa, une g-forme w est-elle toujours de la forme dn? La réponse dépend des propriétés
topologique de U.

Définition. Une ¢-forme différentielle w sur U < R" s’appelle
e fermée si dw = 0;

e exacte si w = dn, ou 1 est une (¢ — 1)-forme différentielle sur U qui s’appelle primitive ou
potentiel de w.

Toute n-forme w sur U < R™ est fermée, car dw € Q"*1(U) = 0.

Exemples.
o w(z,y,2) =yzdr —xzdy + rydz € Q' (R?) n’est pas fermée, car

dw = —2zdx Andy + 2xdyndz # 0.

o w(x,y,2) =yzdr + xzdy + zydz € Q' (R?) est fermée car dw = 0, et elle est aussi exacte car
w = df avec
flz,y,2) = xyz + c.

o w(r,y) = Fhzdr+ s dy e Q1(R*\{(0,0)}) est fermée car dw = 0, et elle est aussi exacte
sur R2\{(0,0)} car w = df avec

1
flx,y) = 3 In(z? + %) + ¢, définie sur R%\{(0,0)}.
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o w(z,y) = —phpde+ Fizdy € QY (R2\{(0,0)}) est fermée car dw = 0, mais elle n’est pas

exacte sur R*\{(0,0)} car I'égalité w = df est vérifiée par des fonctions différentes selon les
secteurs de R?\{(0,0)}:

arctan(y/x) stz >0,
arctan(y/x) +m  siz <0,
f(z,y) = 5 _
arctan(x/y) siy >0,
arctan(z/y) +m  siy <0,
\
et aucune de ces expressions ne peut étre étendue & tout le domaine R*\{(0,0)}.

Proposition.  Toute forme exacte est fermée.
Preuve. Cela suit banalement du fait que d soit de carré nul, dod = 0. ]

La question non banale est le contraire: toute forme fermée sur U est-elle exacte sur U ?

Le défaut des formes fermées d’étre exactes est une propriété topologique de 'ouvert U, qui peut
étre “mesuré” par des invariants, les groupes de cohomologie de de Rham.

Définition. Pour tout ¢ > 0, on pose
ZYU) = { we QIU) | w est fermée }
BYU) = { we QIUU) | w est exacte }

Les ensembles Z9(U) et BI(U) sont des espaces vectoriels, et en particulier ils sont des groupes
abéliens par rapport a l'addition. De plus, la propriété w eracte = w fermée implique qu’on a une
inclusion de groupes
BYU) c ZY(U) < QI(U).

On appelle g-ieme groupe de cohomologie de de Rham de U le groupe additif quotient (coset)

Hip(U) = 2°(U)/B'(U) = { [w]~ |we Z°(U) },
ol

w~w <= w=w+dy, avecne QI (),

et ou la structure de groupe est relative a I’addition

[a]~ + [5]~ = [o + 5]~

On a alors que
[w]~ =0 = w=dn ie. w estexacte.

Donc le g-ieme groupe de cohomologie Hj,(U) mesure combient de g-formes fermées sur U ne sont
pas exactes.

Exemple.  On a vu que la 1-forme w(z,y) = —ztzdr + iz dy € Q'(R*\{(0,0)}) est fermée et

elle n’est pas exacte, donc [w]. # 0, et par conséquent

Hap(R\{(0,0)}) # 0.
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4.6 Lemme de Poincaré

Définition.  Soit U un sous-ensemble de R™. On dit que:

e U est connexe (par arcs) si deux points quelconques de U peuvent étre joint par une courbe
contenue dans U. Exemples:

- 029 -

connexe connexe non connexe

e U est simplement connexe s’il est connexe et toute courbe fermée dans U peut étre déformée
continiiment en un point (intuitivement cela signifie qu’il n’y a pas de “trous” dans U). Ex-

emples:
R, R?, R3, ---, R"
simplement connexe
R2\ point, R3\. droite
simplement connexe non simplement connexe non simplement connexe

e U est contractile s'il existe une déformation continue qui le transforme en un point (et donc
il est aussi simplement connexe). Exemples:

L] — T !
| [ T -
2= / I
2 3 ' | e—

7 !
non contractile non contractile 2=

Contractﬂe Simplement connexe non Simplement connexe Contractﬂe

Théoreme. [Lemme de Poincaré.] Si U < R"™ est un ouvert contractile, alors, pour tout

q > 0, toute q-forme fermée est exacte. Autrement dit:
H;,(U)=0  pour tout ¢ > 0.

Pour g = 1 il suffit que U soit simplement conneze.

Preuve. On donne l'idée de la preuve pour ¢ = 1.

e Pour n = 1, le lemme de Poincaré dit que toute forme différentielle w(x) = a(x) dx de classe
C®, qui est automatiquement fermée car Q*(U) = 0 si U < R, est exacte, c’est-a-dire qu’elle
est de la forme w(x) = df(x) = f'(x)dz pour une fonction f € C*(U). Cela est vrai, car U
contractile signifie que U est un intervalle, et il suffit de prendre une primitive de a:

f(z) = J a(t)ydt  pour tout xg € U.
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e Pour n = 2, le lemme de Poincaré dit que toute forme différentielle w(z,y) = a(z,y)dr +
b(z,y) dy de classe C° sur U = R? qui est fermée, c’est-a-dire telle que

ob  Oda ob  da
d =|=———=—]deady=0 Le. —— = —
w(z,y) (ax &y) eAdy =0, fe on=o,
: ST : of of .
est aussi exacte, c’est-a-dire qu’elle est de la forme w = df = . dx + F» dy pour une fonction
x y

feC®().
Montrons que cela est vrai, sous ’hypothese que l'ouvert U soit non seulment simplement
connexe, mais étoilé par rapport a un point Py = (xg, o), c’est-a-dire que U contient le

segment
i [Py, Pl={Py+t(P—P)|tel0,1]}

pour tout P € U. Dans ce cas, pour trouver la valeur f(z,y) de la primitive f de w, I'idée est
d’intégrer w le long du segment v qui joigne Py a (z,y), paramétré par y(t) = (x(t), y(t)) avec

x(t) = wo + t(x — 20) et y(t) =yo+ty —w),

de telle sorte que v(0) = (zo,%0) et v(1) = (x,y). On pose donc

f(x,y)=fw

5

_ f alw(t),y(8)) (= — 7o) + b (8), y(8)) (v — yo) dt.

car le long de y on a dx = 2/(t) dt = (x — o) dt et dy = y/'(t) dt = (y — yo) dt.
=0b

Puisque a(z(t),y(t)) = a(xo + t(x — 20), yo + t(y — o)) et b(x(t), y(t))
t(y - yO)) , OIL &

(xo + t(z — x0),90 +

 (afart),y(0)) (x — 20)) = ala(t), y1)) + 1 - (alart)), y(1))) (& — o).
% (b(x(®), y(1)) (v = v0)) = t% (b(z()),y(1))) (¥ — o)-
On a alors
Pwn = [ aterpoyars [ o (GO gy HELID () oy
Posons ¢(t) = a(z(t),y(t)). On a alors:
i - SEOI) () D00,
et puisque w est fermée on a aussi
) - PCEOIO) (,)  B)

63



Finalement, on a donc

=190 = o) = ate.y).

of

De la méme facon on montre que @(x, y) = b(x,y), ce qui prouve que df = w.

Exemples.

e Si U est R™ ou une boule de R™, on a U contractile: par le lemme de Poincaré, toutes les formes
fermées sont exactes. Le groupes de cohomologies sont donc: Hj,(U) = 0 pour tout ¢ > 1 et
Hap(U) = R.

e Si U est la sphere S™ de dimension n, ou un tore, U n’est pas contractile: il existe des formes
fermées qui ne sont pas exactes. Par exemple, sur la sphere S™ il existe exactement une n-
forme fermée non exacte (modulo des formes exactes), et on a donc Hj,(S™) = 0 pour tout
1<g<n-—1et Hj,(S") =R pour ¢ = 0,n.

4.7 Intégrales des formes différentielles

Soit U un ouvert de R™.

Définition.  Soit w = Z a; dz; € Q*(U) une 1-forme différentielle sur U et « : I — U une courbe
i=1

paramétrée contenue dans U, avec y(t) = (x1(t),...,x,(t)) pour tout ¢ € I. On appelle intégrale

curviligne de w le long de ~ l'intégrale

szLiai(xl(t),...,xn(t))a:;(t) dt.

Exemple. Pour w(x,y) = ydz + xdy € Q' (R?) et v(t) = (cost,sint), t € [0,27], on a

27 27
J w= J (—sin®t + cos®t) dt = J cos(2t) dt = 0.
o 0

0

Définition. Soitw = Z aij drindr; € Q*(U) une 2-forme différentielle sur U et f : I xJJ — U
1<i<j<n

la paramétrisation d’'une surface S compacte contenue dans U, avec f(u,v) = (z1(u,v), ..., z,(u,v))

pour tout u € I et v e J. On appelle intégrale de surface de w sur S l'intégrale

61:2' 8xj 8@81’]
- Yy S0 ZHEN )y do,
Lw Jf a2]<xl(u7v)7 ,l’n(u,’U)) (au av av au) uav
IxJ

1<i<j<n
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Exemples.

e Pour w(z,y) = zydrrdy € Q*(R?) et S = {f(u,v) = (uv,u® +v?) | u,v € [0,1]}, on a

J]w = ff wv (u? + v?) (v20 — u 2u) du dv

[0,1]x[0,1]

ff wv (u? 4+ %) (v20 — u 2u) dudv

[0,1]x[0,1]

=2 f (uv5 —u’v) du dv

—ZJ duj uv —uv
5
= —u—=u’)d
L(ﬁ 2u) U
1 1
:2——— f—
(12 12) 0

e Pour w(z,y, z) = zdendy —ydradz € Q*(R?) et S = {f(u,v) = (uv,u*+v*v%) | u,v € [0,1]},
on a

wa— Jf P (20 —u 2u) — (U +v*) (v30° — u0)] dudv

Jf (20° — 2u?v® — 3uv® — 30°) du dv
JJ (5u*v® + v°) du dv

Définition.  Pour U < R?, soit w = adz AdyAdz € Q*(U) une 3-forme différentielle sur U et
D < U un ensemble compact. On appelle intégrale de w sur D l'intégrale

JD w= ffj a(x,y,z)drdydz.
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4.8 Théoremes de Stokes, Gauss-Ostrogradski et Green-Riemann

Définition. Une hypersurface paramétrée de dimension ¢ dans R” est un ensemble S c R"
de la forme
S = {f(ul,UQ, e lg) ER™ [ ug € I,y uy € Iq},

ou f:1I; x---x I, — R" est la paramétrisation de S. Si les intervalles I; sont fermés et f est de
classe C'! par morceaux, alors S est compacte.

Le bord de S, noté 05, est I'union des hypersurfaces de dimension ¢ — 1 paramétrées par la
restriction de f aux extremes des intervalles I;, pour chaque parametre u;, avec ¢ = 1,...,q. Par
exemple, le bord d’un disque est le cercle qui I'entoure.

Une hypersurface S est fermée si son bord 05 est vide. A son tour, le bord S d’une surface est
toujours fermé, c’est-a-dire que 6(55) = .

Théoréme. [Stokes.] Soit S < R™ une hypersurface de dimension q, compacte et avec bord 05,
et soit dw une q-forme exacte sur un ouvert U < R™ contenant S. Alors on a:

[ fo

a8
ot le symbol fﬁ indique un intégrale sur une hypersurface fermée.

Cas particuliers:
e Casn=2et qg=2:

Théoréme. [Green-Riemann.] Soit S < R? une surface plane et compacte, et soit v =
0S la courbe qui forme son bord. Alors pour toute 1-forme différentielle w = P dx+Q dy définie
sur un ouwvert U < R? contenant S, on a:

Jf <Z—§ — g—g) dr ndy = &de—k@dy.
s

~

e Casn=3et qg=2:

Théoréeme. [Stokes-Ampere.] Soit S © R® une surface compacte, et soit v = 9S la
courbe qui forme son bord. Alors pour toute 1-forme différentielle w = Pdx + Qdy + Rdz
définie sur un ouvert U < R® contenant S, on a:

0Q oP oR 0P oR 0Q -
ff (é’_x — 0_y> dzndy + (6_x — E) dradz + (@ — g> dyndz = ;de+Qdy+Rdz.
S ¥

66



e Casn=3et q=3:

Théoréeme. [Gauss-Ostrogradski.] Soit D < R3 un sous-ensemble compact, et soit
S = 0D la surface qui forme son bord. Alors pour toute 2-forme différentielle w = P dx Ady +
Qdyndz + Rdzndx déﬁm’e sur un ouwvert U < R?® contenant D, on a:

P
m (a aaR) dxAdy,\dZ_#de/\dy+QdyAdz+Rd2/\dx.
Y
S

Preuve. Idée de la preuve dans le cas plus simple (Green-Riemann, n = 2 et ¢ = 2).
Considerons le cas d'une surface S < R? plane et compacte qui est de la forme

S={(zy) la<z <D, clz) <y<d)},
avec bord 05 =~y U d ou

72{($,y)|a<x<b, yzc(x)} et 62{($,y)|a<x<b, yzd(x)}.

La méme surface peut aussi étre décrite comme

S:{(x,y)|c<y<d; a(y)

IN
8
IN

=

E

g

avec bord 0S = a U  ou

a={(z,y) |c<y<d z=aly)} et B={(z,y)|c<y<d z="0by)}

Considerons une 1-forme différentielle w = P dz + Q dy définie sur un ouvert U < R? contenant

S. On a alors: ff(___) sedy _ff_d dy_f _dg;dy
Par le théorbame de Fubini, on a
a0
- [ (@) - @tatw).v) ay
:LQ(x,y) dy+LQ(x,y))dy=iQ($ay) dy

De méme, on trouve

f —dxdy = —LQ(w,y)dy—LQ(%y))dy = —%P(aﬁyy)dw-

Par conséquent, on a

H (— — —y) du dy = ff@(:c,y)dm %P(w,y)dz §de+Qdy,

oS oS oS
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