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Prérequis (programme du cours TMB)
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Espaces vectoriels et vecteurs de R? et R? (produits scalaire, vectoriel et mixte)
Applications linéaires et matrices (produit, détérminant, matrice inverse).

Géométrie cartésienne dans le plan et dans I'espace (droites, coniques, plans, quadriques).
Dérivées et intégrales des fonctions d’une variable (Taylor, extrema, primitives).
Equations différentielles du ler ordre.
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TD 1 - COORDONNEES, FONCTIONS DE PLUSIEURS VARIABLES

Exercice 1 — Changement de coordonnées des points
Dessiner les points suivants, donnés en coordonnées cartesiennes, ensuite trouver leur expression en coordon-
nées polaires (p, ) (dans le plan) ou cylindriques (p, ¢, z) et sphériques (r, 0, ) (dans l'espace) :

a) Dansleplan:  (v/3,1), (1,v/3), (V3,-1), (=v3,1), (2,-2), (0,5), (=3,0), (—1,-1).
b) Dans 'espace : (1,1,1), (1,1,-1), (1,-1,1), (0,2,1), (1,-1,0), (0,1,—1), (0,0,3).

Corrigé
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cosp = —/3/2
sinp =1/2

p=+4+4=22 {p:%@

o (2,-2) cosp = 1/+/2 o= Tr/d

singp = —1/4/2
p=v0+25=>5 {,;:5 -

e (0,5) cosp=0/5=0 o= /2

sing =5/5=1

p=+/9+0=3 { ;
p:

Y =T

e (—3,0) cosp =—3/3 =-1
sinp=0/3=0
p=vi+l=+2
o (—1,-1) cosp = —1/4/2 {
sing = —1/+/2
(p=VvIi+t1=+2
cosp = 1/4/2 p=12 r=4/3
b) e (1,1,1) < sing=1/v2 ©=T7/4 0 = arccos(v/3/3)
r=+/1+1+1=+/3 z=1 w=m/4
[ cosf =1/V/3
p=vi+i=+2
coscpzl/\/i p=\/§ r=+/3
o (1,1,-1) < sinp=1/1/2 o =m/4 0 = arccos(—/3/3)
r=+/1+1+1=+3 z=-1 o =m/4
cosf = —1/4/3




(p=VI+1=+2
cosp = 1/v/2 p=v2 r=+/3
e (1,-1,1) < sinp=—1//2 w = Tr/4 0 = arccos(v/3/3)
r=+/1+1+1=+/3 z=1 o ="Tr/4
| cosf =1/V/3
(p=V0+4=2
cosp =0/2=0 p=2 r=1+/5
e (0,2,1) < sinp=2/2=1 0 =7/2 0 = arccos(v/5/5)
r=+0+4+1=1+/5 z=1 ©=m/2
[ cosf =1/v/5
p=vIi+ti=+2
coscpzl/\/i p=12 r=14/2
e (1,—1,0) < sinp=—1/4/2 © = Tr/4 0 =m/2
r=+/1+1+0=+2 z=0 w = Tr/4
kcostO/\sz
(p="0+1=1
cosp=0/1=0 p=1 r=+/2
e (0,1,-1) < sinp=1/1=1 o =m/2 6 = 3 /4
r=4/0+1+1=+2 z=-1 p=m/2
[ cosf = —1//2
p=+/0+0=0
© quelconque p=0 r=s
e (0,0,3) r— JOT030=3 ¢ quelconque 0 =0
cosf = 3/3 = 1 z=3 © quelconque

Exercice 2 — Expression en coordonnées cylindriques et sphériques
Exprimer les quantités suivantes en coordonnées cylindriques (p, ¢, z) et sphériques (r,0, ¢) :

a) z(z? +y?) ¢) za/22 + 92 e) 2 +y* + 22—y
22 4y — 22
b) a(y” +2%) d) (a? +3?)? + 2* ) P
Corrigé

a) z(z? +9°) = z[(pcos ©)? + (psin go)z] = z[p2 (coszw + sin2g0)] = 2p?
2(2* + y?) = rcosO[(r cos psinf)? + (rsin psin)?] = r cos§[r? sind (cos*p + siny) ]
= 3 cos § sin®6
b) z(y? + 2?) = pcosp[(psing)? + 2] = pcos p(p®sin*p + 27)

z(y? + 2%) = rcosp sinO[(rsinp sin0)? + (r cos 0)?] = 7 cos ¢ sin O (sin’p sin@ + cos®0)




¢) 222 +y? = 24/ (pcos)? + (psing)? = z\/,o2 (cos2p + sin?p) = zp

2/x2 + 42 = rcosfr/(rcos psinh)2 + (rsin sin0)2 = 7 cos 9\/7‘2 sin26 (cos2p + sin%p)

= 72 cos 6 sinf (O<9<7r = sinf >0 = sin29:sin9)

d) (2% +y*)?+2* = [(pcosp)? + (psin @)2]2 + 2t = pt + 2%

(22 + y*)? + 2* = [(rcos psin)® + (rsin gsin 9)2]2 + (reos0)* = (r° Sin29)2 + 1 cos'f
=7t (sin46’ + cos49)
e) 2’ +y? + 22 —wy = p® + 2% — pcosg - psing = p*(1 —sinpcos p) + 2°

22+ + 22 —zy =12 —rcosypsinf - rsinpsind = r2(1 — sin ¢ cos @ sin2h)
24?2 o2

f) -

x2 + y2 + 22 p2% + 22

x? 4+ 4% — 22 r2 cos?¢p sin?0 + r2sin?p sin%0 — 2 cos?4 sin%6 — cos?6

22+ 92+ 22 r2cos?e sin?f + r2sine sin?60 + r2cos26  sin + cos26

= 2sin%0 — 1

Exercice 3 — Sous-ensembles du plan

Dessiner les sous-ensembles suivants du plan R2. Indiquer leur bord en trait plein s’il est inclus dans I’ensemble
et en traits pointillés s’il n’y appartient pas, puis dire s’ils sont ouverts, fermés, bornés et compacts (en

justifiant la réponse & partir du dessin).

A={($,y)ER2|y>x2} B:{(az,y)ER2|y>x2}
C={(z,y)eR?|y=>2® y<z+1} D={(z,y)eR*|y>2a® y<az+1}
E={7eR*|p<3, 0<p<m/2} F={ZeR*|1<p<3, 0<¢<m/2}
G={a‘3’eR2 | p =3}
Corrigé
A={(z,y) eR? |y > 27} B = {(z,y) eR? | y > 2?}
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C={(az,y)eR2|y>332,y<x+1} D={(x,y)eR2|y>:c2,y<a:+1}
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fermé, non borné

Exercice 4 — Sous-ensembles de ’espace  [Facultatif]



Dessiner les sous-ensembles suivants de R? et dire s’ils sont ouverts, fermés, bornés et compacts.

A={(z,y,2)eR’ |2’ <y<z+1, 0<2<2} B={(z,y,2) eR’ | y > 2*, 2> 0}

C={(zy,2)eR*[0<z<1,0

D={#eR®|p<3, 0<2<2} E={FeR®|p
r

F={ieR®|r>3} G={7feR’|

Corrigé

A={(z,y,2)eR3 |22 <y<z+1, 0<2<2} B={(z,y,2)eR® |y >2?% 2> 0}

0.5 = SR

2
Y 32 x
ouvert, non borné

compact (fermé et borné)

C={(m,y,z)€R3|O<x<1,OSyél,zél—x}

1 1
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fermé, non borné
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Exercice 5 — Domaine de définition de fonctions
Trouver le domaine de définition des fonctions suivantes et le dessiner dans un plan ou dans l’espace :

a‘) f(x7y) = hl(:;—_:/y) C) g(m,y,z) = ;HEZ?)J
b) Flay) = Y1) D i) = (Va2

Rappelons que si F' est une fonction (de variable X € R™), son ensemble de définition Dp est 'ensemble
sur lequel F'(X) existe, c’est-a-dire Dp = {X € R" | F(X) existe}. Pour déterminer D, on regarde
I’expression de F' et on prend bien garde a : ne pas diviser par zéro, ne pas prendre la racine carrée
d’un nombre négatif, ne pas prendre le logarithme d’un nombre négatif ou nul, etc. Sur les dessins
ci-desous, le domaine est violet.




In(z +y)
erty

(z,y) € R? | In(z + y) existe, e**Y existe, e # 0}
(z,y) eR? | (z +y) € Dy =R} }
(@,y) eR?| (z+y) eRY} = {(3,9) e R? | 3 +y > 0}

existe}

1
= { z,y,2) € R? | ﬁexiste}
r—=y
={xy, )eR3 | 2> 0,(z—1) ) # 0}
={(z,y,2) eR® | 2> 0,2 # y}

existe}

={(z,y) eR? |2 +y*> > 0,27 + 1 > 0,y # 0}
= (7y)€R2|y?&0}

{
{ ) e R? | V22 + 32 existe, va? +1
{
{




