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Prérequis (programme du cours TMB)
1. Espaces vectoriels et vecteurs de R2 et R3 (produits scalaire, vectoriel et mixte)
2. Applications linéaires et matrices (produit, détérminant, matrice inverse).
3. Géométrie cartésienne dans le plan et dans l’espace (droites, coniques, plans, quadriques).
4. Dérivées et intégrales des fonctions d’une variable (Taylor, extrema, primitives).
5. Équations différentielles du 1er ordre.
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TD 1 – COORDONNÉES, FONCTIONS DE PLUSIEURS VARIABLES

Exercice 1 – Changement de coordonnées des points
Dessiner les points suivants, donnés en coordonnées cartesiennes, ensuite trouver leur expression en coordon-
nées polaires pρ,φq (dans le plan) ou cylindriques pρ,φ, zq et sphériques pr, θ,φq (dans l’espace) :

a) Dans le plan : p?
3, 1q, p1,?

3q, p?
3,´1q, p´?

3, 1q, p2,´2q, p0, 5q, p´3, 0q, p´1,´1q.
b) Dans l’espace : p1, 1, 1q, p1, 1,´1q, p1,´1, 1q, p0, 2, 1q, p1,´1, 0q, p0, 1,´1q, p0, 0, 3q.

Corrigé
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Exercice 2 – Expression en coordonnées cylindriques et sphériques
Exprimer les quantités suivantes en coordonnées cylindriques pρ,φ, zq et sphériques pr, θ,φq :

a) zpx2 ` y2q

b) xpy2 ` z2q

c) z
a
x2 ` y2

d) px2 ` y2q2 ` z4

e) x2 ` y2 ` z2 ´ xy

f)
x2 ` y2 ´ z2

x2 ` y2 ` z2

Corrigé

a) zpx2 ` y2q “ z
“pρ cosφq2 ` pρ sinφq2‰ “ z

“
ρ2 pcos2φ ` sin2φq‰ “ zρ2

zpx2 ` y2q “ r cos θ
“pr cosφ sin θq2 ` pr sinφ sin θq2‰ “ r cos θ

“
r2 sin2θ pcos2φ ` sin2φq‰

“ r3 cos θ sin2θ

b) xpy2 ` z2q “ ρ cosφ
“pρ sinφq2 ` z2

‰ “ ρ cosφ
`
ρ2 sin2φ ` z2

˘

xpy2 ` z2q “ r cosφ sin θ
“pr sinφ sin θq2 ` pr cos θq2‰ “ r3 cosφ sin θ

`
sin2φ sin2θ ` cos2θ

˘
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c) z
a
x2 ` y2 “ z

apρ cosφq2 ` pρ sinφq2 “ z

b
ρ2 pcos2φ ` sin2φq “ zρ

z
a
x2 ` y2 “ r cos θ

apr cosφ sin θq2 ` pr sinφ sin θq2 “ r cos θ

b
r2 sin2θ pcos2φ ` sin2φq

“ r2 cos θ sinθ
`
0 ď θ ď π ñ sin θ ě 0 ñ

a
sin2θ “ sin θ

˘

d) px2 ` y2q2 ` z4 “ “pρ cosφq2 ` pρ sinφq2‰2 ` z4 “ ρ4 ` z4

px2 ` y2q2 ` z4 “ “pr cosφ sin θq2 ` pr sinφ sin θq2‰2 ` pr cos θq4 “ `
r2 sin2θ

2̆ ` r4 cos4θ

“ r4
`
sin4θ ` cos4θ

˘

e) x2 ` y2 ` z2 ´ xy “ ρ2 ` z2 ´ ρ cosφ ¨ ρ sinφ “ ρ2p1 ´ sinφ cosφq ` z2

x2 ` y2 ` z2 ´ xy “ r2 ´ r cosφ sin θ ¨ r sinφ sin θ “ r2p1 ´ sinφ cosφ sin2θq

f)
x2 ` y2 ´ z2

x2 ` y2 ` z2
“ ρ2 ´ z2

ρ2 ` z2

x2 ` y2 ´ z2

x2 ` y2 ` z2
“ r2 cos2φ sin2θ ` r2 sin2φ sin2θ ´ r2 cos2θ

r2 cos2φ sin2θ ` r2 sin2φ sin2θ ` r2 cos2θ
“ sin2θ ´ cos2θ

sin2θ ` cos2θ
“ 2 sin2θ ´ 1

Exercice 3 – Sous-ensembles du plan
Dessiner les sous-ensembles suivants du plan R2. Indiquer leur bord en trait plein s’il est inclus dans l’ensemble
et en traits pointillés s’il n’y appartient pas, puis dire s’ils sont ouverts, fermés, bornés et compacts (en
justifiant la réponse à partir du dessin).

A “ ␣px, yq P R2 | y ě x2
(

B “ ␣px, yq P R2 | y ą x2
(

C “ ␣px, yq P R2 | y ě x2, y ď x ` 1
(

D “ ␣px, yq P R2 | y ą x2, y ă x ` 1
(

E “ ␣
x⃗ P R2 | ρ ď 3, 0 ď φ ď π{2(

F “ ␣
x⃗ P R2 | 1 ă ρ ă 3, 0 ă φ ă π{2(

G “ ␣
x⃗ P R2 | ρ ě 3

(

Corrigé
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(
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(
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y
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C “ ␣px, yq P R2 | y ě x2, y ď x ` 1
(
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D “ ␣px, yq P R2 | y ą x2, y ă x ` 1
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Exercice 4 – Sous-ensembles de l’espace [Facultatif ]
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Dessiner les sous-ensembles suivants de R3 et dire s’ils sont ouverts, fermés, bornés et compacts.

A “ ␣px, y, zq P R3 | x2 ď y ď x ` 1, 0 ď z ď 2
(

B “ ␣px, y, zq P R3 | y ą x2, z ą 0
(

C “ ␣px, y, zq P R3 | 0 ď x ď 1, 0 ď y ď 1, z ď 1 ´ x
(

D “ ␣
x⃗ P R3 | ρ ď 3, 0 ď z ď 2

(
E “ ␣

x⃗ P R3 | ρ ď 3, 0 ď φ ď π{2, z ď 0
(

F “ ␣
x⃗ P R3 | r ą 3

(
G “ ␣

x⃗ P R3 | r ď 3, 0 ď φ ď π{2(

Corrigé

A “ ␣px, y, zq P R3 | x2 ď y ď x ` 1, 0 ď z ď 2
(
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B “ ␣px, y, zq P R3 | y ą x2, z ą 0
(

−2−1
0

1
2
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2
4
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0

0.5

1

xy

z

ouvert, non borné

C “ ␣px, y, zq P R3 | 0 ď x ď 1, 0 ď y ď 1, z ď 1 ´ x
(

−0.5
0

0.5
1

1.5

−0.5
0

0.5
1
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0

1

xy

z

fermé, non borné
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D “ ␣
x⃗ P R3 | ρ ď 3, 0 ď z ď 2

(
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E “ ␣
x⃗ P R3 | ρ ď 3, 0 ď φ ď π{2, z ď 0
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F “ ␣
x⃗ P R3 | r ą 3u
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G “ ␣
x⃗ P R3 | r ď 3, 0 ď φ ď π{2u
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Exercice 5 – Domaine de définition de fonctions
Trouver le domaine de définition des fonctions suivantes et le dessiner dans un plan ou dans l’espace :

a) fpx, yq “ lnpx ` yq
ex`y

b) F px, yq “
a
x2 ` y

x2 ´ y2

c) gpx, y, zq “ lnpzq
x ´ y

d) hpx, yq “
´a

x2 ` y2,

?
x2 ` 1

y

¯

Corrigé

Rappelons que si F est une fonction (de variable X P Rn), son ensemble de définition DF est l’ensemble
sur lequel F pXq existe, c’est-à-dire DF “ tX P Rn | F pXq existeu. Pour déterminer DF , on regarde
l’expression de F et on prend bien garde à : ne pas diviser par zéro, ne pas prendre la racine carrée
d’un nombre négatif, ne pas prendre le logarithme d’un nombre négatif ou nul, etc. Sur les dessins
ci-desous, le domaine est violet.
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aq Df “ tpx, yq P R2 | fpx, yq existeu
“

!
px, yq P R2 | lnpx ` yq

ex`y
existe

)

“ tpx, yq P R2 | lnpx ` yq existe, ex`y existe, ex`y ‰ 0u
“ tpx, yq P R2 | px ` yq P Dln “ R˚̀ u
“ tpx, yq P R2 | px ` yq P R˚̀ u “ tpx, yq P R2 | x ` y ą 0u

x

y

y = −x

bq DF “
!

px, yq P R2 |
a
x2 ` y

x2 ´ y2
existe

)

“ tpx, yq P R2 | x2 ` y ě 0, x2 ´ y2 ‰ 0u
“ tpx, yq P R2 | y ě ´x2, px ´ yqpx ` yq ‰ 0u
“ tpx, yq P R2 | y ě ´x2, y ‰ x, y ‰ ´xu

x

y

y = −x2

y = x

y = −x

cq Dg “
"

px, y, zq P R3 | lnpzq
x ´ y

existe
*

“ ␣px, y, zq P R3 | z ą 0, px ´ yq ‰ 0
(

“ ␣px, y, zq P R3 | z ą 0, x ‰ y
(

x

y

z

y = x

dq Dh “
!

px, yq P R2 |
´a

x2 ` y2,

?
x2 ` 1

y

¯
existe

)

“
!

px, yq P R2 |
a
x2 ` y2 existe,

?
x2 ` 1

y
existe

)

“ ␣px, yq P R2 | x2 ` y2 ě 0, x2 ` 1 ě 0, y ‰ 0
(

“ ␣px, yq P R2 | y ‰ 0
(

x

y

y = 0
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