
TD 8 – MOYENNE ET CENTRE DE MASSE

Exercice 39 – Quantité totale et moyenne
Une substance de concentration fpx, y, zq “ 1

z`1 occupe le recipient Ω délimité en bas par le paraboloïde
z “ x2 ` y2 et en haut par le disque D “ tpx, y, zq | x2 ` y2 ď 1, z “ 1u. Trouver la quantité totale de
substance contenue dans Ω et la quantité moyenne.

Corrigé

Ω “ �pρ,ϕ, zq P r0, 1s ˆ r0, 2πr ˆ r0, 1s ˇ̌
ρ ď ?

z
(

Le volume de Ω est : V pΩq “ π

2
(voir exercice 38 du TD 5)

La quantité totale Qtot est donnée par :
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Qtot “
¡

Ω

fpρ,ϕ, zq ρ dρ dϕ dz

“
ż 2π

0
dϕ
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0
dz

1

z ` 1

ż ?
z

0
ρ dρ

“ 2π

ż 1

0

1

z ` 1

„
ρ2
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?
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0

dz “ π

ż 1

0
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z ` 1
dz “ π

ż 1

0

ˆ
1 ´ 1

z ` 1

˙
dz

“ π
“
z ´ ln |z ` 1|‰1

0
“ π p1 ´ ln 2q

La quantité moyenne est Qmoy “ Qtot

V pΩq “ 2 p1 ´ ln 2q.

On peut vérifier que l’on trouve la même quantité totale en permutant l’ordre des intégrations par
rapport à ρ et z :

Ω “ �pρ,ϕ, zq P r0, 1s ˆ r0, 2πr ˆ r0, 1s ˇ̌
z ě ρ2

(

Qtot “
¡

Ω

fpρ,ϕ, zq ρ dρ dϕ dz “
ż 2π

0
dϕ

ż 1

0
dρ ρ

ż 1

ρ2

1

z ` 1
dz “ 2π

ż 1

0

“
ln |z ` 1|‰1

ρ2
ρ dρ

“ 2π

ż 1

0

´
ln 2 ´ ln

`
ρ2 ` 1

˘¯
ρ dρ “ 2π ln 2

„
ρ2

2

1

0

´ 2π

ż 1

0
ln

`
ρ2 ` 1

˘
ρ dρ

“ π ln 2 ´ 2π

ż 1

0
ln

`
ρ2 ` 1

˘
ρ dρ

“ π ln 2 ´ π

ż 2

1
lnu du (u “ ρ2 ` 1, du “ 2ρ dρ, u P r1, 2s)

“ π ln 2 ´ π
“
u lnu

‰2
1

` π

ż 2

1
du (intégration par parties)

“ π p1 ´ ln 2q

Exercice 40 – Centre de masse
a) Trouver le centre de gravité de la surface plane homogène délimitée par la parabole y “ 6x ´ x2 et la

droite y “ x.
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b) Déterminer le centre de gravité d’un demi-disque homogène.

c) Calculer la masse totale du cube r0, 1s ˆ r0, 1s ˆ r0, 1s de R3 ayant pour densité de masse µpx, y, zq “
x2y ` xz2. Calculer ensuite le centre de masse du cube.

Corrigé

a) points d’intersection :
#
y “ x

y “ 6x ´ x2
ô

#
y “ x

xp5 ´ xq “ 0

ô
#

px1, y1q “ p0, 0q
px2, y2q “ p5, 5q

2 4 6

2

4
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10
y = 6x− x2

y
=
x

G

x

y

S “
!

px, yq P R2
ˇ̌
0 ď x ď 5, x ď y ď 6x ´ x2

(

homogène ô µpx, yq “ 1 pour tout px, yq P S

M “
ĳ

S

µpx, yq dx dy “
ż 5

0

˜ż 6x´x2

x
dy

¸
dx

“
ż 5

0

`
5x ´ x2q dx “

„
5x2

2
´ x3

3

5

0

“ 125

6

centre de gravité : G “ pxG, yGq avec

xG “ 1

M

ĳ

S

xµpx, yq dx dy “ 1

M

ż 5

0
x

˜ż 6x´x2

x
dy

¸
dx “ 1

M

ż 5

0

`
5x2 ´ x3q dx

“ 1

M

„
5x3

3
´ x4

4

5

0

“ 6

125

ˆ
54

3
´ 54

4

˙
“ 5

2

yG “ 1

M

ĳ

S

y µpx, yq dx dy “ 1

M

ż 5

0

˜ż 6x´x2

x
y dy

¸
dx “ 1

M

ż 5

0

”
1
2y

2
ı6x´x2

x
dx

“ 1

2M

ż 5

0

´`
6x ´ x2

2̆ ´ x2
¯
dx “ 1

2M

ż 5

0

`
x4 ´ 12x3 ` 35x2

˘
dx

“ 1

2M

„
x5

5
´ 3x4 ` 35x3

3

5

0

“ 3

125

ˆ
54 ´ 3 ¨ 54 ` 7 ¨ 54

3

˙
“ 3 ¨ 5

ˆ
7

3
´ 2

˙
“ 5

b) Demi-disque de rayon R ą 0 en coordonnées cartésiennes :

D “ �px, yq P R2
ˇ̌
y ě 0, x2 ` y2 ď R2

(

En coordonnées polaires :

D̃ “ �pρ,ϕq ˇ̌
0 ď ρ ď R, 0 ď ϕ ď π

(

homogène ô µpx, yq “ const.
On peut poser µpx, yq “ µ̃pρ,ϕq “ 1.

−R R

R

G

x

y

M “
ĳ

D

µpx, yq dx dy “
ĳ

D̃

µ̃pρ,ϕq ρ dρ dϕ

“
ż R

0
ρ dρ

ż π

0
dϕ “ “

1
2ρ

2
‰R
0

“
ϕ

‰π
0

“ πR2

2
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centre de gravité : G “ pxG, yGq avec

xG “ 1

M

ĳ

D

xµpx, yq dx dy “ 1

M

ĳ

D̃

ρ cosϕ µ̃pρ,ϕq ρ dρ dϕ “ 1

M

ż R

0
ρ2 dρ

ż π

0
cosϕ dϕ

“ 1

M

“
1
3ρ

3
‰R
0

“
sinϕ

‰π
0

“ 0

yG “ 1

M

ĳ

D

y µpx, yq dx dy “ 1

M

ĳ

D̃

ρ sinϕ µ̃pρ,ϕq ρ dρ dϕ “ 1

M

ż R

0
ρ2 dρ

ż π

0
sinϕ dϕ

“ 1

M

“
1
3ρ

3
‰R
0

“´ cosϕ
‰π
0

“ 2

πR2
¨ R3

3

`
1 ` 1

˘ “ 4R

3π

Remarque : On peut déduire que xG “ 0 (presque) sans calcul puisque la droite x “ 0 est un
axe de symétrie du demi disque ; comme le barycentre est un point unique, il doit se trouver sur
cet axe. Ceci se justifie par le calcul en effectuant le changement de variable px, yq ÞÑ p´x, yq
dans l’intégrale de xG (ce qui conduit à xG “ ´xG).

c) cube : Ω “ r0, 1s ˆ r0, 1s ˆ r0, 1s

M “
¡

Ω

µpx, y, zq dx dy dz “
ż 1

0
dx

ż 1

0
dy

ż 1

0

`
x2y ` xz2

˘
dz

“
ż 1

0
dx

ż 1

0

“
x2yz ` 1

3xz
3
‰z“1

z“0
dy “

ż 1

0
dx

ż 1

0

`
x2y ` 1

3x
˘
dy “

ż 1

0

“
1
2x

2y2 ` 1
3xy

‰y“1

y“0
dx

“
ż 1

0

`
1
2x

2 ` 1
3x

˘
dx “ “

1
6x

3 ` 1
6x

2
‰1
0

“ 1

3

centre de gravité : G “ pxG, yG, zGq avec

xG “ 1

M

¡

Ω

xµpx, y, zq dx dy dz “ 3

ż 1

0
dx

ż 1

0
dy

ż 1

0

`
x3y ` x2z2

˘
dz

“ 3

ż 1

0
dx

ż 1

0

`
x3y ` 1

3x
2
˘
dy “ 3

ż 1

0

`
1
2x

3 ` 1
3x

2
˘
dx “ 3

“
1
8x

4 ` 1
9x

3
‰1
0

“ 17

24

yG “ 1

M

¡

Ω

y µpx, y, zq dx dy dz “ 3

ż 1

0
dx

ż 1

0
dy

ż 1

0

`
x2y2 ` xyz2

˘
dz

“ 3

ż 1

0
dx

ż 1

0

`
x2y2 ` 1

3xy
˘
dy “ 3

ż 1

0

`
1
3x

2 ` 1
6x

˘
dx “ 3

“
1
9x

3 ` 1
12x

2
‰1
0

“ 7

12

zG “ 1

M

¡

Ω

z µpx, y, zq dx dy dz “ 3

ż 1

0
dx

ż 1

0
dy

ż 1

0

`
x2yz ` xz3

˘
dz

“ 3

ż 1

0
dx

ż 1

0

`
1
2x

2y ` 1
4x

˘
dy “ 3

ż 1

0

`
1
4x

2 ` 1
4x

˘
dx “ 3

4

“
1
3x

3 ` 1
2x

2
‰1
0

“ 5

8
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Exercice 41 – Culbuto homogène en équilibre

Un culbuto est un objet avec base arrondie
fait de telle manière que si on le déplace de la
position verticale il y revient en oscillant.

[Photo : MONSIEUR COLBUTO de HIBAI AGORRIA MUNITIS]

Considerons le culbuto homogène constitué d’une demi-boule de rayon 1 surmontée d’un cône de hauteur
a ą 0. Nous voulons trouver les valeurs de a pour lesquelles le culbuto revient à l’équilibre en position
verticale, en sachant que cela arrive si le centre de masse G se trouve strictement en dessous du plan qui
sépare la demi-boule du cône.

Soit Ka l’ensemble des points px, y, zq P R3 avec ´1 ď z ď a et tels que
$
&
%

x2 ` y2 ` z2 ď 1 si ´1 ď z ď 0 (demi-boule),

x2 ` y2 ď
´
1 ´ z

a

¯2
si 0 ď z ď a (cône plein).

a) Dessiner Ka et en calculer le volume.
b) Pour tout z P r´1, as, soit Dz le disque contenu dans Ka à hauteur z fixée. Dessiner Dz, trouver son

rayon et calculer son aire.
c) Trouver le centre de masse de Ka, en sachant qu’il se trouve sur l’axe �Oz.
d) Trouver les valeurs de a ą 0 pour que le culbuto Ka revienne à l’équilibre en position verticale.

Corrigé

a) La partie inférieure du culbuto Ka est la demi-boule

B “ �px, y, zq ˇ̌ ´1 ď z ď 0, x2 ` y2 ` z2 ď 1
(

,

et sa partie supérieure est le cône

Ca “ �px, y, zq ˇ̌
0 ď z ď a, x2 ` y2 ď p1 ´ z{aq2(

.

On passe ensuite en coordonnées sphériques,

B̃ “ �pr, θ,ϕq ˇ̌
0 ď r ď 1, π{2 ď θ ď π, 0 ď ϕ ď 2π

(
,

et coordonnées cylindriques, respectivement,

C̃a “ �pρ,ϕ, zq ˇ̌
0 ď z ď a, 0 ď ρ ď 1 ´ z{a, 0 ď ϕ ď 2π

(
.
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Le volume de Ka est donnée par

V pKaq “
¡

Ka

dx dy dz “
¡

B̃

r2 sin θ dr dθ dϕ `
¡

C̃a

ρ dρ dϕ dz “ V pB̃q ` V pC̃aq .

Les volumes des deux parties sont

V pB̃q “
ż 1

0
r2 dr

ż 2π

0
dϕ

ż π

π{2
sin θ dθ “ “

1
3r

3
‰1
0

¨ “
ϕ

‰2π
0

¨ “´ cos θ
‰π
π{2 “ 2π

3
et

V pC̃aq “
ż 2π

0
dϕ

ż a

0
dz

ż 1´z{a

0
ρ dρ “ 2π

ż a

0

“
1
2ρ

2
‰1´z{a
0

dz “ π

ż a

0

`
1 ´ z{a 2̆

dz

“ ´aπ

ż 0

1
u2 du “ aπ

“
1
3u

3
‰1
0

“ aπ

3
. (u “ 1 ´ z{a, á du “ dz)
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On obtient ainsi le volume du culbuto V pKaq “ V pB̃q ` V pC̃aq “ pa ` 2qπ
3

.

b) Le rayon ρDz
du disque Dz est :

ρDz
“

#?
1 ´ z2 si ´ 1 ď z ď 0

1 ´ z{a si 0 ď z ď a

L’aire d’un tel disque est donnée par :

AirepDzq “
ĳ

Dz

ρ dρ dϕ

“
ż ρDz

0
ρ dρ

ż 2π

0
dϕ “ 2π

“
1
2ρ

2
‰ρDz
0 “ πρ2Dz
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1
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xy

z

On obtient ainsi

AirepDzq “
#
π

`
1 ´ z2

˘
si ´ 1 ď z ď 0

πp1 ´ z{aq si 0 ď z ď a
.

c) Le culbuto étant homogène, on peut poser µpx, y, zq “ 1 pour tout point px, y, zq P Ka.

M “
ĳ

Ka

µpx, y, zq dx dy dz “
ĳ

Ka

dx dy dz “ V pKaq “ pa ` 2qπ
3

Le culbuto étant homogène et est symétrique par rapport aux rotations d’axe Oz (c’est-à-dire
qu’une rotation d’angle quelconque autour de cet axe laisse Ka invariant), son barycentre (qui
est unique) doit se trouver sur l’axe de symétrie ; on a donc G “ p0, 0, zGq et il ne reste plus qu’à
calculer zG :

zG “ 1

M

ĳ

Ka

z µpx, y, zq dx dy dz “ 1

M

ˆ¡

B̃

r cos θ r2 sin θ dr dθ dϕ `
¡

C̃a

z ρ dρ dϕ dz

˙

“ 1

M

`
IB̃ ` IC̃a

˘

Les deux intégrales introduites ci-dessus donnent

IB̃ “
ż 1

0
r3 dr

ż 2π

0
dϕ

ż π

π{2
sin θ cos θ dθ “ 2π

“
1
4r

4
‰1
0

ż π

π{2
sin θ cos θ dθ “ π

2

ż π

π{2
sin θ cos θ dθ

“ π

2

ż 0

1
u du “ π

2

“
1
2u

2
‰0
1

“ ´ π

4
et

ˇ̌
ˇ u “ sin θ, du “ cos θ dθ

IC̃a
“

ż 2π

0
dϕ

ż a

0
z dz

ż 1´z{a

0
ρ dρ “ 2π

ż a

0
z

“
1
2ρ

2
‰1´z{a
0

dz “ π

ż a

0
zp1 ´ z{aq2 dz

“ π

ż a

0

`
z3{a2 ´ 2z2{a ` z

˘
dz “ π

„
z4

4a2
´ 2z3

3a
` z2

2

a

0

“ a2π

12
.

On obtient ainsi

zG “ 1

M

`
IB̃ ` IC̃a

˘ “ 3

pa ` 2qπ
ˆ

a2π

12
´ π

4

˙
“ a2 ´ 3

4pa ` 2q .

d) On applique la condition de stabilité en position verticale :

zG ă 0 ðñ a2 ´ 3

4pa ` 2q ă 0
paą0q
ðñ a2 ´ 3 ă 0 ðñ a ă ?

3
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