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1 — Fonctions de plusieures variables

1.1 — Coordonnées polaires, cylindriques, sphériques

1.2 — Ensembles ouverts, fermés, bornés, compacts

1.3 — Fonctions de deux ou trois variables

1.4 — Graphes et lignes de niveau

1.5 — Opérations, composition et changement de coordonnées

2 — Dérivées, Taylor, extrema locaux

2.1 — Limites et continuité

2.2 — Dérivées partielles, gradient, différentielle, Jacobienne
2.3 — Regle de la chaine

2.4 — Dérivées secondes, Hessienne, Laplacien

2.5 — Polynéme de Taylor

2.6 — Extrema locaux

3 — Intégrales multiples

3.1 — Intégrales de Riemann (rappels de TMB)
3.2 — Intégrales doubles

3.3 — Intégrales triples

3.4 — Aire, volume, moyenne, centre de masse



Prérequis

1. Espaces vectoriels et vecteurs de R? et R3
(produits scalaire, vectoriel et mixte).

2. Applications linéaires et matrices
(produit, détérminant, matrice inverse).

3. Géométrie cartesienne du plan et de I’espace
(droites, coniques, plans, quadriques).

4. Dérivées et intégrales des fonctions d’une variable
(graphes, dérivées, points critiques, extrema, Taylor, primitives).

5. Equations différentielles du ler ordre.



Chapitre 1
Fonctions de plusieures variables

Ch. 1 — Fonctions de plusieures variables
1.1 — Coordonnées polaires, cylindriques, sphériques
1.2 — Ensembles ouverts, fermés, bornés, compacts
1.3 — Fonctions de deux ou trois variables
1.4 — Graphes et lignes de niveau
1.5 — Opérations, composition et changement de coordonnées



1.1 — Coordonnées polaires, cylindriques, sphériques

Ch. 1 — Fonctions de plusieures variables
1.1 — Coordonnées polaires, cylindriques, sphériques

Dans cette section:
e Coordonnées cartesiennes et polaires du plan

e Coordonnées cartesiennes, cylindriques et sphériques de I'espace



Coordonnées cartesiennes du plan

i1
On note (0O,7,7) un repére du plan.

o7

Définition — Soit P un point du plan.
e Le coordonnées cartesiennes de P sont le couple (x,y) € R? tel
que 7V=0P = XT+y] = <;)

Autrement dit,

e "
x=|OP| et y=|OP|

sont les longueurs des projections
orthogonales de Vv dans les direc-
tions 7 et 7.



Coordonnées polaires

e Les coordonnées polaires de P # O sont le couple

N X = pcosp
(p,p) e RT x [0,27[ tel que{y—psingo

On a donc
p=[OP| = /X2 +y?

© t.q.tanap=§six#00ucotgp=)§siy;ﬁ0
(par ex. ¢ =arctan? six,y>0)



Exercice: coord. polaires — cartesiennes

Enoncé — Pour les points suivants du plan, dont on connait les
coordonnés polaires, trouver les coordonnées cartesiennes :

A{p=3 B{p=\@ C{p=0

© = br/4 © =31/4 o =3m/2

Réponse — On dessine chaque point sur un plan, ensuite on calcule
les coordonnées cartésiennes avec les formules:

. A x = 3cos(57/4) = —% A(_Lﬁ _M)
_ . B 3\/5 2 0 2
y = 3sin(br/4) = —=3=

. x = /2 cos(3r/4) = ={2 -
’ { y = V2sin(3r/4) = @% B(-1,1)

x =0 cos(3r/2) = 0
" { y=0 Zic;s(%/Q) _o €0



Exercice: coord. cartesiennes — polaires

Enoncé — Pour les points suivants du plan en coordonnés
cartesiennes, trouver les coordonnées polaires :

A(2,3) B(2,0) C(0,3)

Réponse — On dessine chaque point sur un plan, ensuite on calcule
les coordonnées cartesiennes avec les formules:

p=+4+9=+13 -

o A cosg0=2/\/ﬁ {p\/ﬁ ,
singp = 3/1/13 ¢ = arctan (3)
p=+vE+0=2 _,

e B cosp=2/2=1 {p_
sinp=0/2=0 @ =arctan0 =0
p=+0+9=3 B

o C cosp=3=0 { -
sinp=3=1 p=m/2



Coordonnées cartesiennes de |'espace

K

On note (0,7,7, E) un repére 7 de I'espace.

Définition — Soit P un point de |'espace.
e Les coordonnées cartesiennes de P sont le triplet (x,y, z) € R3

telque Vv=0P = x7+yj+zk =

N < X

Autrement dit,
—_—> A "
x=|OP'|, y=|OP"| et z=|OP"|

sont les longueurs des projections orthogonales de v dans les
directions 7, J et k.



Coordonnées cylindriques

e Les coordonnées cylindriques de P # O sont le triplet

(p,,2z) € RT x [0,27[ xR tel que
X = pCosp
y =psing

zZ =2z

Si (x,y,z) # (0,0,0) on a donc
p= 100 = /x2 + 2

cosp =
@ tel que { . 7
singp =

b\kb‘x

zZ =2z



Coordonnées sphériques

e Les coordonnées sphériques de P # O sont le triplet
(r,0,¢p) e Rt x]0, 7[x[0,27[ tel que

X = rcosysinf
y =rsinpsind
z =rcosf

Si (x,y,z) # (0,0,0) on a donc
(r=|OP| = /2 +y2 + 22

cosp = —=
A/ x2 2
{ ¢ tel que L Xy+y
singp = To

z
6 = arccos

\ X2+ y2 4 22




Coordonnées de |'espace




Exercice: coord. cylindriques — cartesiennes

Enoncé — Pour les points suivants, dont on connait les coordonnés

cylindriques, trouver les coordonnées cartesiennes

p=n2

p=3
AL p=m/3 B{ po=mn/4
z=2 z=-3

Réponse — On dessine chaque point sur un plan, ensuite on calcule les

coordonnées cartesiennes avec les formules
3

x = 3cos(m/3) = 3
o A y = 3sin(7/3) :S\TE A(%,%Q)
z=2
= /2cos(m/4) = L
o B = \/2sin(n/4) = L B(1,1,-3)

2——3



Exercice: coord. sphériques — cartesiennes

Enoncé — Pour les points suivants, dont on connait les coordonnées
sphériques, trouver les coordonnées cartesiennes :

r=+/2 r=1

0 =3m/4 D<{ 6=mn/6

C
p=m/2 o =1/3

Réponse — On dessine chaque point sur un plan, ensuite on applique les

formules:
x =+/2 cos(m/2) sin(3w/4) =0

e C y =+/2 sin(n/2) sin(37/4) =1 C(0,1,-1)
z=1+/2 cos(3m/4) = —1

x = cos(m/3) sin(r/6) = 1
oD { y=sin(n/3) sin(n/6) =¥  D(} 3 %)
V3

z = cos(m/6) = %



Exo: cartesiennes — cylindriques et sphériques

Enoncé — Pour les points suivants en coordonnées cartesiennes, trouver les
coordonnées cylindriques et sphériques:

A=(-1,1,1) B(3,0,0) C(0,1,1)

Réponse —
p=+1+1=1+2
tanp = —1 p=12 r=v3
CA S VIFTii=vyE | $3T/4 | f=arcces
cosf = L =3 z=1 = 3m/4
=5 =Y
—\/9—1—0—3 _3 F_3
«B tmw_*_o o 0—r/2
~ /91 050-3 f:o _5
cosf)—f—O B =
(p=+/0+1=1
c.osg0=0 p=1 r=1/2
o C 5'“90:1 p=m/2 0=m/4
=0+1+1=+2 z= p=m/2
c059:i i

\ V2 T2



Notations des points

Conclusion —
e Un point géométrique du plan ou de I'espace est noté P.

e Un point en coordonnées dans R? ou R3 est noté X.

Cela signifie donc (x,y), (p,¥), (x,y,2), (p,p,2) ou (r,0,¢) selon le
contexte.

Dans la suite R” est I'un des trois espaces R, R? ou R3.



1.2 — Ensembles ouverts, fermés, bornés, compacts

Ch. 1 - Fonctions de plusieures variables

1.2 — Ensembles ouverts, fermés, bornés, compacts

Dans cette section :
e Intervalles, disques, boules
e Bord d'un ensemble
e Ensembles ouverts et fermés

e Ensembles bornés et compacts



Intervalles

Définitions —

e Dans R, on appelle

intervalle ouvert [,(r) =la—r,a+r|
intervalle fermé /,(r) =[a—r,a+ 1]

bord de l'intervalle 0l,(r) ={a—r,a+r}

a a a—r a a-+r
. rror [ r . r o
1 T T r T 1 ¢ ¢
ouvert fermé bord

10



Disques

e Dans R?, on appelle

disque ouvert
Diap)(r) = {(x,y) | (x —a)* + (v — b)?

disque fermé

Dipy(r)={(x.y) | (x—a)?+(y—b?<r

bord du disque (= cercle)

Do) (r) = {(x,y) | (x—a)? + (y — b)* =

ouvert fermé bord

2}
’}
)



Boules

e Dans R3, on appelle

boule ouverte
Bapc)(r) = {(x,y,2) | (x —a)* + (y = b)* + (z — ¢)* < r?}

bogle fermée
Bap,e)(r) = {(x,y,2) | (x—a)* + (y = b)* + (z — ¢)* < r*}

bord de la boule (= spheére)
0Bape)(r) ={(xy,2) [ (x—2)* + (y = b + (z— ¢)* = r?}

- T

11



Bord d’'un ensemble

Définition — Soit D < R” un sous-ensemble.

e Un point P est un point intérieur a D, s'il existe une boule
ouverte Bp contenue dans D.

e Un point P est un point extérieur a D il existe une boule ouverte
Bp qui n'intersecte pas D.

e Un point P € R" est un point du bord de D si toute boule ouverte
Bp centrée en P contient a la fois des points de D et de son
complémentaire R™\D.

e Le bord de D est I'ensemble

des points du bord, noté 0D. intérieur
ATTENTION — Un point de 0D &
peut étre dans D ou non! Ny T



Ensembles ouverts et fermés

Définition — Soit D < R" un sous-ensemble.
e D est ouvert s'il ne contient aucun de ses points de bord.

e D est fermé s'il contient tous ses points de bord.

~o 2
ouvert fermé
Propriété — Le complémentaire d’un ouvert est fermé, le

complémentaire d’un fermé est ouvert.

e Par convention, |I'ensemble vide ¢ et R" sont a la fois
ouverts et fermés dans R".

ATTENTION — |l existe L T
des ensembles qui ne sont <

; i 4c| . - )
ni ouverts ni fermés! i ouvert i fermé

12



Ensembles bornés et compacts

Définition — Soit D < R" un sous-ensemble.

e D est borné s'il existe un disque ouvert B qui le contient.

e D est compact s'il est fermé et borné.

~ _ -

compact



Exemples: non bornés fermés et ouverts

Exemples —

e Droites, demi-droites, plans et demi-plans sont non bornés.
Les droites et les plans sont fermés. Les demi-droites et les
demi-plans sont fermés s'ils contiennent leurs point ou droite extreme.

*———

e Les quadrants R, x Ry et R% x R¥ sont non bornés.
Le premier est aussi fermé. Le deuxieme est ouvert dans R? mais ne
I'est pas dans R3 (car tout le quadrant est son propre bord dans R3).
[ I
|

Ry x Ry TRiXRi

13



Exemples: bornés ouverts et fermés

e Disques, boules, carrés et cubes pleins sont bornés.
lls sont fermés (et donc compacts) s'ils contiennent leur bord (cercle,
spheére ou carré et cube).

boule ouverte boule fermée cube ouvert cube fermé

==
I
I

’
7

e Les couronnes circulaires sont bornées. Dans le plan, elles sont
fermées (donc compactes) ou ouvertes selon qu'elles contiennent les
circles ou non.

couronne ouverte couronne fermée ni ouverte ni fermée



Exercice

Enoncé — Dessiner les sous-ensembles suivants de R? et dire s'ils
sont ouverts, fermés, bornés ou compacts :

A={(x,y)eR2|0<x<5}
B:{(x,y)eR2]O<x<5, 0<y<x2+3}

C={(x,y)e]R2|O<x<5, O<y<x2+3}

Réponse —

3 3[”
| | 1 X —1 X
A B S c >

ouvert non borné compact ] borné )
ni ouvert ni fermé

14



1.3 — Fonctions de deux ou trois variables

Ch. 1 - Fonctions de plusieures variables

1.3 — Fonctions de deux ou trois variables

Dans cette section:
e Fonctions réelles et vectorielles de plusieurs variables

e Domaine et image



Fonctions réelles et vectorielles

Définition — Une fonction de plusieurs variables est une loi
f:R"—R" X f(X)

qui associe a un point X € R” au plus une valeur f(x) € R".

e Pour ce cours, n=2ou3 et m=1, 2ou 3.

e Sim=1, la fonction f : R” — R est dite réelle.

e Si m> 1, la fonction f est dite vectorielle.

15



Exemples de fonctions de plusieures variables

¢ Fonctions réelles

f:R2—R, (x,y)— f(x,y) = x3 +sin(xy) + 1

Pression = f(Volume, Temperature)

fR3—R, (x,y,2) = f(x,y,2) = x3z + xyz + In(z> + 1)
e Fonctions vectorielles

f:R2—R3 (x,y)— f(x,y) = (x*,x +y,y3)

g: R —R? (x,y,2) — g(x,y,2) = (x> + z,xz + y)

h:R* — R?, (p,) = h(p, ) = (pcos g, psingp)



Attention aux fonctions vectorielles et linéaires !

ATTENTION — Une fonction vectorielle n'est pas linéaire en général !

Une fonction f : R" — R est linéaire si et seulement si, en
coordonnée cartesiennes, ses composantes sont des
polynémes de degré 1 sans termes constants.

Par exemple:
o f(x,y,z) = (22 —x,0,3y +5x — z) est lindaire
e g(x,y,z) = (xz +5,3,sin(y)) n'est pas linéaire,
car contient un polynéme de degré 2 (xz),

deux termes constants non nuls (5 et 3)
et une fonction non-polynomiale (sin(y)).

16



Domaine et image

Définition — Soit f : R" — R™ une fonction.

e Le domaine (de définition) de f est I'ensemble des points de R”
pour lesquels f est bien définie:

Df = {X e R" | il existe f(X) € R™}
e L'image de f est I'ensemble des valeurs de f :

lIf = f(Df) = {)76 R™ | il existe X € R" tel que y = f()?)}



Exemples: domaine et image

e f:RZ—R, (x,y)mf(x,y) =/x2+y2—1

Dr = {(x,y) e R? | x* + y* > 1} ]
= complémentaire du disque Dp(1)
(fermé non borné)

Ir = [0, +oo[= R,

«FIR2 R, (xy) - flxy) = /122 y?

Dr = {(x,y) e R? | x* + y* <1} y
= disque fermé Do(1) (compact)

lr =[0,1]

car x°+y?>0<—=0<1-x>—y%2<1

«—=0<\/1-x2—y?2="f(x,y)<1

17



o fR?— R, (x,y) =~ f(x,y) =In(x*+y* - 1)

Dr ={(x,y)eR? | x>+ y? > 1} ¥
= complémentaire du disque Dp(1) TN
(ouvert non borné) ' i

Ir =R
o iR — R, (x,y) = f(x,y) =In(l—x*~y?)

Df = {(x,y)eR2 | X2+y2<1}
= disque ouvert Dp(1)
(ouvert borné) A1

Ir = 1n]0,1] =] — 0,0] = R~ L



1 1
R2 L, R2 L _ (L
e f:R R?,  (x,y) f(x,y) <X2’ y2>

Dr = {(x,y) eR? | x #£0, y # 0}
= plan privé des deux axes de coordonnées
(ouvert non borné)

lf = Rg x Ry = 4°M° quadrant privé de son bord

.f:R?’—)sz (x7y,z)n—>f(x7y7z)=<\/X2—Z2,—\/y2—|—z2)

D ={(x,y,z) e R® | x> — 22 > 0}
= cOne délimité par les deux plans z = £x
(fermé non borné)

lr = RT x R~ = 4°™ quadrant

18



Exercice

Enoncé — Dessiner le domaine de définition et I'image des fonctions
suivantes et déterminer la nature du domaine (ouvert, fermé, borné,
compact).

In(x?> + y? + 1)

B

Réponse : Dr = {(x,y) e R3 [ x2 + y2 +1>0, x?+ y? # 0}
= R?\{(0,0)} = plan moins l'origine  (ouvert non borné)

o f:R?2—R, (x,y)— f(x,y) =

La condition x? 4+ y2 + 1 > 0 est vérifiée pour tout (x,y) € R? et |a
condition x2 + y? # 0 est vérifiée si (x,y) # (0,0).

lr = R% =]0,+00[ (ouvert non borné)

car x> + y? > 0 implique x? + y? + 1 > 1 et par conséquent
In(x?> + y2 + 1) > 0, et le quotient de deux nombres positifs est
positif.



In(x2 +1) In(y?+ 1))

e g:R? — R? (X,y)Hg(X,y)=< 2 X2

Réponse :
Dg ={(x,y)eR? | x2+1>0, y #0, y*+1>0, x # 0}
= R* x R* = plan privé des deux axes de coordonnées
(ouvert non borné).
En effet, les conditions x> +1 > 0 et y® + 1 > 0 sont vérifiées pour
tout (x,y) € R?

lg = R% x R% = 1°" quadrant privé de son bord
(ouvert non borné)

Les conditions x # 0 et y # 0 impliquent x> > 0 et y2 > 0, et par
conséquent In(x?> +1) > 0 et In(y? + 1) > 0.

19



1.4 — Graphes et lignes de niveau

Ch. 1 — Fonctions de plusieures variables

1.4 — Graphes et lignes de niveau

Dans cette section:
o Graphe des fonctions d'une variable (rappel)
e Graphe des fonctions de plusieures variables

e Lignes de niveau



Graphe des fonctions d'une variable

Rappel — Le graphe de f : R — R est I'ensemble

Ff:{(x,y)e]RzlxeDf, y:f(x)}ch.

(x, f(x))

f(x)|------=
el

—

Le graphe des fonctions usuelles d'une variable est a connaitre par
coeur.

20



Graphes a connaitre |




D’autres graphes a connaitre !

F(x) = Ix| fw3
f(x) = sin(x) f(x) = cos(x)

F(x) = [1/x]

NV RV

f(x) = arcsin(x) f(x) = arccos(x)

21



D’autres encore...

f(x) = exp(x)




Graphe des fonctions de plusieures variables

Définition — Le graphe de f : R” — R™ est |I'ensemble

M= {7 eR™™ | Ze Dy, 7= (%) | R

PROBLEME — Ce graphe
est difficile a dessiner
sin+m>31

Regardons n =2 et m = 1.

22



Graphe des fonctions réelle de deux variables

Le graphe de f : R> — R est I'ensemble

rf = {(vaaz) GR?) | (X7y> € Dfa zZ= f(Xay) } CR3'




Exemple: graphe d'une fonction de deux variables

Exemple —
e f(x,y)=+/1-x2—y2=12z

= Df=Dg(l) et Ir=][0,1]
Notons que

22=1-x2—y% c-ad.

Ainsi [ = demi-sphere

23



Lignes de niveau

Soit f : R? — R de domaine Df — R? et d'image If — R.

Définition — Pour tout a € R, la ligne de niveau a est la projection
sur Df de T'r n {z = a}, c'est-a-dire

La(f) = {(x,y) € Dr[f(x,y) = a}.

A noter que L,(f) = I si a¢ Ir.




Exemple: lignes de niveau

Exemple —
e f(x,y) =+/1—x2—y2 =2z Df=Do(1), Ir =[0,1]
Pour tout a€ [0,1] = If on a

L(f) = {(x.y) € Do(1) | VT-x2=y? =a }

= cercle centré en (0,0) de rayon v/1 — a2

24



Exercice

Enoncé — Trouver le domaine, I'image et la nature des lignes de
niveau de la fonction

X—-Yy
fix,y) = .
(o) X+y
Dessiner les lignes de niveau pour les valeurs a = —2,—1,0,1,2. En

déduire le graphe de f.

Réponse —

Dr = {(x,y) e R? | y # —x} = R?\ la bissectrice
du 2°™€ quadrant

Ir = R, alors pour tout a€ R on a

La(f) = {Cey) e Dr | L =3

= droite d'équation (a—1)x+ (a+ 1)y =0




L,(f) = droite d'équation (a—1)x+ (a+1)y =0

a=0 = y=x

a=1 = y=0 a=-1 = x=0

a=2 = y:—%x a=-2 = y=-3x
X—y

I':{x7 ,z) e R3 ;éx,z:i}

F=106y,2) |y Ty

= union de droites tournantes (sans I'axe Oz)

25



1.5 — Opérations, composition et changement de
coordonnées

Ch. 1 — Fonctions de plusieures variables

1.5 — Opérations, composition et changement de coordonnées

Dans cette section:
e Somme et produit de fonctions
e Composition de fonctions

e Changement de coordonnées



Somme et produit de fonctions

Définition — Soient f, g : R" — R deux fonctions et A € R. On
définit les fonctions suivantes:

somme: (f +g)(X) = f(X) + g(X), Drig = Df 0 Dg;
zéro: 0(x) =(0,...,0), Do =R"
opposée de f: (—f)(X) = —f(X), D_¢=Ds;
produit de f par X\: (Af)(X) = Af(X), Dir = Dr.

Si f et g sont des fonctions réelles (m = 1):
produit: (fg)(x) = f(X)g(X), Dg = Df N Dg;
un: 1(x) =1, D;=R"

inverse de f: <7) (X) = f(l)_(,) Dy /= {)‘(’e Dr | f()?);éO}.

26



Exemples: somme et produit de fonctions

Exemple —

Si f(x,y)=x>—y?% gx,y)=x2+y? et A=3,
ona:

(F +8)(x,y) = x> — y? + x* + y? = 2x?
(3F)(x,y) = 3(x* = y?)

(fg)(x,y) = (x* = y?)(x* + y?) = x* — y*

1 1 .
?(X,y)zm S|X7éi_y.



Propriétés des opérations

Proposition — Les opérations d’addition, produit par scalaire et
multiplication entre fonctions a plusieurs variables ont les mémes
proprietés que leurs analogues entre fonctions 3 une variable (elles
sont commutatives, associatives et distributives).

En particulier, I'ensemble des fonctions a plusieurs variables
F(R",R™) muni de I'addition et du produit par scalaire est un
espace vectoriel sur R de dimension infinie.

27



Composition de fonctions

Définition — Données deux fonctions
f:R"—R™ e g:R"—RP
on définit la composée de f et g comme la fonction
gof:R" — RP
obtenue en calculant g sur les valeurs obtenues par f:
rR" L R £ Re
£ - f®) o~ (geN(®) -g(f®)
Le domaine de g o f est I'ensemble

Dgor = {)?e Ds | F(X) e Dg}.



Exemples: cas usuels de fonctions composées

Fixons f:R2 R, (x,y)— f(x,y) =x*—y.

oSi g:R->R z—g(z)=expz
alors gof:R?—R setrouve en posant z = f(x,y):

(gof)(x,y) = g(f(x,y)) = g(x* —y) = exp(x* — y)

eSi h:R2—-TR?% (u,v)— h(uv) = (hl(u7 v), ha(u, v))

= (Qu,u+v)
alors foh:R?2 > R se trouve en posant x = hy(u,v) :
y = ha(u,v)

(fFoh)(u,v) = f(h(u,v)) = f(u,u+ v) = 4u* — (u+ v)

eSi 7:R—>R? t— (y1(t),72(t)) = (cost,sint)

x=7(t)
y="(t)
(Foy)(t) = f(y(t)) = f(cost,sint) = cos® t —sin t

alors foy:R — R se trouve en posant {
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Changement de variables

Un changement de variable s'écrit comme une composée !

Proposition — Si y = f(X) est une fonction des variables
X = (x1, ..., Xn), son expression comme fonction de nouvelles variables

—

U= (u,...,up) est donnée par la fonction composée

f="foh,

ol
h:R" —R" 7 h(d) =X

est I'application qui décrit le changement de variables des (x1, ..., xp)
vers les (u1, ..., up).

Autrement dit, on a



Changements en polaires, cylindriques, sphériques

e Changement en coordonnées polaires:

fF(x.y) = f(h(p,0)) = Flp. )

avec h:[0,00[x[0,27[— R2,  h(p,p) = (pcosy, psinp)
e Changement en coordonnées cylindriques:

f(x,y,z) = f(h(p,,2)) = Fp,p,2)

avec h:[0,00[x[0,27[xR —> R3
h(p,p,2) = (pcos ¢, psin ¢, z)
e Changement en coordonnées sphériques:

f(x,y,2) = f(h(r,0,9)) = F(r.0,¢)

avec h:[0,00[x[0,27[x[0, 7] — R3
h(r,0,¢) = (rcospsinf, rsinpsinf, rcosf)
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Exemple: passage en coordonnées polaire

Exemple — On veut exprimer la fonction
f:R?2—TR, (x,y)— f(x,y) = x>+ y? +2x
en coordonnées polaires.

Pour cela il suffit de faire la composée f o h ol

h(p,¢) = (pcos e, psin p)
c'est-a-dire a remplacer x et y dans f par pcosp et psin .

On obtient

f(p,p) = f(pcosy,psinyp)
= (pcosy)? + (psinp)? +2pcos ¢
= p? +2pcosp.



Exercice

Enoncé — Exprimer la fonction

f(x,y,z) = (Vx2 + y2, 2°)

en coordonnées cylindriques et sphériques.

Réponse — En coordonnées cylindriques :

F(p,p.2) = f(pcosp, psing,z) = (p, 2%)

En coordonnées sphériques :

?(r,@,ap) = f(rcospsind, rsingpsin, rcost)
= (rsin6, r?cos®6)
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Chapitre 2
Dérivées, Taylor, extrema locaux

Ch. 2 — Dérivées, Taylor, extrema locaux
2.1 — Limites et continuité
2.2 — Dérivées partielles, gradient, différentielle, Jacobienne
2.3 — Regle de la chaine
2.4 — Dérivées secondes, Hessienne, Laplacien
2.5 — Polyndme de Taylor
2.6 — Extrema locaux



2.1 — Limites et continuité

Ch. 2 — Dérivées, Taylor, extrema locaux
2.1 — Limites et continuité

Dans cette section:
e Rappels sur les fonctions d'une variable
e Limites de fonctions

e Fonctions continues
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Rappels sur les fonctions d'une variable

Rappel — Si f : R — R est une fonction d'une variable, avec
domaine D¢, on dit que:

e la limite de f en un point a € Dr U 0Ds est la valeur lim f(x) a

X—a

laquelle tend f(x) quand x s'approche de a;

e f est continue en un point a€ Dr si  lim f(x) = f(a).

X—a

_ i %
/] /] /]
lim # lim lim = lim # f(a)

continue gauche droite gauche droite




Limites des fonctions

Définition — Soit f : R” — R™ une fonction de plusieurs variables,
de domaine Dy.

e La limite de f en un point 3¢ Df U 0Ds est la valeur a laquelle
tend f(X) quand X s'approche de & par tous les
chemins possibles dans Ds.

On la note

m f(X).

lim
X—a

La limite peut ne pas exister, mais si elle existe elle est unique.
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Fonctions continues
e La fonction f est continue en 3¢ Dr si

lim £(x) = £(3).

e La fonction f est continue sur le sous-ensemble D — Ds si f est

continue en tout point de D.

Le graphe d'une
fonction continue
n'a pas de “sauts”!

continue

TN NS
7;”,’1’”[’:','::‘1}&\'

non continue non continue



Quelles fonctions sont continues ?

Théoreme — Toutes les fonctions de plusieurs variables obtenues
comme somme, produit ou composée de fonctions continues d’une
variable sont continues.

Quelques fonctions continues —
e Les fonctions polynomiales de plusieurs variables sont continues
sur R",

e Les fractions rationnelles, les racines, les exponentielles et les
logarithmes, les fonctions circulaires, les fonctions hyperboliques
et leurs réciproques sont continues sur leur domaine de
définition.
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2.2 — Dérivées partielles, gradient, différentielle, Jacobienne

Ch. 2 — Dérivées, Taylor, extrema locaux

2.2 — Dérivées partielles, gradient, différentielle, Jacobienne
2.2.1 — Dérivées partielles
2.2.2 — Dérivées directionnelles
2.2.3 — Gradient
2.2.4 — Différentielle
2.2.5 — Matrice Jacobienne
2.2.6 — Resumé sur les dérivées



2.2.1 — Dérivées partielles

Ch. 2 — Dérivées, Taylor, extrema locaux

2.2 — Dérivées partielles, gradient, différentielle, Jacobienne
2.2.1 — Dérivées partielles

Dans cette section:
e Rappels sur les fonctions d’'une variable
o dérivées partielles

e fonctions (continiiment) différentiables
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Rappels sur les fonctions d'une variable

Rappel — Si f : R — R est une fonction d'une variable, la dérivée
de f en x € Ds est la limite

f(x+h)—f(x)

fl(x):=li
b=

si elle existe et est finie. Dans ce cas, f est dérivable en x.

La fonction f est dérivable sur D — Dr si elle est dérivable en tout
point x € D.

Propriété — Une fonction dérivable est continue.

Le contraire est faux:

i L~ _

/] Ve /7

non continue continue, non dérivable dérivable



Dérivées partielles

Définition — Soit f : R" — R™ une fonction.

e Les dérivées partielles de f en X € Dr sont les limites

of

— (X1, ey Xp) = lim

f(xl, c Xj + h, ...,X,,) — F(X1y ey Xn)

ﬁx; h—0

pour i = 1,....n (si ces limites existent).

e Les dérivées partielles de f sont les fonctions

of

OX;

— R — R™:

L
x OX;

(%)

définies sur I'ensemble de points X ol les dérivées £-(x) existent.
1

pour i=1,....n

of
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Fonctions (continiiment) différentiables

e La fonction f est (continiment) différentiable sur D — Dy, ou
de classe C! sur D, si toutes les dérivées partielles

ﬁ:DC]R"—»R’"
aX,'

existent et sont des fonctions continues en tout point X € D.
Propriété — Une fonction différentiable est continue.

Le contraire est faux: le graphe d'une fonction différentiable n'a pas
de “sauts” et en plus ne change pas son allure “brusquement”!

LA
AN
IR
RN S S
T

I

continue
non différentiable

non continue

différentiable



Exemples de fonctions différentiables

Exemples —
e Pour f(x,y)=xy?+3x ona
of of

JR— f— 2 —_— =
ax(X’y> y°+3 et ay(><7y) 2xy

qui sont continues sur R?, donc f est C! sur R2.

2
e Pour g(x,y,z) = (xy z—; 3X) on a

g _ y2+3 g (2xy ot g (0
ox 0 ’ dy \ 0 0z \2z
donc g est C! sur R3.

e Pour h(r,0,p) = >+ rsinf ona

ﬁ—sinﬁ ﬂ—
- , P

ar 2¢p et 55 = rcos 0

donc h est C* sur [0, 0[x[0,27[x [0, 7].
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2.2.2 — Dérivées directionnelles

Ch. 2 — Dérivées, Taylor, extrema locaux

2.2 — Dérivées partielles, gradient, différentielle, Jacobienne

2.2.2 — Dérivées directionnelles

Dans cette section:
o Dérivées directionnelles

e Croissance et décroissance des fonctions réelles



Dérivées directionnelles

Soit f : R" — R™ différentiable sur un ensemble D < R".

Définition — Pour tout vecteur vV = (vi,...,v,) € R", on appelle
dérivée directionnelle de f dans la direction v la fonction

osf: D — R

X — 5\7f(>?)=v1 %()_(')4-...4_\/” %()—O

Nota -
Dérivées partielles = dérivées directionnelles dans la
direction des vecteurs

& =(0,..,1,..,0),

ol 1 est en jeme position,

f
c'est-a-dire a— = Oaf

OX;
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Exemples de dérivées directionnelles

Exemples — Cherchons la dérivée directionnelle des fonctions
suivantes, dans la direction d'un vecteur générique V.

o f(x,y) = xy? + 3x

La fonction f : R? — R a dérivées partielles

of ) of
= — = — 2xy.
aX(X’y) y° +3 et ay(x,y) xy

Alors, pour tout vecteur de direction v = (u, v) € R?, la dérivée
directionnelle de f est la fonction

o;f 1 R2 —R
qui vaut, au point (x,y) € R?,

0zf(x,y) = (y2 +3)u+2xyv.



La fonction g : R3 — R? a dérivées partielles

g (y*+3 g (2xy ot g (0
ox 0 Toox \ 22 oz  \2yz )’

Pour tout vV = (u, v, w) € R3, la dérivée directionnelle

0yg : R® — R? vaut donc
2
. [y +3 2xy 0
0o8(x,5,2) _< 0 >u~|—<z2>v—|—<2yz i

_ (y2+3)u+2xyv
22v+2yzw '

A noter que si on écrit g = (g1,4), on a

0sg = (0781, 0782) : R® —> R?.
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o h(r,0,¢) = ¢?>+rsind
La fonction h: [0,0[x[0,27[x[0, 7] — R a dérivées partielles

ch of of
Ezsine, %zlp et %zrcos&
donc pour tout V = (u, v, w) € R3, la dérivée directionnelle de h est

la fonction
Ogh : [0,00[x[0,27[x[0, 7] — R

qui vaut
Ozh(r,0,p) =sinfu+2pv+ rcosf w.



Croissance et décroissance des fonctions réelles

Théoreme — Soit f : R" — R une fonction réelle de classe Ct sur
D cR". Pour tout X€ D et tout veR", on a:

eSi | 0;f(X) >0 | alors f est croissante au point X
dans la direction de V.

eSi | 0yf(X) <0 | alors f est décroissante au point
X dans la direction de V.

De plus:
e forte croissance <= grande dérivée positive

e forte décroissance <= grande dérivée négative

Nota — On ne peut rien dire sur la croissance de f si 0yf(X) =0 !
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Exercice

Enoncé — La fonction f (x,y) = xy? + 3x est-elle croissante ou
décroissante au point (3,1), dans les directions (1,1), (1,2), (1,—1)
et (1,-2) 7

Réponse — Pour tout vecteur v = (u,v), on a

def(x,y) = (> +3)u+2xyv
et donc

(9\77((3,1) = 4u+6v

d'ou
® 01,1)f(3,1) =10 = f croissante en direction (1,1)
® 012)f(3,1) =16 = f croissante en direction (1,2)
® 01,-1)f(3,1) = =2 = f décroissante en dir. (1,-1)
® 01,-2f(3,1) = -8 = f décroissante en dir. (1,-2)



Enoncé (suite) — Parmi ces quatre directions, quelle est celle de
plus forte croissance et celle de plus forte décroissance 7

Réponse — Pour comparer la croissance d'une fonction en différentes
directions, il faut calculer les différentes dérivées directionnelles avec
des vecteurs ayant tous la méme longueur, par exemple 1.

Directions croissantes —

SADI=V2 = oy B -
LD =VE = 0131 =
N V5
Or 10 18 5 (104/5)? = 500 < (16+/2)? = 512.

V2 < s

Ainsi, au point (3,1), le fonction f croit plus rapidement dans la
direction (1,2).
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Directions décroissantes —

2
O -DI=v2 = 01y 4f(31) = -
8
I -2 =vE = 14 5f(31) = -7
On a —% > —% car ceci se vérifie ssi % < %,

ce qui est vrai car  (2v/5)? = 20 < (8+/2)? = 128.

Ainsi, au point (3,1), le fonction f décroit plus rapidement dans la
direction (1, —-2).



2.2.3 — Gradient

Ch. 2 — Dérivées, Taylor, extrema locaux

2.2 — Dérivées partielles, gradient, différentielle, Jacobienne

2.2.3 — Gradient

Dans cette section:
e Gradient des fonctions réelles

e Interpretation géométrique du gradient
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Gradient d'une fonction réelle

Deninition — 5Soi1t 7 1 [RY — IR une tonction reelle ditférentiable sur

D < Ds.
e Le gradient de f en un point X € D est le vecteur de R”
of (2
. o of & (%)
grad f(X) = VF(X) = — (X) &+ + () &= |
0x1 OXn
()

ol le symbole V se lit nabla.

e Le gradient de f est la fonction vectorielle

of
ox1
gradf=Vf=| : |:DcR"—R"
of
OXn

ogf = (NVFf, ¥y = VFf-v

Pour tout v € R"” on a alors




Exemples de gradient

Exemples —

2
o F(x,y) =xy2+3x = Vf(x,y)= <y2:;/3>

0 12

Par exemple:  V£(0,0) = (3> et VF(3,2) = < ! )

o f(x,y,z) =sin(xy) +In(x® +2?) =

y cos(xy) + )(227;(22
Vi(x,y,z) = x cos(xy) .

2z
x2+22

—
Par exemple: ?f(O,w, 1) = ( 0 )
2
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Interprétation géométrique du gradient

Théoreme — Soit f : RZ — R une fonction de deux variables,
différentiable sur D — R2. Pour tout X € D on a alors:

o Le gradient Vf(X) est orthogonal 3 la ligne de niveau L,(f) avec
a=f(x).

e Le gradient VFf (X) indique la direction de la pente de plus forte
croissante du graphe I's en X.



Exemple: interpretation géométrique du gradient

Exemple — f(x,y) =4/1-x2—y2 —
domaine Df = Dp(1) = disque unitaire fermé

ligne de niveau L,(f) = cercle de rayon v/1—a2, ol a € [0,1]

f est différentiable sur D = Dp(1) = disque unitaire ouvert, et
x .
1—x2—y2
v)f.(Xay): —Xy g :_E(Xay)‘
1—x2—y2

direction
cr0|ssante

Pour tout a €]0,1[, ce
vecteur est orthogonal
au cercle L,(f) au point
(x,y) et est dirigé vers

l‘v §
le centre du cercle. /@

gradient vt
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2.2.4 — Différentielle

Ch. 2 — Dérivées, Taylor, extrema locaux

2.2 — Dérivées partielles, gradient, différentielle, Jacobienne

2.2.4 — Différentielle

Dans cette section:
e Différentielle des fonctions
e Différentielle des fonctions réelles: dx, dy, dz

e En coordonnées cylindriques et sphériques: dp, dy, dr, df



Différentielle d'une fonction en un point

Soit f : R" — R une fonction différentiable sur I'ensemble
D < R". Par définition, pour tout X € D, I'application

Ouf(x): R" — R7

Vo () =L@t LX),

est linéaire dans la variable V.

Définition — Cette application linéaire de R"” vers R s'appelle
différentielle de f au point X.

Il est d'usage de la noter dfy: R" — R™.

En somme, pour tout vV = (vq,...,v,) € R", on a donc
M M

of of

(X) v = 0sf(X).

OXn
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Différentielle en un point: cas particuliers

Cas particuliers —

e Si f:R" — R est une fonction réelle, la différentielle
dfz : R" — R s'écrit au moyen du gradient de f:

Vv eR”, df (V) = (VF(x), V)

e Sif=(f,..,fm): R —> R™ est une fonction d'une seule variable
x, la différentielle df, : R — R™ vaut:

VveR, df.(v) = (fl'(x)v veees Fo(x) v)




Exemples de différentielles

Exemples —

e f(x)=x>-x> = f:R—R

= df.: R—> R est donnée par dfi(v) =

o fx,y)=x?y>-T7y = f:R2-R

= dfixy): R? — R est donnée par

dfiyy(u,v) = 2xy> u + (3x%y?

Par exemple:

-7

(2x —5x*) v

—7)v.

(quelle coincidence !)
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f:R? > R3

df;

x,y)

y? 2xy
dfy(u,v)=u | 0 | +v 1
2x —2y

2

i) - (%) -

dficy (U, v,w) =u <

f:R3 - R?

df

y
0

X,¥,2)

)+ (3

B y2u+2xyv
S\ ZBv+3y2w

2xy
3

'R? - R3

y2u+2xyv
v
2xu—2yv

:R3 — R?

> o <3y0z2>



Applications linéaires élementaires

Remarque —

e Les n applications linéaires (pour i =1, ..., n)

dxi :R" — R, V= (v,...,vp) — dx;(V) = v; ‘

formant une base de I'espace vectoriel L(R",R).

e Par conséquent, toute application linéaire L : R” — R s’écrit
comme combinaison linéaire des dx;:

L=ajdxq +---+a,dx, aveca;elR.
e Il n'y a pas n applications linéaires
"dx!" : R" — R™ (pour i =1,...,n)

qui forment une base de I'espace vectoriel L(R",R™), parce que cet
espace a dimension n x m |
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Différentielle

Définition — Soit f : R” — R™ une fonction différentiable sur

D < R". L'application

DcR" | — L(R"R™)
X — dfy

s'appelle différentielle de f et est notée df.

Corollaire — Si f : R” — R est une, fonction réelle, alors:
. dlfferentlelle dfy ]R” —> RenxeDs e crit

of of
dfy = 871(@ dxq + -+ aTn(X) dxp.

e La différentielle df : D — L(R",R) s'écrit

df = ﬁdxl—i- —i—ﬁdxn.
6x1 axn




Exemples: écriture usuelle des différentielles

Exemples —
o f(x)=x>-x> = dfi = (2x — 5x*) dx.

Par exemple: dfi = —3 dx.

o f(x,y)=x%y3-7y = dfixy) = 2xy3 dx + (3x%y?—7) dy.

Par exemple: df(; 1) = 2dx —4dy.

o f(x,y,2) = x°y3z —Tyz*> =
dfixy,z) = 2xy3z dx + (3x2y2z — 72%) dy + (x%y3 — 14yz) dz

Par exemple: df(;11) =2 dx—4 dy —13 dz
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2) Pour tout (x,y) € D, on a

dfixy) = %(Xa)’) dx + %;(X,y) dy
_ —2x 5 J
1—X2+5y 1_X2+5y y
3) Ainsi
df(2,0) 1-2 dx—i—m dy = 3 dx — = dy
et
dfia0)(7) = dfia0)(1,0) = §(2,0) = §
dfio0)(7) = dfia0)(0,1) = 5£(2,0) = -3
df(2,0)(V) dfip0)(1,1) =%~ 5 =1
dfia0)(d) = dfip0)(3,—3)=%3—-3(-3)=4+5=9



Exercice : dx, dy, dz, dp, dy, dr et df

Enoncé — On note (x,y, z), (p, ¢, z) et (r,0, ) les coordonnées
cartesiennes, cylindriques et sphériques des points de R3. On rappelle
que

o S
S ¢ €[0,2n]
et
X = rcospsinf r €]0, o[
y = rsinpsinf ¢ € [0,27[
z =rcosf 0 €0, 7|
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Montrer que
dx = cosp dp — psinp dp

i)< dy =sinp dp+ pcosy dp

dz = dz

dp = cosyp dx + siny dy
i"Y < pdp = —sinp dx + cosp dy

dz = dz

Formules de passage cartésiennes «<—— cylindriques



dx = cos sinf dr — rsiny sinf dy + rcospcosf db
ii){ dy =singp sinf dr + rcosy sinf dy + rsiny cosf db
dz = cosf dr — rsinf do
dr = cosp sinf dx +siny sinf dy + cosf dz
i"y{ rsinf dp = —sinp dx + cosp dy

rdf = cos ¢ cosf dx +siny cosf dy +sinf dz

Formules de passage cartésiennes «— sphériques
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dr =sinf dp + cosf dz
(i) X dp =dp

rdf = cosf dp —sinf dz
dp =sin6 dr + cosf df

(iii"){ dp =dyp

dz = rcos@ dr — rsinf d0

Formules de passage cylindriques «— sphériques



Réponse — |l suffit d’écrire les différentielles des applications de
changement de variables. Par exemple la différentielle du changement
de variables cylindriques — cartésiennes donne les formules i):

dx = S dp+ & dp+ 5 dz
= cosgodp psiny do
dy = dp—i—ay do + 5 ydz
= SIn(p dp + cos d(p
dz = g—;dp—i—g—;dcp—kgdz

= dz

Les formules /") s'obtiennent en inversant le systéme /). On procéde
dela méme facon our les autres formules.
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2.2.5 — Matrice Jacobienne

Ch. 2 — Dérivées, Taylor, extrema locaux

2.2 — Dérivées partielles, gradient, différentielle, Jacobienne

2.2.5 — Matrice Jacobienne

Dans cette section:
e Rappel sur les applications linéaires et les matrices
e Matrice Jacobienne et déterminant Jacobien

e Jacobien des changements de variables



Rappels sur les applications linéaires et les matrices

Rappel — Toute application linéaire L : R" — R se représente
come une matrice A = (a;j) € Mpmn(R) (avec m lignes et n colonnes)
telle que, pour tout v = (vq,...,v,) e R", on a

L(V) = AV (produit matrice par vecteur)
a1 di2 -+ din Vi
dmli dm2 - dmn Vn

ail vi+ -+ 3in Va

ami V1t -+ amn Va
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Matrice Jacobienne

Définition — Soit f : R” — R™ une fonction diff. sur D.

e La matrice Jacobienne de f est la matrice Jr € M, associée a
df, c'est a dire telle que

‘ dfz(V) = Jr(X) Vv ‘ pour tout X € D et tout vV € R".

Si (f1, ..., fm) sont les composantes de f, on a alors

0fi(X) 0fi(X)
8x1 o (3Xn
Jr(X) = ce. € Mmn(R)
Ofm(X) 0fm(X)
6x1 o @X,,

e Si la matrice Jacobienne est carrée (n = m), son détérminant
Jac f = det Jr s'appelle Jacobien de f.



Exemples de matrices Jacobiennes

Exemples —
eSi f:R2—R, (x,y)— f(x,y) = x%y,

on a

Jr(x,y) = <6f(a>:y) 6f(a);,y)) = (2xy X2) € Mp(R)

une matrice ligne.

eSi i R—RZ: £ o(t) = ((b) (b)) = (268 +1),

T o () - () e

une matrice colonne, c'est-a-dire un vecteur.
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eSi h:R?—R?
(Ua V) = h(ua V) = (hl(ua V)» h2(ua V)) = (U2V,3U),

ona
ohy  oh
ou  ov 2uv u2>
In(u,v) = = € My (R
e (3 ) e Ma®)
ou Ov
. ohy ohy  Ohy OB
I L L -
Jac h(u, v) = du Ov Ou dv 3u

eSi g:R— R, z+— g(z) =sinz,
one Je(z) = (g'(z)) = (cosz) € M1 (R)
“ Jacg(z) = g'(z) =cosze R



Exemple: Jacobien des changements de variables

e Polaires : h(p, ) = (pcosy, psinp)
_ [cosp —psing
In(p, ) = (sin(p pcow>
Jac h(p, p) = pcos® o + psin®p = p

e Cylindriques : h(p, ¢, z) = (pcosp, psinp, z)

cosep —psing 0
Jn(p,p.z) = | sinp pcosp 0
0 0 1

Jac h(p, p,z) = pcos® o + psin®p = p
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e Sphériques :  h(r,0,¢) = (rcosysinf, rsinpsinf, rcosf)

cospsinf —rsingsinf  rcosp cosf
In(r,0,0) = | sinpsind rcospsind  rsinpcosf
cos 0 —rsinf

Jach = cos@( — r?sin® psinf cosf — r? cos? gpsin@cos&)
— rsin 9<r cos® psin? 6 + rsin? @ sin? 9)
= —r?sinfcos’f — r’sin® 6

= —r’sinf



Exercice

Enoncé — Calculer le gradient, la différentielle et la matrice
Jjacobienne de la fonction f : R3 — R donnée par

f(x,y,z) = z sin(xy).

Réponse — On a

yz cos(xy)
Vi(x,y,z) = | xz cos(xy)

sin(xy)

dfix.y.z) = ¥z cos(xy) dx + xz cos(xy) dy + sin(xy) dz

Je(x,y,z) = (yz cos(xy) xz cos(xy) sin(xy) )
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Exercice

Enoncé — Calculer Ia différentielle et la matrice Jacobienne de Ia
fonction f : R — R? donnée par

o y.7) = <zsinx>.

zsiny

Réponse — Pour tout vV = (u,v,w) € R3, on a

Z COS X 0 sin x
df(X,y,Z)(ua v, W) = < 0 > u+ (Z COS}/> v+ (siny) W

Je(x,y,2) = Z cos X 0 sin x
Y, 2) = 0 zcosy siny



2.2.6 — Resumé sur les dérivées

Ch. 2 — Dérivées, Taylor, extrema locaux

2.2 — Dérivées partielles, gradient, différentielle, Jacobienne

2.2.6 — Resumé sur les dérivées

Dans cette section:
e Resumé sur les dérivées des fonctions réelles

e Resumé sur les dérivées des fonctions vectorielles
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Resumé: dérivées des fonctions réelles

Si f: R" — R est une fonction réelle diff. sur D < R" :

e dérivées partielles
= fonctions réelles

e dérivées directionelles
= fonctions réelles

e gradient
= fonction vectorielle

o différentielle
= fonction a valeur
applications linéaires

e Jacobienne
= fonction a valeur
matrices ligne

of of .
TX].”TXnD—>R

\a f-D—>R\

ogf = V16X1+ +v,,§)f
of
ox1

| VrD—r | V- |
of
OXn

| df : D— L(R",R) |

df = Sdxy + -+ + £5 dx,

\ Jr: D —> M1p(R) \
f

— (ot ... 2
Jf - <6X1 é’x,,)



Resumé: dérivées des fonctions vectorielles

Si f=(f,...,fm) : R” — R est fonction vectorielle diff. sur D:

e dérivées partielles g—xfl, vy (.?)fn :D — R™
= fonctions vectorielles o _ (@ 6fm)
0x; 0x; 7 """ 0x;
* dérivées directionelles | 0;f : D — R™ |
= fonctions vectorielles Oqf = Vlaanl N Vn(%fn

e gradient “VFf" n'est pas défini

« différentielle | df : D— L(R",R™) |
= fonction a valeur mais les " dx;" n’existent pas
applications linéaires

e Jacobienne ‘ Jr: D R" — Mmp(R) ‘
= fonction 2 valeur ofi of
Ox1 O0Xn

dans les matrices

Jr = : : :
Ofm .. Ofm
0x1 0xn



2.3 — Regle de la chaine

Ch. 2 — Dérivées, Taylor, extrema locaux

2.3 — Regle de la chaine

Dans cette section:
e Dérivée de la somme et du produit de fonctions
e Dérivée de la composée de fonctions
. Lrivd : .0 0 0 0 d 0
e Transformation des dérivées partielles: X' by 070 op o o et
0
00



Dérivée de somme de fonctions et produit par scalaire

Proposition — Sif,g:R" — R™ sont différentiables, on a :

of+g) of 0g .
° TXI_&*X/—FTX, pour touti=1,....n

Par conséquent ?(H—g) = Vf+Vg (sim=1),
d(f+g) =df +dg, Jug=Jr+ Jg

dAf) :)\ﬁ pourtouti=1,..n olAeR
OX; 0x;

Par conséquent V(A f) = AVFf (sim=1),
dONf) = Ndf,  Jyg = \Jy
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Dérivée du produit de fonctions

Proposition — Si f, g : R" — R sont des fonctions réelles
différentiables, on a la regle de Leibniz:

ofg) _of  _ dg

=— g+ ourtouti=1,...,n
aX,' ax,- & aX,' P T

Par conséquent ﬁ(fg) = (?f)g—i— f(?g),
d(fg) = (df)g+f(dg),

g = () g+ ()



Exemple: regle de Leibniz

Exemple — Soit f : R2 — R définie par f(x,y) = xy? e¥. Le calcul

de la différentielle de f peut se faire directement au moyen de la

formule

d(xy? e d(xy? e
(o2 e”) ., dbo”e”)

0x x oy dy

d(xy2 eXy) =
ou en passant par la regle de Leibniz
d(xy2 e ) = d(xy?) e¥ + xy? d(e?)

= (y2 dx + 2xy dy) d
+xy? (y e¥ dx + x e dy)

= (y2 + Xy3) e dx + (2xy + x2y2) e dy
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Dérivée des fonctions composées

Proposition — Pour deux fonctions

f=(A,...fm) : R" > R™ différentiable en X € R"
g = (g1,....8p) : R™ — RP différentiable en y = f(X) € R™

la composée g o f : R" — RP est différentiable en X et on a la régle
de la chaine :
dgof), . og of Og;

i & - 1, gj o
2 )y = 8L (F e L (F
| = SR) S0 e+ SE(F(9)

Ofm
0X;

(X)

pour tout i =1,...nettoutj=1..p,.

Par conséquent, on a aussi :
d(gof), = dgrz odf (composition d'applications linéaires)

Jgof (X) = Jg(f(X)) - Je(X)  (produit de matrices)



La régle de la chaine dans les cas usuels (1)

e Composée a droite —
Si f:R?—R, (x,y)— f(x,y) =z
g:R— R z— g(2)

gof:R2—R, (x,y)— g(f(x,y))
on a

820 (xy) = ZE (FGe)) Se)

T dz
oD o) = FE () 5 )

d(go f)(x,y) = d—f(f(x,y)) df(xv)/)

JgOf(va) = Li(f(x,y)) Jf(x'y)
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Exercice: regle de la chaine pour la composée a droite

Enoncé — Soit f : R2 —> R une fonction dont on connait

0f(x.y) =2xy et 0f(x.y) = x> —2y.
ox oy
Pour F(x,y)=Inf(x,y), calculer g—f et g,;

Réponse — Si on pose g(z) =Inz, ona F =gof etdonc

OF(xy) g of . 2xy
o = ae ) Zolxy) = FOoy)
OF (x,y) dg of x? =2y

dy f(x.y)



La régle de la chaine dans les cas usuels (2)

e Composée a gauche —

Si  f:R2—R, (x,y) — f(x,y)
h:R? — R2, (u,v) — h(u,v) = (x(u,v),y(u,v))
foh:R?— R, (u,v)— f(x(u,v),y(u,v))

on a
o(foh of ox of 0
(au >(u,V) = a—x(h(u,v))%(u,v) + @(h(u,v))ﬁ—i(u,v)
o(f o h) _of 0x of oy
Ew (uv) = a—x(h(u,v))a(u,v) + @(h(u,v))ﬂ(u,v)

d(Foh),, = dfauv) © dhguv)

(u,v)
Jron(uv) = Jr(h(u,v)) Jn(u,v)

60



Exercice: regle de la chaine pour la composée a gauche

Enoncé — Soit f : R2 —> R une fonction dont on connait
of(xy) _ 2

of
7(61’}/) =2xy et oy X< —2y.
Pour G(u,v) = f(v,uv?), calculer % et %—f.
Réponse — Si on pose h(u,v) = (v,uv?) = (x,y), c.a d. { ;inz
ona G=foh etdonc
0G(u,v)  Of 5 OX of 2 Oy
2 —aX(v uv) E» —(u,v )+ay(v,uv)au(uv)
=2vuv? -0+ (v —2uv?) - v?
= (1-2u)v*
0G(uyv)  of ox of 2 Oy
2 = aX(v7 uv?) aV( v) + ay(v, uve) aV(u,v)

=2vuv? 1+ (v2—2uv?) - 2uv
=4u(l—u)v?



La régle de la chaine dans les cas usuels (3)

e Composée avec une paramétrisation —

Si

on a

f:RZ —)Ra (Xv.y) — f(XLy)

7:R—R2 t—(t) = (x(t),y(t))
foy:R— R, t— f(x(t),y(t))

DO _ ) s+ 2

d(f O’y)t = df'y(t) ] d’)’t

Jroy(t) = Jr (7(t) J(t)
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Exercice: regle de la chaine pour une paramétrisation

Enoncé — Soit f : R2 —> R une fonction dont on connait

L(a);y) =2xy et afg;’y) = x% —2y.
d H(t)

Pour H(t) = f(t?3t), calculer “3~.
-, . 2 N X = t2
Réponse — Si on pose v(t) = (t°,3t) = (x,y), c.a d. y=3t

ona H=1Ffo~y etdonc

dH(t) _ d(foy)(t)

dt dt

— SL.30) %(0 + 5 (230 3(0

=2t23t-2t + (t* —6t) -3
= 15t* — 18t




Exercice

Enoncé — Soit f : R2 — R la fonction f(x,y) = xy?.

1) Soit g : R —> R une fonction telle que g'(z) = \/z.
g0y?) . 8(xv?)

Calculer o oy

Réponse — On veut calculer les dérivées de g o f, donc on applique
la regle de la chaine:

oglxy?) 5 d(xy?)
= /xy2 y?
0g(xy?) s oy 009



2) Soit  (x,y) = h(u,v) = (x(u,v),y(u,v)) un changement de

variables dont on connait la matrice Jacobienne

o= 0 1
In(uv) = i fl; - ( v 2uv ) ’
ou Ov

T f of
etsoit f=~foh  Calculer %(u,v) et E(u,v).
Réponse — On applique la régle de la chaine:

of of dx of dy

5o () = S (b)) Sr(w) + 5 (h(w) T
= y(uv)? -0+ 2x(u,v)y(u,v) v

of _of Ox of dy

5, () = = (h(uv)) == (uv) + @(h(uw) i

= y(u,v)2 14 2x(u,v)y(u,v)22uv



Réponse (suite)-

En alternative, on peut passer par les matrices Jacobiennes. Puisque

Jr(xy) = ( L(a);y) 7816(5);')/) ) = ( y2 2xy )7
Je(uv) = Je(h(u,v)) - Jp(u,v)
= (o 2x(myen))- (2 o, )

v:e 2uv

(y2'0—|—2xy-v2 y2-1+2xy-2uv)

= ( 2v2 X(u,v)y(u,v) y(u,v)2 + 4uvx(u,v)y(u,v) )
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3) Soit  ~(t) = (x(t),y(t)) une trajectoire dans R?
dépendante du parametre t. Calculer la dérivée en t de la fonction
t — f(x(t),y(t)).

Réponse — On veut calculer la dérivée de la fonction f o ~y, donc on
applique la regle de la chaine:

W = T (x(0),y(0) X(0) + 2 (x(), () 300

= y(t)? X(t) +2x(t)y(t)) y(t)



Exercice : transformation des dérivées partielles

Enoncé — Soient (x,y, z) les coordonnées cartesiennes des points de
R3, (p, ¢, z) les coordonnées cylindriques et (r, 0, ) les coordonnées
sphériques. On rappelle que

X = pCos X = rcospsinf
y = psing et y = rsinpsind
z=2z z = rcosf
avec | [
r €|0, 00
{ P i](féogr[ et { ¢el0,2n]
vels 0 €]0, x|

Q)‘QJ

et

© 4 : 0o Jd 0 o 0
Montrer que les derivées partielles {a—x, & g}, {a—p, EL

o 2 0 - : .
{5, ErL @} satisfont aux formules suivantes :
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S ie
SRR RS

1

SR

cosgo +S|ng0

—sinep g—x + cosp g—y



(if")

o
|

= cosy sm9 5 tsing sm9 +cos€
= —smgp %< T COs ay

= cosy cosG < tsing cosé’ —sinf g—

cosgosm@ 5 —sinp

+ cos p cos 6 g—

rmn@@w

smc,osm@a + cosp +sm<,ocos€%

rﬁneaw

0 . 10
cos @ 5 —sinf 5
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(iif)

(iii")

D=
SRS RS B

\
Qo
=]
<>

S

— <inpg O 2

= sinf ap~|—cos€ o
10
pOp

_ 2

= cosG——smHa—

zZ

f)
sind —i—cosQ rao

1 0
rsin@ dp

1
p

a . d
cosf & —sinf %



Réponse — Montrons (i). Pour cela on applique la régle de la
chaine 2 la composée f = f o h oli (x,y,z) = h(p, p,z) est le
changement de variables des coordonnées cylindriques en
coordonnées cartésiennes. On a alors:

of  _  of ox | of dy | of oz
op —  Ox 8p+6y 8p+6z op
- of i of
= COsp 7. +siny dy
of . of ox o of Oy 4 Of 0z
op ox Op oy 0O¢ 0z Oy
— g of of
= rsing -+ rcosy 3y
of  _  of 9x 4 of Oy | Of oz
oz 6x6’z+6yé°z+6z&z
of

0z

d’ou suivent les formules (7). Les formules (i) en découlent par
inversion du systeme.
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e Pour montrer les formules (ii), on applique cette méthode a la
composée f = f o hou (x,y,z) = h(r,8,p) est le changement de
variables des coordonnées sphériques en coordonnées cartésiennes.

On a alors:

13

S8

of ox | of Jy , oOf 0z
ox 6r+8y (7r+6z or
cos sinf %+sin<p sinf g—; —I—coseg—i

of ox 4 of dy | Of 0z
ox 6cp+6y 64p+é‘z op

H R of : of
—psing sinf 5.+ pcosy sinf &

of 0x fal+8féz

0
ox 00 T oy 0 T2z 70
f

0 : of . of
rcosy cost) 5- + rsing cosf &~ rsinf 5>

e On inverse le systeme (ii) pour obtenir (ii’").

e On combine les (/) a (ii") pour obtenir (iii) et (iii’).



2.4 — Dérivées secondes, Hessienne, Laplacien

Ch. 2 — Dérivées, Taylor, extrema locaux

2.4 — Dérivées secondes, Hessienne, Laplacien

Dans cette section:
e Dérivées d'ordre supérieur
e Théoreme de Schwarz
e Matrice Hessienne

e Laplacien, fonctions harmoniques
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Dérivées partielles d'ordre supérieur

Définition — Soit f : D < R” — R différentiable. Si les dérivées
partielles % : D c R" — R sont a leur tour différentiables, on peut
calculer leurs dérivées partielles.

e Pour tout k € N, les dérivées partielles d’ordre k de f sont les
fonctions qu’on obtient en dérivant f succéssivement k fois:

okf 0 of

aX,'1 s aX,'k aX,'l aX,'k .

Par exemple, si f : R2 — R est fonction de (x, y), on a:
Rf _ 2 of  Pf _ o of Rf _ oof  Pf _ o of

0x2 — 0x0x' 0x0y _ Ox oy’ Oyox — Oy ox' oy2 — Oy oy’

e La fonction f est de classe CX si ses dérivées d’'ordre k existent et
sont des fonctions continues. La fonction f est lisse ou de classe
C™ si elle est C* pour tout k € N.



Théoréme de Schwarz

Théoreme — Si les dérivées secondes ai» (}fx existent et sont continue
177

en un point X, pour tout i,j =1,...,n, alors

o’f _ 0%f )
OX;0Xj X)= OX;jOX; x

pour tout i # j.

Corollaire — Si f est une fonction de classe C* (ou lisse), alors
toutes ses dérivées mixtes jusqu'a I'ordre k (ou )

ayant le méme nombre de dérivées en chaque x;,

coincident indépendement de I'ordre dans lequel elles sont calculées.
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Exemple : dérivées secondes

Exemple — f(x,y) = x3y?

( ( 52 )
Of ) 5 ﬁ(xd/) = bOxy
(x,y) =3xy" § ',
ox o°f 5
<
0f 5
of (x,y) = 25 ﬁxﬁy(X’y) = 0<%y
ay Y Y 02 f ;
{ aT/Q(X,Y) = 2x
\

L'on constate que les dérivées partielles sont continues (donc f est de
classe C?) et que les dérivées mixtes sont identiques.



Exercice

Enoncé — Soient F, G : R —> R de classe C2 et soit ¢ € R*.

Montrer que le fonction u(x,t) =

F(x — ct) + G(x + ct) est solution

de I'équation des ondes

1 0%y
2ag!

X, t) —

o02u

2 (x,t) =0 pour tout (x, t) € R2.

Réponse — La fonction u est de classe C2 car composée de
fonctions C2. On a

F/(x — ct) L)y G/(x 4 ct) 2xtet)
F'(x — ct) + G'(x + ct)
F'(x — ct) (Xatd) + G'(x + ct) (X+Ct)

—cF'(x —ct) + ¢ G'(x + ct)
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d'ol

Ainsi

Zu(x,t) = F"(x—ct) L5 4 G"(x + ct) LG

ox
= F//(X_ Ct) + G”(X+ Ct),

ng(X, t) =-—cF"(x—ct) M +cG"(x+ ct) d(x+ct)

ot
= (—c)2 F//(X —ct) + c2 G”(X +ct).

1 azu aZu

aap et T 5501 =0



Matrice Hessienne

Définition — Soit f : R” —> R de classe C? en X.

e La matrice Hessienne de f en X est la matrice carrée de taille n

contenant toutes les dérivées secondes de f en X:

0%f (o 2f (o 0%f (o

W( ) 0x10x2 (X) 0x10xn (X)

0f (o 0%f (= 0f o

Hf( 0x20x1 ( ) 0x02 (X) 0x20Xp (X)
621‘. v 021‘. 2 621‘. 2
OXnOX1 ( ) 0xn0OXo (X) OXn? (X)

Cette matrice est symétrique par le théoreme de Schwarz.

e Son déterminant s'appelle le Hessien de f

‘ Hess f(x) = det H¢(X) ‘




Exemple: matrice Hessienne

Exemple —

Pour g(x,y,z) =xsiny +ysinz, ona

siny
ﬁ)g(x,y7 z)=| xcosy+sinz
y cos z
puis
0 cos y 0
Hg(x,y,z) = | cosy —xsiny cosz
0 cosz  —ysinz
d'ou
det Hg(x,y,z) = —cosy (* ycosysinz — 0)

= ycos? ysinz



Exercice

Enoncé — Montrer que le Hessien de la fonction
f(x,y) =sin(x —y)
est nul en tout point (x,y) € R2.

Réponse — On a

V’f(x,y):< cos(x — ) )

—cos(x — y)
puis
[ —sin(x—y) sin(x—y)
He(x,y) = ( sin(x —y) —sin(x —y) )
d’ou

det H¢(x,y) = (—sin(x —y))2 — (sin(x —y))2 =0
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Laplacien

Définition — Soit f : D  R” — R une fonction C? au point
xeD.

—

e Le Laplacien de f en X est la trace de la matrice Hessienne H¢(X)

o*f

0%f .
ao.2 Q(X)

Af(X) = 5 (X) +

0X1 OXn

e La fonction f est dite harmonique si

‘ Af(X) =0 ‘ en tout point X € D.




Interprétation géométrique du Laplacien

Proposition — Soit f : D © R> — R de classe C?. Si
o C est un carré de taille h x h contenu dans D, et
e u(f, C) est la valeur moyenne de f sur C,

alors, pour tout point (a,b) € C, on a

w(f,C) = f(a,b) + Z Af(a, b) + O(h")

1
N.B. Moyenne au Ch.3: u(f,C) = o ff f(x,y)dxdy.
C

Remarque — Cela signifie que la différence f(a, b) — u(f, C) est
proportionnelle 3 Af(a, b), et que la constante de proportionalité
ne dépend que de la taille du carré ol on calcule la moyenne p(f, C).
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Exercice

Enoncé — Trouver les valeurs de ¢ € R* pour lesquelles la fonction
u(x,t) = x> — c?t?> est harmonique.

Réponse — On a

puis

Ha(x, t) = ( g o )

Au(x,t) =2 —2c°,

Par conséquent

donc Au(x,t) = 0 si et seulement si ¢ = +1.



Exercice

Enoncé — Soient f : R — R une fonction de classe C2 et
F(x,y) = f(v/x2 + y?).

1) Déterminer le Laplacien de F en tout point (x,y) # (0,0).

4 A 2F | °F
Réponse — |l s'agit de calculer AF = &5 + 57

En utilisant la régle de la chaine on trouve:
OF(xy) _ (W X+y?)
0x - 0x

= Py D
f’(\/X2+y2> \/X;T)ﬁ
OF(x,y) _ Of(y/x2+y?)

dy B oy

= f'(Vx*+y?) 7&2};7%
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Puis, en utilisant aussi la regle de Leibniz, on trouve:
a2F(X>y) — 0 / / X
ox? ~ ox Fi(v/>+y?) A/x2+y2
_ 8f’(vx2+y2) X / 0 X
- ox Vo2 +y? + (v x2+y2)& /x24y2
A/ X24+y2—x

2
= ) Tﬁyz) ()

2

Y / y
= F(7) i + W) s

et de la méme facon

2

0%F(x, X
St = W) s + P V) s




On a donc

2 2
AF(x,y) = ZEn) o 2He)

_ X242 X242
= FIVRr) s + P ar) o U
— 1 2 2 ! 2 2 1

" (\/x2+y?) + ' (\/x2+y?) e

Enoncé (suite) —
2) Trouver les fonctions f telles que AF(x,y) = A/x2+y2.

Réponse — En termes de f, I'équation s'écrit

1
f"(\/ X2+ y2) + f(\/x2 + y?) Ney % =/x2 + y2

et dépend de la seule variable réelle r = 1/x2+y2 > 0.
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e Finalement, on doit résoudre |'équation différentielle du 2éme ordre
non homogene et a ccefficients non constants

(E) f(r) + % fl(ry=r

e Pour cela, on transforme (E) en un systeme d'équations
différentielles du ler ordre:

f'(r) = &(r) (E1)
g +1glr)=r (E2)
On trouve g avec (E2) puis on reporte dans (E1) et on trouve f.

e Les solutions de (E2) sont de la forme g = go + gp, ou g est la
solution générale de I'équation homogene associée

1
(E2%)  gh(r)+ - golr) =0
et gp est une solution particuliere de (E2) obtenue par la méthode de
la variation de la constante.



e Explicitement, pour tout A e R, on a

(E2%) () =Ae 1o —nenr—ygn() =2
e On pose gp(r) = 2, ce qui donne gy(r) = Xﬁr)—)‘g) :
/
(E2) g,/,(r)+%gp(r) =r < )\Er) —r < N =r?

r

On peut choisir A(r) = r—; dot gp(r) = 73.

e On adonc g(r) = go(r)+gp(r) = %—i—’; pour tout A € R.

(r
(E) sont celles de (E1) :

r2 r3
3 * f(r)z)\ln(r)+§+u

e Enfin, les solutions d

(E1) f(r)=

S>> o

+

pour tout A, 4 € R.
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2.5 — Polyndéme de Taylor

Ch. 2 — Dérivées, Taylor, extrema locaux

2.5 — Polynéme de Taylor

Dans cette section:
e Dévéloppement de Taylor

e Approximation et erreur relative



Théoreme de Taylor

Théoreme de Taylor —

Toute fonction f : R" — R de classe C¥ autour d'un point & peut
étre approximée en tout point X proche de 3 par un

polynéme de degré k en X — a, appellé polynéme de Taylor, avec
coefficients dépendant seulement des dérivées de f en 3.

Rappel — Si f : R — R est une fonction de classe C? sur un intervalle
| < R qui contient a, alors pour tout x € / on a

f(x)=f(a)+ f'(a) (x — a) + %f”(a) (x —a) + o((x — 3)2).

Par exemple, voici le graphe de
f(x) =€ (en bleu) -

et celui de son polynéme de Taylor
de degré 2 en a =0, N

P(X):1+X+X2/2 (en rouge). TR R 7 T TR T
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Formule de Taylor en deux variables

Théoréme de Taylor — Soit f : R> — R une fonction de classe C?
sur un disque D = R? qui contient un point (a, b).
Alors, pour tout (x,y) € D, on a

f(x,y) = f(a,b) + LB (x—a) + LB (y_p)

+%a22£3b) (x—a)? + % (x—a)(y—b) + 3 ZEEE (y— b)?

Oy
+o(|[(x—a,y—=b)[]?)

ou o(h) est une fonction qui tend vers zéro plus vite de h — 0.

Ecritures alternatives:

terme a l'ordre 1 = df, ,)(x—a,y—b) = J¢(a, b) (;:Z) ’

- a1 B x—a
terme a l'ordre 2 = 3 <X a.y b)Hf(a,b) (y—b)‘



Exemple

Exemple — Soit  f(x,y) =

x—1
y—1

On calcule f(0,0) =1, puis

et (a,b)=(0,0).

Je(x,y) = (yil _ (;_—11)2) d'ot  Jr(0,0) = (— 1 1).
Enfin )
° (-1
Hf(va): 1 2( _1)
-2 (y-1p?
d'ols
H¢ (0,0) = ( o >

Ainsi:
insi y 1

1
=1 —x+y—xy—|—y2 +0(H(Xa)’)|‘2)-
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Exercice

Enoncé — La pression P d’'un gaz parfait est fonction de la temperature T
et du volume V selon la loi

-
P(T,V) =nR —
(T.V)=nR ¢,

ol n est la quantité de matiére (moles) et R est la constante universelle
d'un gaz parfait.

On voudrait connaitre la pression du gaz qui se trouve a I'état (T, V), mais
la mesure de cet état nous donne les valeurs ( Ty, Vy) avec une erreure
relative

V-V

T-T
‘ 0 2| < 0.002%.
0

To

< 0.005 % et ‘

Quelle est I'erreure relative induite par cette mesure sur la valeur P(Vg, To)
de la pression?



P—P,
Po

Réponse — On cherche une borne supérieur pour
et Py = P(To, Vo)

Pour cela, on utilise le dévéloppement de Taylor de P(T, V) a l'ordre 1,

autour de (To, Vo):

P—Py =~ dPz, v (T—To,V—Vo)
= 22(To, Vo) (T—To) + 25(To, Vo) (V—Vp)
=nR T;OTO — nR oV Vo)

— =
On a alors
P—Py T—Ty To(V—W) T—Ty V-V,
~ nR — — nR 5 — = —
Po Vo nR 2 V§ nR 2 To Vo
d’ou suit
P—Py| |T-To| |V-V
0 0 91 < 0.005% -+ 0.002 % = 0.007 %.
Po To Vo

,ou P=P(T,V)
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2.6 — Extrema locaux

Ch. 2 — Dérivées, Taylor, extrema locaux

2.6 — Extrema locaux

Dans cette section:
e Rappels sur les fonctions d'une variable
e Extrema locaux
e Points critiques et critere pour trouver les extrema locaux

Points cols

Points plats



Rappels sur les fonctions d'une variable

Rappel — Si f : R —> R est dérivable en a et non constante, la croissance

ou décroissance de f en a est décelée par le signe de f’(a) (positif ou
négatif).

e Que se passe-t-il si  f'(a) =0 (point critique) ?

Si f’(a) = 0, la tangente au graphe de f est horizontale, on est dans I'un

des cas suivants:
| L. %
1 1 1

1 Y Y 3
minimum local maximum local point d’inflexion

Pour savoir lequel, on regarde la convexité (minimum local) ou la concavité
(maximum local) donnée par le signe de f”(a) (positif ou négatif).
e Que se passe-t-il si  ”(a) =0 (point plat) ?

Si f”(a) = 0, on continue a dériver: si la premiére dérivée non nulle est
d'ordre pair, on a un min ou un max local (selon le signe).
Si elle est d’ordre impair, on a un point d’inflexion.
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Minima et maxima locaux

Définition — Soit f : R?> — R une fonction. On dit qu'un point
(a, b) € Df est un extremum local de f s'il est

e soit un minimum local: ‘ f(a,b) < f(x,y) ‘

pour tout (x,y) dans un voisinage de (a, b),

e soit un maximum local: ‘ f(a,b) > f(x,y) ‘

pour tout (x,y) dans un voisinage de (a, b).

minimum local maximum local



Points critiques et critere pour extrema locaux

Soit f : R? —> R une fonction de classe C? au point (a, b).

Définition — (a, b) est un point critique de f si vf(a, b) = <

0

Proposition — Si (a, b) est un point critique de f, le plan tangent

au graphe de f au point (a, b, f(a, b)) est horizontal.

Théoreme — Soit (a, b) un point critique de f.

Si ’ det Hr(a, b) > 0 ‘ alors (a, b) est un extremum local :
si %(a,b)>0 ou giyg(a,b)>0 ou trHr(a,b)>0

2
alors (a, b) est un minimum local,

si %(a, b) <0

ou

giyg(a, b)<0 ou trHe(a,b)<0

alors (a, b) est un maximum local.
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Exemple de minimum local

Exemple — Montrons que la fonction  f(x,y) = x? + y?
a exactement un minimum local en (0, 0).

e Cherchons d'abord les points critiques:
2x 0
Vi = (5) = (5) = =00
ainsi (0,0) est le seul point critique de f.

e Cherchons sa nature:

2 0 detHf(0,0):4>0
He(x,y) = <0 2) donc >
270,00=2>0

0x?2

ainsi (0,0) est un minimum local.

e En effet, le graphe de f est:




Graphe de f(x,y) = x> + y?

1,2002311]
0,800345!
1

0,40046"

Axe Z

0,000574548"
6% |
v, 02 | I
-{-v_z. ‘062; | | l
0,05 —
%56 -02 02 0,6
pxe X

Graphe de f(x,y) = x* + y?
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Points selle

En un point critique, la fonction f a un plan tangent horizontale. Si le point
n'est pas un extremum local, quelle est la forme de f 7

Définition — Soit (a, b) un point critique de la fonction f.

Si en (a, b) la fonction f a un minimum dans une direction et un
maximum dans une autre, le point (a, b) s'appelle point col ou
point selle:

point selle

Théoréme — Soit f : R> — R une fonction C? et soit (a, b) un
point critique de f.

Si ’ det Hr(a, b) <0 ‘ alors (a, b) est un point selle.




Exemple de point selle

Exemple — Montrons que la fonction f(x,y) = x> — y?
a exactement un point selle en (0,0).

e Cherchons d’abord les points critiques:

Vi = (5,)=(5) = =00

ainsi (0,0) est le seul point critique de f.

e Cherchons sa nature:

He(x,y) = (3 _g) donc det Hf(0,0) = -4 <0

ainsi (0,0) est un point col.

e En effet, le graphe de f est:
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Graphe de f(x,y) = x> —y

Axe Z

0,099713
0,599828
0,199943!
-Q1999431
-05993284

-0 9997131

4‘\’6 0 2 (.‘,.‘,-.A.,. 0‘6
y 20 2_0 6" 10,6 0 O.ZME)(

1
]
]
1

Gl’aphe de f<X7 y) — X2 _y2



Points plats

Définition — Soit f : R2 — R une fonction C? et soit (a, b) un
point critique de f. Par exclusion, on dit que (a, b) est un point plat
si

| detHe(a,b) =0 |

Un tel point se trouve au croisement de directions ol f a

e soit au moins une direction plate (cylindre),
e soit un minimum et un maximum au méme temps (selle),
e soit des inflexions (selle de singe).

point plat point plat point plat
de type cylindre de type selle de type selle de singe

On distingue ces types avec les dérivées d’ordre supérieur a 2.
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Points col et points plat

Un point plat a selle de singe (z = x> — 3xy?)



Exercice

Enoncé — Déterminer les points critiques de la fonction
f(x,y) =40 + y?) = (% + y?)?

et, si possible, leur nature.

Réponse — Cherchons d'abord les points critiques:

Tr(x.y) = ( 8x — 4x(x% + y?) ) _ (8> .

8y —4y(x* +y?)
x2—x2-y?) =0 < soit (x,y) = (0,0)

y2—x*=y?) =0

Par conséquent, f a
e un cercle de points critiques d’équation x? + y? = 2
e et un point critique isolé de coordonnées (0,0).

soit x2 + y2 =2
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Cherchons la nature de ces points critiques:

8—12x2 —4y? —8xy
—8xy 8—12y“—4x
e Pour le point (0,0), on a
8 0 0*f
det Hf(0,0) = det <O 8> =64>0 et ﬁ(0,0)—8>O

donc (0,0) est un minimum local.

e Pour les points (x, y) tels que x> + y?> =2, on a

—8x% —8xy )

det Hr(x,y) = det
Co) ( —8xy —8y?

donc tous les points du cercle x? + y? = 2 sont plats.



Graphe de f(x,y) = 4(x* + y?) — (x* + y?)?

205309
! N
/ P
0,1062%6

184066

4378753

Graphe de f(x,y) = 4(x? + y?) — (x® + y?)?
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Chapitre 3
Intégrales multiples

Ch. 3 — Intégrales multiples
3.1 — Intégrales de Riemann (rappels de TMB)
3.2 — Intégrales doubles
3.3 — Intégrales triples
3.4 — Aire, volume, moyenne, centre de masse



3.1 — Intégrales de Riemann (rappels de TMB)

Ch. 3 — Intégrales multiples
3.1 — Intégrales de Riemann (rappels de TMB)

Dans cette section:

e Subdivisions, somme de Riemann et intégrale de Riemann d’une
fonction d'une variable

o Aire sous le graphe d'une fonction

e Primitives et techniques d'intégration
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Subdivision, somme et intégrale de Riemann

Rappels — Soit f : [a, b] — R une fonction d'une variable:

e subdivision de [a,b]: S,={a=ap<a1 <---<ap,=b}

e somme de Riemann de f aux points x; € [a;_1, a;]:
f(x)

s(F{xi}) Efx, 3 2

e intégrale de Riemann de f sur [a, b|:

X

—

DQJ

; '
ff(x) dx = lim Ry(f;{x}) V4

a

~F

si la limite existe, est finie, et ne dépend pas des x;.

tout x;




L'intégrale donne |'aire sous le graphe

Rappels -

b
° J f(x)dx = aire “algébrique” sous le graphe de f

a

b
. f |f(x)| dx = aire sous le graphe de f (positive)
a

y="f) 1 F=f If]
N S

Exemple: L'aire du disque

D={(xy)eR?*| x> +y?> <1}

se calcule comme une intégrale:

1
Aire (D) = 2 Aire (D*) = 2J V1 — x2dx
-1 87



Primitives et techniques d'intégration

Pour connaitre I'intégral, il suffit de connaitre une primitive:
e Une primitive de f sur [a, b] est une fonction F dérivable telle que
F'(x)=1f(x) pour tout x€ [a, b]. On note F(x) :Jf(x)dx.
o Théoreme fondamental:

b

f f(x) dx = F(b)—F(a) = [F(x)]5.

a

e Intégration par changement de variable: x = h(t)
Jf(x) dx = ff(h(t)) ' (t) dt,

ou h est un difféomorphisme  (bijection dérivable avec

réciproque h—! dérivable).
e Intégration par parties:

f F(x) g'(x) dx = F(x) g(x) — Jf’(x) g(x) dx.

Probléme — Pas d'analogue pour les fonctions de plusieurs variables!



Exemple: aire d'un disque

Aire d’un disque —

D={(xy) eR|x*+y’<1}

V1 —x2=cost. Alorsdx =cost dt et

/2
Aire (D) = 2J cos® t dt
—7/2
/2
_ 2f cos(2t) +1 dt
- 2 /
1 . /2 T T
= [5 sin(2t) + t]_ﬂ/2 = (0+ 5 0+ 5) = .
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3.2 — Intégrales doubles

Ch. 3 — Intégrales multiples

3.2 — Intégrales doubles

Dans cette section:
e Subdivisions des domaines du plan

e Sommes de Riemann des fonctions de deux variables

Intégrale double

Volume sous le graphe d’une fonction

Théoreme de Fubini

Théoreme du changement de variables



Subdivisions d'un domaine du plan

Soit D < R? un ensemble borné, avec bord 9D lisse (au moins par
morceaux).

Définition — Pour tout 6 > 0, on appelle subdivision de D
I'ensemble S; des carrés K; de coté § du plan qui couvrent D dans
n'importe quel grillage de pas §.

En particulier, on considére deux recouvrements:

D Sext

e un a I'extérieur S,

Sint

e un a l'intérieur S;™.

T oD

Puisque D est borné, les subdivisions contiennent un nombre fini de
carrés, et on a S < S§.

Les carrés dans SP\SI™ couvrent exactement le bord 0D.
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Sommes de Riemann d’une fonction de deux variables

Soit f : D — R une fonction de deux variables.

Définition — Pour tout choix de points (x;, y;) € Ki n D, on appelle

. ., e ext/int
sommes de Riemann de f associées aux subdivisions 85 / et aux

points {(x;j, i)} les sommes

RE(F Al = 3 Fl) 8%
K;GS;Xt/int

ol chaque terme f(x;, y;) 62
représente le volume
algébrique (= + volume)
du parallélepipéde de base
K; et hauteur f(x;, y;).




Intégrale double

Théoréme — Si les limites gimo Rgxr/i"t(f; {(xi,vi)}) existent et elles

sont indépendantes du choix des points (x;,y;) € Ki n D, alors elles
coincident.

Définition — Dans ce cas:
e on appelle intégrale double de f sur D cette limite:

H fx,y) dx dy = lim R (F; {(x,y1)))-
D

e on dit que 7 est intégrable sur D selon Riemann si 'intégrale
fj f(x,y) dx dy est finie (= nombre, pas +00).
D

Proposition — Toute fonction f continue est intégrable selon
Riemann sur un ensemble D borné a bord lisse (par morceaux).

90



Signification géométrique de l'intégrale double

Corollaire —

o ff f(x,y)dxdy = volume “algébrique” sous le graphe de f.
D

o Jf|f(x,y)| dx dy = volume sous le graphe de f.
D

AT ¢

positif ~ négatif

N



Exemple 1: volume d'une boule

Volume d’une boule — Le volume de la boule
B = {(X,y,z)€R3 | X2+y2+z2<1}
est deux fois le volume de la demi-boule
Bt = {(X,y,z)eR3 | x> +y2+ 22 <1, 220},

qui se trouve sous le
graphe de la fonction

z=14/1-x%2—y2

On a alors
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Propriétés des intégrales doubles

Propriétés — 1) Pour tout A, n € R, on a

ff ()\f—i-ug) dxdy = )\fffdxdy—k,uffgdxdy.
D D D

2) Si D = Dy v Dy et D1 n Dy = courbe ou point ou (&, alors

U f(x,y)dxdy = H f(x,y) dxdy + H f(x,y) dxdy.
D D, D)

3) Uf Flx.y) ddy| < Jf|f(x7y)|dxdy.
D D

4) Si f(x,y) < g(x,y) pour tout (x,y) € D, alors

ff f(x,y)dxdy < Jfg(x,y) dx dy.
D D



Théoreme de Fubini sur un rectangle

Théoréme de Fubini sur un rectangle — Soit f : D — R une
fonction continue et D = [a, b] x [c, d]| un rectangle. Alors on a

JJ f(x,y)dxdy = Lb (fd f(x,y) dy) dx
D

C

= J;d <Lb f(x,y) dx) dy
Notation — Lbdx dey f(x,y) = Lb <Jd f(x,y) dy> dx

b d
Corollaire — ff fi(x) f(y)dxdy = J f1(x)dx f f(y)dy
[a,b] x[c,d] ? ‘
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Exemple 2: calcul d'intégrales doubles

Exemples —

fj x cos y dx dy J xdxj cosy dy

x[0,7/2]
1 5,71 m2 1
ST
ffxy—l dx dy defxy—l
1 y=1
= J dx fx2y2 -y
1 |2 y=0
1 1
:f <1x2—1) dx = [1x3—x} :—§
_1 6 _1 3

N



Théoreme de Fubini

Lemme — Soit D < R? un ensemble borné quelconque.

e Pour tout (x,y) € D

il existe a,be R Y
d(xH--—=
tels que a < x < b.
e Pour tout x € [a, b] ‘ ‘
il existe c(x),d(x) e R c(x 1: ‘ 3
tels que c(x) < y < d(x). | l L x
a X b

Au final:
D= {(x,y) B | x<[a,b], ye [c(x),d(x)]}

Théoréme de Fubini sur D — Soit f : D — R une fonction
continue, alors

([ et - Lb ( ﬂj fy) dy) e
D
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Alternative — c ,&/‘

X
L'ensemble D est décrit par a(y) b(y)

D={(xy) R |yelc.d]. xe[aly).b(y)]}

Théoreme de Fubini sur D —

b(y)
J f(x,y)dx | dy

a(y)

([ ey sear—[ (
D




Exemple 3: calcul d'intégrale double

Exemple — Soit D la partie du plan xOy délimitée par I'arc de

parabole y = x

y=x2 On peut décrire D comme
Y=L D={(xy)eR?|xe[-1,1], ye [x*1]}.
X

R

2 en bas, et la droite y =1 en haut.

Par conséquent:

Il
-
X
N
[ —
=
<
N
| S
[
2

[l
|
kA
—
N |
=
|
X
\_9
S
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Exemple 4: volume de la boule

Exemple — Rappelons que le volume de la boule unitaire est
Vol (B) = 2JJ\/1—X2—y2dxdy
D

ol D ={(x,y) e R? | x* + y? < 1}.

On peut décrire D comme |'ensemble

D={(X,y)€R2\xe[—1,1], ye[—\/l—x2,\/l—x2]}.

e Voici donc le calcul du volume de la boule:
1 V1—x2

QJ dx V1—x2—y2dy
1 X2

=
1 V1—x2 2
=2f de V1 — x2 1—y72dy.
1 VISE \ 1—x

Yy g i o _
e On posem—smtpouravmrq/l—@—]cost\.

Vol (B)




e y=+1-—x%sint dy = v/1—x? costdt
e —V1-x2<y<+V1-x2 = —-1<sint<l1

2
= Tt et q/l—ﬁ:cost

2

R

1 1—x2
Vol (B) :2f dxf V1-—x2
—1 —/1—x2
/2
2f dxf V1—x2%cost\/1—x2cost dt
1
=2 (1—x)de cos® t dt
-1 —7/2
/2
e puisque 2j cos® t dt = 7 (voir ex. précédent)
—7/2
1 1
4
Vol (B) TI'J (1—X)dX—7['|:X—X3:| =§.
—1 —1
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Changement de variables

Définition — Un changement de variables
(x,y) = h(u,v) = (x(u,v),y(u,v))

est un difféomorphisme h: D — D : (u, v) — h(u,v) = (x,y),
c'est-a-dire une bijection de classe C! avec réciproque
h1:D—D: (x,y)— hl(x,y) = (u,v) de classe CI.

Théoreme — Soit f : D — R une fonction des variables (x,y) et

(x,y) = h(u,v) un changement de variables. Alors

Hf(x,y) dxdy = ffﬁ(u, v) ‘ det Jp(u, v)‘ du dv
b b

ou f( v) = f(h(u,v)), ﬁ:{(u,v)]h(u,v)eD}
et detJy(u,v) = %% — X% est Je Jacobien de h.

ov du

Passage en polaire — ‘ dxdy = pdpdyp ‘




Exemple 5: volume d'une boule en polaires

Volume de la boule en coordonnées polaires — On calcul
Vol (B) = ff V1 —x2—y2dxdy
D={x2+y2<1}
en coordonnées polaires (x,y) = h(p,¢) = (pcosp, psinp).
e Puisque x*> + y? = p?, ona:
D = {(pa §0> € [0,00[X[O, 27T[ ‘ p< 1} = [0¢ 1] x [0727T[

e on utilise dxdy=pdpdp, \/1—x2—y2=+/1—p? et Fubini:

1 2 1
Vol(B)=2f«/1—p2pdpf dg0:47rf \V1—p2pdp
0 0 0

e enfin, on pose t=1—p? donc dt=—2pdp:

47 (© ! 2
Vol (B) = —;L tY2 dt = 271'L tY2 dt = 27r§[t

NIw

| S—
—
S

3



3.3 — Intégrales triples

Ch. 3 — Intégrales multiples

3.3 — Intégrales triples

Dans cette section:
e Subdivisions des solides
e Sommes de Riemann des fonctions de trois variables
e Intégrales triples

e Théoréme de Fubini

Théoréeme du changement de variables



Intégrale triple

Soit Q = R3 un ensemble borné avec bord 0 lisse (par morceaux),
et soit f :  — R une fonction de trois variables.

Définition — R3
e On choisit une subdivision Ss de ﬁ.ﬁ’
Q en petits cubes K; de taille 63, IID"

avec § qui tend vers zéro.

e On définit I'intégrale triple de f sur Q comme la limite (quand
elle existe) de la somme de Riemann associée a S; et a des points
(xi, i, zi) € Ki n Q quelconque:

f dx dy dz = |i f(xi,yi, zi) 0.
([ oy 2y e = i 5 3
Q

K,'ES&

e On dit que f est intégrable si son intégrale est finie.

Proposition — Toute fonction f continue est intégrable selon
Riemann sur un ensemble Q2 borné a bord lisse (par morceaux).
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Signification géométrique et propriétés

Signification géométrique — Le graphe de f est une hyper-surface
de R* (difficile 3 dessiner):

J J J X,y,z) dxdy dz = quadri-volume “algébrique”
sous le graphe de f.

. jj |f(x, y,z)| dx dy dz = quadri-volume sous le graphe de f.

Propriétés — 1) Pour tout \,u € R, on a

fff ()\f—i-ug) dxdy dz = AJJ fdxdydz—l—,ufffgdxdydz.
Q Q Q

2) Si Q1 N Qp = surface ou courbe ou point ou &5, alors

Hf f dx dy dz = JJdexdydz+JJdexdydz

Q10
etc



Théoreme de Fubini

Théoréme de Fubini — Soit f : Q « R3 — R continue.

e Si Q est un parallélépipéde, alors

Q = [a,b] x[c, d] x[e, g]

b d g

ff f(x,y,z)dxdydz = J de dyJ dz f(x,y,z)
a C e

Q

(on intégre dans I'ordre qu’on veut)

e Si Q) est un ensemble borné quelconque, alors:
Q = {(xy.2)| xe[a,b], ye[c(x),d(x)], ze[e(x.y),g(x.y)]}

x.y)
fff X,V,Z dxdydz-deJ J( dz f(x,y,z)
c(x) e(x,y)

(I'ordre d'intégration est forcé)



Exemple 1: calcul d'intégrales triples

Exemple — Q= [0,1]x[1,2]x[2,3] = R3

JJJ(X22yz)dxdydz =L3dz deyfoldx (x? — 2yz)
Q

3 2

1 x=1
| dz | d [f 3 2 ]
, z X V| 3% vz |
3 2 1 3r1 y=2
= dz dy <f—2yz) :f [fy—yZZ] dz
2 1 3 2 L3 y=1

L3(§—4z—;+z) dz —L3<;—32) dz



Exemple 2: calcul d'intégrales triples

N~

Exemple — On veut calculer JJJ (1 —2yz)dxdydz

Q
ou € est le cylindre plein de hauteur 3 et de base le disque

D={(x,y,z)eR3|x2+y2<1, z=0}.

e D'abord, on décrit explicitement 2 :

={(x,y,2)| X +y? <1, 0<z<3}
={(x,y,2)|xe[-1,1], ye[-V1-x%,V1-x?], 26[0,3]}

e Ensuite on applique Fubini:

fﬂff(l—2yz)dxdydz fdzﬂ (1 — 2yz) dx dy

3 Dl V1—x2
j f dx j dy (1 —2yz)
0 1 V1—x2

%
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Exemple (suite) —

oY S—
R —
%
|_l
|
L
N
&
&
N
I
%
Q.
\
%
—
>
= |
><N Xw
—
|
L
N
Q.

3 1
= J dz f1< 1-x2 — (1-x%)z +/1-x2 + (1—x2)z> dx

0

3 1
:J dzf 24/ 1 — x2 dx
0 -1

/2

= 3J 2cos’t dt
—7/2

=37



Changement de variables

Définition — Un changement de variables

X=(x,y,z) = h(u,v,w) = (X(J)7Y(‘7)7Z(L7)>

est un difféomorphisme h:Q — Q: 7 h(id) = X
(bijection C! avec réciproque h™1(X) = i aussi C1).

Théoréme — Soit f : Q = R3 — R une fonction de X et X = h(if)
un changement de variables. Alors

J”f()?) dx dy dz = mrf(h(ﬁ)) ‘detJh(LT)‘dudvdW
“ !

o Q= {d| h(d) e Q} et dety(id) est le Jacobien de h.

Passage en coordonnées cylindriques et sphériques —

dxdydz = pdpdpdz = r? sin@drdy df
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Exemple 3: intégrale par changement de variables

Exemple — Considérons a nouveau JJJ (1 —2yz)dxdydz

Q
ol €2 est le cylindre de hauteur 3 et de base le disque D.
e En coordonnées cylindriques, on a

Q={(p,p,2) | pe]0,1], p€[0,2x], 26[0,3]}

e Puisque dxdy dz = pdpdpdz, on a

fff 1—2yz) dxdydz-fdzfpdpf 1 —2psinypz) do

3
J dzJ pdp <p+2pcos<pz]

0 ¢=0

3 1
=J dz (27r+2pz—2pz> pdp
0 0

3 1 1
:J dz | 2x pdp =37T[p2] =37
0 0 0



3.4 — Aire, volume, moyenne, centre de masse

Ch. 3 — Intégrales multiples

3.4 — Aire, volume, moyenne, centre de masse

Dans cette section:
e Aire d'un domaine du plan
e Volume d’un solide
e Quantités totale et moyenne

e Centre de masse et moment d’inértie
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Motivation pour la définition générale d'aire

Remarque — Si D est un domaine borné de R?, I'intégrale

gdxdy

représente le volume sous le graphe de la fonction f(x,y) = 1.

z

|, ,
VL

Ce solide € est un cylindre de hauteur H = 1 et de base D:

Jj dx dy = Vol (Q) = Aire (D) x H = Aire (D).
D



Aire d'un domaine du plan

Définition — L’aire d'un domaine D borné de R? est

Aire (D) = H dx dy
D

Proposition — Si D est la portion
du plan sous le graphe d’une fonction
f:[a, b] — R positive, c'est-a-dire si

D ={(x,y) | xe[a,b], y €0, f(x)]},

b
alors: Aire (D) = J f(x) dx

a

b f(x) b
e En effet: JJ dxdy = J dx f dy = J f(x) dx.
a 0 a
D
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Exercice: aire d'un domaine du plan

Enoncé — Calculer 'aire du domaine borné D < R? délimité par les
courbes d'équation y = x> +2x +let y = x3 + 1.

y
Réponse — D abord. on d,.essme D. et il
on trouve les deux points d'intersection / R
des courbes: (—1,0) et (0,1). va y=(><+i)
On a donc

D:{(x,y)eR2\ —-1<x<0, x2+2x—|—1<y<x3—|—1}.

Ensuite on applique Fubini:
0 x3+1
Aire (D) = ffdxdy :J dx J dy
5 -1 x242x+1

0
= f (X3+1—X2—2X—1) dx
-1



Volume d’'un solide

Définition — Le volume d'un solide Q borné de R3 est
p4

vl ) [[[ axay &
Q

Proposition — S/ Q est I'espace
sous le graphe d’une fonction
f:D c R?> > R*, clest-a-dire si

Q= {(xy.2) | (x.y) € D, 2 [0.7(x.y)]}.

alors: Vol (Q) = Jff x,y) dx dy

o Car mdxdydz—”dxdy f“xé/yz—ﬂ F(x,y) dx dy.
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Exemple 1: volume d'une boule en sphériques

Volume de la boule en coordonnées sphériques — En
coordonnées sphériques, la boule unité B s'écrit

B ={(r,0,¢) | re[0,1], 6 €[0,7], ¢ € [0,27[}.

Puisque dx dy dz = r’sinf dr dy df, on a

Vol (B) :mdxdydz
m P sin 6 dr dp df

x[0,27[ x

27 T
=J rzdrf dng sinf df
0 0 0

1 T 27 47
:§2ﬂ [—cos@]o =3 (14+1)=—.

I



Quantités totale et moyenne

Définition — En physique, si f : Q — R™ représente une
concentration de matiére (une densité volumique), ou une densité de
courant ou d'énergie, alors on appelle

e quantité totale de matiére / courant / énergie en Q le nombre

pr%awww
Q

e quantité moyenne de matiére / courant / énergie en Q le nombre

%kngﬁw%awww
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Exemple 2: moyenne

Exemple — Un matériau est réparti dans un cube Q = [0, R]® selon

la densité volumique f(x,y,z) = (;jly)

e La quantité totale du matériau est alors

ijxy, dxdydz-fdxfx—i—ydyf )d
[ -
=fo (Rx+ R2)dx<1—%+1>

1 R R R*
~[ZR fRZ] LN .
[2X+2 “lo R+1 - R+1

e Puisque Vol () = R3, la quantité moyenne est

1 1 R* R
—— dxdydz = — —— = — .
Vol (@) Hf (x,y,2) dxdy dz = =5 Frl- Bol

Q



Barycentre

Définition — Si i1 : Q — R denote la densité de masse d'un matériau
contenu dans Q, on appelle

e masse totale le nombre M = ijp(x,y,z) dx dy dz
D

La masse (inertielle) M d'un solide soumis a une force quantifie sa
résistence a une accéleration linéaire.

e centre de masse (ou centre d’inertie, ou barycentre) le point G de

coordonnées )
X6 = 7 Jffxu(x,y, z)dx dy dz

Q
1
Y6 = Jﬂyu(&y, z) dx dy dz

Q
1
26 = 1 ijzu(x,y, z) dx dy dz
Q

Le centre de masse d'un solide sousmis a une force est le point qui se
déplace comme comme si le solide y était concentré.
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Moment d'inertie

Définition (suite) — Si r(x,y,z) est la distance d'un point (x,y, z) a un
point fixé P ou a une droite A:
e le moment d’inertie par rapport a P ou a A est le nombre

i ] Py 2ty 2 axay
Q

Le moment d'inertie d'un solide sousmis a une force quantifie sa résistence a
la rotation autour de P ou A (3 une accéleration angulaire).

Nota — Un matériau est dit homogene si sa densité de masse p est
constante. Dans ce cas, sa masse dedans 2 est donnée par l'intégrale

M = uff dx dy dz = pVol (Q),
Q

et les formules du centre de masse et du moment d'inértie se modifient en
conséquence.



Exemple 3: centre de masse

Exemple — On cherche a déterminer le centre de masse du
demi-cylindre homogene (= 1)

Q={(X,y,2)€R3\x2+y2<R2, z e [0,H], y}O}.

e |l est naturel de travailler en coordonnées cylindriques et d’'écrire le
demi-cylindre comme

Q= {(p.,2) | pe[0,R], p€[0,m], z€[0,H]}.

e Le calcul de la masse totale donne

mdxdydz :mpdpd@dz
:J pdpf d@f dz :”RzH.
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e Le centre de masse G a pour coordonnées cartésiennes

%ffjxdxdydz
Q
1[[[( ) pdpdydz 1J dfcos d fHd 0
= — cos = — =
M pcosy) papayp v |.Par pae .
Q

1

Y6 :Mfijdxdydz
R H 2 R 4R

1 ) G
= — d d dz=——— —2H=—
ML"’"JOS'"@WLZ TR?H 3 37

—i dx dy d.

6 = zdxdy dz

R H2 H
:prdpjd‘pj zdz = R2H2W7:§

Ainsi G = (0,48, 4).

X6




Exercice 1: quantité totale et moyenne

Enoncé — De la farine s'éparpille au sol selon la densité

Floy) = (Veiy 1)

ol (x,y) € R

Trouver la quantité totale et moyenne de farine éparpillée sur un disque D

de rayon R > 0 centré en ['origine.

Réponse — En coord. polaires, ona f(p, ) = 117
D={(p,¢) | pe[0,R], €0, 271'[} Ainsi:
Quantité totale = JJ 172 pdpdy
_JR( p+1 B ) J
o \p+1)
R
=2
WL (p+ 1 (p+ )
1
[In(p+1)+ﬁ] - (ln(R+1)

R+1

).
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Au final: R
Quantité totale = 27 ( n(R+1)— R7+1)

Puisque

R 27 R2
Aire(D)=J.depdcp=J-pdpJ dg@=727r=7TR2,
0 0

D
on a ) )
Quantité moyenne = Aire (D) Jf T 17 pdp dy
D
2
- (MR+D-255)



Exercice 2: centre de masse

Exercice — Calculer le centre de masse du solide Q composé de la
demi-boule B et du cylindre C suivants:

B ={(r,0,¢)| re0,R], 0¢l[r/2,x], @E[O,27r]}
¢ ={(pw2)|pcl0.Rl pelo,2r], ze [0, RI},

et avec la densité de masse ju(x,y,z) = z°.

Réponse — Puisque Q2 = Bu C, et B C = courbe, le centre de masse G
a coordonnées

1
X6 = i ﬂ]xu(x,y,z) dxdy dz (idem pour y¢ et zg),
o)
Q

o Mo Mg+Mc et wszﬂﬁﬂ

e Les intégrales se calculent:
en coordonnées sphériques sur B, ot u(r,0, ) = r? cos? 4,

en coordonnées cylindriques sur C, ot u(p, ¢, z) = 2°.
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e Calcul de la masse de Q:

Mg = fjf r? cos? 6 r’sin6 dr dy db
B

R 27 T
:J r*dr Jdgp J cos? fsin 0 d6
0 0 /2
R> 1 g B 2R

= —277[— gcos30]ﬂ/2 5

5
Mc :Jszzpdpdgodz
C
R 27 R 2 3
R R
:depfdgo Z22dz = — 21 —
0 0 0
2

1 7R
Au final: MQ=MB+Mc=<+)7TR5= ™

15 3



27 27
. PuisqueJ cosgodcp—OetJ sinpdp =0, on a:
0

X6

YG

o fffx,uxy, ) dx dy dz

1 27
—J r°dr J cosp dyp f cos? 0sin® 0 do
Maq Jo 0 /2
1 (R 2 R
+—J p-dp J cosp dyp f Z2dz =0
0
o fffyuxy, dx dy dz

1 27 T
—f r>dr J sinp dy J cos? Osin® 0 d
Mq 0 0 /2

1 R 27 R
+—Jp2dpf singodgon2dz =0
Mq Jo 0 0
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Enfin:

1
7z = —ijzp(x,y,z) dx dy dz
Mq
Q
1 R 21 T
:7Jr5drjdgof cos’ fsin 0 df
Mq /2
R
depf Jz3dz
0
15 (R® R*, R
- Z x|l == RATIE A
77rR3<6 dl 4°°s e]ﬂ/z’L 2 774)

_ 157 R _i+1
~ 77R8 12 4

_15R3 2
7 12
5R3

14



e En conclusion, le barycentre G de Q a pour coordonnées

G = (0,0,5R%/14)

Puisque 5R3/14 > 0, il se trouve dans la partie cylindrique.

e Le barycentre se trouve a l'intérieur de € si
5R3/14 < R

c'est-a-dire si R < 4/14/5.
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