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APPLICATIONS LINEAIRES ET MATRICES

1 Applications linéaires
1. Soient V et V' des espaces vectoriels sur R.
Application linéaire entre V et V' = application L:V — V' ¥+ ¢ = L(¥) t.q.
o L(d+7)=L(")+ L(0), Va,v7eV,
o L(t¥) =t L(¥), VGV etVstcR. [En particulier : L(0) = L(0 @) = 0 L(7) = 0.]
Autrement dit : L:V — V' est linéaire << L(s @+t ) =s L)+t L(¥), Vi,veV etVs,teR.
En coordonnées, une application linéaire est donnée par des polynémes de degré 1 sans termes constants.

2. Exemples
(a) Applications linéaires sur R? et R3 :

] " 3r+vy ) T -
e L:R? —R3 L = —y |; etaussi L:R>—R2 L y]|= )
Y y—2x z Tyt

e Projection du plan sur la droite de direction 7 : F; (;) = (g), ou de direction 7 : Pj (;) = (2)

¢ Rotation d’angle § dans le plan: Rg:RZ — R2?, Ry (Z) = (_(jgisneexx_:sgégoyy)

(b) Applications non linéaires sur R? et R? :

3 .
o L (Z) = (:c J;;my> . les termes 2, siny et 2y ne sont pas linéaires.

e Translation par un vecteur 7 = (Z) dans le plan : Ty :R? — R2, Tj; (Z) = (iig)

o L (;) = (xgg;%r_; 1) = (mézy) + (%) : application linéaire plus translation = application affine.

(¢) Applications linéaires sur I'espace C*°(R) des fonctions différentiables :
e La dérivation d:C®(R) — C*(R), (df)(z):= f'(x) est linéaire, car
/
d3 f+29)=3df +2dg. [En effet, cela signifie que (3 flx)+2 g(z)) =3 fl(z)+2 g'(x).]
e La multiplication par = : M, : C®(R) — C*°(R), M.(f)(z)= (z f)(z) :=2x f(x) est linéaire, car
Mo(3 f+2 g)(@) = (3 f@) +2 9(2)) =3 (2 f(@)) +2 (2 9(@)) = (3 Malf) +2 Ma(9) ) ().
3. L’ensemble L(V,V’) des applications linéaires V — V' est un espace vectoriel, avec
e addition : (L + L')(7) := L(¥) + L/(¥) pour tout v € V, avec zéro = application nulle 0(7) = 0;
e produit par scalaire : site€ R, (¢t L)(¥):=¢ L(¥) pour tout ve V.

oo (D)) 0 ()(2) = wen (D)) @ en (D))

4. Compositionde L: U — Vet L' : V — W = application L'oL:U — W déf. par (L' oL)(@):=L’ (L(ﬁ))

" 3z +y U wtw
Exemple : si L:R? — R3, L( >: —y et L':R®—R? Ll|w :(v—w)’ alors
y T+ 2y w

u 3(u+w)+ (v—w)
(L,OL)<3£):<(3x_+gi)&f2—i-)2y)> et (LoL)| v |= —(v —w) .
Yy Yy Y w (u+w)+2(v —w)
5. Isomorphisme entre V et V’ = application linéaire L : V — V' qui soit bijective (ou inversible, L= : V/ — V)

e Les espaces vectoriels V et V' s’appellent isomorphes, V = V.
e Un isomorphisme transforme une base de V' en une base de V'. Donc V et V' ont la méme dimension.

6. SiV et V/ ont un produit scalaire :

Isométrie entre V et V' = isomorphisme L : V. — V' qui conserve les produits scalaires : L(@) - L(¥) = @ - 7.
e Une isométrie conserve aussi les longueurs (norme) et les angles.



2 Matrices

air -+ Qin .
1. Matrice m x n a coéfficients réels (a;;) := tableau : : : ou a;; € R pour { ; o
Am1 Amn

4 =2
8 -3 30 -1 2 1 3
Exemples : ( 9 1 ), ( 55 0 -3 0 >7 < 1 ) = vecteur, ( _03 é ), 1= (

2. L’ensemble M,,,, = M,,,,,(R) des matrices m x n & coéfficients réels est un espace vectoriel, avec

O =
— O
N——

ain +bi1 o0 ai +bin
e addition : (a;;) + (bi;) := (ai; + bij) = : : : , avec zéro= matrice nulle.
Gm1 +bm1 - Gmn + bmn
tair -+ ta

e produit par scalaire: siteR, t (a;;):=(t a;5) =

t a.ml : ’. : t a.n’m,
(8 -3 0 30 -1\ (11 -3 -1 8 30\ (16 -6 0
Exemples-<2 1 4)+<25 0)—(0 6 4) et2<2 1 4)‘(4 2 8)‘
3. Multiplication M, x M,,;, — My, (ai;) (bji) = (cir,) avec ¢ 1= 2?21 a;; by, (régle “ligne x colomne”).
E los - a b a b\ _ ([ ad +bd ab +bd ¢ a b x\ _ [ ax+by
XEIMPIES - c d )\ d )\ cad+dd cb+dd ¢ c d ) \y ) "\ cxt+dy )
4. Rélation entre matrices et applications linéaires
e Les ensembles L(R",R™) et M,,,(R) sont en bijection :

a PR a x
a1121 + -+ a1pTy > 11 in 1

= : =4

Am1 e Amn T

81

L:R™ — R™ est lindaire <= L(Z) =
am1T1 + -+ Gy

. 3x+y 3 1 .
Exemple : L( ): -y |=( 0 -1 ( )
Y y— 2z —2 1 )\Y
e Les espaces vectoriels £L(R",R™) et M,,,,(R) sont isomorphes :

L@ =A% L@)=A7 = (L+L)(¥=A+A)T et (tL)(& =(tA)Zpour tout t € R.
e Composition «— produit : §=L(X) =A%, Z=L'(y) =4

Exemple: si L Z>:<3m——;y): 3 _11) (i) et L’( )z(x;;gy):(é ;}) (5) alors
, z\ (3x+y—y\ (3 O T a4 (1 1\ (3 1Y\ (3+0 1—-1\_ (3 O
LOL(y>—< —3y )‘(0 3) (y) et AA_(O 3)\o —1)=\o+0 0-3)={0 -3)

5. Détérminant det: M,, — R défini, pour n = 2,3, par : det ( a b ) =

— (Lo L)(F) = (A'A) 7.

@11 Gi2 a3 a11 Gi2 a3
d _ L a2 A23 a1 Aag3 a1 a2
et | a21 a2 a3 | =| a21 a2 a3 | :=ai — + ais
a3z2 ass a1 ass a31  as2
aszy asz as3 asz1 asz as3

e Attention : le détérminant n’est pas une application linéaire, car det(A + B) # det(A) + det(B).
e Si A est une matrice n x n:  det(t A) =" det(A).
e det(A B) = det(A) det(B).

1 _
Une matrice A = <CCL 3) est inversible ssi det A # 0 et sa matrice inverse est A~} ( d b >

TdetA\ —¢ a
-1
1 _
Exemple : det<§ é>:2~5—3-1=7, donc (% é) :7<53 21)'

’ e Si L(Z)=AZ: Lestunisomorphisme <= detA#0. Danscecas L71(7)=A"17. ‘

2 1\ (2 3
6. Transposé T : My, — Mum, (ai;)" :=(a;;). Exemple : (3 5) :<1 5)'

Une matrice A est orthogonale si A~ = AT, Exemple : une rotation co§9 e .
—sinf cosf

e Sur espace vectoriel R™ muni du produit scalaire euclidien :

Si L(#)=AZ: L estunisométrie <= detA==+1 et A estune matrice orthogonale.




