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But du cours

Minima et maxima locaux
(graphe de fonction)

Équations différentielles
(trajectoire d’un projectile)

Bases du calcul vectoriel
(produit vectoriel)

Symétries
(rotation et reflexion)

Pour celà: nombres complexes, graphes, dérivées, primitives, vecteurs,
matrices, géométrie cartesienne...



Programme du cours

Partie I : Fonctions et équations différentielles
Ch. 1 – Nombres complexes, factorisation de polynômes p.1
Ch. 2 – Fonctions, graphes, réciproques p.11
Ch. 3 – Dérivées, extrema locaux, approximation de Taylor p.29
Ch. 4 – Primitives et intégrales p.41
Ch. 5 – Équations différentielles p.53

Partie II : Vecteurs, transformations linéaires
et géométrie

Ch. 6 – Espaces vectoriels et vecteurs p.65
Ch. 7 – Transformations linéaires et matrices p.77
Ch. 8 – Géométrie cartésienne dans le plan et dans l’espace p.93



TMB – Chapitre 1
Nombres complexes

Dans ce chapitre:

1. Nombres complexes (conjugués, opérations).

2. Représentation polaire (module, argument, exponentiel complexe).

3. Polynômes complexes (racines, factorisation).



1. Nombres complexes

Définition: Un nombre complexe est un nombre de la forme

z “ x ` iy , où x et y sont des nombres réels et i est un symbole ayant la

propriété i2 “ ´1 , qui s’appelle unité imaginaire.

Attention: i n’est pas un nombre réel.

Exemples: 3` 2i , zéro 0 “ 0` i 0, un 1 “ 1` i 0.

‚ On note C “ tz “ x ` iy | x , y P Ru l’ensemble des nombres

complexes. Il contient deux sous-ensembles:

les nombres réels: R “ tx “ x ` i0 | x P Ru ;

les nombres imaginaires purs: iR “ tiy “ 0` iy | y P Ru .

‚ L’ensemble C se représente
comme plan complexe:

R

iRC
z “ x ` iy

x

y

1



Parties réelle et imaginaire, conjugué complexe

Définition: Pour un nombre complexe z “ x ` iy , on appelle:

‚ partie réelle le nombre réel Repzq “ x

‚ partie imaginaire le nombre réel Impzq “ y

‚ conjugué complexe le nombre complexe z “ x ´ iy

Exemples –

‚ Pour z “ 3´ 2i : Repzq “ 3, Impzq “ ´2, z “ 3` 2i .

‚ Le conjugué d’un réel z “
?

2 est lui-même: z “
?

2.

‚ Le conjugué d’un imaginaire pur z “ 5i est son opposé: z “ ´5i .



Égalité et opérations entre nombres complexes

Définition: Soient z “ x ` iy et w “ u ` iv deux complexes et λ P R.

‚ égalité: z “ w si et seulement si x “ u et y “ v

‚ addition: z ` w “ px ` uq ` ipy ` vq

‚ soustraction: z ´ w “ px ´ uq ` ipy ´ vq

‚ produit par un scalaire: λ z “ pλ xq ` ipλ yq

‚ multiplication: z w “ xu ` iyu ` ixv ` i2yv “ pxu ´ yvq ` ipxv ` yuq

‚ division:
z

w
“

z w

w w
“
px ` iyqpu ´ ivq

pu ` ivqpu ´ ivq
“

xu ` yv

u2 ` v2
` i

yu ´ xu

u2 ` v2

‚ puissance entière positive: zn “ z ˆ z ˆ z ˆ ¨ ¨ ¨ ˆ z n fois

‚ puissance entière négative: z´n “
1

z
ˆ

1

z
ˆ

1

z
ˆ ¨ ¨ ¨ ˆ

1

z
n fois

‚ racines n-ième: c’est tout nombre complexe δ tel que δn “ z .
Attention: il y en a n distinctes.
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Propriétés des opérations

Propriétés: Les opérations dans C ont les mêmes propriétés que leurs
opérations analogues dans R.

Soient z et w deux nombres complexes. Alors:

‚ z ` w “ z ` w

‚ zw “ z w

‚ si w ‰ 0 alors
` z

w

˘

“
z

w

‚ pour tout n P N on a zn “ pzqn

‚ Repzq “ pz ` zq{2 et Impzq “ pz ´ zq{2i

‚ z “ z ô z P R et z “ ´z ô z P iR

‚ z z “ px ` iyqpx ´ iyq “ x2 ` y2 est toujours un réel positif ou nul.



Exemples: opérations entre nombres complexes
Exemples: Soient z “ 2 p3` 2iq et w “ 5´ i . Alors:

z ` w “ p6` 4iq ` p5´ iq “ 11` 3i

z ´ w “ p6` 4iq ´ p5´ iq “ 1` 5i

zw “ 2 p3` 2iqp5´ iq

“ 2 p15´ 3i ` 10i ´ 2i2q

“ 2
`

p15` 2q ` p´3` 10qi
˘

“ 2 p17` 7iq “ 34` 14i

z

w
“

2 p3` 2iq

5´ i
“

2 p3` 2iqp5` iq

25` 1

“
2 p15´ 2` 10i ` 3iq

26

“
13

13
`

13

13
i “ 1` i
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2. Module et argument

Définition: On identifie le plan complexe C avec le plan R2 muni d’un
repère cartésien pO, ~e1, ~e2q. On appelle alors:

‚ affixe complexe d’un point Mpx ,yq le nombre complexe z“x`iy

‚ module de z la distance
|z | “ distpM,Oq “ ρ

‚ argument de z l’angle θ par rap-
port à l’axe des réels (voir figure):

R

iR C
Mpx, yq

x

y
ρ

θ

Propriétés: On a alors:

‚ |z | “
a

x2 ` y2 “ ρ

‚ Repzq “ x “ ρ cos θ et Impzq “ y “ ρ sin θ

‚ cos θ “
x

a

x2 ` y2
sin θ “

y
a

x2 ` y2
tan θ “

y

x
si x ‰ 0



Exercice: module et argument
Exercice: Calculer le module et un argument des nombres complexes
suivants.

‚ z “ ´1´ i

Réponse: Le module est |z | “
a

p´1q2 ` p´1q2 “
?

2. L’argument est
un angle θ tel que

cos θ “
´1
?

2
et sin θ “

´1
?

2
.

Par exemple, θ “
5π

4
est un argument de z .

‚ z “ 5´ 3i

Réponse: Le module est |z | “
?

52 ` 32 “
?

25` 9 “
?

34. L’argument
est un angle θ tel que

cos θ “
5
?

34
et sin θ “

´3
?

34
.

De cet angle on peut dire (sans calculette) que tan θ “ ´3{5.
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Propriétés du module

Soit z “ x ` iy P C. Le module de z est donc |z | “
a

x2 ` y2 .

Propriétés:

‚ |z | ě 0 et |z | “ 0 si et seulement si z “ 0

‚ si z P R, alors |z | est la valeur absolue du réel z

‚ | ´ z | “ |z |;

‚ zz “ |z |2 par conséquent
1

z
“

z

|z |2
si z ‰ 0

‚ |z1z2| “ |z1||z2| et

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

1

z

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

“
1

|z |
si z ‰ 0

‚ |z1 ` z2| ď |z1| ` |z2|

et |z1 ` z2| “ |z1| ` |z2| si et seulement si z1 “ λ z2 ou λ P R

‚ |z1`z2| ě ||z1|´|z2||, i.e.

"

|z1`z2| ě |z1|´|z2| si |z1| ě |z2|,
|z1`z2| ě |z2|´|z1| si |z1| ď |z2|.



Exponentiel complexe
Définition: L’exponentiel complexe d’argument θ P R est le nombre

complexe e iθ “ cos θ ` i sin θ .

Exemples: e i0 “ e i2π “ 1, e i
π
2 “ i , e iπ “ ´1, e i

3π
2 “ ´i .

Proprietés:

‚ e iθ est périodique de période 2π, i.e. e ipθ`2πkq “ e iθ

pour tout k P Z

‚ e iθ est un nombre complexe unitaire, i.e. |e iθ| “ 1

‚ le point Mpe iθq se trouve sur
le cercle unitaire x2 ` y2 “ 1

x

y

C

1

e iθ

cos θ

sin θ
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Représentation polaire

Théorème: Tout nombre complexe z ‰ 0 s’ecrit sous la forme polaire

z “ ρ e iθ , où ρ “ |z |.

En effet: z “ x ` iy “ ρ cos θ ` iρ sin θ “ ρpcos θ ` i sin θq “ ρ e iθ.

Proprietés: Soient z “ ρe iθ et w “ re iϕ deux nombres complexes en forme
polaire. On a alors:

‚ produit: z w “ pρ rq e ipθ`ϕq,

‚ puissance entière positive: zn “ ρne inθ, où n P N

‚ puissance entière negative: z´n “
1

zn
“

1

ρn
e´inθ si ρ ‰ 0,

‚ racines n-ièmes: n
?
z “ z

1
n “ n

?
ρ e i

θ`2kπ
n où k “ 0, 1, ..., n ´ 1

(Attention: il y a n distinctes racines n-ièmes!).

‚ formule de Moivre: pe iθqn “ e inθ pour tout n P Z

i.e. pcos θ ` i sin θqn “ cospnθq ` i sinpnθq



Racines carrées et cubiques d’un nombre complexe

‚ Les racines carrées de z “ ρe iθ P C sont toujours deux, δ0 et δ1:

δk “
?
ρ e ip

θ
2`kπq, k “ 0, 1

c-à-d δ0 “
?
ρ e i

θ
2 et δ1 “

?
ρ e ip

θ
2`πq

Proprieté: On a δ1 “ ´δ0.

C

?
ρ

δ0

δ1

θ
2

‚ Les racines cubiques de z “ ρe iθ P C sont toujours trois:

δk “ 3
?
ρ e ip

θ
3`k 2π

3 q, k “ 0, 1, 2

Proprieté: Si une racine cubique est réelle, les autres deux sont conjugués
complexes.

Exemple: Si θ “ 0 et δ0 “ 3
?
ρ , on a

δ1 “ 3
?
ρ e i

2π
3 et δ2 “ 3

?
ρ e i

4π
3 “ δ1

C

δ0

δ1

δ2
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Exercice: racine carrée de nombres complexes
Exercice: Calculer les racines carrées des complexes suivants:

‚ z “ 1` i
?

3

Réponse: On écrit z en forme polaire: z “ 1` i
?

3 “ 2e i
π
3 . Alors:

δ0 “
?

2 e i
π
6 “

?
2

2
p
?

3` iq

δ1 “
?

2 e ip
π
6 `πq “ ´

?
2

2
p
?

3` iq

‚ z “ 15´ 8i

Réponse: Puisque on ne connait pas la forme polaire de z , on cherche
δ “ x ` iy tel que δ2 “ px2 ´ y2q ` 2xyi “ z “ 15´ 8i

(et donc aussi
ˇ

ˇδ2
ˇ

ˇ “ x2 ` y2 “ |z | “
?

225` 64 “ 17):

$

&

%

x2 ´ y2 “ 15
2xy “ ´8
x2 ` y2 “ 17

ô

"

y2 “ 1
x “ ´ 4

y
ô

"

y “ 1
x “ ´4

ou

"

y “ ´1
x “ 4

On a donc δ0 “ 4´ i et δ1 “ ´4` i .



3. Polynômes complexes

Définition: Un polynôme complexe est un polynôme
PpX q “ anX

n ` an´1X
n´1 ` ¨ ¨ ¨ ` a1X ` a0 avec coefficients complexes,

a0, a1, ..., an P C. (Peu importe X , c’est une variable.)

Le degré de PpX q est le plus grand entier n tel que an ‰ 0.

Exemples: iX 3
` p5 ´ iqX est un polynôme de degré 3

i sinpX 3
q ` 5X n’est pas un polynôme

Définition: Une factorisation d’un polynôme PpX q est l’écriture

PpX q “ Q1pX qQ2pX q ¨ ¨ ¨QlpX q

comme produit de polynômes de degré inférieur à celui de PpX q.

Exemple: iX 3
` p5´ iqX “ iX pX 2

´ 1´ 5iq

Définition: Un polynôme PpX q est irréductible [dans C resp. R] s’il ne se
factorise pas [dans C resp. R].

Exemples: X 2
´1 “ pX´1qpX`1q n’est pas irréductible

X 2
`1 “ pX´iqpX`iq est irréductible dans R mais pas dans C.
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Racines des polynômes

Définition: Une racine d’un polynôme complexe PpX q est un nombre
complexe z tel que Ppzq “ 0.

Exemple: z “ i et z “ ´i sont racines de X 2
`1

Lemme: Si z est une racine de PpX q, alors il existe un entier m ě 1 et un
polynôme QpX q tels que

PpX q “ pX ´ zqmQpX q et Qpzq ‰ 0.

On appelle m la multiplicité de la racine z .

Théorème de d’Alembert-Gauss: Tout polynôme complexe PpX q de
degré d se factorise comme

PpX q “ z0pX ´ z1q
m1 ¨ ¨ ¨ pX ´ zlq

ml

où z0 P C, z1, ..., zl sont les racines de PpX q et m1 ` ¨ ¨ ¨ `ml “ d .

Par conséquent:

‚ Tout polynôme complexe de degré d admet d racines.

‚ Seuls les polynômes complexes a1X ` a0 sont irreductibles.



Racines d’un polynôme complexe de degré 2

Proposition: Les solutions de l’équation az2 ` bz ` c “ 0 , à
coefficients complexes, sont

z “
´b ˘ δ

2a
P C

où δ P C est une racine carrée du discriminant ∆ “ b2 ´ 4ac P C,
c’est-à-dire un nombre complexe tel que δ2 “ ∆.

Par conséquent: Le polynôme PpX q “ aX 2 ` bX ` c a

‚ une racine double z “ ´b{2a si ∆ “ 0,

‚ deux racines distinctes z1 “
´b ` δ

2a
et z2 “

´b ´ δ

2a
si ∆ ‰ 0.
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Exercice: équation complexe de degré 2
Exercice: Résoudre l’équation z2 ´ p1` iqz ` 6´ 2i “ 0.

Réponse: Les solutions de cette équation sont z “
1` i ˘ δ

2
, où il faut

trouver δ “ x ` iy tel que δ2 “ ∆ et
ˇ

ˇδ2
ˇ

ˇ “ |∆|, c’est-à-dire:

px2 ´ y2q ` i 2xy “ p1` iq2 ´ 4p6´ 2iq

“ 1` 2i ´ 1´ 24` 8i “ ´24` 10i

x2 ` y2 “ 2 |´12` 5i | “ 2
?

144` 25 “ 2ˆ 13 “ 26

On a alors
$

&

%

x2 ´ y2 “ ´24
2xy “ 10
x2 ` y2 “ 26

ô

"

2x2 “ 2
xy “ 5

ô

"

x “ ˘1
y “ 5{x “ ˘5

et par conséquent δ “ ˘p1` 5iq. On a donc

z1 “
1` i ` p1` 5iq

2
“

2` 6i

2
“ 1` 3i

z2 “
1` i ´ p1` 5iq

2
“

0´ 4i

2
“ ´2i



Racines complexes d’un polynôme réel

Proposition: Si PpX q est un polynôme à coefficients réels, et z P C est une
racine complexe de PpX q de multiplicité m, alors son conjugué z est aussi
une racine de PpX q, de même multiplicité m.

Exemple: Le polynôme réel X 2
` 1 a comme racines ˘i , où ´i “ i .

Par conséquent:

‚ Puisque z “ z seulement si z P R, tout polynôme réel
de degré impair d ě 3 admet au moins une racine réelle.

‚ Les polynômes réels irreductibles sont de degré 1 ou 2, c’est-à-dire qu’ils

sont de la forme a1X ` a0 ou bien a2X
2 ` a1X ` a0.

‚ Tout polynôme réel irréductible de degré 2 admet
deux racines complexes conjuguées, z et z .

Exemple: Le polynôme X 2
´ 4X ` 5 est irreductible dans R, car

∆ “ 16´ 20 ă 0, mais a deux racines complexes 2`i et 2´i “ 2`i .
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Exercice: factorisation d’un polynôme réel
Exercice: Factoriser le polynôme PpX q “ X 6

´
?

2X 3
` 1 en polynômes réels

irréductibles.

Réponse: La procédure est en deux étapes:

Étape 1) On factorise PpX q dans C en produit de six polynômes de degré 1,

PpX q “ pX ´ z0qpX ´ z1qpX ´ z2qpX ´ z3qpX ´ z4qpX ´ z5q,

où z0, ..., z5 sont les six solutions de l’équation z6
´
?

2 z3
` 1 “ 0 p˚q.

Pour cela, on pose w “ z3. Alors p˚q donne w 2
´
?

2w ` 1 “ 0 et on trouve deux
solutions

w1 “
1

2
` i

1

2
“ e i

π
2 w2 “

1

2
´ i

1

2
“ e´i π

2 .

Alors, l’éq. z3
“ w1 “ e i

π
2 a trois solutions zk “ e ip

π
6
` 2πk

3
q pour k “ 0, 1, 2:

z0 “

?
3

2
` i

1

2
, z1 “ ´

?
3

2
` i

1

2
, z2 “ ´i ,

et l’éq. z3
“ w2 “ e´i π

2 a trois solutions z3`k “ e ip´
π
6
` 2πk

3
q pour k “ 0, 1, 2:

z3 “

?
3

2
´ i

1

2
, z4 “ i , z5 “ ´

?
3

2
´ i

1

2
.

Au final, on a donc la factorisation de X 6
´
?

2X 3
` 1 en six polynômes

complexes de degré 1.



Exercice: factorisation d’un polynôme réel (suite)

Étape 2) Les six solutions sont deux à deux conjuguées: on multiplie deux à deux
les polynômes pX ´ zkqpX ´ z̄kq correspondants aux nombres complexes
conjugués, et on obtient des polynômes réels irreductibles de degré 2:

X 6
´
?

2X 3
` 1 “ pX ´

?
3

2
´ i

1

2
qpX `

?
3

2
´ i

1

2
qpX ` iq

pX ´

?
3

2
` i

1

2
qpX ´ iqpX `

?
3

2
` i

1

2
q

“

˜

ˆ

X ´

?
3

2

˙2

`
1

4

¸˜

ˆ

X `

?
3

2

˙2

`
1

4

¸

´

X 2
` 1

¯

“

´

X 2
´
?

3X ` 1
¯´

X 2
`
?

3X ` 1
¯´

X 2
` 1

¯

.

Au final on a la factorisation souhaitée en polynômes réels irréductibles.
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TMB – Chapitre 2
Fonctions d’une variable réelle

Dans ce chapitre:

1. Fonctions usuelles.

2. Graphes des fonctions.

3. Fonctions croissantes, décroissantes, monotônes. Fonctions paires et
impaires.

4. Opérations entre fonctions: addition, multiplication, composition.

5. Fonctions réciproques.



1. Fonctions réelles
Définition: Une fonction (réelle) est une “loi” qui associe à tout x P R
au maximum une valeur y P R, qu’on note ypxq car elle dépend de x . Une
fonction est aussi notée

f : R ÝÑ R, x ÞÑ y “ f pxq

‚ Le domaine (de définition) d’une fonction f est l’ensemble

Df “
 

x P R | f pxq P R, i.e. la valeur f pxq est bien définie
)

‚ L’image d’une fonction f est l’ensemble

If “
 

y P R | y “ f pxq pour un x P Df

)

Attention: une loi qui associe à x P R deux valeurs distinctes y1, y2 P R (ou
plus) n’est pas une fonction.

Exemples:

‚ La loi f pxq “ x2 est une fonction de domaine Df “R et image If “R`.

‚ La loi f pxq “
?
x est une fonction de domaine Df “R` et image If “R`.

‚ La loi f pxq “ ˘
?
x n’est pas une fonction, ex. f p4q “ `2 ou bien ´2.
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Polynômes, fractions, racines

Définition: On appelle “usuelles” les fonctions f : RÑ R suivantes:

‚ fonctions polynomiales, abrégé en “polynômes”:

f pxq “ ao ` a1 x ` a2 x
2 ` ¨ ¨ ¨ ` an x

n ai P R, avec Df “ R .

‚ fractions rationnelles, abrégé en “fractions”: ce sont les quotients de
polynômes apxq et bpxq

f pxq “ apxq
bpxq avec Df “

!

x P R | bpxq ‰ 0
)

.

‚ fonctions radicales, abrégé en “racines”: ce sont les racines k-ièmes de
polynômes apxq, pour k P N

f pxq “ k
a

apxq défini par f pxqk “ apxq

avec domaine Df “

"

x P R |
A

apxq P R si k est impair
apxq P R` si k est pair

*

.



Fonctions circulaires

‚ cosinus f pxq“cos x avec Dcos“R et Icos“r´1, 1s

‚ sinus f pxq“sin x avec Dsin“R et Isin“r´1, 1s

où pcos x , sin xq sont les coordonnées du
point P qui se trouve sur le cercle unitaire
à angle x mesuré dans le sens antihoraire
depuis l’axe de direction~ı .

Puisque le cercle a équation X 2`Y 2 “ 1,
si on pose X “ cos x et Y “ sin x on a

cos2 x ` sin2 x “ 1 pour tout x P R.

~ı

~

P

x

cos x

sin x tan x

‚ tangente f pxq “ tan x “
sin x

cos x
avec

Dtan “ tx P R | x ‰ π
2 ` kπ, k P Zu et Itan “ R
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Formulaire sur les fonctions circulaires 1
‚ Valeurs particulières:

cosp0q “ 1 sinp0q “ 0 tanp0q “ 0
cospπ{6q “

?
3{2 sinpπ{6q “ 1{2 tanpπ{6q “

?
3{3

cospπ{4q “
?

2{2 sinpπ{4q “
?

2{2 tanpπ{4q “ 1
cospπ{3q “ 1{2 sinpπ{3q “

?
3{2 tanpπ{3q “

?
3

cospπ{2q “ 0 sinpπ{2q “ 1 tanpπ{2q “ ˘8
cospπq “ ´1 sinpπq “ 0 tanpπq “ 0
cosp3π{2q “ 0 sinp3π{2q “ ´1 tanp3π{2q “ ˘8

‚ Periodicité: pour tout k P Z on a:

cos px ` 2kπq “ cos x sin px ` 2kπq “ sin x tan px ` kπq “ tan x

‚ Egalité:

cos x “ cos y ðñ x “ y ` 2kπ ou x “ ´y ` 2kπ, @k P Z
sin x “ sin y ðñ x “ y ` 2kπ ou x “ ´y ` p2k ` 1qπ, @k P Z
tan x “ tan y ðñ x “ y ` kπ, @k P Z



‚ Identité circulaire: cos2 x ` sin2 x “ 1;

‚ Expression de sin x et tan x en fonction de cos x :

sin x “ ˘
?

1´ cos2 x tan x “ ˘

c

1

cos2 x
´ 1

‚ Expression de cos x, sin x et tan x en fonction de t “ tanpx{2q:

cos x “
1´ t2

1` t2
, sin x “

2t

1` t2
, tan x “

2t

1´ t2
.

‚ Formule de puissance (Moivre): pcos x ` sin xqn “ cospnxq ` sinpnxq
pour tout n P N.
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Formulaire sur les fonctions circulaires 2
‚ Formules d’addition:

cospx ` yq “ cos x cos y ´ sin x sin y cospx ´ yq “ cos x cos y ` sin x sin y

sinpx ` yq “ sin x cos y ` cos x sin y sinpx ´ yq “ sin x cos y ´ cos x sin y

tanpx ` yq “
tan x ` tan y

1´ tan x tan y
tanpx ´ yq “

tan x ´ tan y

1` tan x tan y
.

‚ Formules de duplication:

cosp2xq “ cos2 x ´ sin2 x “ 1´ 2 sin2 x “ 2 cos2 x ´ 1

sinp2xq “ 2 sin x cos x

tanp2xq “
2 tan x

1´ tan2 x
.

‚ Formules de linéarisation:

cos x cos y “ 1
2 pcospx`yq`cospx´yqq sin x sin y “ 1

2 pcospx´yq´cospx`yqq

cos x sin y “ 1
2 psinpx`yq´sinpx´yqq sin x cos y “ 1

2 psinpx`yq`sinpx´yqq

cos2 x “ 1
2 p1` cosp2xqq sin2 x “ 1

2 p1´ cosp2xqq



‚ Formules de factorisation:

cos x ` cos y “ 2 cos
`

x`y
2

˘

cos
`

x´y
2

˘

cos x ´ cos y “ ´2 sin
`

x`y
2

˘

sin
`

x´y
2

˘

sin x ` sin y “ 2 sin
`

x`y
2

˘

cos
`

x´y
2

˘

sin x ´ sin y “ 2 sin
`

x´y
2

˘

cos
`

x`y
2

˘

‚ Formules relatives aux angles associés:
Angles opposés:

cosp´xq “ cos x sinp´xq “ ´ sin x tanp´xq “ ´ tan x .

Angles supplémentaires:

cospπ ´ xq “ ´ cos x sinpπ ´ xq “ sin x tanpπ ´ xq “ ´ tan x .

Angles complémentaires:

cos
´π

2
´ x

¯

“ sin x sin
´π

2
´ x

¯

“ cos x tan
´π

2
´ x

¯

“
1

tan x
.

Angles “de différence π”:

cospx ` πq “ ´ cos x sinpx ` πq “ ´ sin x tanpx ` πq “ tan x .

14



Fonctions arc

‚ arccosinus f pxq“arccos x

arccos x est l’angle compris entre 0 et π qui a x comme cosinus, c.-à-d.
arccos x “ θ ô x “ cos θ et θ P r0, πs, alors

Darccos“r´1, 1s et Iarccos“r0, πs

‚ arcsinus f pxq“arcsin x

arcsin x est l’angle compris entre ´π
2 et π

2 qui a x comme sinus, c.-à-d.
arcsin x “ θ ô x “ sin θ et θ P r´π

2 ,
π
2 s, alors

Darcsin“r´1, 1s et Iarcsin“r´
π
2 ,

π
2 s

‚ arctangente f pxq “ arctan x

arctan x est l’angle compri entre ´π
2 et π

2 qui a x comme tangente, c.-à-d.
arctan x “ θ ô x “ tan θ et θ Ps ´ π

2 ,
π
2 r, alors

Darctan “ R et Iarctan “s ´
π
2 ,

π
2 r



Exponentiel

‚ La fonction exponentielle, abrégé en “exponentiel”,
de base le nombre de Néper (de Euler et Napier, XVII s.)

e “ lim
nÑ8

ˆ

1`
1

n

˙n

“

8
ÿ

n“0

1

n!
» 2, 7182

est la fonction f pxq “ ex “ exppxq qui peut être définie de plusieurs

façons (voir les prochains chapitres pour comprendre):

i) c’est la seule fonction continue qui trasforme une somme en produit,
exppx ` yq “ exppxq exppyq, et qui vaut e en x “ 1;

ii) c’est la seule solution de l’équation différentielle f 1pxq “ f pxq
qui vaut 1 en x “ 0;

iii) comme somme de série ex “
8
ÿ

n“0

1

n!
xn.

On a Dexp “ R et Iexp “s0,8r .
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Logarithme

‚ La fonction logarithme naturel, abrégé en “logarithme”, est la fonction

f pxq “ ln x qui donne l’exposant à l’exponentiel pour obtenir x ,

c’est-à-dire telle que ln x “ y ô ey “ x .

Elle peut également être définie des façons suivantes (voir les prochains
chapitres pour comprendre):

i) c’est la seule fonction continue qui transforme un produit en somme,
lnpx yq “ lnpxq ` lnpyq, et qui vaut 1 en x “ e;

ii) c’est la seule primitive de la fonction x ÞÑ
1

x
qui vaut 0 en x “ 1.

On a Dln “s0,8r et Iln “ R .



Fonctions hyperboliques

‚ cosinus hyperbolique f pxq “ ch x “ cosh x “
ex ` e´x

2
avec

Dch “R et Ich “r1,8r

‚ sinus hyperbolique f pxq “ sh x “ sinh x “
ex ´ e´x

2
avec

Dsh “R et Ish “R

On a

ch 2x ´ sh 2x “ 1 pour tout x P R,

donc pch x , sh xq sont les coordonnées des points
P qui se trouvent sur la branche droite de
l’hyperbole d’équation X 2 ´ Y 2 “ 1

~ı

~

P

ch x

sh x

‚ tangente hyperbolique

f pxq “ th x “ tanh x “
sh x

ch x
avec Dth “R et Itan“s´ 1, 1r

16



2. Graphe de fonctions

Définition: Le graphe d’une fonction f est l’ensemble des points du plan

Γf “

!

px , yq P R2 | x P Df , y “ f pxq
)

“

!

`

x , f pxq
˘

P R2 | x P Df

)

Ă R2

x

f pxq
px , f pxqq

‚

Γf

En regardant le graphe d’une fonction on peut déduire quel est son
domaine, son image et ses propriétés importantes.

Le graphe des fonctions usuelles est à connâıtre par cœur.



Graphes à connâıtre !

x

f pxq “ x

x

f pxq “ x2

x

f pxq “ x3

x

f pxq “ 1{x

x

f pxq “ 1{x2

x

f pxq “ 1{x3

x

f pxq “
?
x

x

f pxq “ 3
?
x

x

f pxq “ 4
?
x

17



D’autres graphes à connâıtre !

x

f pxq “ |x |

x

f pxq “ |x3|

x

f pxq “ |1{x |

x

f pxq “ sinpxq

x

f pxq “ cospxq

x

f pxq “ tanpxq

x

f pxq “ arcsinpxq

x

f pxq “ arccospxq

x

f pxq “ arctanpxq



D’autres encore... ouf !

x

f pxq “ exppxq

x

f pxq “ expp´xq “ 1
exppxq

x

f pxq “ lnpxq

x

f pxq “ ´ lnpxq “ ln
`

1
x

˘

x

f pxq “ sinhpxq

x

f pxq “ coshpxq

x

f pxq “ tanhpxq

18



3. Fonctions croissantes, décroissantes, monotônes
La première propriété qu’on voit sur le graphe est la croissance.

Définition: Soit f : RÑ R une fonction et D Ă Df . On dit que:

‚ f est (strictement) croissante sur D si

f pxq ă f pyq pour tout x , y P D tels que x ă y .

‚ f est (strictement) décroissante sur D si

f pxqą f pyq pour tout x , y P D tels que x ă y .

‚ f est constante sur D si f pxq “ f pyq

pour tout x , y P D.

Si on n’indique pas l’ensemble D, on sous-entend qu’on parle de tout le domaine

de définition Df .

‚ f est (strictement) monotône si elle est partout croissante ou partout
décroissante sur Df .

L’appellatif “strictement” peut être remplacé par “largement” si on considère des
inégalités larges ď et ě.

S’il est sous-entendu on considère les inégalités strictes ă et ą.



Exemple de fonctions monotônes

Exemples:

‚ Les polynômes xn sont monotônes croissants seulement si n est impair.

Si n est pair, ils sont décroissants pour x ă 0 et croissants pour x ą 0.

‚ Les fractions 1
xn

sont monotônes décroissantes seulement si n est impair.

Si n est pair, elles sont croissantes pour x ă 0 et décroissantes pour x ą 0.

‚ Les racines k
?
x sont monotônes croissantes.

‚ Les fonctions circulaires sin x et cos x ne sont pas monotônes (elles sont
oscillantes). La tangente tan x est monotône croissante.

‚ Les fonctions arcsin x et arctan x sont monotônes croissantes, alors que arccos x
est monotône décroissante.

‚ L’exponentiel ex et le logarithme ln x sont monotônes croissants.

‚ Les fonctions hyperboliques sinh x et tanh x sont monotônes croissantes, alors
que cosh x est décroissant pour x ă 0 et croissant pour x ą 0.
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Fonctions convexes et concaves
La deuxième propriété qu’on voit sur le graphe est la convexité.

Définition: Soit f : RÑ R une fonction et D Ă Df . On dit que:

‚ f est convexe sur D si elle a la forme

‚ f est concave sur D si elle a la forme

‚ f est plate sur D si elle est constante

Si on n’indique pas l’ensemble D, on sous-entend qu’on parle de tout le domaine

de définition Df .

Exemples:

‚ Les polynômes xn et les fractions 1
xn

sont convexes si n est pair.

Si n est impair, ils sont concaves pour x ă 0 et convexes pour x ą 0.

‚ Les racines k
?
x sont concaves.

‚ L’exponentiel ex est convexe. Le logarithme ln x est concave.



Fonctions paires, impaires et périodiques
La troisième propriété qu’on voit sur le graphe est la symétrie.

Définition: Soit f : RÑ R une fonction. On dit que:

‚ f est paire si f p´xq “ f pxq pour tout

x PDf (symétrie axiale).

‚ f est impaire si f p´xq “ ´f pxq pour

tout x PDf (symétrie centrale).

‚ f est périodique de période p si

f px ` pq “ f pxq pour tout x PDf

(symétrie par translation).

Exemples:

‚ Les polynômes xn et les fractions 1
xn

sont des fonctions paires si n est pair,
et des fonctions impaires si n est impair.

‚ Les fonctions sin x et tan x sont impaires, cos x est paire. Toutes les trois
sont périodiques: sin x et cos x de période 2π, tan x de période π.
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Exercice
Exercice: Pour les fonctions suivantes, dessiner le graphe, préciser le
domaine de définition et si elles sont monotônes (croissantes ou
décroissantes), paires ou impaires et périodiques.

‚ f pxq “ 2 ln x ` 1

Réponse: Le graphe de f pxq “ 2 ln x ` 1 se trouve en dilatant par 2 le
graphe de x ÞÑ ln x et en décalant tout de `1:

‚
1 x

lnpxq

|

1

´1

x

f pxq “ 2 lnpxq ` 1

‚

Le domaine de f est Df “ tx P R | x ą 0u “s0,8r.

La fonction f est monotône croissante, ni paire ni impaire.



Exercice (suite)

‚ upθq “ cosp2θq ´ 1

Réponse: Le graphe de upθq “ cosp2θq ´ 1 se trouve en décalant de ´1 le
graphe de la fonction f pxq “ cos x où x “ 2θ:

‚1

|
π

|
2π x

cospxq

1́

|
π

|
2π

θ

upθq “ cosp2θq ´ 1

Le domaine de u est Du “ tθ P R | 2θ P Ru “ R.

La fonction u n’est pas monotône, et elle est paire.

Elle est clairement périodique de période π:

upθ ` πq “ cos
`

2pθ ` πq
˘

´ 1 “ cosp2θ ` 2πq ´ 1

“ cosp2θq ´ 1 “ upθq.
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Exercice (suite)

‚ zptq “ ´
?
t ´ 1

Réponse: Le graphe de zptq “ ´
?
t ´ 1 se trouve par étapes: on dessine la

fonction
?
t, on décale la variable independante de t à t ´ 1 en bougeant

l’axe vertical de ´1 en horizontal, enfin on prend son opposé ´
?
t ´ 1.

t

?
t

t

?
t ´ 1

t

zptq “ ´
?
t ´ 1

Le domaine de la fonction z est Dz “ tt P R | t ´ 1 ě 0u “ r1,8r.

La fonction z est monotône décroissante, elle n’est ni paire ni impaire.



4. Opérations entre fonctions
Définition: Soient f , g : RÑ R deux fonctions, et t P R.

‚ addition: pf ` gqpxq “ f pxq ` gpxq avec domaine

Df`g “ tx P R | x P Df et x P Dgu “ Df X Dg

zéro: 0pxq “ 0 avec D0 “ R

opposée: p´f qpxq “ ´f pxq avec D´f “ Df

‚ produit par un scalaire: pt f qpxq “ t f pxq avec Dt f “ Df

‚ multiplication: pf gqpxq “ f pxqgpxq avec Df g “ Df X Dg

unité: 1pxq “ 1 avec D1 “ R

inverse:
`

1
f

˘

pxq “ 1
f pxq avec D1{f “ tx P Df | f pxq ‰ 0u

Exemples:

hpxq “ x2
` sin x est la somme de f pxq “ x2 et gpxq “ sin x

kpxq “ 10px2
` sin xq est le produit de hpxq par le scalaire 10

Hpxq “ x2

sin x
est le produit de f pxq par l’inverse de gpxq
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Propriétés des opérations

Proposition:

‚ Les opérations entre fonctions ont les mêmes propriétés que leurs
analogues entre nombres réels (associative, commutative, distributive).

‚ En particulier, l’ensemble des fonctions est un espace vectoriel (de
dimension infinie) avec l’addition et le produit par un scalaire.

Exemple: Si f pxq “ x2, gpxq “ sin x , hpxq “ cos x et t “ 10, l’égalité

x2
p10 sin x ` cos xq “ x2 cos x ` 10 x2 sin x (pour tout x)

s’exprime en terme de fonctions comme

f pt g ` hq “ f h ` t f g

et repose sur la propriété commutative de l’addition et du produit par un scalaire

et sur la proprieté distributive de la multiplication par rapport à l’addition.

Note: Un espace vectoriel qui a en plus une multiplication s’appelle
algèbre.



Composition de fonctions
La composition de fonctions est une opération qui n’a pas d’analogue dans les

nombres réels.

Définition: La composée de deux fonctions x ÞÑ f pxq et y ÞÑ gpyq est la
fonction g ˝ f : RÑ R définie par

pg ˝ f qpxq “ g
`

f pxq
˘

avec domaine Dg˝f “
 

x P Df | f pxq P Dg

(

.

La composition peut être vue comme l’enchainement des fonctions l’une
après l’autre:

x f pxq g
`

f pxq
˘

pg ˝ f qpxq

ou également comme la substitution de la variable y , dans gpyq, par la
valeur y “ f pxq.

Exemple: Si f pxq “ x2 et gpyq “ sin y , on pose y “ x2 et on a:

pg ˝ f qpxq “ g
`

f pxq
˘

“ gpyq
ˇ

ˇ

ˇ

y“f pxq
“ sin y

ˇ

ˇ

ˇ

y“x2
“ sinpx2

q.
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Propriétés de la composition
Propriétés:

‚ La composition est associative:
`

h ˝ g
˘

˝ f “ h ˝
`

g ˝ f
˘

mais elle n’est pas commutative: g ˝ f ‰ f ˝ g en général.

Exemple: Si f pxq “ x2, gpyq “ sin y et hpzq “ ln z , on a

ph ˝ gqpyq “ lnpsin yq donc
`

ph ˝ gq ˝ f
˘

pxq “ lnpsinpx2
qq

pg ˝ f qpxq “ sinpx2
q donc

`

h ˝ pg ˝ f q
˘

pxq “ lnpsinpx2
qq

et
pg ˝ f qpxq “ sinpx2

q mais pf ˝ gqpyq “ psin yq2.

‚ La fonction identité idpxq “ x , avec domaine Did “ R, est une unité

pour la composition: f ˝ id “ id ˝ f “ f .

Remarque: Pour une fonction f , l’inverse
1

f
est définie à partir de la

multiplication et de l’unité 1 de telle sorte que f
1

f
“ 1 et

1

f
f “ 1 .

L’analogue pour la composition et l’identité est une fonction f ´1 telle que

f ´1
˝ f “ id et f ˝ f ´1

“ id , c’est la réciproque de f .



5. Fonctions réciproques

Définition: La réciproque d’une fonction x ÞÑ f pxq est la fonction
y ÞÑ f ´1pyq telle que

f ´1 ˝ f “ id et f ˝ f ´1 “ id

c’est-à-dire telle que

f ´1pf pxqq “ x
pour tout x P Df

et
f pf ´1pyqq “ y
pour tout y P If

ce qui peut être résumé en une seule assertion:

f ´1pyq “ x ðñ y “ f pxq

Ceci implique que Df ´1 “ If et If ´1 “ Df .

En conclusion, on peut visualiser la réciproque comme ceci:

Df “ If ´1

x “ f ´1pyq
f

y “ f pxq

If “ Df ´1

f ´1
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Exemples de réciproques
Exemples:

‚ La réciproque de l’exponentiel f pxq “ ex est le logarithme f ´1
pyq “ ln y , car

f ´1
pf pxqq “ lnpexq “ x et f pf ´1

pyqq “ e ln y
“ y ,

c’est-à-dire ex “ y ðñ x “ ln y .

‚ La réciproque de la fonction gpxq “ x3
` 1 se trouve en posant x3

` 1 “ y et en
calculant x “ g´1

pyq comme fonction de y :

y “ x3
` 1 ðñ y ´ 1 “ x3

ðñ x “ 3
a

y ´ 1

donc g´1
pyq “ 3

?
y ´ 1.

‚ La réciproque de la fonction hpxq “
5

x3 ` 1
se trouve en posant

5

x3 ` 1
“ y et

en calculant x “ h´1
pyq comme fonction de y :

y “
5

x3 ` 1
ðñ x3

` 1 “
5

y
ðñ x “ 3

c

5

y
´ 1

donc h´1
pyq “ 3

c

5

y
´ 1.



Propriétés des réciproques

Théorème: La réciproque d’une fonction f existe si et seulement si f est
strictement monotône.

Idée: En effet, si f n’est pas strictement monotône, il existe deux points
distincts x1 et x2 qui donnent la même valeur y “ f px1q “ f px2q.

Dans ce cas, comment va-t-on définir la réciproque f ´1 au point y , f ´1
pyq “ x1

ou bien f ´1
pyq “ x2? Ce choix est impossible.

Propriétés:

‚ Si f est strictement monotône et on note Γf son graphe, la réciproque f ´1

est aussi strictement monotône et son graphe est l’image miroir de Γf par
rapport à la droite y “ x .

x

f pxq

y

f ´1pyq

‚ La réciproque de la réciproque de f est f :
`

f ´1
˘´1

“ f .
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Réciproque des fonctions non monotônes
Problème:

‚ Les polynômes xn de puissance impaire et l’exponentiel ex sont monotônes
et admettent une réciproque, à savoir respectivement les racines n

?
x

d’ordre impair et le logarithme ln x :

x “ n
?
y ðñ xn “ y

x “ ln y ðñ ex “ y

‚ Mais les polynômes xn de puissance paire et les fonctions circulaires sin x ,
cos x et tan x ne sont pas monotônes et n’admettent donc pas de
réciproque! Que faire?

Astuce: Si une fonction f n’est pas monotône, on peut restreindre son
domaine de définition à un ensemble D Ă Df tel que

i) f soit monotône sur D,

ii) f pDq “ If .

Cette fonction “à domaine restreint” f : D Ă Df Ñ If admet bien une
réciproque “à image restreinte”:

f ´1 : If Ñ D Ă Df .



Exemples de réciproques “restreintes”
Exemples:

‚ Les polynômes xn de puissance paire restreints à l’ensemble r0,8rĂ R ont
comme réciproque les racines n

?
x d’ordre pair:

x “ n
?
y ðñ xn

“ y et x ě 0

Ex.:

x

x2

x

x2

y

?
y

‚ Les fonctions circulaires sin x , cos x et tan x , opportunement restreintes, ont
comme réciproque les fonctions arc arcsin x , arccos x et arctan x :

x “ arcsin y ðñ sin x “ y et x P r´π{2, π{2s

x “ arccos y ðñ cos x “ y et x P r0, πs

x “ arctan y ðñ tan x “ y et x Ps ´ π{2, π{2r

Ex.:

x

sin x

x

sin x

y

arcsin y
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Exercice
Exercice: Calculer la réciproque des fonctions suivantes.

‚ f pxq “ 3x2 ´ 5, avec x ě 0

Réponse:

y “ 3x2 ´ 5 ô
y ` 5

3
“ x2 ô x “

c

y ` 5

3

‚ f pθq “
?

sin θ ` 3, avec ´π{2 ď θ ď π{2

Réponse:

x “
?

sin θ ` 3 ô x2 ´ 3 “ sin θ ô θ “ arcsinpx2 ´ 3q

‚ f pzq “ 3 arctanpezq

Réponse:

t{3 “ arctanpezq ô tanpt{3q “ ez ô z “ lnptanpt{3qq

avec ´π{2 ă t{3 ă π{2 et tanpt{3q ą 0, c’est-à-dire
0 ă t{3 ă π{2, au final: 0 ă t ă 3π{2.



27





28



TMB – Chapitre 3
Dérivées

Dans ce chapitre:

1. Idée des limites et des fonctions continues.

2. Dérivées. Dérivées des fonctions composées.

3. Dérivées d’ordre supérieur. Points critiques, extréma locaux et points
d’infléxions.

4. Formule de Taylor et approximations.



1. Idée des limites

Définition – Soit f : RÑ R une fonction de la variable x .

La limite de f pour x qui tend vers x0, notée lim
xÑx0

f pxq , est la

valeur à laquelle tend f pxq quand x s’approche de x0 (sans le toucher).

Cette limite peut être un nombre réel, ou ˘8, ou ne pas exister.

Exemple:

lim
xÑ´8

f pxq “ `8

lim
xÑ0

f pxq “ ´0.5

lim
xÑ1

f pxq “ lim
xÑ2

f pxq “ 0

lim
xÑ4

f pxq n’existe pas

lim
xÑ8

f pxq “ 0

Remarque: Pour que l’expression limxÑx0 f pxq ait un sens, il suffit que
x0 P Df , ou bien que x0 soit un point du bord de Df , par exemple l’un des
deux extrèmes a et b si Df “sa, br est un intervalle ouvert, ou bien
x0 “ ˘8 si Df “ R.
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Idée des fonctions continues

Définition – Soit f : RÑ R une fonction de la variable x .
On dit que

‚ f est continue en un point a P Df si

lim
xÑa

f pxq “ f paq .

‚ f est continue si elle l’est en tout point a P Df .

continue

‚
a

non continue en a

lim
xÑa

f pxq n’existe pas

‚

˝
‚
a

non continue en a

lim
xÑa

f pxq ‰ f paq

Proposition:

‚ Les fonctions usuelles sont continues sur leur domaine de définition.

‚ La somme, le produit et la composée de fonctions continues est continue.



2. Dérivée
Définition – Soit f : RÑ R une fonction de la variable x .

‚ On appelle dérivée de f en a P Df la limite

df

dx
paq “ f 1paq “ lim

xÑa

f pxq ´ f paq

x ´ a
“ lim

hÑ0

f pa` hq ´ f paq

h
,

si cette limite existe et c’est un nombre réel. Dans ce cas, on dit que f est
dérivable en a.

‚ On dit que f est dérivable sur D Ă Df si elle l’est en tout point a P D. Si
D “ Df , on le sous-entend.

‚ Si f est dérivable sur D, la fonction dérivée est la fonction

df

dx
“ f 1 : D Ñ R, x ÞÑ f 1pxq.

Exemple: Si f pxq “ x2, on a f 1pxq “ 2x car

f 1pxq “ lim
hÑ0

px ` hq2 ´ x2

h
“ lim

hÑ0

x2
` 2xh ` h2

´ x2

h

“ lim
hÑ0

p2x ` hqh

h
“ lim

hÑ0
p2x ` hq “ 2x .
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Dérivée, droite tangente et croissance

Proposition: Si f est dérivable en
a, alors son graphe Γf admet une
droite tangente ∆a au point pa, f paqq,
d’équation

∆a : y “ f 1paqpx ´ aq ` f paq

et on a f 1paq “ tan θa , où θa est

l’angle formé par la droite tangente ∆a

à partir de l’axe Ox .

x

y

‚

‚

a

‚f paq

∆a

θa

‚

‚

b

‚
f pbq

∆b

θb

Par conséquent, la dérivée donne un critère pour établir la croissance d’une

fonction dérivable.

Proposition: Si f est une fonction dérivable en x , on a:

f est croissante en x ô 0 ă θx ă π{2 ô f 1pxq “ tan θx ą 0

f est décroissante en x ô π{2 ă θx ă π ô f 1pxq “ tan θx ă 0



Fonctions dérivables
Remarque: Une fonction dérivable est continue, le contraire est faux; en effet il y
a des fonctions continues qui ne sont pas dérivables.

‚
a

non continue en a

‚
a

continue, non dérivable en a dérivable

Proposition:

‚ Les fonctions usuelles (ch. 4) sont dérivables, sauf les racines n
?
x d’ordre n

pair, en x “ 0.
‚ La somme, produit et composée de fonctions dérivables est dérivable.

Exemples:

‚ f pxq “ 3x2
` sinp

?
x3 ´ 1q ` lnp3x2

` 1q est dérivable sur

D “
 

x P R | x3
´ 1 ą 0, 3x2

` 1 ą 0
(

“s1,8r.

‚ La valeur absolue

|x | “

"

x si x ě 0
´x si x ă 0

n’est pas dérivable en 0. x

|x |
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Dérivée des fonctions usuelles (par coeur !)

f pxq f 1pxq

xn n xn´1

1

xn
´n

1

xn`1

n
?
x “ x

1
n

1

n
x

1
n
´1
“

1

n
n
?
xn´1

sin x cos x

cos x ´ sin x

tan x
1

cos2 x
“ 1` tan2 x

ex ex

ln x
1

x

Cas particuliers:

d
dx
x2
“ 2x d

dx
x3
“ 3x2

d
dx

1
x
“ ´ 1

x2
d
dx

1
x2 “ ´

2
x3

d
dx

?
x “ 1

2
?
x

arcsin x
1

?
1´ x2

arccos x ´
1

?
1´ x2

arctan x
1

1` x2

sinh x cosh x

cosh x sinh x

tanh x
1

cosh2 x
“ 1´tanh2x



Dérivée de la somme et du produit de fonctions
Proposition: Si f et g sont dérivables en x P R, et t P R, on a:

‚
d

dx

`

f pxq ` gpxq
˘

“ f 1pxq ` g 1pxq

‚
d

dx

`

t f pxq
˘

“ t f 1pxq

‚
d

dx

`

f pxqgpxq
˘

“ f 1pxq gpxq ` f pxq g 1pxq règle de Leibniz

‚ si f pxq ‰ 0, on a
d

dx

ˆ

1

f pxq

˙

“ ´
f 1pxq

f pxq2

‚ si gpxq ‰ 0, on a
d

dx

ˆ

f pxq

gpxq

˙

“
f 1pxq gpxq ´ f pxq g 1pxq

gpxq2

Exemples:

‚ f pzq “
1
?
z

f 1pzq “ ´

1
2
?
z

z
“ ´

1

2z
?
z

‚ hptq “
tet

t ` 1
h1ptq “

pet ` tetqpt ` 1q ´ tet

pt ` 1q2
“
pt2
` t ` 1qet

pt ` 1q2
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Dérivée des fonctions composées

Proposition: Soit f une fonction dérivable en x , g une fonction dérivable
en y “ f pxq et g ˝ f la composée. Alors:

‚ règle de la châıne:

pg ˝ f q1pxq “ d
dx

`

gpf pxq
˘

“ g 1pyq
ˇ

ˇ

ˇ

y“f pxq
f 1pxq “ g 1

`

f pxq
˘

f 1pxq

‚ si f admet la réciproque f ´1 et y “ f pxq ‰ 0, alors

pf ´1q1pyq “ 1
f 1pxq

ˇ

ˇ

ˇ

x“f ´1pyq
“ 1

f 1
`

f ´1pyq
˘

Exemples:

‚ f pzq “ pln zq2 f 1pzq “ 2 ln z
1

z
“

2 ln z

z

‚ hptq “ lnpt2
q h1ptq “

1

t2
2t “

2

t



Exercice
Exercice: Calculer la dérivée des fonctions suivantes.

‚ ypuq “ u3 sin3
pu2
q

Réponse: y 1puq “ 3u2 sin3
pu2
q ` u3 3 sin2

pu2
q cospu2

q 2u

“ 3u2 sin3
pu2
q ` 6u4 sin2

pu2
q cospu2

q

‚ hpxq “
1

ln x
` ln

`

1
x

˘

Réponse: h1pxq “ ´
1

pln xq2
1

x
`

1
1
x

ˆ

´
1

x2

˙

“ ´
1

xpln xq2
´

1

x

‚ F ptq “ t
?
t3 ` 5t

Réponse: F 1ptq “
a

t3 ` 5t ` t
1

2
?
t3 ` 5t

p3t2
` 5q

“
2pt3

` 5tq ` p3t3
` 5tq

2
?
t3 ` 5t

“
5t3
` 15t

2
?
t3 ` 5t
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3. Points critiques

Rappel: Une fonction f : RÑ R dérivable en a P Df est

‚ croissante en a si f 1paq ą 0,

‚ décroissante en a si f 1paq ă 0,

car la droite ∆a tangente au graphe Γf au point pa, f paqq a pour équation

cartésienne y “ f 1paqpx ´ aq ` f paq. Que se passe-t-il si f 1paq “ 0?

Définition: Soit f une fonction dérivable en a P Df . Le point a s’appelle

point critique de f si f 1paq “ 0 .

Dans ce cas, la tangente ∆a est la droite horizontale y “ f paq .

Exemple: Le graphe de la fonction

f pxq “ px ´ 1q2 ` 1

est une parabole. On a f 1pxq “ 2px ´ 1q,
donc a “ 1 est un point critique de f .
La droite tangente ∆a, qui a pour équation

y “ 0 px ´ 1q ` 1 “ 1,

est bien horizontale.

Γf

‚

‚

a

‚

f paq ∆a



Extrema locaux et points d’inflexion
Les points critiques peuvent être de trois types:

Définition: Soit f : RÑ R une fonction et a P Df . On dit que

‚ f a un minimum local en a si
f pxq ą f paq pour tout x proche de a

(f est convexe autour de a).

‚

‚
a

minimum local

‚ f a un maximum local en a si
f pxq ă f paq pour tout x proche de a

(f est concave autour de a).

‚

‚
a

maximum local

Les minima et maxima locaux s’appellent aussi extrema locaux.

‚ f a un point d’inflexion en a si, au point
pa, f paqq, le graphe Γf traverse la droite
tangente ∆a.

‚

‚
a

point d’inflexion

Cela peut arriver aussi quand la droite
tangente ∆a n’est pas horizontale.

‚

‚
a

point d’inflexion

Pour distinguer ces trois types de points on a besoin des dérivées supérieures.
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Dérivées d’ordre supérieur

Définition:

‚ Pour tout n P N, on appelle dérivée d’ordre n de f la fonction

x ÞÑ f pnqpxq “
dnf

dxn
pxq “

d

dx

ˆ

d

dx

ˆ

¨ ¨ ¨
df

dx
pxq

˙˙

que l’on obtient en dérivant f successivement n fois.

‚ Si la fonction f pnq est bien définie sur D Ă Df , on dit que f est dérivable
n fois sur D. Si cela arrive pour tout n P N, on dit que f est lisse ou de
classe C8.

Exemples:

‚ La fonction f pxq “ x3 est lisse sur R car toutes les dérivées sont définies:

f 1pxq “ 3x2, f 2pxq “ 6x , f 3pxq “ 6, f pnqpxq “ 0 pour n ě 4.

‚ La fonction hpxq “ x
?
x est dérivable sur r0,8r, car

h1pxq “
?
x ` x 1

2
?
x
“
?
x `

?
x

2
“ 3

2

?
x pour tout x P r0,8r, mais h n’est pas

dérivable deux fois en x “ 0 car h2pxq “
3

4
?
x

n’est pas définie en x “ 0



Exercice

Exercice: Calculer les cinq premières dérivées de la fonction

f ptq “ t2et

et déduire l’expression de f pnqptq pour tout n P N. La fonction f est-elle
lisse?

Réponse: Les cinq premières dérivées sont:

f 1ptq “ 2tet ` t2et “ pt2 ` 2tqet

f 2ptq “ p2t ` 2qet ` pt2 ` 2tqet “ pt2 ` 4t ` 2qet

f 3ptq “ p2t ` 4qet ` pt2 ` 4t ` 2qet “ pt2 ` 6t ` 6qet

f p4qptq “ p2t ` 6qet ` pt2 ` 6t ` 6qet “ pt2 ` 8t ` 12qet

f p5qptq “ p2t ` 8qet ` pt2 ` 8t ` 12qet “ pt2 ` 10t ` 20qet .

Pour tout n P N, on a donc

f pnqptq “
`

t2 ` 2n t ` pn ´ 1qn
˘

et ,

qui est bien défini pour tout t P R. Donc f est lisse.
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Critère pour établir la nature d’un point critique

Théorème: Soit : RÑ R une fonction lisse sur D et soit a P D un point
critique (f 1paq “ 0). Alors:

i) f est plate autour de a ssi toutes les dérivées de f s’annulent en a, c.-à-d.

f pkqpaq “ 0 pour tout k P N.

ii) Sinon, soit n l’ordre de la première dérivée de f non nulle en a, c.-à-d. que

f pnqpaq ‰ 0 et f pkqpaq “ 0 pour tout k ă n:

‚ a est un minimum local ssi n est pair et f pnqpaq ą 0,

‚ a est un maximum local ssi n est pair et f pnqpaq ă 0,

‚ a est un point d’inflexion ssi n est impair.

En particulier, si a est un point critique (f 1paq “ 0), on a:

‚ Si f 2paq ą 0, alors a est un minimum local.

‚ Si f 2paq ă 0, alors a est un maximum local.

‚ Si f 2paq “ 0 (a s’appelle point plat), pour connaitre la nature de
a il faut regarder les dérivées d’ordre supérieur.



Exercice

Exercice: Trouver les points critiques de la fonction

f pxq “
x3

px ´ 1q2
,

et détérminer s’ils sont des extréma locaux ou des points d’inflexion.

Réponse: Le domaine de la fonction f est Df “ tx P R | x ‰ 1u.
Cherchons les points critiques:

f 1pxq “
3x2
px ´ 1q2 ´ x3 2px ´ 1q

px ´ 1q4

“
3x2
px ´ 1q ´ 2x3

px ´ 1q3
“

x3
´ 3x2

px ´ 1q3
“

x2
px ´ 3q

px ´ 1q3

Donc
f 1pxq “ 0 ðñ x “ 0 ou x “ 3.

Par conséquent, il y a deux points critiques: x “ 0 et x “ 3.
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Exercice (suite)

Pour connaitre la nature des points critiques, calculons la dérivée seconde.

Puisque f 1pxq “
x2
px ´ 3q

px ´ 1q3
, on a:

f 2pxq “

`

2xpx ´ 3q ` x2
˘

px ´ 1q3 ´ x2
px ´ 3q 3px ´ 1q2

px ´ 1q6

“

`

2x2
´ 6x ` x2

˘

px ´ 1q ´ 3px3
´ 3x2

q

px ´ 1q4

“
p3x2

´ 6xq px ´ 1q ´ p3x3
´ 9x2

q

px ´ 1q4

“
3x3

´ 3x2
´ 6x2

` 6x ´ 3x3
` 9x2

px ´ 1q4

“
6x

px ´ 1q4
.

Alors:

‚ En x “ 3 on a f 2p3q “ 18
24 “

9
8
ą 0, donc x “ 3 est un minimum local.

‚ En x “ 0 on a f 2p0q “ 0, donc on ne peut rien dire pour l’instant.



Exercice (suite)

Calculons la troixième dérivée. Puisque f 2pxq “ 6x
px´1q4

, on a:

f 3pxq “
6px ´ 1q4 ´ 6x 4px ´ 1q3

px ´ 1q8

“
6px ´ 1q ´ 24x

px ´ 1q5

“
´18x ´ 6

px ´ 1q5
“ ´6

3x ` 1

px ´ 1q5

On a alors f 3p0q “ ´6 1
p´1q5

“ 6 ‰ 0.

Puisque la première dérivée non nulle en x “ 0 est d’ordre impair, on a que x “ 0
est un point d’inflexion.

En effet, le graphe de f est:
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4. Polynôme de Taylor et approximations
Théorème: Toute fonction f : R ÝÑ R dérivable n fois autour d’un point a
peut être approximée en tout point x proche de a
par un polynôme de degré n dont les coefficients dépendent uniquement des
dérivées de f en a, qui s’appelle polynôme de Taylor d’ordre n de f en a:

T n
a f pxq “ f paq`f 1paqpx´aq` 1

2 f
2paqpx´aq2`¨ ¨ ¨` 1

n! f
pnqpaqpx´aqn .

Le niveau d’approximation est mésuré par le reste

Rn
a f pxq “ f pxq ´ T n

a f pxq , qui tend vers 0 pour x Ñ a

Exemple: Voici les graphes de

f pxq “ ex (en bleu)

et de son polynôme de Taylor d’ordre 2 en a “ 0

T 2
0 f pxq “ 1` x ` x2

{2 (en rouge).

Les restes en x “ 1 et en x “ 0.1 valent:

R2
0 f p1q “ e ´ p1` 1` 1{2q » ´0.83 (mauvaise approximation)

R2
0 f p0.1q “ e0.1

´ p1` 0.1` 0.01{2q » ´0.0018 (bonne approximation)



Polynômes de Taylor importants (autour de 0)

f pxq T n
0 f pxq

1

1` x
1´ x ` x2

´ x3
` ¨ ¨ ¨ ` p´1qnxn

1

1´ x
1` x ` x2

` x3
` ¨ ¨ ¨ ` xn

p1` xqα 1` αx `
αpα´ 1q

2
x2
` ¨ ¨ ¨ `

αpα´ 1q ¨ ¨ ¨ pα´ nq

n!
xn

1
?

1´ x2
1`

1

2
x2
`

1 ¨ 3

2 ¨ 4
x4
` ¨ ¨ ¨ `

p2n ´ 1q!!

p2nq!!
x2n

sin x x ´
1

3!
x3
`

1

5!
x5
` ¨ ¨ ¨ ` p´1qn

1

p2n ´ 1q!
x2n´1

cos x 1´
1

2!
x2
`

1

4!
x4
` ¨ ¨ ¨ ` p´1qn

1

p2nq!
x2n

ex 1` x `
1

2!
x2
`

1

3!
x3
` ¨ ¨ ¨ `

1

n!
xn

lnp1` xq x ´
1

2
x2
`

1

3
x3
` ¨ ¨ ¨ ` p´1qn

1

n
xn

lnp1´ xq ´x ´
1

2
x2
´

1

3
x3
` ¨ ¨ ¨ ´

1

n
xn

38



Exercice
Exercice: Trouver le polynôme de Taylor à l’ordre 2 de la fonction

f pxq “
4´ x

2` x
autour des points a “ 0 et b “ 1

Réponse: Il nous faut les premières deux dérivées de f :

f 1pxq “
´p2` xq ´ p4´ xq

p2` xq2
“ ´

6

p2` xq2

f 2pxq “ p´6q
´2p2` xq

p2` xq4
“

12

p2` xq3

‚ Autour de a “ 0:

f p0q “
4

2
“ 2, f 1p0q “ ´

6

4
“ ´

3

2
, f 2p0q “

12

8
“

3

2
,

donc T 2
0

ˆ

4´ x

2` x

˙

“ 2´
3

2
x `

3

4
x2.

‚ Autour de b “ 1:

f p1q “
3

3
“ 1, f 1p1q “ ´

6

9
“ ´

2

3
, f 2p1q “

12

27
“

4

9
,

donc T 2
1

ˆ

4´ x

2` x

˙

“ 1´
2

3
px ´ 1q `

2

9
px ´ 1q2.



Estimation du reste

Rappel: Le théorème de Taylor garantit que si f est dérivable n fois autour de a,
alors il existe un polynôme T n

a f pxq qui est une bonne approximation de f quand
x Ñ a, c’est-à-dire tel que

f pxq “ T n
a f pxq ` Rn

a f pxq avec lim
xÑa

Rn
a f pxq “ 0.

Formule de Young: Le reste Rn
a f pxq est négligéable par rapport au

polynôme de Taylor:

Rn
a f pxq “ o

`

px ´ aqn
˘

,

où ophq est une fonction qui tend vers 0 plus vite que h: lim
hÑ0

ophq

h
“0.

Formule de Lagrange: Si f est dérivable n ` 1 fois autour de a, alors pour
tout x proche de a il existe une valeur c comprise entre a et x telle que

Rn
a f pxq “

1
pn`1q! f

pn`1qpcqpx´aqn`1 .
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Exercice

Exercice:

‚ Montrer que pour tout x ě 0 on a

1´ x ` x2
´ x3

ď
1

1` x
ď 1´ x ` x2

´ x3
` x4.

Réponse: Puisque
dn

dxn

1

1` x
“ p´1qn

n!

p1` xqn`1
, on sait, par la formule de

Taylor-Lagrange, que pour tout x ě 0 il existe un c compris entre 0 et x tel que

1

1` x
“ 1´ x ` x2

´ x3
` x4

´ ¨ ¨ ¨ ` p´1qn
1

p1` cqn`1
xn.

Puisque 0 ď c ď x , on a c ` 1 ě 1. Donc, pour n “ 3 on a p´1q3 1
p1`cq4

ě ´1 et

donc
1

1` x
“ 1´ x ` x2

´
1

p1` cq4
x3
ě 1´ x ` x2

´ x3.

Et pour n “ 4 on a p´1q4 1
p1`cq5

ď 1, donc

1

1` x
“ 1´ x ` x2

´ x3
`

1

p1` cq5
x4
ď 1´ x ` x2

´ x3
` x4.



Exercice (suite)

‚ Pour quelles valeurs de x ě 0 peut-on dire que 1´ x ` x2
´ x3 est une

approximation de 1
1`x

à 10´4 près, c’est-à-dire telles que

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

1

1` x
´ p1´ x ` x2

´ x3
q

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď 10´4?

Réponse: Des inégailtés

1´ x ` x2
´ x3

ď
1

1´ x
ď 1´ x ` x2

´ x3
` x4

on déduit que

0 ď
1

1` x
´ p1´ x ` x2

´ x3
q ď x4.

Il suit alors que
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

1

1´ x
´ p1´ x ` x2

´ x3
q

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď 10´4

si on prend x ď 10´1, car dans ce cas on a bien x4
ď 10´4.
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TMB – Chapitre 4
Intégrales

Dans ce chapitre:

1. Primitives

2. Intégrale de Riemann et aire

3. Relation entre primitives et intégrales

4. Techinques d’intégration: par parties et par changement de variable. Cas
des fonctions circulaires et des fractions rationnelles.



1. Primitives
Définition: Soit f : ra, bs Ñ R une fonction. Une primitive de f sur ra, bs
est une fonction F : ra, bs Ñ R dérivable, telle que

F 1pxq “ f pxq pour tout x P ra, bs.

On note F pxq “

ż

f pxq dx , mais attention ! (voir la suite)

Remarque: Toute autre primitive de f diffère de F par une constante.

Exemples: cf. le tableau des dérivées:
ż

xn dx “
1

n ` 1
xn`1

ż

1

x
dx “ ln x

ż

ex dx “ ex

ż

1

xn
dx “ ´

1

pn´1qxn´1

ż

sin x dx “ ´ cos x

ż

sh x dx “ ch x

ż

1
?
x
dx “ 2

?
x

ż

cos x dx “ sin x

ż

ch x dx “ sh x

ż

1

1` x2
dx “ arctan x

ż

1

cos2 x
dx “ tan x

ż

1

ch 2x
dx “ th x

ż

1
?

1´ x2
dx “ arcsin x
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2. Somme de Riemann d’une fonction
Définition – Soit f : ra, bs Ñ R une fonction.

‚ Une subdivision Sn de ra, bs est une partition de l’intervalle I “ ra, bs en
n intervalles Ii “ rai´1, ai s (pour i “ 1, ..., n) de longueur δ “ b´a

n , avec
a0 “ a et an “ b.

R
‚

a “ a0
‚
an “ b

‚
a1

‚
a2

‚
a3

‚
a4

‚
a5

δ

¨ ¨ ¨

‚ Pour tout choix de n points xi P Ii

R
‚

a “ a0
‚
an “ b

‚
a1

|
x1

‚
a2

|
x2

‚
a3

|
x3

‚
a4

|
x4

‚
a5
|
x5 ¨ ¨ ¨

on appelle somme de Riemann de f la somme

Rnpf ; txiuq “
n
ÿ

i“1

f pxi q δ x

f pxq

‚
a

‚
b

´ ` ´

Chaque terme f pxi q δ est l’aire algébrique (= ˘ aire) du rectangle de base
Ii et hauteur f pxi q.



Intégrale de Riemann
Définition:

‚ Si la limite lim
nÑ8

Rnpf ; txiuq existe, c’est un nombre réel et ne dépend pas

du choix des xi , on l’appelle intégrale de Riemann de f sur ra, bs:

ż b

a

f pxq dx “ lim
nÑ8
tout xi

Rnpf ; txiuq
x

f pxq

‚
a

‚
b

et on dit que f est intégrable selon Riemann sur ra, bs.

‚ Toujours pour a ă b, on pose aussi

ż a

b

f pxq dx “ ´

ż b

a

f pxq dx

Note: Le symbol
ş

rappelle la somme, et dx représente la variation infinitesimale

de x et s’appelle différentielle de x .

Exemples:

‚ Les fonctions continues et celles en forme d’escalier sont intégrables.

‚ La fonction de Dirichlet f pxq “

"

1 si x P Q
0 si x P RzQ n’est pas intégrable selon

Riemann, car la limite de Rnpf ; txiuq dépend du choix des points xi .
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L’intégrale donne l’aire sous le graphe
Corollaire:

‚

ż b

a

f pxq dx “ aire “algébrique” sous le graphe de f

‚

ż b

a

|f pxq| dx “ aire sous le graphe de f (positive)

x

y “ f pxq

´

` `

´

`

|f | f “ |f | |f |

Exemple: L’aire du disque

D “
 

px , yq P R2
| x2

` y 2
ď 1

(

se calcule comme une intégrale:

AirepDq “ 2AirepD`q “ 2

ż 1

´1

a

1´ x2 dx

x

‚
´1

‚
1

y “

b

1 ´ x2

D`



D’autres proprietés des intégrales

Proprietés:

‚

ż b

a

0 dx “ 0

‚

ż b

a

dx “ b ´ a “ longueur de ra, bs

‚

ż b

a

f pxq dx “

ż c

a

f pxq dx `

ż b

c

f pxq dx

‚ Si f pxq ď gpxq pour tout x P ra, bs:

ż b

a

f pxq dx ď

ż b

a

gpxq dx

‚

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ż b

a

f pxq dx

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď

ż b

a

|f pxq| dx
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3. Relation entre intégrale et primitives

Théorème fondamental du calcul intégral:
Soit f une fonction intégrable selon Riemann sur ra, bs. Alors, pour tout
c P R, la fonction F : ra, bs Ñ R définie en tout x P ra, bs par

F pxq “

ż x

a

f ptq dt ` c ‚
x

f pxq F pxq

‚
a

‚
b

est une primitive de f (i.e. F 1pxq “ f pxq) telle que F paq “ c .

En mots: l’aire sous le graphe de f entre a et x donne une primitive F pxq.

Corollaire: On peut donc calculer l’intégrale de f si on connait une
primitive F de f , avec la formule

ż b

a

f pxq dx “

ż b

a

F 1pxq dx “ F pbq ´ F paq “
“

F pxq
‰b

a

Il ne reste plus qu’à apprendre les techniques d’intégration pour trouver la

primitive.



4. Calcul de primitives et d’intégrales
Pour calculer les primitives et les intégrales, on part des cas connus et on modifie

la fonction à intégrer en utilisant les théorèmes suivants.

1) Si l’intégrand est une somme de fonctions

Théorème:

‚ primitive:

ż

pλ f pxq ` µ gpxqq dx “ λ

ż

f pxq dx ` µ

ż

gpxq dx

‚ intégrale:

ż b

a

pλ f pxq ` µ gpxqq dx “ λ

ż b

a

f pxq dx ` µ

ż b

a

gpxq dx

Exemple:
ż

p3 cos x ` 5 sin xq dx “ 3

ż

cos x dx ` 5

ż

sin x dx

“ 3 sin x ´ 5 cos x .

Par conséquent:
ż π{2

0

p3 cos x ` 5 sin xq dx “
”

3 sin x ´ 5 cos x
ıπ{2

0

“
`

3 sinpπ{2q ´ 5 cospπ{2q
˘

´
`

3 sin 0´ 5 cos 0
˘

“ p3´ 0q ´ p0´ 5q “ 8
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Intégration par parties
2) Si l’intégrand est un produit de fonctions

Théorème (Intégration par parties):

‚ primitive:

ż

f pxq g 1pxq dx “ f pxq gpxq ´

ż

f 1pxq gpxq dx

‚ intégrale:

ż b

a

f pxq g 1pxq dx “
”

f pxq gpxq
ıb

a
´

ż b

a

f 1pxq gpxq dx

Exemple: Pour calculer la primitive

ż

x sin x dx , on pose

f pxq “ x et g 1pxq “ sin x

et on calcule
f 1pxq “ 1 et gpxq “

ż

sin x dx “ ´ cos x .

On a alors:
ż

x sin x dx “ ´x cos x `

ż

cos x dx “ ´x cos x ` sin x .

Par conséquent:
ż π

0

x sin x dx “
“

´ x cos x ` sin x
‰π

0
“ ´π cosπ ` sinπ ` 0´ sin 0 “ π.



Exercice

Exercice: Calculer la primitive

ż

cos2 x dx par parties.

Réponse: Posons f pxq “ cos x et g 1pxq “ cos x .

On a alors f 1pxq “ ´ sin x et gpxq “

ż

cos x dx “ sin x , et donc

ż

cos2 x dx “ sin x cos x `

ż

sin2 x dx .

Puisque sin2 x “ 1´ cos2 x , on a
ż

cos2 x dx “ sin x cos x `

ż

p1´ cos2 xq dx

“ sin x cos x `

ż

dx ´

ż

cos2 x dx

“ sin x cos x ` x ´

ż

cos2 x dx

d’où suit
2

ż

cos2 x dx “ x ` sin x cos x

et par conséquent ż

cos2 x dx “
1

2
px ` sin x cos xq.
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Changement de variable

3) Si l’intégrand contient une composée de fonctions

Définition: Un changement de variable de x P ra, bs en t P rα, βs est

l’expression de x comme fonction de t: x “ hptq

où h : rα, βsÑra, bs est un difféomorphisme, c’est-à-dire une fonction
dérivable (sauf en α et β) avec réciproque h´1: ra, bsÑrα, βs aussi dérivable
(sauf en a et b), qui exprime t comme fonction de x :

t “ h´1pxq .

On a alors: dx “ h1ptq dt et dt “
`

h´1
˘1
pxq dx .

Exemples:

‚ x “ t3 est un changement de variable de x P r0, 8s en t P r0, 2s, avec

t “ 3
?
x , dx “ 3t2 dt et dt “

1

3
3
?
x2

dx .

‚ x “ t3 n’est pas un changement de variable de x Pr´1, 1s en t Pr´1, 1s, car la
réciproque t “ 3

?
x n’est pas dérivable en x “ 0 (cf. dt).



Intégration par changement de variable I
Théorème (Intégration par changement de variable I):

‚ primitive:

ż

f pxq dx “

ż

f
`

hptq
˘

h1ptq dt
ˇ

ˇ

ˇ

t“h´1pxq

‚ intégrale:

ż b

a

f pxq dx “

ż h´1
pbq

h´1paq

f
`

hptq
˘

h1ptq dt

Exemple: Pour calculer la primitive

ż

?
x ` 1 dx , on pose

t “
?
x ` 1 “ h´1

pxq donc x “ t2
´ 1 “ hptq.

On a alors dx “ 2t dt et par conséquent
ż

?
x ` 1 dx “

ż

2t2 dt
ˇ

ˇ

ˇ

t“
?
x`1

“
2

3
t3
ˇ

ˇ

ˇ

t“
?
x`1

“
2

3
px ` 1q

?
x ` 1.

Pour l’intégrale

ż 1

0

?
x ` 1 dx on a alors

ż 1

0

?
x ` 1 dx “

ż

?
1`1

?
0`1

2t2 dt “
”2

3
t3
ı

?
2

1
“

2

3
p2
?

2´ 1q.
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Intégration par changement de variable II
Théorème (Intégration par changement de variable II):

‚ primitive:

ż

f
`

hpxq
˘

h1pxq dx “

ż

f puq du
ˇ

ˇ

ˇ

u“hpxq

‚ intégrale:

ż b

a

f
`

hpxq
˘

h1pxq dx “

ż hpbq

hpaq

f puq du

Exemple: Pour calculer la primitive

ż

ln2 x

x
dx , on pose

u “ ln x “ hpxq donc du “
1

x
dx .

On a alors
ż

ln2 x

x
dx “

ż

u2 du
ˇ

ˇ

ˇ

u“ln x
“

1

3
u3
ˇ

ˇ

ˇ

u“ln x
“

1

3
ln3 x .

Pour l’intégrale

ż 2

1

ln2 x

x
dx , on a

ż 2

1

ln2 x

x
dx “

ż ln 2

ln 1

u2 du “
”1

3
u3
ıln 2

0
“

1

3
ln3 2.



Exercice: aire d’un disque
Exercice: Calculer l’aire du disque

D “
 

px , yq P R2
| x2

` y 2
ď 1

(

Réponse: Comme on a déjà observé, l’aire du
disque se trouve comme l’intégrale

AirepDq “ 2AirepD`q “ 2

ż 1

´1

a

1´ x2 dx
x

‚
´1

‚
1

y “

b

1 ´ x2

D`

Celui-ci se calcule par changement de variable: on pose

x “ sin t avec t P r´π{2, π{2s,

car t “ arcsin x donne arcsinp´1q “ ´π{2 et arcsinp1q “ π{2.

Alors
?

1´ x2 “ cos t et dx “ cos t dt, donc

AirepDq “ 2

ż π{2

´π{2

cos2 t dt “
”

t ` sin t cos t
ıπ{2

´π{2

“
`

π{2` 0` π{2´ 0
˘

“ π.
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Changement de variable pour fonctions circulaires
4) Si l’intégrand contient seulement des fonctions circulaires

Règle 1:

‚

ż

f psin xq cos x dx “

ż

f ptq dt
ˇ

ˇ

ˇ

t“sin x
avec

t “ sin x
dt “ cos x dx

‚

ż

f pcos xq sin x dx “ ´

ż

f ptq dt
ˇ

ˇ

ˇ

t“cos x
avec

t “ cos x
dt “´sin x dx

Exemple:
ż

sin x

cos2x
dx “ ´

ż

1

t2
dt
ˇ

ˇ

ˇ

t“cos x
“

1

t

ˇ

ˇ

ˇ

t“cos x
“

1

cos x
.

Règle 2: Dans les autres cas, on pose t “ tanpx{2q , et on a:

cos x “ 1´t2

1`t2 , sin x “ 2t
1`t2 et dx “ 2

1`t2 dt .

Exemple:
ż

1

sin x
dx “

ż

1` t2

2t

2

1` t2
dt
ˇ

ˇ

ˇ

t“tanpx{2q
“

ż

1

t
dt
ˇ

ˇ

ˇ

t“tanpx{2q

“ lnptq
ˇ

ˇ

ˇ

t“tanpx{2q
“ lnptanpx{2qq.



Exercice

Exercice: Calculer les primitives suivantes:

‚

ż

sin3 x dx

Réponse:
ż

sin3 x dx “

ż

p1´ cos2 xq sin x dx

“

ż

sin x dx ´

ż

cos2 x sin x dx

“ ´ cos x `

ż

t2 dt
ˇ

ˇ

ˇ

t“cos x

“ ´ cos x `
1

3
t3
ˇ

ˇ

ˇ

t“cos x

“ ´ cos x `
1

3
cos3 x .
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Exercice (suite)

‚

ż

1´ cos x

p1` cos xq sin x
dx

Réponse: On pose t “ tanpx{2q, alors

ż

1´ cos x

p1` cos xq sin x
dx “

ż

´

1´ 1´t2

1`t2

¯

´

1` 1´t2

1`t2

¯

`

1` t2
˘

2t

2

p1` t2q
dt
ˇ

ˇ

ˇ

t“tanpx{2q

“

ż

`

1` t2
´ 1` t2

˘

p1` t2 ` 1´ t2q

1

t
dt
ˇ

ˇ

ˇ

t“tanpx{2q

“

ż

t dt
ˇ

ˇ

ˇ

t“tanpx{2q

“
1

2
t2
ˇ

ˇ

ˇ

t“tanpx{2q

“
1

2
tan2

px{2q.



Changement de variable pour fractions rationnelles
5) Si l’intégrand contient seulement des fractions rationnelles

Définition: Une fraction rationnelle est le quotient f pxq “ Ppxq
Qpxq de

deux polynômes Ppxq et Qpxq.

Pour calculer la primitive d’une fraction rationnelle,
ż

Ppxq

Qpxq
dx,

on se ramène aux quatre cas qu’on connait:

a)

ż

1

x
dx “ ln |x |

b) si n ě 2:

ż

1

xn
dx “ ´

1

pn ´ 1q xn´1

c)

ż

1

1` x2
dx “ arctan x

d) si n ě 2:

ż

1

p1` x2qn
dx “

x

2pn´1qp1` x2qn´1
`
p2n´3q

2pn´1q

ż

1

p1` x2qn´1
dx

(intégration par parties, à partir de

ż

1

p1` x2qn´1
dx).
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1er cas: degP ă degQ, primitives simples
Règle 1: Dans les cas suivants, qu’on appelle primitives simples, on pose
t “ upxq et dt “ u1pxq dx :

a)

ż

u1pxq

upxq
dx “ ln |upxq|

Exemple:

ż

3x2

x3 ` 1
dx “ ln |x3

` 1|

b) si n ě 2:

ż

u1pxq

upxqn
dx “ ´

1

pn ´ 1q upxqn´1

Exemple:

ż

2x

px2 ` 1q2
dx “ ´

1

x2 ` 1

c)

ż

u1pxq

1` upxq2
dx “ arctan upxq

Exemple:

ż

3x2

x6 ` 1
dx “ arctanpx3

q

d) si n ě 2:

ż

u1pxq

p1` upxq2qn
dx “ ¨ ¨ ¨ trop long, on l’omet.



Décomposition en somme de primitives simples
Dans tout autre cas où degP ă degQ, le dénominateur Qpxq
n’est pas irréductible, car les polynômes réels irréductibles sont:

‚ de degré 1 de la forme ax`b “ upxq avec u1pxq “ a ñ cas a),

‚ de degré 2 de la forme c
`

pax`bq2`1
˘

“ c
`

upxq2`1
˘

ñ cas b).

Règle 2: On factorise Qpxq en polynômes irréductibles:

Qpxq “ Q1pxq
n1Q2pxq

n2 ¨ ¨ ¨Qr pxq
nr .

La primitive
ż

Ppxq

Qpxq
dx s’écrit alors comme somme de primitives simples, de

la forme a), b), c) ou d), qui ont au dénominateur les polynômes

Qi pxq, Qi pxq
2, ..., Qi pxq

ni , pour tout i “ 1, ..., r

avec Qi pxq “ ax`b “ upxq ou bien Qi pxq “ c
`

1`upxq2
˘

, et au

numérateur des polynômes de la forme

K u1pxq , où K P R est une constante.
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Exemple
Exemple:

ż

1

x4 ` x2
dx

Le dénominateur Qpxq “ x4
` x2 se factorise comme x2

px2
` 1q.

Par conséquent, il existe quatre constantes a, b, c et d telles que

p˚q
1

x4 ` x2
“

a

x
`

b

x2
`

cx ` d

x2 ` 1
, cherchons-les. On a:

a

x
`

b

x2
`

cx ` d

x2 ` 1
“

axpx2
` 1q ` bpx2

` 1q ` x2
pcx ` dq

x2px2 ` 1q

“
pa` cqx3

` pb ` c ` dqx2
` ax ` b

x4 ` x2

donc p˚q est vérifiée si et seulement si
$

’

’

&

’

’

%

a` c “ 0
b ` c ` d “ 0
a “ 0
b “ 1

ðñ

$

’

’

&

’

’

%

a “ 0
b “ 1
c “ 0
d “ ´1

Alors

ż

1

x2px2 ` 1q
dx “

ż
ˆ

1

x2
´

1

x2 ` 1

˙

dx “ ´
1

x
´ arctan x .



2ème cas: degP ě degQ

Règle 3: En utilisant l’algorithme de division euclidienne pour les
polynômes, on divise Ppxq par Qpxq et on trouve une solution de la division
Spxq et un reste Rpxq tel que degR ă degQ. On peut donc écrire

Ppxq “ QpxqSpxq ` Rpxq

et
Ppxq

Qpxq
“

QpxqSpxq ` Rpxq

Qpxq
“ Spxq `

Rpxq

Qpxq
.

Par conséquent, on a

ż

Ppxq

Qpxq
dx “

ż

Spxq dx `

ż

Rpxq

Qpxq
dx ,

où

‚

ż

Spxq dx est facile à calculer car Spxq est un polynôme.

‚

ż

Rpxq

Qpxq
dx est du 1er cas et se calcule avec les règles 1 ou 2.
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Exemple

Exemple:

ż

4x3
` 6x2

` 1

2x ´ 1
dx

On divise Ppxq “ 4x3
` 6x2

` 1 par Qpxq “ 2x ´ 1 :

4x3
` 6x2

` 0¨x ` 1 2x ´ 1

2x2
4x3

´ 2x2

8x2
` 0¨x ` 1

2x2
` 4x

8x2
´ 4x

4x ` 1

2x2
` 4x ` 2

4x ´ 2

3

Alors Spxq “ 2x2
` 4x ` 2 et Rpxq “ 3. Par conséquent, on a

ż

4x3
` 6x2

` 1

2x ´ 1
dx “

ż

p2x2
` 4x ` 2q dx `

ż

3

2x ´ 1
dx

“
2

3
x3
` 2x2

` 2x `
3

2
ln |2x ´ 1|.
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TMB – Chapitre 5

Équations différentielles ordinaires

Dans ce chapitre:

1. Caractéristiques des équations différentielles ordinaires: ordre, équations
linéaires, à coefficients constants, homogènes ou avec second membre.

2. Équations différentielles du 1er ordre linéaires, avec condition initiale.

3. Équations différentielles du 1er ordre non linéaires à variables séparées.

4. Équations différentielles du 2ème ordre, linéaires et à coefficients
constants, avec conditions initiales.



1. Équations différentielles et ordre

Définition: Une équation différentielle (e.d.) est une équation dont
l’inconnue est une fonction réelle x : t ÞÑ xptq, de variable t, de la forme

pE q F
`

t, xptq, x 1ptq, ..., xpnqptq
˘

“ 0

où F est une expression quelconque réliant la variable t, la fonction x et ses
dérivées x 1, x2, etc (aussi inconnues), jusqu’à un ordre maximal de
dérivation n ě 1 qui s’appelle ordre de l’e.d pE q.

Exemples:

‚ sinpx 1ptqq ` xptq ´ sin t “ 0 fonction x de variable t, ordre 1

‚ t2 u2ptq ` u1ptq ` t3 uptq “ 0 fonction u de variable t, ordre 2

‚ y 1pxq ` 4
`

ypxqq2 ` x2
“ 0 fonction y de variable x , ordre 1

‚ f 3pzq ` 1
z
f 2pzq “ 0 fonction f de variable z , ordre 3

‚ x2pθq
`

x 1pθq
˘2
` sinθ xpθq ` cos θ “ 0 fonction x de variable θ, ordre 2

But: résoudre l’e.d. pE q, c’est-à-dire trouver la fonction inconnue x qui
satisfait pE q. La méthode dépend des caractéristiques de l’e.d.
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Équations différentielles linéaires et coefficients
Définition:

‚ L’e.d. pE q est dite polynômiale (de degré d) si F est un polynôme (de
degré d) dans les inconnues x , x 1,...,xpnq.

En particulier, pE q est linéaire si F est un polynôme de degré 1.

Exemples:

sinpx 1ptqq ` xptq ´ sin t “ 0 n’est pas polynômiale

t2 u2ptq ` u1ptq ` t3 uptq “ 0 et f 3pzq ` 1
z
f 2pzq “ 0 sont linéaires

y 1pxq ` 4
`

ypxqq2 ` x2
“ 0 est polynômiale de degré 2

x2pθq
`

x 1pθq
˘2
` sinθ xpθq ` cos θ “ 0 est polynômiale de degré 3

‚ Si pE q est polynômiale, on appelle coefficients de pE q les
facteurs des inconnues x , x 1,...,xpnq. Ce sont des fonctions de la variable t,
éventuellement constantes.

Exemples:

t2 u2ptq ` u1ptq ` t3 uptq “ 0 coefficients: t2, 1 et t3

y 1pxq ` 4
`

ypxqq2 ` x2
“ 0 coefficients constants: 1 et 4

x2pθq
`

x 1pθq
˘2
` sinθ xpθq ` cos θ “ 0 coefficients: 1 et sin θ



Équations différentielles homogènes
Définition:

‚ On appelle second membre de pE q le terme (sommant) qui
ne contient aucune inconnue x , x 1,...,xpnq. C’est une fonction de t, qui
peut être constante et même nulle. Si le second membre est nul l’e.d. pE q
est dite homogène.

Exemples:

sinpx 1ptqq ` xptq ´ sin t “ 0 second membre: ´ sin t

t2 u2ptq ` u1ptq ` t3 uptq “ 0 e.d. homogène

y 1pxq ` 4
`

ypxqq2 ` x2
“ 0 second membre: x2

f 3pzq ` 1
z
f 2pzq “ 0 e.d. homogène

x2pθq
`

x 1pθq
˘2
` sinθ xpθq ` cos θ “ 0 second membre: cos θ

‚ On appelle équation homogène associée à pE q l’équation pE0q obtenue
en supprimant le second membre.
Si pE q est homogène, on a pE0q “ pE q.

Exemples:

pEq sinpx 1ptqq ` xptq ´ sin t “ 0 ñ pE0q sinpx 1ptqq ` xptq “ 0

pEq y 1pxq ` 4
`

ypxqq2 ` x2
“ 0 ñ pE0q y 1pxq ` 4

`

ypxqq2 “ 0
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Exercice
Exercice: Pour les équations différentielles pEq suivantes, dire quel est l’ordre, si
elles sont linéaires, quels sont les coefficients, si elles sont homogènes ou quel est
l’équation homogène associée pE0q.

‚ pEq pt ` 1q x 1ptq ` t2 xptq ` t3
“ 0

Réponse: 1er ordre, linéaire, à coefficients non constants (les coefficients sont
t ` 1 et t2), non homogène (le second membre est t3) et

pE0q pt ` 1q x 1ptq ` t2 xptq “ 0.

‚ pEq u2ptq ´ 2u1ptq ` uptq ´ sin t “ 0

Réponse: 2ème ordre, linéaire, à coefficients constants, non homogène et

pE0q u2ptq ´ 2u1ptq ` uptq “ 0

‚ pEq y 1ptqy3ptq ´
1

1` t
yptq “ 0

Réponse: 3ème ordre, non linéaire (polynômiale de degré 2), à coefficients non
constants (à cause de 1

1`t
) et homogène, pE0q “ pEq.



2. Équations différentielles du 1er ordre linéaires

But: résoudre l’e.d. du 1er ordre linéaire

pE q x 1ptq “ aptq xptq ` bptq

où a et b sont des fonctions continues sur D “ DaXDb Ă R.

Théorème 1: Les solutions xptq de pE q sont les fonctions de la forme

xptq “ x0ptq ` xpptq définies pour t P D,

où x0ptq est une solution de l’e.d. homogène pE0q,
et xpptq est une solution particulière de l’e.d. pE q.

Note: Une solution de l’équation homogène dépend d’un paramètre réel λ qui
détérmine toutes les solutions possibles de l’équation. Tout choix de λ donne une
solution. Cette solution représente alors une famille de solutions.

Une solution particulière ne dépend d’aucun paramètre et n’exclut pas qu’il existe

des solutions de forme apparemment différente.
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Solution de l’équation homogène
Théorème 2: La solution de pE0q x 1ptq “ aptq xptq est la fonction

x0ptq “ λ eAptq pour tout λ P R

où Aptq “

ż

aptq dt est une primitive de aptq.

Preuve: On écrit pE0q comme

p˚q
x 1ptq

xptq
“ aptq

et on intègre en t pour calculer les primitives à gauche et à droite.
À gauche, en utilisant le changement de variable u “ xptq, avec du “ x 1ptq dt, on
obtient: ż

x 1ptq

xptq
dt “ ln xptq ` c1.

À droite, on a: ż

aptq dt “ Aptq ` c2.

De l’égalité p˚q suit alors

ln xptq “ Aptq`c et donc xptq “ eAptq`c
“ eceAptq“ λ eAptq.



Exemple de solution homogène
Exemple: L’équation homogène x 1ptq ` sin t xptq “ 0 s’écrit comme

pE0q x 1ptq “ ´ sin t xptq

et a donc comme solution les fonctions

x0ptq “ λ e´
ş

sin t dt
“ λ ecos t , λ P R.

Voici le graphe de x0 pour plusieurs valeurs de λ positives et négatives:
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Solution particulière de l’équation complète
Théorème 3: L’e.d. pE q x 1ptq “ aptq xptq ` bptq a une solution

particulière de la forme

xpptq “ λptq eAptq (variation de la constante),

où Aptq “

ż

aptq dt et λptq “

ż

bptq

eAptq
dt .

Preuve: Cherchons λptq telle que xpptq “ λptq eAptq soit solution de pEq. Dans
pEq, on remplace xpptq “ λptq eAptq et

x 1pptq “ λ1ptq eAptq ` λptqA1ptq eAptq

où A1ptq “ aptq. On trouve:

pEq ô λ1ptq eAptq ` λptq aptq eAptq “ aptqλptq eAptq ` bptq

ô λ1ptq eAptq “ bptq

ô λ1ptq “
bptq

eAptq
ô λptq “

ż

bptq

eAptq
dt.

Conclusion: xptq “ x0ptq ` xpptq “

ˆ

λ`

ż

bptq

eAptq
dt

˙

eAptq λ P R.



Exemple de solution particulière
Exemple: L’e.d. x 1ptq ` sin t xptq “ sin t s’écrit comme

pEq x 1ptq “ ´ sin t xptq ` sin t, t P R.

Les solutions de l’équation homogène pE0q x 1ptq “ ´ sin t xptq sont

x0ptq “ λ ecos t , λ P R.

et on cherche une solution particulière de sous la forme xpptq “ λptq ecos t .
La fonction λptq est la primitive

λptq “

ż

sin t

ecos t
dt “

ż

sin t e´ cos t dt

qui se calcule avec le changement de variable u “ ´ cos t car on a
du “ sin t dt et

λptq “

ż

sin t e´ cos t dt “

ż

eu du
ˇ

ˇ

ˇ

u“´ cos t
“ e´ cos t .

Par conséquent
xpptq “ e´ cos t ecos t

“ 1.

En conclusion, les solutions de pEq sont

xptq “ x0ptq ` xpptq “ λ ecos t
` 1, pour tout λ P R.
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Condition initiale
But: résoudre une e.d. du 1er ordre linéaire avec une condition initiale

pEC q

"

x 1ptq “ aptq xptq ` bptq

xpt˚q “ x˚

Théorème 4: Le système pEC q a une solution unique

xptq “

ˆ

λ˚ `

ż

bptq

eAptq
dt

˙

eAptq

où λ˚ est la valeur de λ que l’on obtient en impostant la condition pC q
xpt˚q “ x˚ aux solutions xptq de pE q dépendent de λ.

Exemple: L’e.d. avec condition initiale pECq

#

x 1ptq ` sin t xptq “ sin t

xp0q “ 2

a solution xptq “ λ ecos t
` 1 pour tout λ P R. On a

xp0q “ λ e ` 1 “ 2 ô λ e “ 1

ô λ “ 1{e.

La solution de pECq est donc xptq “ 1
e
ecos t

` 1.



3. Équa. diff. du 1er ordre non linéaires
Remarque: Pour une e.d. du 1er ordre non linéaire de la forme générale

x 1ptq “ F
`

t, xptq
˘

une méthode de résolution n’existe pas toujours.

On considère un cas résoluble qui couvre plusieurs exemples en physique.

But: résoudre une e.d. du 1er ordre à variables séparées

pE q x 1ptq “ a
`

xptq
˘

bptq

où a est une fonction continue.

Théorème: Soit A une primitive de la fonction 1{a et A´1 sa réciproque.
Alors une solution xptq de pE q est

xptq “ A´1

ˆ
ż

bptq dt ` λ

˙

pour tout λ P R.

Preuve: On écrit pEq comme x1ptq
apxptqq

“ bptq et on intègre en t avec le

changement de variable u “ xptq:
ż

x 1ptq

a
`

xptq
˘ dt “ A

`

xptq
˘

“

ż

bptq dt ` λ,

d’où suit le résultat. 58



Exemples
Exemples:

‚ L’e.d. pEq x 1ptq “ 2t xptq2 s’écrit comme
x 1ptq

xptq2
“ 2t.

On intègre en t avec le changement de variable u “ xptq:

ż

x 1ptq

xptq2
dt “

ż

1

u2
du

ˇ

ˇ

ˇ

u“xptq
“ ´

1

xptq
“

ż

2t dt “ t2
` λ

d’où suit

xptq “ ´
1

t2 ` λ
, t2

` λ ‰ 0.

‚ L’e.d. pEq x 1ptq “
1

cos xptq
s’écrit comme cos xptq x 1ptq “ 1.

On intègre en t avec le changement de variable u “ xptq:

ż

cos xptq x 1ptq dt “

ż

cos u du
ˇ

ˇ

ˇ

u“xptq
“ sin xptq “

ż

dt “ t ` λ

d’où suit
xptq “ arcsinpt ` λq, ´1 ď t ` λ ď 1.



4. Équations différentielles du 2ème ordre linéaires

But: résoudre l’e.d. du 2ème ordre linéaire

pE q x2ptq ` a1 x
1ptq ` a0 xptq “ bptq

où a0, a1 P R sont constantes et b est une fonction continue sur D.

Théorème 1: Les solutions génerales xptq de pE q sont les fonctions de la
forme

xptq “ x0ptq ` xpptq définies pour t P D,

où x0ptq est une solution de l’e.d. homogène pE0q,
et xpptq est une solution particulière de l’e.d. pE q.

Note: Une solution homogène dépend de deux paramètres réels λ et µ qui
détérminent toutes les solutions possibles de l’équation. Tout choix de λ et µ
donne une solution.

Une solution particulière ne dépend d’aucun paramètre et n’exclut pas qu’il existe

des solutions de forme apparemment différente.

59



Solution de l’équation homogène
Théorème 2: La solution de l’équation homogène

pE0q x2 ` a1x
1 ` a0x “ 0

dépend des racines du polynôme caractéristique

PpX q “ X 2 ` a1 X ` a0,

c’est-à-dire les solutions z P C de l’équation Ppzq“z2`a1z`a0 “ 0:

‚ Si PpX q a deux racines réelles distinctes r1, r2 P R, alors

x0ptq “ λ er1t ` µ er2t λ, µ P R.

‚ Si PpX q a une racine réelle double r P R, alors

x0ptq “ pλ` µ tq e
rt λ, µ P R.

‚ Si PpX q a deux racines complexes, elles sont forcement conjuguées,
c’est-à-dire de la forme r ˘ i s P C (cf. ch.1), alors

x0ptq “
`

λ cosps tq ` µ sinps tq
˘

er t λ, µ P R.



Exemples de solution homogène
Exemples:

‚ pE0q x2ptq ´ 3x 1ptq ´ 10xptq “ 0

Les racines de PpX q “ X 2
´ 3X ´ 10 sont

z “
3˘

a

9´ 4 ¨ p´10q

2
“

3˘
?

49

2
“

3˘ 7

2
“

C 3`7
2
“ 5

3´7
2
“ ´2

.

On a deux racines réelles distinctes r1 “ 5 et r2 “ ´2, donc

x0ptq “ λ e5t
` µ e´2t pour tout λ, µ P R.

‚ 4y2ptq ` 4y 1ptq ` yptq “ 0 s’écrit pE0q y2ptq ` y 1ptq ` 1
4
yptq “ 0

Les racines de PpX q “ X 2
` X ` 1{4 sont

z “
´1˘

a

1´ 4 ¨ 1{4

2
“
´1˘ 0

2
“ ´

1

2
.

On a une racine réelle double r “ ´1{2, donc

y0ptq “ pλ` µ tq e
´t{2 pour tout λ, µ P R.
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Exemples de solution homogène (suite)

‚ pE0q u2pθq ´ 6 u1pθq ` 13 upθq “ 0

Les racines de PpX q “ X 2
´ 6X ` 13 sont

z “
6˘

?
36´ 4 ¨ 13

2
“

6˘
?
´16

2
“

6˘ 4 i

2
“ 3˘ 2 i .

On a deux racines complexes conjuguées, avec partie réelle r “ 3 et partie
imaginaire s “ 2:

u0pθq “
`

λ cosp2θq ` µ sinp2θq
˘

e3θ pour tout λ, µ P R.



Second membre simple

Remarque: Pour trouver une solution particulière de l’e.d. pEq, avec second

membre, il existe la méthode de la variation des constantes λ et µ dans la solution

générale x0 de pE0q, mais pour les e.d. du 2ème ordre cette méthode est

compliquée, nous traitons des cas particuliers.

But: Trouver une solution particulière de l’e.d.

pE q x2ptq ` a1 x
1ptq ` a0 xptq “ b1ptq ` ¨ ¨ ¨ ` bkptq

quand le second membre est la somme de termes de la forme

bi ptq “ Pptq eαt
`

K1 cospβtq ` K2 sinpβtq
˘

,

où Pptq est un polynôme et α, β, K1 et K2 sont des constantes.

Exemple: Le second membre bptq “ 4t3
´ te3t

` 5et cosp2tq
est la somme des trois termes suivants:

b1ptq “ 4t3, avec Pptq “ 4t3, α “ β “ 0 et K1 “ 1 et K2 quelconque

b2ptq “ ´te
3t , avec Pptq “ ´t, α “ 3, β “ 0 et K1 “ 1 et K2 quelconque

b3ptq “ 5et cosp2tq, avec Pptq “ 5, α “ 1, K1 “ 1, K2 “ 0 et β “ 2
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Solution particulière avec second membre simple
Théorème 3: La solution particulière de pE q est la somme

xpptq “ x1ptq ` x2ptq ` ¨ ¨ ¨ ` xkptq

de fonctions correspondantes à chaque bi ptq, de la forme suivante (où Q est
un polynôme à trouver, avec degQ “ degP):

‚ Si bi ptq “ Pptq, alors

xi ptq “

$

’

&

’

%

Qptq si a0 ‰ 0

t Qptq si a0 “ 0 et a1 ‰ 0

t2 Qptq si a0 “ a1 “ 0

‚ Si bi ptq “ Pptq eαt , alors

xi ptq “

$

’

&

’

%

Qptq eαt si α ‰ r1, r2

t Qptq eαt si α “ r1 ou α “ r2

t2 Qptq eαt si α “ r

‚ Si bi ptq “ Pptq eαt
`

K1 cospβtq ` K2 sinpβtq
˘

, alors

xi ptq “

#

eαt
`

Q1ptq cospβtq ` Q2ptq sinpβtq
˘

si α˘ iβ ‰ r ˘ is

t eαt
`

Q1ptq cospβtq ` Q2ptq sinpβtq
˘

si α˘ iβ “ r ˘ is



Exemples de solution particulière
Exemples:

‚ pEq x2ptq ´ 3x 1ptq ´ 10xptq “ p72t2
´1q et (Pptq“72t2

´1 et α“1)

L’équation pE0q a solution x0ptq “ λ e5t
` µ e´2t et on a α ‰ r1, r2.

On cherche donc une solution particulière de pEq de la forme

xpptq “ pat
2
` bt ` cq et .

On calcule
x 1pptq “

`

at2
` p2a` bqt ` pb ` cq

˘

et

x2p ptq “
`

at2
` p4a` bqt ` p2a` 2b ` cq

˘

et

et on remplace dans pEq. On obtient:

pEq ðñ
`

´ 12at2
` p´2a´ 12bqt ` p2a´ b ´ 12cq

˘

et “ p72t2
´1q et

ðñ

$

&

%

´12a “ 72
´a´ 6b “ 0
2a´ b ´ 12c “ 1

ðñ

$

&

%

a “ ´6
b “ 1
c “ ´1

ðñ xpptq “ p´6t2
` t ´ 1q et

En conclusion, les solutions de pEq sont

xptq “ λ e5t
` µ e´2t

` p´6t2
` t ´ 1q et .
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Exemples de solution particulière (suite)

‚ pEq 4y2ptq ` 4y 1ptq ` yptq “ 16 e´t{2 (Pptq “ 16 et α “ ´1{2)

L’équation pE0q a solution y0ptq “ pλ` µ tq e
´t{2 et on a α “ r .

On cherche donc une solution particulière de pEq de la forme

ypptq “ at2 e´t{2.
On calcule

y 1pptq “

ˆ

´
1

2
at2
` 2at

˙

e´t{2

y2p ptq “

ˆ

1

4
at2
´ 2at ` 2a

˙

e´t{2

et on remplace dans pEq. On obtient:

pEq ðñ 4

ˆ

´
1

2
at2
`2at

˙

e´t{2
` 4

ˆ

1

4
at2
´ 2at`2a

˙

e´t{2
` at2e´t{2

“ 16 e´t{2

ðñ 8a “ 16 ðñ a “ 2

ðñ ypptq “ 2t2 e´t{2.

En conclusion, les solutions de pEq sont

xptq “ pλ` µ t ` 2t2
q e´t{2.



Exemples de solution particulière (suite)

‚ pE0q u2pθq ´ 6 u1pθq ` 13 upθq “ 75 cosp2θq (α “ 0 et β “ 2)

L’équation pE0q a solution u0pθq “
`

λ cosp2θq ` µ sinp2θq
˘

e3θ

et on a α˘ iβ ‰ r ˘ is.

On cherche donc une solution particulière de pEq de la forme

uppθq “ a cosp2θq ` b sinp2θq.
On calcule

u1ppθq “ ´2a sinp2θq ` 2b cosp2θq

u2p pθq “ ´4a cosp2θq ´ 4b sinp2θq

et on remplace dans pEq. On obtient:

pEq ðñ p9a´ 12bq cosp2θq ` p12a` 9bq sinp2θq “ 75 cosp2θq

ðñ

"

9a´ 12b “ 75
4a` 3b “ 0

ðñ

"

a “ 3
b “ ´4

ðñ uppθq “ 3 cosp2θq ´ 4 sinp2θq.

En conclusion, les solutions de pEq sont

upθq “
`

λ cosp2θq ` µ sinp2θq
˘

e3θ
` 3 cosp2θq ´ 4 sinp2θq.
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Conditions initiales

But: résoudre une e.d. du 2ème ordre linéaire avec deux conditions initiales

pEC q

#

x2ptq ` a1 xptq ` a0 xptq “ bptq

xpt˚q “ x˚ et x 1pt˚q “ x 1˚

Théorème 4: Le système pEC q a une solution unique xptq (donnée au

théorème 3) détérminée par la valeur λ˚ et µ˚ des constantes λ et µ que
l’on obtient en impostant les conditions pC q.

Exemple: L’e.d. pECq

#

x2ptq ´ 3x 1ptq ´ 10xptq “ p72t2
´ 1q et

xp0q “ 2 et x 1p0q “ 1

a pour solution xptq “ λ e5t
` µ e´2t

´ p6t2
´ t ` 1q et pour tout λ, µ P R. Sa

dérivée est

x 1ptq “ 5λ e5t
´ 2µ e´2t

´ p6t2
´ t ` 1` 12t ´ 1q et ,

donc
"

xp0q “ λ` µ´ 1 “ 2
x 1p0q “ 5λ´ 2µ “ 1

ô

"

λ` µ “ 3
5λ´ 2µ “ 1

ô

"

λ “ 1
µ “ 2

La solution de pECq est donc xptq “ e5t
` 2 e´2t

´ p6t2
´ t ` 1q et .
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TMB – Chapitre 6
Espaces vectoriels et vecteurs

Idée: En physique, il y a des grandeurs de deux types:

masse, charge, temperature “ nombre ÝÑ scalaire
(à part l’unité de mesure)

force, vitesse, accéleration “ point d’application
+ direction (et sense)
+ longueur

“ flèche ÝÑ vecteur

Dans ce chapitre:

1. Espaces vectoriels (produit par scalaire). Combinaisons linéares, base,
dimension. Exemples: Rn, vecteurs du plan et de l’espace.

2. Produit scalaire et norme.

3. Produit vectoriel et produit mixte.



1. Espaces vectoriels (produit par scalaire)

Définition : Un espace vectoriel (sur R) est un ensemble V muni

‚ d’une addition ~u ` ~v pour tout ~u, ~v P V ,

et d’un zéro ~0 , qu’on appelle aussi élément neutre, tel que ~v `~0 “ ~v ,

‚ d’un produit par scalaire t ~v pour tout ~v P V et t P R,

tel que t p~u ` ~vq “ t ~u ` t ~v .

On appelle vecteurs les éléments ~v de V et scalaires les réels t.

Propriétés élémentaires :

‚ ~0 P V

‚ pour tout ~u, ~v P V , on a ~u ` ~v P V

‚ pour tout t P R et ~v P V , on a t ~v P V

‚ pour tout ~v P V , on a 0 ~v “ ~0

‚ pour tout t P R, on a t ~0 “ ~0

‚ pour tout t P R et ~v P V , on a p´tq ~v “ ´pt~vq “ tp´~vq

‚ pour tout t P R et ~v P V , on a t ~v “ ~0 ðñ pt “ 0 ou ~v “ ~0q
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Exemples d’espaces vectoriels

Les ensembles suivants sont des espaces vectoriels:

‚ L’ensemble Rn “ tpx1, ..., xnq | x1, ..., xn P R u avec les opérations

addition: px1, ..., xnq ` py1, ..., ynq “ px1 ` y1, ..., xn ` ynq

avec zéro: ~0 “ p0, ..., 0q

produit par scalaire: t px1, ..., xnq “ pt x1, ..., t xnq

‚ L’ensemble des fonctions FpRq “ t f :RÑR, x ÞÑ f pxq u avec les
opérations

addition: pf ` gqpxq “ f pxq ` gpxq

avec zéro: fonction nulle 0pxq “ 0

produit par scalaire: pt f qpxq “ t f pxq, t P R



Vecteurs du plan et de l’espace

Définition: Rappellons qu’un vecteur du plan ou de l’espace est une flèche

P
~v Q

, notée ~v ”
ÝÑ
PQ, caracterisée par

‚ le point d’application P;

‚ la direction et le sens, donnés par la flèche;

‚ la longueur }~v} “ }
ÝÑ
PQ} “ distpP,Qq P R.

Souvent on identifie les vecteurs qu’on obtient par translation, ainsi P
change mais on dit que le vecteur ~v ne change pas.

Définition: Soient ~u et ~v deux vecteurs.

‚ l’angle xuv est l’angle orienté de ~u vers ~v .
~u

~v xuv
.

‚ ~u et ~v sont parallèles, ou colinéaires, et

on note ~u ‖ ~v , si sinpxuvq “ 0 . ~u
~v

‚ ~u et ~v sont perpendiculaires, ou orthogonaux,

et on note ~uK~v , si cospxuvq “ 0 .
~u

~v
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Exemples: Vectpplanq et Vectpespaceq
Notation: L’ensemble des vecteurs appliqués en un point fixé O est noté

‚ Vectpespaceq pour les vecteurs de l’epace,

‚ Vectpplanq pour les vecteurs du plan.

Proposition: Vectpespaceq et Vectpplanq sont des espaces vectoriels, avec

‚ addition: ~u`~v =
~u

~v
~u ` ~v

zéro: ~0 = vecteur de longueur nulle appliqué en O

‚ produit par scalaire: t ~v = t~v

~v

Attention: l’ensemble des vecteurs appliqués en tous les points n’est pas

un espace vectoriel car il manque le zéro (on l’appelle espace affine).

Propriété: Le produit par scalaire caracterise les vecteurs parallèles:

~u ‖ ~v ðñ ~u “ t~v pour un t ‰ 0



Combinaisons linéaires
Définition: Soient ~u, ~v , ~w ,... des vecteurs d’un espace vectoriel V .

‚ Une combinaison linéaire de ~u, ~v , ~w ,... est un vecteur
ÝÑ
A de la forme

ÝÑ
A “ r ~u ` s ~v ` t ~w ` ¨ ¨ ¨ ,

où r , s, t, ... P R s’appellent les coefficients scalaires.

Exemple: Dans R3, le vecteur p5, 4, 9q est une combinaison linéaire de p1, 2, 3q

et p1,´1, 0q, car 3 p1, 2, 3q ` 2 p1,´1, 0q “ p5, 4, 9q.

‚ L’espace vectoriel engendré par ~u, ~v , ~w ,... est l’ensemble de toutes les
combinaisons linéaires possibles:

Vectp~u, ~v , ~w , ...q “
!

r~u ` s~v ` t ~w ` ¨ ¨ ¨ | r , s, t, ... P R
)

.

Exemple: Dans R3, les vecteurs ~u “ p1, 0, 0q et ~v “ p0, 1, 0q engendrent le
sous-espace vectoriel R2

ˆ t0u, car les combinaisons linéaires de ~u et ~v sont

r p1, 0, 0q ` s p0, 1, 0q “ pr , 0, 0q ` p0, s, 0q “ pr , s, 0q

c’est-à-dire tous les vecteurs de R2
ˆ t0u quand r , s P R varient.
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Vecteurs liés et vecteurs libres
Définition: Des vecteurs ~u, ~v , ~w , ... P V sont dits:

‚ liés, ou linéairement dépendants, si chacun d’eux est combinaison
linéaire des autres, c’est-à-dire s’il existe une combinaison linéaire nulle
(r~u ` s~v ` t ~w ` ¨ ¨ ¨ “ 0) avec des coefficients non tous nuls.

‚ libres, ou linéairement indépendants, si aucun d’eux n’est combinaison
linéaire des autres, c’est-à-dire toute combinaison linéaire nulle de ces
vecteurs implique que les coefficients sont forcément tous nuls. Autrement
dit: r~u ` s~v ` t ~w ` ¨ ¨ ¨ “ 0 ñ r“ s“ t“ ¨ ¨ ¨ “ 0.

Exemples:

‚ p1, 2q et p3, 6q sont liées car p3, 6q “ 3 p1, 2q.

‚ p1, 2q et p2, 1q sont libres car a p1, 2q`b p2, 1q“p0, 0q ô a, b“0.

‚ Trois vecteurs dans R2 sont toujours liées.

‚ p1, 2, 3q et p2, 4, 6q sont liées car p2, 4, 6q “ 2 p1, 2, 3q.

‚ p1, 2, 3q et p2, 1, 3q sont libres car a p1, 2, 3q`b p2, 1, 3q“p0, 0, 0q ô a, b“0.

‚ p1, 2, 3q, p2, 1, 3q et p4, 5, 9q sont liées car p4, 5, 9q “ 2p1, 2, 3q ` p2, 1, 3q.

‚ Quatre vecteurs dans R3 sont toujours liées.



Base et dimension d’un espace vectoriel

Définitions:

‚ Un ensemble de vecteurs t~e1, ~e2, ...u engendre un espace vectoriel V si
tout vecteur ~v P V s’écrit comme combinaison linéaire de ~e1, ~e2,... :

~v “ t1 ~e1 ` t2 ~e2 ` ¨ ¨ ¨ , avec t1, t2, ... P R.

‚ Une base de V est un ensemble de vecteurs t~e1, ~e2, ...u qui sont libres et
engendrent V .

‚ La base n’est pas unique, mais toutes les bases ont le même nombre

d’éléments, qui s’appelle dimension de V et est notée dimV .
La dimension peut être finie (un nombre) ou infinie.

Exemples:

‚ Les vecteurs ~e1 “ p1, 0q et ~e2 “ p0, 1q forment une base de R2, qui s’appelle base

canonique. Par conséquent, dimR2
“ 2 .

‚ Les vecteurs ~e1 “ p1, 0, 0q, ~e2 “ p0, 1, 0q et ~e3 “ p0, 0, 1q forment une base de R3,

qui s’appelle base canonique. Donc dimR3
“ 3 .
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Base et dimension de Vectpplanq
Exemples:

‚ Un vecteur ~v engendre une droite. ∆ “
 

t~v | t P R
(

‚ Deux vecteurs ~u et ~v non parallèles
engendrent un plan. π “

 

s~u ` t~v | s, t P R
(

‚ Attention: deux vecteurs ~u et ~v parallèles
n’engendrent pas un plan mais une droite. ~v

~u
.

‚ Les deux vecteurs ~ı et ~ de la figure, de longueur 1,
forment une base qu’on appelle le repère cartesien

(ou la base canonique), et qu’on note pO,~ı ,~ q .

Donc dimVectpplanq“2 .

~ı

~

O

Définition:

‚ On appelle coordonnées cartesiennes d’un vecteur ~v le couple

px , yq P R2 tel que ~v “ x~ı ` y~ et on note ~v “
´

x
y

¯

.

‚ Si ~v “
ÝÑ
OP, on obtient ainsi les

coordonnées cartesiennes de P,

et on note Ppx , yq :

$

&

%

x “ }
ÝÝÑ
OP 1}

y “ }
ÝÑ
OP

2
} x

y ~v

O

Ppx, yq

P1

P2



Base et dimension de Vectpespaceq
Exemples:

‚ Trois vecteurs dans l’espace peuvent engendrer une droite (s’ils sont parallèles),
un plan (si l’un est combinaison linéaire des autres deux) ou tout l’espace (si
aucun n’est combinaison linéaire des autres).

‚ Les trois vecteurs ~i , ~j , ~k de la figure, orthogonaux
et de longueur 1, forment une base qu’on appelle le

repère cartesien, et qu’on note pO,~ı ,~ ,~k q .

Donc dimVectpespaceq“3 . ~ı

~~k

ą
O

Définition:

‚ On appelle coordonnées cartesiennes d’un vecteur ~v le triplet

px , y , zq P R3 tel que ~v “ x~ı ` y~ ` z ~k , et on note ~v “

˜

x
y
z

¸

.

‚ Si ~v “
ÝÑ
OP, on obtient ainsi les

coordonnées cartesiennes de P,

et on note Ppx , y , zq :

$

’

’

&

’

’

%

x “ }
ÝÝÑ
OP 1}

y “ }
ÝÑ
OP

2
}

z “ }
ÝÑ
OP

3
}

O

P
~v

P1
x

P2
y

P3

z
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Exercice
Exercice: Les vecteurs

ÝÑ
A “ p3, 11,´1q et

ÝÑ
B “ p1, 4, 0q de R3 sont-ils des

combinaisons linéaires des vecteurs ~u “ p1, 2, 3q et ~v “ p0, 1,´2q?

Réponse: Un vecteur
ÝÑ
E est une combinaison linéaire de ~u et ~v s’il existe

deux nombres réels x et y tels que
ÝÑ
E “ x ~u ` y ~v p˚q. Cherchons si de

tels nombres existent en résolvant cette équation quand
ÝÑ
E “

ÝÑ
A et

ÝÑ
E “

ÝÑ
B .

‚ Pour
ÝÑ
E “

ÝÑ
A “ p3, 11,´1q, l’équation p˚q est:

p3, 11,´1q “ x p1, 2, 3q ` y p0, 1,´2q

“ px , 2x ` y , 3x ´ 2yq,

ce qui donne le système

$

&

%

x “ 3
2x ` y “ 11
3x ´ 2y “ ´1

ô

$

&

%

x “ 3
y “ 11´ 2x “ 11´ 6 “ 5
2y “ 3x ` 1 “ 9` 1 “ 10

Celui-ci admet une solution x “ 3 et y “ 5, donc
ÝÑ
A est bien une

combinaison linéaire de ~u et ~v , car
ÝÑ
A “ 3 ~u ` 5 ~v .



Exercice (suite)

‚ Pour
ÝÑ
E “

ÝÑ
B “ p1, 4, 0q, l’équation p˚q est:

p1, 4, 0q “ x p1, 2, 3q ` y p0, 1,´2q

“ px , 2x ` y , 3x ´ 2yq,

ce qui donne le système

$

&

%

x “ 1
2x ` y “ 4
3x ´ 2y “ 0

ô

$

&

%

x “ 1
y “ 4´ 2x “ 4´ 2 “ 2
2y “ 3x “ 3

Celui-ci n’admet pas de solution, car y ne peut pas valoir 2 et 3{2 au
même temps.

Donc
ÝÑ
B n’est pas une combinaison linéaire de ~u et ~v .
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Exercice

Exercice: Les vecteurs ~u “ p1, 2q et ~v “ p´2, 1q forment-ils une base de
R2?

Réponse: Puisque l’espace vectoriel R2 a dimension 2, on sait qu’il faut
exactement deux vecteurs pour former une base.

Alors, les deux vecteurs ~u et ~v forment une base si tout vecteur pa, bq P R2

peut s’exprimer comme combinaison linéaire de ~u et ~v , c’est-à-dire si, pour
tout a, b P R, il existe x , y P R tels que

pa, bq “ x p1, 2q ` y p´2, 1q

“ px ´ 2y , 2x ` yq.

Cette équation donne le système

"

a “ x ´ 2y
b “ 2x ` y

ô

"

x “ a` 2y
2a` 4y ` y “ b

ô

"

x “ a` 2b´4a
5 “ a`2b

5

y “ b´2a
5

Celui-ci admet une solution x “ a`2b
5 et y “ b´2a

5 , pour tout choix de
pa, bq P R2. Donc ~u et ~v forment bien une base de R2.



2. Produit scalaire

Définition: Un produit scalaire sur un espace vectoriel V est toute
opération

V ˆ V ÝÑ R : p~u, ~vq ÞÑ ~u ¨ ~v

ayant les proprietés suivantes:

‚ défini positif: ~v ¨ ~v ě 0 et ~v ¨ ~v “ 0 ô ~v “ ~0

‚ bilinéaire: pt~uq ¨ ~v “ tp~u ¨ ~vq “ ~u ¨ pt~vq
p~u ` ~vq ¨ ~w “ ~u ¨ ~w ` ~v ¨ ~w
~u ¨ p~v ` ~wq “ ~u ¨ ~v ` ~u ¨ ~w

‚ symétrique: ~u ¨ ~v “ ~v ¨ ~u

Autres notations: ~v ¨ ~u ”
`

~v , ~u
˘

” x~v , ~uy ” x~v |~uy

En méca. quantique: x | = bra et | y = ket ñ x | y = bracket (crochet).

Attention: ne pas confondre produit scalaire et produit par un scalaire, qui est une

application Rˆ V ÝÑ V : pt, ~vq ÞÑ t ~v .

Attention: les espaces vectoriels n’ont pas tous un produit scalaire.
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Produit scalaire dans Rn, Fpra, bsq et Vectpespaceq

Proposition: Les formules suivantes donnent des produits scalaires:

‚ Dans R3 (et tout Rn), on a le produit scalaire euclidien:

px , y , zq ¨ px 1, y 1, z 1q “ x x 1 ` y y 1 ` z z 1

Exemple: p1, 2, 3q ¨ p4,´5, 6q “ 1 ¨ 4` 2 ¨ p´5q ` 3 ¨ 6
“ 4´ 10` 18 “ 12

‚ Dans l’ensemble des fonctions continues de Fpra, bsq, on a le produit
scalaire de Hilbert:

f ¨g “

ż b

a

f pxqgpxqdx

‚ Dans Vectpplanq et Vectpespaceq, on a:

~v ¨ ~u “ }~v} }~u} cosp~v~uq



Produit scalaire dans Vectpespaceq

Proprietés du produit scalaire dans Vectpespaceq:

‚ il caracterise les vecteurs orthogonaux: ~u ¨ ~v “ 0 ðñ ~uK~v

‚ il donne l’aire:

|~u ¨ ~vK| = aire du parallelogramme de cotés ~u et ~v

‚ il donne la projection orthogonale de ~u sur la droite de direction ~v :

Pr~v p~uq “
~u ¨ ~v

}~v}2
~v ex.

~v
~u

P~v p~uq

‚ il donne la projection orthogonale de ~u sur le plan engendré par ~v et ~w :

Pr~v ,~w p~uq “
~u ¨ ~v

}~v}2
~v `

~u ¨ ~w

}~w}2
~w
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Exercice

Exercice: Les vecteurs de l’espace ~u “

¨

˝

1
´1
3

˛

‚ et ~v “

¨

˝

´1
2
1

˛

‚ sont-ils

parallèles ou orthogonaux?

Réponse: Ils sont parallèles s’il existe un t P R tel que ~u “ t ~v , et ils sont
orthogonaux si ~u ¨ ~v “ 0.

Pour t P R, on a ~u “ t ~v si:
¨

˝

1
´1
3

˛

‚“ t

¨

˝

´1
2
1

˛

‚“

¨

˝

´t
2t
t

˛

‚ ô

$

&

%

´t “ 1
2t “ ´1
t “ 3

,

ce qui est impossible. Donc ~u et ~v ne sont pas parallèles.

Par contre, le produit scalaire ~u ¨ ~v vaut:
¨

˝

1
´1
3

˛

‚¨

¨

˝

´1
2
1

˛

‚“ 1 ¨ p´1q ` p´1q ¨ 2` 3 ¨ 1 “ ´1´ 2` 3 “ 0,

dont ~u et ~v sont orthogonaux.



Exercice

Exercice: Calculer la projection orthogonale du vecteur ~u “

¨

˝

1
´2
5

˛

‚dans la

direction de ~v “

¨

˝

2
1
´1

˛

‚.

Réponse: La projection orthogonale de ~u dans la direction de ~v est le

vecteur (parallèle à ~v) donné par la formule Pr~v p~uq “
~u ¨ ~v

}~v}2
~v .

Calculons les ingrédients nécessaires:

~u ¨ ~v “

¨

˝

1
´2
5

˛

‚¨

¨

˝

2
1
´1

˛

‚“ 2´ 2´ 5 “ ´5,

et aussi
}~v}2 “ 4` 1` 1 “ 6,

donc

Pr
~v
p~uq “

´5

6

¨

˝

2
1
´1

˛

‚“

¨

˝

´5{3
´5{6
5{6

˛

‚.
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Norme

Définition: Une norme sur un espace vectoriel V est toute application

} } : V ÝÑ R : ~v ÞÑ }~v}

ayant les proprietés suivantes:

‚ définie positive: }~v} ě 0 et }~v} “ 0 ô ~v “ ~0

‚ multiplicative: }t~v} “ |t| }~v}, où |t| = valeur absolue

‚ inegalité triangulaire: }~u ` ~v} ď }~u} ` }~v}

Proprieté: Tout produit scalaire definit une norme, par la formule

}~v} “
?
~v ¨ ~v

Attention, le contraire est faux: il existe des normes qui ne viennent pas de

produits scalaires.



Normes dans R3, Fpra, bsq et Vectpespaceq
Proposition: Les formules suivantes donnent des normes:

‚ Dans R3 (et dans tout Rn):

norme euclidienne: }px , y , zq} “
a

x2 ` y2 ` z2

norme L1: }px , y , zq}1 “ |x | ` |y | ` |z |

norme Lp: }px , y , zq}p “
´

|x |p ` |y |p ` |z |p
¯1{p

, avec p P N

norme L8: }px , y , zq}8 “ maxt |x |, |y |, |z | u

‚ Dans des sous-ensembles opportunés de Fpra, bsq:

norme L2: }f }2 “

d

ż b

a

|f pxq|2 dx

norme L1: }f }1 “

ż b

a

|f pxq| dx

norme Lp: }f }p “
´

ż b

a

|f pxq|p dx
¯1{p

, avec p P N

norme L8: }f }8 “ supt f pxq, x P ra, bs u.

‚ Dans Vectpplanq et Vectpespaceq: norme = longueur.
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Exercice

Exercice: Calculer la distance du point Pp3,´1, 2q au point origine O, puis
celle du point P au point Qp1, 0, 3q.

Réponse: La distance entre Ppx , y , zq et O est égale à la longueur du

vecteur
ÝÑ
OP “

¨

˝

x
y
z

˛

‚, c’est-à-dire sa norme }
ÝÑ
OP} “

a

x2 ` y 2 ` z2.

On a donc:

distpO,Pq “
a

32 ` p´1q2 ` 22 “
?

9` 1` 4 “
?

14.

La distance entre Ppx , y , zq et Qpa, b, cq est égale à la longueur du vecteur

ÝÑ
QP “

ÝÑ
OP ´

ÝÑ
OQ “

¨

˝

x
y
z

˛

‚´

¨

˝

a
b
c

˛

‚“

¨

˝

x ´ a
y ´ b
z ´ c

˛

‚.

On a donc:

distpQ,Pq “
a

p3´ 1q2 ` p´1´ 0q2 ` p2´ 3q2 “
?

4` 1` 1 “
?

6.



4. Produit vectoriel dans Vectpespaceq

Dans les espaces vectoriels R3 et Vectpespaceq, qui ont pour dimension 3, on peut

définir deux autres produits qui n’existent pas dans R2 et Vectpplanq.

Définition: Le produit vectoriel de deux vecteurs ~u et ~v de l’espace est le
vecteur ~u ^ ~v avec:

‚ direction orthogonale directe

‚ longueur }~u ^ ~v} “ }~u} }~v} sinpxuvq
~u

~v

~u ^ ~v

Proprietés du produit vectoriel:

‚ bilinéaire:

pt~uq ^ ~v “ tp~u ^ ~vq “ ~u ^ pt~vq,
p~u ` ~vq ^ ~w “ ~u ^ ~w ` ~v ^ ~w , et ~u ^ p~v ` ~wq “ ~u ^ ~v ` ~u ^ ~w .

‚ anti-symétrique: ~u ^ ~v “ ´~v ^ ~u

‚ il caracterise les vecteurs parallèles: ~u ^ ~v “ 0 ðñ ~u ‖ ~v
(i.e. ~u “ t ~v avec t ‰ 0).
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Produit vectoriel dans R3

Propriété: En exprimant le produit vectoriel en coordonnées cartesiennes,
on obtient une expression valable aussi dans R3:

px , y , zq ^ pu, v ,wq “
`

yw ´ zv ,´xw ` zu, xv ´ yu
˘

.

Exemple:

p1, 2, 3q ^ p4,´5, 7q “
`

2 ¨ 7´ 3 ¨ p´5q,´1 ¨ 7` 3 ¨ 4, 1 ¨ 4´ 2 ¨ p´5q
˘

“
`

14` 15,´7` 12, 4` 10
˘

“ p29, 5, 14q



Produit mixte

Définition: Le produit mixte de trois vecteurs ~u, ~v et ~w est le scalaire

r~u, ~v , ~w s “ ~u ¨ p~v ^ ~wq “ p~u ^ ~vq ¨ ~w .

Propriétés du produit mixte:

‚ trilinéaire:

rt~u, ~v , ~w s “ r~u, t~v , ~w s “ r~u, ~v , ~tw s “ tr~u, ~v , ~w s,

r~u ` ~u1, ~v , ~w s “ r~u, ~v , ~w s ` r~u1, ~v , ~w s, etc.

‚ symétrie mixte:

r~u, ~v , ~w s “ r~v , ~w , ~us “ r~w , ~u, ~v s
“ ´r~v , ~u, ~w s “ ´r~u, ~w , ~v s “ ´r~w , ~v , ~us

‚ il donne le volume:

|r~u, ~v , ~w s| = volume du parallélépipède de cotés ~u, ~v , ~w .
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TMB – Chapitre 7
Transformations linéaires et matrices

Dans ce chapitre:

1. Applications linéaires. Structure d’espace vectoriel. Exemples sur R2 et
R3, rotations, reflexions, translations, projections.

2. Isomorphismes et isométries. Composées et réciproques. Exemple:
vecteurs et coordonnées cartésiennes.

3. Matrices. Structure d’espace vectoriel. Produit, déterminant, matrice
inverse.

4. Relation entre applications linéaires et matrices.

5. Symétries (= isométries) et matrices orthogonales. Déplacements,
antidéplacements et asymétrie chirale.

6. Résolution matricielle de systèmes d’équations linéaires.



1. Applications linéaires
Soient V et V 1 deux espaces vectoriels sur R.

Définition: Une application linéaire de V à V 1, appelée aussi
transformation linéaire, est une application

L : V ÝÑ V 1, ~v ÞÑ ~v 1 “ Lp~vq

qui respecte les opérations sur V et sur V 1, c’est-à-dire qu’on a

‚ Lp~u ` ~vq “ Lp~uq ` Lp~vq

‚ Lpt ~vq “ t Lp~vq

pour tout ~v , ~u P V et pour tout t P R.

Proprieté: Cela implique que Lp~0q “ Lp0 ¨ ~vq “ 0 ¨ Lp~vq “ ~0 .

Déf. équivalente: Une application L : V ÝÑ V 1 est linéaire si

Lps ~u ` t ~vq “ s Lp~uq ` t Lp~vq

pour tout ~u, ~v P V et pour tout s, t P R.
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Exemples sur R2 et R3

Proposition: Une application de Rn à Rm est linéaire si et seulement si ses
m composantes sont des polynômes de degré 1 dans les n variables x1, ...xn,
sans termes constants non nuls.

Exemples d’applications linéaires:

‚ L : R2 ÝÑ R3, Lpx , yq “ p3x ` y ,´y , y ´ 2xq

‚ L : R3 ÝÑ R2, Lpx , y , zq “ pz , x ´ y ` zq

‚ L : R3 ÝÑ R3, Lpx , y , zq “ p0, 0, zq

Exemples d’applications NON linéaires:

‚ Lpx , y , zq “ px ` 1, yzq: le terme x ` 1 contient une constante, le terme
yz est un polynôme de degré 2.

‚ Lpx , yq “ px3 ` sin y , xy2q: les termes x3 et xy2 sont des polynômes de
degré 3, le terme sin y n’est pas un polynôme.



Exemples sur les fonctions dérivables C8pRq
Exemples d’applications linéaires:

‚ La dérivation: d
dx

: C8pRq Ñ C8pRq, f ÞÑ p d
dx
f q “ f 1 est linéaire:

d
dx
p3 f ` 2 gq “ 3 d

dx
f ` 2 d

dx
g .

‚ La multiplication par x : Mx : C8pRq Ñ C8pRq, f ÞÑ Mxpf q définie par
Mxpf qpxq “ x f pxq est linéaire:

Mxp3 f ` 2 gqpxq “ x
´

3 f pxq ` 2 gpxq
¯

“ 3
´

x f pxq
¯

` 2
´

x gpxq
¯

“

´

3 Mxpf q ` 2 Mxpgq
¯

pxq.

Exemples d’applications NON linéaires:

‚ La puissance carrée: p : C8pRq Ñ C8pRq, f ÞÑ ppf q définie par
ppf qpxq “ f pxq2 n’est pas linéaire:

pp3 f ` 2 gqpxq “ p3 f pxq ` 2 gpxqq2

“ 9 f pxq2 ` 12 f pxq gpxq ` 4 gpxq2,

alors que
`

3 ppf q ` 2 ppgq
˘

pxq “ 3 f pxq2 ` 2 gpxq2.
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Exemples sur Vectpplanq
Exemples d’applications linéaires VectpR2

q Ñ VectpR2
q:

‚ Rotation d’angle θ: Rotθ

ˆ

x
y

˙

“

ˆ

x cos θ ´ y sin θ
x sin θ ` y cos θ

˙

‚ Reflexion autour d’un axe d’angle θ avec Ox :

Refθ

ˆ

x
y

˙

“

ˆ

x cosp2θq ` y sinp2θq
x sinp2θq ´ y cosp2θq

˙

‚ Projections en direction~ı et~ : P~ı

ˆ

x
y

˙

“

ˆ

x
0

˙

P~

ˆ

x
y

˙

“

ˆ

0
y

˙

Exemples d’applications NON linéaires:

‚ Translation par un vecteur ~v “

ˆ

a
b

˙

: T~v

ˆ

x
y

˙

“

ˆ

x ` a
y ` b

˙

‚ Application affine = application linéaire plus translation. Exemple:

L

ˆ

x
y

˙

“

ˆ

3x ´ y ` 1
2y ` 2

˙

“

ˆ

3x ´ y
2y

˙

`

ˆ

1
2

˙



Espace vectoriel des applications linéaires

Proposition: L’ensemble des applications linéaires L : V Ñ V 1, noté

LinpV ,V 1q , est un espace vectoriel avec les opérations:

‚ addition: pL` L1qp~vq “ Lp~vq ` L1p~vq ,

zéro = application nulle 0p~vq “ ~0 ,

‚ produit par scalaire: pt Lqp~vq “ t Lp~vq .

Exemple: Si L, L1 : VectpR3
q Ñ VectpR2

q sont données par

L

¨

˝

x
y
z

˛

‚“

ˆ

2x ` z
´y

˙

et L1

¨

˝

x
y
z

˛

‚“

ˆ

3y
x ` z

˙

,

alors

pL` L1q

¨

˝

x
y
z

˛

‚“

ˆ

2x ` 3y ` z
x ´ y ` z

˙

et p3 Lq

¨

˝

x
y
z

˛

‚“

ˆ

6x ` 3z
´3y

˙

.
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2. Isomorphismes
Composition d’applications linéaires

Définition: La composée de deux applications linéaires L : U Ñ V et
L1 : V ÑW est l’application L1 ˝ L : U ÝÑW définie par

pL1 ˝ Lqp~uq “ L1
´

Lp~uq
¯

.

Remarque: L’espace d’arrivé de L doit correspondre à l’espace de départ de
L1.

Exemple: Si L : R3
ÝÑ R2 et L1 : R2

ÝÑ R2 sont données par

Lpx , y , zq “
`

3x ` z , 2z ´ y
˘

et L1pu, vq “
`

u ` 2v , 3v ´ u
˘

,

alors on peut calculer la composée L1 ˝ L : R3
ÝÑ R2:

pL1 ˝ Lqpx , y , zq “ L1
`

Lpx , y , zq
˘

“ L1p3x ` z , 2z ´ yq

“
`

p3x ` zq ` 2p2z ´ yq, 3p2z ´ yq ´ p3x ` zq
˘

“
`

3x ` z ` 4z ´ 2y , 6z ´ 3y ´ 3x ´ z
˘

“
`

3x ´ 2y ` 5z ,´3x ´ 3y ` 5z
˘

.



Inverse d’une application linéaire
Définition: L’inverse, ou réciproque, de l’application linéaire L : U Ñ V
est l’application L´1 : V Ñ U si elle existe, telle que

pL´1 ˝ Lqp~uq “ ~u et pL ˝ L´1qp~vq “ ~v ,

pour tout ~u P U et pour tout ~v P V . Autrement dit, si:

Lp~uq “ ~v ô ~u “ L´1p~vq

Exemple: Si L : R2
Ñ R2 est donnée par Lpx , yq “ p3x ` y ,´yq, alors

L´1
pu, vq “

´u ` v

3
,´v

¯

,

car pour tout px , yq P R2 on a

Lpx , yq “
`

3x ` y ,´y
˘

“ pu, vq ô

"

3x ` y “ u
´y “ v

ô

"

3x “ u ´ y “ u ´ p´vq “ u ` v
y “ ´v

ô px , yq “
´u ` v

3
,´v

¯

“ L´1
pu, vq.
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Isomorphismes et isométries
Définition: Un isomorphisme entre deux espaces vect. V et V 1 est une
application linéaire L :VÑV 1 qui admet l’inverse L´1 :V 1ÑV .

On dit alors que V et V 1 sont isomorphes, et on note V – V 1 .

Exemples:

‚ L’application L : R2
Ñ R2 donnée par Lpx , yq “

`

3x`y ,´y
˘

est un
isomorphisme, car elle est linéaire et a l’inverse L´1

pu,vq“
`

u`v
3
,´v

˘

.

‚ La projection P : R3
Ñ R2 donnée par Ppx , y , zq “ px , yq est linéaire mais ce

n’est pas un isomorphisme car elle n’a pas d’inverse. Pourquoi?

‚ L’application L : RÑ R donnée par Lpxq “ x3 a l’inverse L´1
puq “ 3

?
u mais ce

n’est pas un isomorphisme car elle n’est pas linéaire.

Propriété: Un isomorphisme L : V Ñ V 1 transforme une base de V en une

base de V 1. Donc, si V – V 1, on a dimV “ dimV 1 .

Définition: Si V et V 1 ont un produit scalaire, un isomorphisme
L : V Ñ V 1 est une isométrie s’il conserve les produits scalaires:

Lp~uq ¨ Lp~vq “ ~u ¨ ~v .

Dans ce cas il conserve aussi les longueurs (norme) et les angles.



Exemple: vecteurs et coordonnées cartésiennes

Dans le plan: On fixe un repère cartésien pO,~ı ,~ q dans le plan. On peut alors
définir l’application

L : Vectpplanq ÝÑ R2

qui associe à tout vecteur ~v ses coordonnées cartésiennes px , yq P R2, telles que
~v “ x~ı ` y~ .

‚ Cette application est linéaire, car si Lp~vq “ px , yq et Lp~v 1q “ px 1, y 1q, alors pour
tout t, t 1 P R on a:

t Lp~vq ` t 1 Lp~v 1q “ t px , yq ` t 1 px 1, y 1q

“
`

t x ` t 1 x 1, t y ` t 1 y 1
˘

“ L
`

t ~v ` t 1 ~v 1q.

‚ Aussi, elle a une réciproque L´1 : R2
ÝÑ Vectpplanq qui détérmine un unique

vecteur à partir de coordonnées données.

‚ On a donc un isomorphisme d’espaces vectoriels: Vectpplanq – R2 .

‚ De plus, L préserve les produits scalaires (euclidiens): c’est une isométrie.

Dans l’espace: Même chose, fixer un repère cartesien pO,~ı ,~ ,~k q revient à dire

que Vectpespaceq – R3 , et cet isomorphisme est une isométrie.
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2. Matrices
On veut répondre à la question: Pourquoi la projection Ppx , y , zq “ px , yq
n’a-t-elle pas d’inverse?

Définition: Une matrice m ˆ n à coéfficients réels est un tableau

`

aij
˘

“

¨

˚

˝

a11 ¨ ¨ ¨ a1n

...
...

...
am1 ¨ ¨ ¨ amn

˛

‹

‚

où aij P R pour i “ 1, ...,m et j “ 1, ..., n.

Exemples:

ˆ
?

3 0 ´1

2
?

5 3

˙

matrice
2ˆ 3

¨

˝

lnp5q ´2
π 1
7 0

˛

‚

matrice
3ˆ 2

‚ Une matrice carrée est une matrice n ˆ n. Ex.

ˆ

8 ´3
´2 1

˙

‚ Une matrice colonne est une matrice n ˆ 1,
c’est-à-dire un vecteur à n composantes. Ex.

¨

˝

3
1
?

2

˛

‚

‚ Une matrice ligne est une matrice 1ˆ n. Ex.
`

3 1
?

2
˘



Espace vectoriel des matrices

Proposition: L’ensemble Mmn ”MmnpRq des matrices m ˆ n à
coefficients réels est un espace vectoriel, avec les opérations

‚ addition:
`

aij
˘

`
`

bij
˘

“
`

aij ` bij
˘

“

¨

˚

˝

a11 ` b11 ¨ ¨ ¨ a1n ` b1n

...
...

...
am1 ` bm1 ¨ ¨ ¨ amn ` bmn

˛

‹

‚

,

et zéro = matrice nulle.

‚ produit par scalaire: t
`

aij
˘

“
`

t aij
˘

“

¨

˚

˝

t a11 ¨ ¨ ¨ t a1n

...
...

...
t am1 ¨ ¨ ¨ t amn

˛

‹

‚

.

Exemple:
ˆ

8 ´3 0
´2 1 4

˙

`

ˆ

3 0 ´1
2 5 0

˙

“

ˆ

11 ´3 ´1
0 6 4

˙

et

2

ˆ

8 ´3 0
´2 1 4

˙

“

ˆ

16 ´6 0
´4 2 8

˙
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Produit de matrices

Définition: Le produit des matrices
`

aij
˘

PMmn et
`

bjk
˘

PMnp est la

matrice
`

cik
˘

PMmp avec coefficients

cik “
n
ÿ

j“1

aij bjk règle “lignes ˆ colonnes”.

Le produit est donc une opération Mmn ˆMnp ÑMmp.

Parmis les produits de matrices plus communs on a:

‚ M22 ˆM22 ÑM22

ˆ

a b
c d

˙ˆ

a1 b1

c 1 d 1

˙

“

ˆ

aa1 ` bc 1 ab1 ` bd 1

ca1 ` dc 1 cb1 ` dd 1

˙

‚ M23 ˆM31 ÑM21

ˆ

a b c
a1 b1 c 1

˙

¨

˝

x
y
z

˛

‚“

ˆ

ax ` by ` cz
a1x ` b1y ` c 1z

˙



Exemples de produits entre matrices

Exemples:

‚ M13 ˆM32 ÑM12:
`

1 2 3
˘

¨

˝

1 0
0 1
1 1

˛

‚“
`

4 5
˘

‚ M23 ˆM32 ÑM22:

ˆ

1 2 3
4 5 6

˙

¨

˝

1 0
0 1
1 1

˛

‚“

ˆ

4 5
10 11

˙

‚ M23 ˆM31 ÑM21:

ˆ

1 2 3
4 5 6

˙

¨

˝

1
0
1

˛

‚“

ˆ

4
10

˙

‚ M32 ˆM23 ÑM33:

¨

˝

1 0
0 1
1 1

˛

‚

ˆ

1 2 3
4 5 6

˙

“

¨

˝

1 2 3
4 5 6
5 7 9

˛

‚

‚ M22 ˆM22 ÑM22:

ˆ

2 3
4 5

˙ˆ

1 0
0 1

˙

“

ˆ

2 3
4 5

˙

ñ p 1 0
0 1 q“1 matrice unité ou identité dans M22

‚ M22 ˆM22 ÑM22:

ˆ

2 3
4 5

˙ˆ

0 1
1 0

˙

“

ˆ

3 2
5 4

˙

83



Matrices carrées inversibles
Définition: Considérons un espace MnnpRq de matrices carrées.

‚ La matrice 1 “

˜ 1 0 ¨¨¨ 0
0 1 ¨¨¨ 0
...

...
. . .

...
0 0 ¨¨¨ 1

¸

s’appelle unité car, pour toute A, on a

A 1 “ 1A “ A .

‚ L’inverse d’une matrice A est la matrice A´1 telle que

AA´1 “ A´1A “ 1 .

‚ Une matrice A est inversible si la matrice inverse A´1 existe.

Remarque: La matrice inverse n’existe pas toujours. En particulier,
A´1 n’existe pas si A n’est pas carrée, car dans ce cas on ne peut pas

calculer l’un des deux produits AA´1 ou A´1A.

Exemples:

‚ La matrice A“

ˆ

4 ´1
2 0

˙

est inversible, et A´1
“

ˆ

0 1{2
´1 2

˙

. (Vérifier!)

‚ La matrice B “

ˆ

4 ´1
´8 2

˙

n’est pas inversible. Pourquoi?



Déterminant des matrices carrées
Définition: Le déterminant d’une matrice carrée A “

`

aij
˘

PMnn est le

nombre réel, noté detA ou
ˇ

ˇaij
ˇ

ˇ, défini comme suit:

‚ pour n “ 2 det

ˆ

a b
c d

˙

“ ad ´ bc

‚ pour n “ 3, avec un développement à signes alternés sur une ligne ou une
colonne (ici, la première ligne):

det

¨

˝

a11 a12 a13

a21 a22 a23

a31 a32 a33

˛

‚“ a11

∣∣∣∣a22 a23

a32 a33

∣∣∣∣´ a12

∣∣∣∣a21 a23

a31 a33

∣∣∣∣` a13

∣∣∣∣a21 a22

a31 a32

∣∣∣∣
Exemples: det

ˆ

2 1
3 5

˙

“ 2 ¨ 5´ 3 ¨ 1 “ 7, det1 “ det

ˆ

1 0
0 1

˙

“ 1.

Propriétés: Il en résulte une application det : MnnpRq Ñ R.

‚ det n’est pas une application linéaire, car detpt Aq ‰ t detpAq et
detpA` Bq ‰ detpAq ` detpBq.

‚ Par contre, si A est de taille n, on a: detpt Aq “ tn detpAq .

‚ De plus: detpABq “ detpAq detpBq et detpA´1q “ 1{ detpAq .
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Calcul de la matrice inverse
Proposition:

Une matrice A est inversible si et seulement si detA ‰ 0.

‚ En particulier,

A “

ˆ

a b
c d

˙

est inversible ô detA “ ad ´ bc ‰ 0 .

‚ Dans ce cas, sa matrice inverse est

A´1 “
1

detA

ˆ

d ´b
´c a

˙

.

Exemples:

‚ Pour A “

ˆ

4 ´1
2 0

˙

on a detA “ 2, donc A est inversible. On a alors

A´1
“

1

2

ˆ

0 1
´2 4

˙

“

ˆ

0 1{2
´1 2

˙

.

‚ Pour B “

ˆ

4 ´1
´8 2

˙

on a detB “ 0, donc B n’est pas inversible.



Exercice

Exercice: Calculer l’inverse de la matrice A “

¨

˝

1 ´1 0
2 0 3
´1 0 1

˛

‚.

Réponse: D’abord on vérifie que A est inversible:

detpAq “ 1 ¨ p0 ¨ 1´ 0 ¨ 3q ´ p´1q ¨ p2 ¨ 1´ p´1q ¨ 3q ` 0 ¨ p2 ¨ 0´ p´1q ¨ 3q

“ 0` p2` 3q ` 0 “ 5.

On cherche alors la matrice A´1
“

´ x y z
a b c
u v w

¯

telle que AA´1
“1“

´

1 0 0
0 1 0
0 0 1

¯

. Puisque

AA´1
“

¨

˝

1 ´1 0
2 0 3
´1 0 1

˛

‚

¨

˝

x y z
a b c
u v w

˛

‚“

¨

˝

x ´ a y ´ b z ´ c
2x ` 3u 2y ` 3v 2z ` 3w
´x ` u ´y ` v ´z ` w

˛

‚,

ceci donne un système de 9 équations et 9 inconnues
$

&

%

x ´ a “ 1 y ´ b “ 0 z ´ c “ 0
2x ` 3u “ 0 2y ` 3v “ 1 2z ` 3w “ 0
´x ` u “ 0 ´y ` v “ 0 ´z ` w “ 1

ô

$

&

%

x “ 0 y “ 1{5 z “ ´3{5
a “ ´1 b “ 1{5 c “ ´3{5
u “ 0 v “ 1{5 w “ 2{5

et détérmine la matrice inverse A´1
“

¨

˝

0 1{5 ´3{5
´1 1{5 ´3{5
0 1{5 2{5

˛

‚“
1

5

¨

˝

0 1 ´3
´5 1 ´3
0 1 2

˛

‚.
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4. Lien entre applications linéaires et matrices

Proposition: Pour toute matrice A “
`

aij
˘

de taille m ˆ n, soit
L : Rn Ñ Rm l’application linéaire définie par

Lp~xq “ A ~x “

¨

˚

˝

a11 ¨ ¨ ¨ a1n

...
...

am1 ¨ ¨ ¨ amn

˛

‹

‚

¨

˚

˝

x1

...
xn

˛

‹

‚

“

¨

˝

a11x1 ` ¨ ¨ ¨ ` a1nxn
¨ ¨ ¨

am1x1 ` ¨ ¨ ¨ ` amnxn

˛

‚

pour tout ~x P Rn. Ceci donne une application

Φ : MmnpRq Ñ LinpRn,Rmq, A ÞÑ ΦpAq “ L .

‚ Φ est linéaire: Φpt A` t 1A1q “ t ΦpAq ` t 1ΦpA1q “ t L` t 1L1 .

‚ Φ a la réciproque: Φ´1:LinpRn,Rmq ÑMmnpRq, L ÞÑΦ´1pLq“A .

‚ Φ est donc un isomorphisme d’esp. vect.: MmnpRq – LinpRn,Rmq .



Exercice: lien entre applications linéaires et matrices
Exercice: Pour les matrices A suivantes, trouver l’application linéaire L
correspondante.

‚ A “

ˆ

5 0 4
´1 3 ´2

˙

Réponse: On a A PM23pRq, donc L P LinpR3,R2
q. Pour px , y , zq P R3:

L

¨

˝

x
y
z

˛

‚“

ˆ

5 0 4
´1 3 ´2

˙

¨

˝

x
y
z

˛

‚“

ˆ

5x ` 4z
´x ` 3y ´ 2z

˙

.

On a donc Lpx , y , zq “ p5x ` 3z ,´x ` 3y ´ 2zq.

‚ A “

¨

˝

5 ´1
0 3
4 ´2

˛

‚

Réponse: On a A PM32pRq, donc L P LinpR2,R3
q. Pour px , yq P R2:

L

ˆ

x
y

˙

“

¨

˝

5 ´1
0 3
4 ´2

˛

‚

ˆ

x
y

˙

“

¨

˝

5x ´ y
3y

4x ´ 2z

˛

‚.

On a donc Lpx , yq “ p5x ´ y , 3y , 4x ´ 2zq.
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Exercice: lien entre applications linéaires et matrices
Exercice: Pour les applications linéaires L suivantes, trouver la matrice A
correspondante.

‚ Lpx , y , zq “ px ´ z , 3y ` z ´ 2xq

Réponse: On a L : R3
Ñ R2, donc on s’attend A PM23pRq: on écrit

L

¨

˝

x
y
z

˛

‚“

ˆ

x ´ z
´2x ` 3y ` z

˙

“

ˆ

1 0 ´1
´2 3 1

˙

¨

˝

x
y
z

˛

‚,

donc la matrice associée à L est A “

ˆ

1 0 ´1
´2 3 1

˙

.

‚ Rotθpx , yq “ px cos θ ´ y sin θ, x sin θ ` y cos θq (rotation d’angle θ)

Réponse: On a Rotθ : R2
Ñ R2, donc on s’attend A PM22pRq: on écrit

Rotθ

ˆ

x
y

˙

“

ˆ

x cos θ ´ y sin θ
x sin θ ` y cos θ

˙

“

ˆ

cos θ ´ sin θ
sin θ cos θ

˙ˆ

x
y

˙

,

donc la matrice de rotation d’angle θ est A “

ˆ

cos θ ´ sin θ
sin θ cos θ

˙

.



Propriétés de MmnpRq – LinpRn,Rmq

Considérons encore l’isomorphisme Φ : MmnpRq Ñ LinpRn,Rmq.

Propriétés:

‚ Φ transforme le produit de matrices en composée d’applications lin.:

ΦpA1 Aq “ L1 ˝ L , c.-à-d. pA1Aq ~x “ L1
`

Lp~xq
˘

.

‚ Φ transforme la matrice inverse en l’application lin. réciproque:

ΦpA´1q “ L´1 , c.-à-d. A´1 ~y “ L´1p~yq .

‚ Par conséquent, si ΦpAq “ L alors:

L est un isomorphisme ô A est inversible.

Exemple: La projection Ppx , y , zq “ px , yq n’est donc pas inversible car sa
matrice associée ne l’est pas, puisqu’elle n’est pas carrée.

Par conséquent, P n’est pas un isomorphisme.
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5. Symétries

Définition: Un objet est symétrique s’il ne change pas de forme quand il
est sousmis à une transformation du plan ou de l’espace, qui s’appelle alors
symétrie de l’objet.

Exemples: objets symétriques par des symétries centrales (rotations), axiales
(réflexions) et mixtes.

‚ La forme d’un objet est caractérisée par les droites parallèles,
l’ampleur des angles et les longueurs, données par le produit scalaire.

‚ Une symétrie (au sens physique) est donc une transformation qui préserve
ces caractéristiques: c’est une isométrie du plan ou de l’espace !



Matrices orthogonales
Définition: La transposée d’une matrice A “

`

aij
˘

PMmnpRq est la

matrice AT “
`

aji
˘

PMnmpRq.
Exemples:

ˆ

2 3 0
1 5 7

˙T

“

¨

˝

2 1
3 5
0 7

˛

‚,

ˆ

π
3π

˙T

“
`

π 3π
˘

,

ˆ

1 5
3 2

˙T

“

ˆ

1 3
5 2

˙

.

Propriété: Si A est une matrice carrée, on a detpAT q “ detpAq .

Définition: Une matrice carrée A est orthogonale si A´1 “ AT .

Exemples:

‚ les rotations: Rotθ “

ˆ

cos θ ´ sin θ
sin θ cos θ

˙

ex.

ˆ

1 0
0 1

˙

,

ˆ

0 ´1
1 0

˙

‚ les reflexions: Refθ “

ˆ

cosp2θq sinp2θq
sinp2θq ´ cosp2θq

˙

ex.

ˆ

1 0
0 ´1

˙

,

ˆ

0 1
1 0

˙

Propriétés: Si A est orthogonale, on a detpAq “ ˘1 , car

pdetpAqq2 “ detpAq detpAT
q “ detpAq detpA´1

q “ detpAA´1
q “ detp1q “ 1.
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(Anti)déplacements et asymétrie chirale
Proposition:

Une transformation du plan ou de l’espace est une isométrie
(symétrie) si et seulement si sa matrice associée est orthogonale.

Définition: On distingue donc les

‚ isométries directes, données par des matrices orthogonales A avec

detpAq “ `1 , qui preservent l’orientation des angles (rotations),

‚ isométries inverses, données par des matrices orthogonales A avec

detpAq “ ´1 , qui inversent l’orientation des angles (reflexions).

Attention: en math en appelle “symétrie” seulement les isométries directes.

Définition:

‚ Un déplacement est une isométrie directe plus une translation.

‚ Un antidéplacement est une isométrie inverse plus une translation.

Définition: Un objet est chiral si aucun
déplacement ne peut l’identifier à son image
miroir (reflexe), comme nos mains.
C’est donc un objet asymétrique.



Exercice
Exercice: Les transformations données par les matrices suivantes, sont-elles des
symétries (directes ou inverses) ou des projections?

‚ A “

¨

˝

0 1 0
´1 0 0
0 0 1

˛

‚

Réponse: On a
detpAq “ ´

∣∣∣∣´1 0
0 1

∣∣∣∣ “ ´p´1q “ 1,

donc A est inversible (un isomorphisme), car detpAq ‰ 0. Après calculs, on trouve

A´1
“

¨

˝

0 ´1 0
1 0 0
0 0 1

˛

‚“ AT ,

donc A est une matrice orthogonale, donc une isométrie (= symétrie). Puisque
detpAq “ 1, on a une symétrie directe. Effectivement, on a

A “

¨

˝

cosp3π{2q ´ sinp3π{2q 0
sinp3π{2q cosp3π{2q 0

0 0 1

˛

‚“ RotOz
3π{2,

donc cette matrice représente la rotation d’angle 3π{2 autour de l’axe Oz .
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Exercice (suite)

‚ B “

¨

˝

0 0 1
0 1 0
1 0 0

˛

‚

Réponse: On a detpBq “

∣∣∣∣0 1
1 0

∣∣∣∣ “ ´1, donc B est inversible. Après calculs,

on trouve B´1
“ BT

p“ Bq, donc B est une matrice orthogonale. Puisque
detpBq “ ´1, on a une symétrie inverse. Effectivement, on a

B “

¨

˝

cospπ{2q 0 sinpπ{2q
0 1 0

sinpπ{2q 0 cospπ{2q

˛

‚“ RefxOz
π{4 ,

qui représente la reflexion par rapport à un plan contenant l’axe Oy et qui
intersecte le plan xOz en une droite penchée de π{4 sur Ox .

‚ C “

¨

˝

2 0 0
3 5 0
0 0 0

˛

‚

Réponse: Puisque detpCq “ 0, la matrice n’est pas inversible, donc elle ne

représente pas une symétrie. C’est une projection sur le plan xOy , mais

ce n’est pas une projection orthogonale (ou isométrique), car det p 2 0
3 5 q “ 10

implique que la matrice C dilate les longueurs.



6. Systèmes d’équations linéaires
Définition: Un système d’équations linéaires en n variables px1, ..., xnq
est un système de la forme

$

’

’

&

’

’

%

a11 x1 ` a12 x2 ` ¨ ¨ ¨ ` a1n xn “ b1

a21 x1 ` a22 x2 ` ¨ ¨ ¨ ` a2n xn “ b2

¨ ¨ ¨

an1 x1 ` an2 x2 ` ¨ ¨ ¨ ` ann xn “ bn

Un tel système peut avoir une solution, plusieurs solutions ou
aucune solution, selon la dépendance mutuelle des équations.
Exemples:

‚

"

2x ´ y “ 4
6x ` 3y “ 0

admet une solution

"

x “ 1
y “ ´2

.

‚

"

2x ´ y “ 4
6x ´ 3y “ 12

admet infinité de solutions: tous les points de la
droite d’équation y “ 2x ´ 4.

‚

"

2x ´ y “ 4
6x ´ 3y “ 0

n’admet aucune solution, car si 2x ´ y “ 4 alors
6x ´ 3y “ 3p2x ´ yq ne peut pas s’annuler.

Pour connâıtre les solutions il faut parfois faire de longs calculs (surtout si
n ě 3), qui se prêtent à de nombreux erreurs.

Voici une méthode de résolution qui réduit les calculs à l’essentiel.
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Équation matricielle

Proposition:

‚ En posant

X “

¨

˚

˚

˚

˝

x1

x2

...
xn

˛

‹

‹

‹

‚

, A “

¨

˚

˚

˚

˝

a11 a12 ¨ ¨ ¨ a1n

a21 a22 ¨ ¨ ¨ a2n

...
... ¨ ¨ ¨

...
an1 an2 ¨ ¨ ¨ ann

˛

‹

‹

‹

‚

, B “

¨

˚

˚

˚

˝

b1

b2

...
bn

˛

‹

‹

‹

‚

,

le système précédent est équivalent à l’équation matricielle

AX “ B .

‚ Cette équation admet une solution unique si et seulement si

detpAq ‰ 0 , et dans ce cas la solution est donnée par le produit de

matrices
X “ A´1B .



Exemples
Exemples:

‚ Le système

"

2x ´ y “ 4
6x ` 3y “ 0

s’écrit sous forme matricielle comme AX “ B avec

A “

ˆ

2 ´1
6 3

˙

et B “

ˆ

4
0

˙

.

Puisque detpAq “ 6´ p´6q “ 12, il admet bien une solution unique X “ A´1B.
On la calcule:

A´1
“

ˆ

2 ´1
6 3

˙´1

“

ˆ

3{12 1{12
´6{12 2{12

˙

“

ˆ

1{4 1{12
´1{2 1{6

˙

,

donc on a
ˆ

x
y

˙

“

ˆ

1{4 1{12
´1{2 1{6

˙ˆ

4
0

˙

“

ˆ

4{4` 0
´4{2` 0

˙

“

ˆ

1
´2

˙

.

‚ Le système

"

2x ´ y “ 4
6x ´ 3y “ 0

s’écrit sous forme matricielle comme AX “ B avec

A “

ˆ

2 ´1
6 ´3

˙

et B “

ˆ

4
0

˙

.

Puisque detpAq “ ´6´ p´6q “ 0, ce système n’admet pas de solution unique.
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TMB – Chapitre 8
Géométrie cartésienne dans le plan et dans l’espace

Dans ce chapitre:

1. Coordonnées cartésiennes du plan. Vecteurs. Droites, coniques (cercle,
ellipse, parabole, hyperbole).

2. Coordonnées cartésiennes de l’espace. Vecteurs. Plans, droites, quadriques
(sphère, cylindre, cône, parabol̈ıde, hyperbolöıde).



1. Géométrie cartésienne dans le plan
Rappel sur les coordonnées cartésiennes

On fixe un repère cartésien pO,~ı ,~ q, où O est un point et p~ı ,~ q
est une base orthonormale directe (o.n.d.) de l’espace vectoriel
Vectpplanq, i.e. telle que ~ıK~ et }~ı } “ }~ } “ 1. On a alors: ~ı

~

O

‚ Tout vecteur ~v appliqué en O s’écrit ~v “ x~ı ` y~ :

les scalaires x , y P R s’appellent coordonnées cartésiennes
de ~v et représentent les projections orthogonales de ~v dans

les direction~ı et~ . On note: ~v “ p xy q .

~v

O

P

x

y

‚ On appelle coordonnées cartésiennes d’un point P le couple px , yq P R2

de coordonnées du vecteur ~v “
ÝÑ
OP, et on écrit Ppx , yq .

‚ Pour résumer: plan + repère cartésien ” Vectpplanq – R2 .

‚ Tout vecteur affine
ÝÑ
PQ s’écrit comme

ÝÑ
PQ “ P `

ÝÑ
OQ ´

ÝÑ
OP “ P ` ~u

où ~u “ pxQ´xPq~ı ` pyQ´yPq~ . O

P

Q
ÝÑ
PQ

~u

93



Calcul vectoriel en coordonnées cartésiennes

Si ~v “

ˆ

x
y

˙

, ~v 1 “

ˆ

x 1

y 1

˙

et t P R, alors:

‚ addition: ~v ` ~v 1 “

ˆ

x ` x 1

y ` y 1

˙

ex.

ˆ

1
2

˙

`

ˆ

3
4

˙

“

ˆ

4
6

˙

‚ produit par scalaire: t~v “

ˆ

tx
ty

˙

ex. 3

ˆ

1
2

˙

“

ˆ

3
6

˙

‚ produit scalaire: ~v ¨ ~v 1 “ xx 1 ` yy 1 ex.

ˆ

2
3

˙

¨

ˆ

1
´2

˙

“ 2´ 6 “ ´4

‚ longueur: }~v} “
a

x2 ` y 2 ex.

›

›

›

›

ˆ

1
2

˙
›

›

›

›

“
?

1` 22 “
?

5

‚ vecteurs orthogonaux: ~v K ~v 1 ô xx 1 ` yy 1 “ 0 ex.

ˆ

1
2

˙

K

ˆ

´2
1

˙

‚ vecteurs parallèles: ~v ‖ ~v 1 ô
"

x 1 “ tx
y 1 “ ty

ô
x 1

x
“

y 1

y
ex.

ˆ

1
2

˙

‖
ˆ

3
6

˙

‚ projection orthogonale: Pr~v p~v
1
q “

x 1x ` y 1y

x2 ` y 2
~v ex. Pr~ı

ˆ

5
´1

˙

“
5¨1´1¨0

12 ` 02
~ı “

ˆ

5
0

˙



Droites

Droite (affine): ∆ “

!

Ppx , yq | ax ` by ` c “ 0
)

pa, bq ‰ p0, 0q.

Si b ‰ 0 alors y “ ´
a

b
x ´

c

b
“ m x ` p

où m “ tan θ

Si a ‰ 0 alors x “ ´
b

a
y ´

c

a
.

p
θ

∆

Attention: une droite est un espace vectoriel de dimension 1 si et seulement si elle
passe par O, i.e. c “ 0.

‚ Vecteur orthogonal ou normal à ∆ =

ˆ

a
b

˙

.

‚ Vecteur directeur de ∆ =

ˆ

b
´a

˙

ou bien

ˆ

´b
a

˙

.

Exemple: x ´ 5y “ 0 est une droite vectorielle,

avec vecteur normal

ˆ

1
´5

˙

et vecteur directeur

ˆ

5
1

˙

x ` 3 “ 5y est une droite affine de mêmes vecteurs normal et directeur.
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Droites particulières

‚ Droite passant par A “ pa1, a2q et K ~u “

ˆ

u1

u2

˙

: ~u

A

∆P

condition:
ÝÑ
AP ¨ ~u “ 0

équation: px ´ a1qu1 ` py ´ a2qu2 “ 0

‚ Droite passant par A “ pa1, a2q et ‖ ~v “
ˆ

v1

v2

˙

:

~v

A

∆Pcondition:
ÝÑ
AP ‖ ~v ô

ÝÑ
OP “

ÝÑ
OA` t~v , t P R

éq. paramétrique:

"

x “ a1 ` tv1

y “ a2 ` tv2
, t P R

éq. cartesienne:
x ´ a1

v1
“

y ´ a2

v2

‚ Droite passant par A “ pa1, a2q et B “ pb1, b2q:
A

B

P

∆
condition:

ÝÑ
AP ‖ ÝÑAB

équation:
x ´ a1

b1 ´ a1
“

y ´ a2

b2 ´ a2



Distance et aire d’un parallélogramme
Distance:

∆

P

P 1‚ d’un point Ppx , yq à un point P 1px 1, y 1q:

distpP,P 1q “ }
ÝÝÑ
PP 1} “ }

ÝÝÑ
OP 1 ´

ÝÑ
OP} “

a

px ´ x 1q2 ` py ´ y 1q2

‚ d’un point Ppx0, y0q à une droite ∆ d’éq. ax ` by ` c “ 0: on appelle P 1 la
projection orthogonale de P sur la droite ∆, alors

distpP,∆q “ distpP,P 1q “
| ax0 ` by0 ` c |
?
a2 ` b2

Aire du parallelogramme de sommets
ApxA, yAq, BpxB , yBq, CpxC , yC q, DpxD , yDq:

Aire “ |
ÝÑ
AB ¨

ÝÑ
AD

K
| “ }

ÝÑ
AB ^

ÝÑ
AD}.

A
B

C
D

Puisque
ÝÑ
AB“

ˆ

xB´xA
yB´yA

˙

et
ÝÑ
AD“

ˆ

xD´xA
yD´yA

˙

, on a
ÝÑ
AD

K
“

ˆ

yD´yA
´pxD´xAq

˙

, donc

Aire “ | pxB ´ xAqpyD ´ yAq ´ pyB ´ yAqpxD ´ xAq|
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Coniques: cercle, ellipse

Définition: Une conique est une courbe plane obtenue en prenant l’intersection
entre un cône de révolution et un plan. Analytiquement, on définit une conique
comme l’ensemble des points du plan vérifiant l’équation

ax2
` bxy ` cy 2

` dx ` ey ` f “ 0 pa, b, cq ‰ p0, 0, 0q.

‚ Cercle: px ´ aq2 ` py ´ bq2 “ r 2

centre pa, bq, rayon r

pa, bq

r

‚ Ellipse:
x2

a2
`

y 2

b2
“ 1

centre p0, 0q, axes~ı et~ .

a

b



Coniques: hyperbole, parabole

‚ Hyperbole:

x2

a2
´

y 2

b2
“ ˘1

centre p0, 0q, axes~ı et~ ,asymptotes y “ ˘
b

a
x

cas +1: cas -1:

ou bien: y “
a

x

centre p0, 0q, asymptotes~ı et~

a ą 0 a ă 0

‚ Parabole: y “ ax2
` bx ` c

axe parallèle à~

a ą 0 a ă 0

ou bien: x “ ay 2
` by ` c

axe parallèle à~ı

a ą 0 a ă 0
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2. Géométrie cartésienne dans l’espace
Rappel sur les coordonnées cartésiennes

On fixe un repère cartésien pO,~ı ,~ ,~k q, où O est un point et

p~ı ,~ ,~k q est une base orthonormale directe (o.n.d.) de l’espace
vectoriel Vectpespaceq. On a alors: ~ı

~~k
ą

O

‚ Tout vecteur ~v appliqué en O s’écrit ~v “ x~ı ` y~ ` z ~k :

les scalaires x , y , z P R s’appellent coordonnées cartesi-
ennes de ~v et représentent les projections orthogonales de

~v dans les direction~ı ,~ et ~k . On note: ~v “
´

x
y
z

¯

.
O

P
~v

x

y

z

‚ On appelle coordonnées cartésiennes d’un point P le triplet px , y , zq P R3

de coordonnées du vecteur ~v “
ÝÑ
OP, et on écrit Ppx , y , zq .

‚ Pour résumer: espace + repère cartésien ” Vectpespaceq – R3 .

‚ Un vecteur affine est
ÝÑ
PQ “ P `

ÝÑ
OQ ´

ÝÑ
OP “ P ` ~u

où ~u “ pxQ´xPq~ı ` pyQ´yPq~ ` pzQ´zPq~k . O

P

Q
ÝÑ
PQ

~u



Calcul vectoriel en coordonnées cartéesiennes

Si ~v “

¨

˝

x
y
z

˛

‚, ~v 1 “

¨

˝

x 1

y 1

z 1

˛

‚, ~v2 “

¨

˝

x2

y2

z2

˛

‚ et t P R, alors

‚ addition: ~v ` ~v 1 “

¨

˝

x ` x 1

y ` y 1

z ` z 1

˛

‚ ex.

¨

˝

1
2
3

˛

‚`

¨

˝

3
´2
2

˛

‚“

¨

˝

4
0
5

˛

‚

‚ produit par un scalaire: t~v “

¨

˝

tx
ty
tz

˛

‚ ex. ´

¨

˝

1
2
3

˛

‚“

¨

˝

´1
´2
´3

˛

‚

‚ produit scalaire: ~v ¨ ~v 1 “ xx 1 ` yy 1 ` zz 1

ex.

¨

˝

2
3
4

˛

‚¨

¨

˝

´1
2
1

˛

‚“ ´2` 6` 4 “ 8

‚ longueur: }~v} “
a

x2 ` y 2 ` z2 ex.

›

›

›

›

›

›

¨

˝

1
´2
3

˛

‚

›

›

›

›

›

›

“
?

1` 4` 9 “
?

14
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Calcul vectoriel (suite)

‚ produit vectoriel: ~v ^ ~v 1 “

¨

˝

yz 1 ´ zy 1

´xz 1 ` zx 1

xy 1 ´ yx 1

˛

‚

ex.

¨

˝

2
3
4

˛

‚^

¨

˝

´1
2
1

˛

‚“

¨

˝

3´ 8
´p2` 4q

4` 3

˛

‚“

¨

˝

´5
´6
7

˛

‚

‚ produit mixte:

r~v , ~v 1, ~v2s “ xpy 1z2 ´ z 1y2q ´ ypx 1z2 ´ z 1x2q ` zpx 1y2 ´ y 1x2q

ex.

»

–

¨

˝

1
2
3

˛

‚,

¨

˝

´1
2
1

˛

‚,

¨

˝

1
´2
3

˛

‚

fi

fl “ p2´ 3q ´ 2p´3´ 1q ` 3p2´ 2q “ ´1` 8 “ 7

Autre formule pour le produit mixte

“

~v , ~v 1, ~v2
‰

“ p~v ^ ~v 1q ¨ ~v2



‚ vecteurs orthogonaux: ~v K ~v 1 ô xx 1 ` yy 1 ` zz 1 “ 0

ex.

¨

˝

1
2
3

˛

‚ K

¨

˝

´2
1
0

˛

‚ ou

¨

˝

1
2
3

˛

‚ K

¨

˝

´1
2
´1

˛

‚

‚ vecteurs parallèles:

~v ‖ ~v 1 ô ~v 1 “ t~v ô

$

&

%

x 1 “ tx
y 1 “ ty
z 1 “ tz

ô
x

x 1
“

y

y 1
“

z

z 1

alternative: ~v ‖ ~v 1 ô ~v ^ ~v 1 “ ~0 ô

$

&

%

xy 1 “ yx 1

yz 1 “ zy 1

xz 1 “ zx 1
ô

x

x 1
“

y

y 1
“

z

z 1

ex.

¨

˝

1
2
3

˛

‚ ‖

¨

˝

´3
´6
´9

˛

‚

‚ projection orthogonale: Pr~v p~v
1
q “

x 1x ` y 1y ` z 1z

x2 ` y 2 ` z2
~v “

~v 1 ¨ ~v

}~v}2
~v

ex. Pr5~

¨

˝

1
2
3

˛

‚“
1ˆ 0` 2ˆ 5` 3ˆ 0

02 ` 52 ` 02
5~ “ 2~ “

¨

˝

0
2
0

˛

‚
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Plans

Plan (affine):

π “
!

Ppx , y , zq | ax ` by ` cz ` d “ 0
)

pa, b, cq ‰ p0, 0, 0q

O
π

Attention: un plan est un espace vectoriel de dimension 2 si et seulement si il
passe par O, i.e. d “ 0.

‚ Vecteur orthogonal ou normal à π =

¨

˝

a
b
c

˛

‚.

Exemple:

x ´ 5y ´ 2z “ 0 est un plan vectoriel, de vecteur normal

¨

˝

1
´5
´2

˛

‚.

x ` 3 “ 5y ` 2z est un plan affine de vecteur normal

¨

˝

1
´5
´2

˛

‚.



Plans particuliers

‚ Plan passant par A “ pa1, a2, a3q et K ~u “

¨

˝

u1

u2

u3

˛

‚:

condition:
ÝÑ
AP ¨ ~u “ 0

équation: u1px ´ a1q ` u2py ´ a2q ` u3pz ´ a3q “ 0

‚ Plan passant par A “ pa1, a2, a3q et ‖ à ~v “

¨

˝

v1

v2

v3

˛

‚ et ~v 1 “

¨

˝

v 11
v 12
v 13

˛

‚:

condition: r
ÝÑ
AP, ~v , ~v 1s “ 0 ô

ÝÑ
AP “ t~v ` t 1~v 1

équation paramétrique:

$

&

%

x ´ a1 “ tv1 ` t 1v 11
y ´ a2 “ tv2 ` t 1v 12
z ´ a3 “ tv3 ` t 1v 13

équation cartesienne:

px ´ a1qpv2v
1
3 ´ v3v

1
2q ´ py ´ a2qpv1v

1
3 ´ v3v

1
1q ` pz ´ a3qpv1v

1
2 ´ v2v

1
1q “ 0

‚ Plan passant par A “ pa1, a2, a3q, B “ pb1, b2, b3q et C “ pc1, c2, c3q:

condition: r
ÝÑ
AP,

ÝÑ
AB,

ÝÑ
AC s “ 0

équations: comme le cas précédent.
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Droites

Droite (affine): ∆ “ π X π1

∆ “

"

Ppx , y , zq
ˇ

ˇ

ˇ

ax ` by ` cz ` d “ 0
a1x ` b1y ` c 1z ` d 1 “ 0

*

avec p0, 0, 0q ‰ pa, b, cq ∦ pa1, b1, c 1q ‰ p0, 0, 0q.

O
∆

Attention: une droite est un espace vectoriel de dimension 1 si et seulement si elle
passe par O, i.e. d “ 0 et d 1 “ 0.

Exemple:

La droite d’équations

"

x “ 0
y “ 0

est l’axe Oz (vectoriel).

La droite d’équations

"

x “ 3
y “ 5

est parallèle à l’axe Oz (affine).



Droites particulières

‚ Droite passant par A “ pa1, a2, a3q et ‖ à ~v “

¨

˝

v1

v2

v3

˛

‚:

condition:
ÝÑ
AP ‖ ~v ô

ÝÑ
AP “ t~v

équation paramétrique:

$

&

%

x ´ a1 “ tv1

y ´ a2 “ tv2

z ´ a3 “ tv3

équation cartesienne:
x ´ a1

v1
“

y ´ a2

v2
“

z ´ a3

v3

‚ Droite passant par A “ pa1, a2, a3q et B “ pb1, b2, b3q:

condition:
ÝÑ
AP ‖ ÝÑAB avec

ÝÑ
AB “

¨

˝

b1 ´ a1

b2 ´ a2

b3 ´ a3

˛

‚

équation: comme le cas précédent.
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Distance et volume
Distance:

π

P

P1‚ d’un point Ppx , y , zq à un point P 1px 1, y 1, z 1q:

distpP,P 1q “ }
ÝÝÑ
PP 1} “

a

px ´ x 1q2 ` py ´ y 1q2 ` pz ´ z 1q2 .

‚ d’un point Ppx , y , zq à un plan π d’éq. ax ` by ` cz ` d “ 0: on appelle P 1

la projection orthogonale de P sur le plan π, alors

distpP, πq “ distpP,P 1q “
|ax ` by ` cz ` d |
?
a2 ` b2 ` c2

.

Volume du parallelepipède de sommets A, B, C , D, etc:

Vol “
ˇ

ˇ

ˇ

”

ÝÑ
AB,

ÝÑ
AC ,

ÝÑ
AD

ı
ˇ

ˇ

ˇ
.

A
C

B

D

Si
ÝÑ
AB “

¨

˝

x
y
z

˛

‚,
ÝÑ
AC “

¨

˝

x 1

y 1

z 1

˛

‚ et
ÝÑ
AD “

¨

˝

x2

y2

z2

˛

‚, alors

Vol “ |xpy 1z2 ´ z 1y2q ´ ypx 1z2 ´ z 1x2q ` zpx 1y2 ´ y 1x2q| .



Surfaces Quadriques

Les surfaces quadriques sont des surfaces de l’espace euclidien de dimension 3 qui
sont définies comme suit:

Quadrique: Q “

!

px , y , zq | f px , y , zq “ 0
)

,

où f px , y , zq est un polynôme de degré 2.

Les quadriques plus connues:

‚ Cylindre: x2
` y 2

“ r 2

‚ Cône: x2
` y 2

“ z2

‚ Sphère: x2
` y 2

` z2
“ r 2

‚ Ellipsöıde:
x2

a2
`

y 2

b2
`

z2

c2
“ 1

‚ Hyperbolöıde à une nappe:

x2

a2
`

y 2

b2
´

z2

c2
“ 1

‚ Hyperbolöıde à deux nappes:

x2

a2
´

y 2

b2
´

z2

c2
“ 1

‚ Parabolöıde: z “ xy

ou bien: z “ x2
` y 2
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Quelques images de surfaces quadriques

Cylindre Cône Sphère

Ellipsöıde Hyper 1 Hyper 2

Parabolöıde hyp. Parabolöıde ellip.
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