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But du cours

Champs scalaires
(lignes de niveau)

Champs de vecteurs
(ici, sur la sphere)

Lignes de champ
(dipole magnétique)

et aussi potentiels, circulation, flux...
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4.4 — Champs conservatifs
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Ch. 5 — Flux
5.1 — Courbes
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5.3 — Surfaces
5.4 — Flux, Stokes et Gauss






Chapitre 4
Champs scalaires et champs de vecteurs

Ch. 4 — Champs
4.1 — Champs et fonctions
4.2 — Champs scalaires
4.3 — Champs de vecteurs
4.4 — Champs conservatifs
4.5 — Champs incompressibles



4.1 — Champs et fonctions

Ch. 4 — Champs
4.1 — Champs et fonctions

Dans cette section :
e Reperes et referentiels
e Dépendance des reperes

e Loi de transformation d'un champ

Dessin d'un champ



Reperes et referentiels

En physique, le referentiel est I'ensemble des grandeurs et de leurs
unité de mesure. En mathématiques, le referentiel est représenté par
un repere (O, €, ..., &,) de R", ol :

e |a direction des vecteurs €; represente les grandeurs,

e la longueur des vecteurs &; represente I'unité de mesure,

e 'origine O donne la valeur zéro des grandeurs.

Pour tout X € R", les coordonnées (xi, ..., x,) telles que X = > x; &
représentent les mesures des grandeurs €;.

Exemple — Dans un gaz parfait, la loi PV = nRT décrit la relation
entre la pression P, le volume V et la temperature T.

Les isothermes (courbes a temperature
constante), sont dessinées dans |'espace
IR? oli I'on fixe le repere (O, &/, ép) pour
représenter le referentiel (V, P).



Lois dépendantes du changement de repeére

Idée — Une fonction et un champ sont des lois qui associent a

X € R" une valeur y € R™. La différence entre fonctions et champs
est dans la dépendance des repéres sur R" et R™ :

les fonctions sont indépendantes des changement de repeéres,

les champs en dépendent.

Exemple — On veut se ranger en file indienne devant la porte :
x = grandeur qui décrit chaque personne de cette salle

X . N .
P(x) = 0= position dans la file 3 partir de la porte

Si on change I'unité de mesure de x, la position dans la file ne change
pas, mais comment se transforme la loi P(x) qui représente cette
position ?

On donne deux exemples : une loi qui ne dépend pas du changement
de referentiel, et une qui en dépend.



Loi de transformation des fonctions

e Loi basée sur I'age —

p X N
X = age en années et P(x) = 10 " métres.
. . ~ . ) B u
Si u = age en mois, la méme position est donnée par P(u):@.
Par exemple, vu que u = 12x, on a :

10 120
P(10)= T =1 et P(120) = 55 = 1.

Quelle est la relation entre P(u) et P(x)?

Le changement de variable est x = h(u) = 1—U2 et on a

P(x) = P(h(u)) = P(%) - ﬁuo = B(u)

cestadie | P=Poh |

C'est la loi de transformation des fonctions par changement de coordonnées.




Loi de transformation des champs

¢ Loi basée sur la distance —
. N X s
x = distance du tableau en métres, alors P(x) = 10 est en métres.

Si u = distance en centimétres, la position dans la file ne change pas, mais

- o ~ u
elle est exprimée en centimétres et on a P(u) = 10

Par exemple, vu que u = 100x, on a :

10 1000

P(10) = — =1 P(1000) = —— =1 =1m).
(10) 10 m et P(1000) 10 00cm (= 1m)
Quelle est donc, cette fois, la relation entre P(x) et P(u)?

Le changement de variable est x = h(u) = ﬁ eton a

P(x) = P(h(u) :P(ﬁ) - 10%0 z% donc P # P oh!

La bonne loi de transformation est‘ P=HoPoh ‘ ol

h(u) = ﬁ et H(z) =100 z = h™'(2).




Champs de R” a valeurs dans R”

Definition — Un champ de R" a valeurs dans R est une loi
F:R"— R" X— F(X)

)

qui se transforme, par changement de coordonnées X = h(&), comme

F(d) = H(F(X)) = H(F(h(d@))), pour tout &€ R",

c'est-a-dire comme F
~ Rn 7]an
F=HoFoh hl /"’/lH
Rn/ — ]Rm

F

ol H:R™ — R™ est un changement de repere sur R™ déterminé
par I'application h.




Dessin d'un champs

Remarque — Si F : R” — R™ X+ F(X) est un champ, le repere
utilisé pour décrire la valeur F(xX) € R™ n'est pas libre, mais dépend
de celui utilisé pour décrire X € R".

Ainsi, un champ ne peut étre representé par un graphe
< R"xR™ comme si c'était une fonction (pour laquelle les repére
de R"” et R™ sont indépendants).

Définition — La représentation graphique, ou dessin, du champ F
est I'ensemble des dessins de la valeur F(X) € R”

au-dessus de chaque point x € R" (c'est-a-dire dans un repere de R™
centré au point x),

v
Rn

un seul repere pour le gralphe union de repéres pour le dessin
d’une fonction vectorielle d'un champ de vecteurs

R™ RT RT

n



4.2 — Champs scalaires

Ch. 4 — Champs

4.2 — Champs scalaires

Dans cette section :
e Champs scalaires de R3
e Surfaces de niveau

e Le potentiel gravitationnel V et le potentiel de Coulomb ¢



Champs scalaires de R3

Definition — Un champ scalaire sur R3 est un champ
¢ :R3 — R, X ¢(X) a valeurs dans les nombres.

e Si X = h(d), 3 priori on a ¢(if) = H(¢(x)), oi H:R — R est un
changement de repere dans R déterminé par h.

e Dans R il y a une seule direction 7, donc H n’affecte que I'unité de
mesure. Sans unités de mesure, on peut supposer H(y) = y.

En maths, un champ scalaire est assimilé a une fonction
‘Jhitl‘li
AN ui LT 4

Rn
dessin d'un champ scalaire

$: RS — R, X ¢(x),
car il se transforme comme
T o . S R
Hd) = o(x) si %= h(d) ]

et se représente avec un graphe

| graphe d'un champ scalaire
usuel. comme fonction réelle

e Attention en phvsiaue. auand I'unité de mesure changel



Exemples de champs scalaires sur R3

Exemple de champ scalaire —
e La distance depuis I'origine : d(x,y,z)=+/x2+y2+22

En coordonnées sphériques : ‘ d(r,0,0)=r ‘

Exemples qui ne sont pas des champs —

e L'altitude n’est pas un champ mais une fonction, car la
détérmination de I'endroit ol on la mesure n’affecte pas le résultat.

e Le volume V n'est pas un champ scalaire, car il n'est pas défini sur
les points de R? mais pour des objets étendus.

La densité volumique v est le champ scalaire qui permet de calculer
le volume d'un objet (par intégration).



Exemples : potentiel gravitationnel et de Coulomb

e Le potentiel gravitationnel engendré par une masse M située a
I'origine O : GCM

V - "7
(x,y,2) 21 2

ol G =6,673x10"11 m%kgs? est la constante gravitationnelle.

GM

En coordonnées sphériques : V(r,0,p) = —

e Le potentiel électrostatique ou potentiel de Coulomb engendré
par une charge immobile @ située a I'origine O :

1 Q
P(x,y,2) = dre S22 2
TEN/X2 +y2 + z
ol € = 8.854x 10712 As/V m est la permittivité diélectrique.

. 1
En coordonnées sphériques : o(r,0,p) = 4—9
TE




Surfaces de niveau

Définition — Soit ¢ : R3 — R un champ scalaire.

e Comme une fonction f, ¢ est caractérisé par son domaine de
définition D, = R3, et il est de classe C¥ s'il est différentiable
jusqu'a I'ordre k.

e Pour tout a € R, 'analogue des lignes de niveau L,(f) d'une
fonction f de deux variables est la surface de niveau a de ¢ :

Sa(@) = {(x.y.2) € Dy | 6(x..2) = a}.

N.B. — En général on ne sait pas tracer le graphe de ¢, qui est dans
R*.



Exercice : potentiels gravitationnel et de Coulomb

Enoncé — Pour le potentiel gravitationnel V' et pour le potentiel de
Coulomb ¢, trouver les surfaces de niveau et dessiner le graphe
comme fonctions de r.

Réponse — En coordonnées sphériques, on a :

GM 1Q

t 0 = .

V(fa9790) ==

e Pour a € R, les surfaces de niveau a sont données par :
GM . 1 .
r=——— sia<0 et r=—— sia>0
a 47e a

et sont donc des sphéres centrées en |'origine

Sa(V Sa(¢)

@—10 -1 +1O +1



e La différence entre le potentiel gravitationnel V' et celui de
Coulomb ¢ est dans le sens croissant des niveaux correspondants aux
spheres : le graphe des potentiels

GM 1 Q

r B dreg r

V(r,@,gp) = -

dans la seule variable r > 0 est :




4.3 -

Champs de vecteurs

Ch.

4 — Champs

4.3 — Champs de vecteurs

Dans cette section :

Champs de vecteurs

Reperes mobiles

Lois de transformations en coordonnées cylindriques et
sphériques

Champ axial, central et tournant

Lignes de champ

Le champ électrique E etle champ gravitationnel ?
10



Champs de vecteurs de R3

Définition — Un champ de vecteurs ou champ vectoriel de R3
est un champ
V: R —R3 x— V(X

3 valeur dans les vecteurs de R3.

Exemples —

e La position X des points, une force T—J les champs gravitationnel
g, électrique E et magnétique B, ou encore le potentiel
magnétique 7\’ sont des champs vectoriels.

e La vitesse d’écoulement des points d’'un fluide est un champ de
vecteurs. La vitesse de déplacement d’un corps ponctuel est un
champ vectoriel, défini sur la trajectoire du corps.

e La vitesse de déplacement d'un objet étendu qu’on ne peut pas
identifier a son baricentre n'est pas un champ vectoriel, car elle n’est
pas définie sur des points.




Composantes cartesiennes d'un champ de vecteurs

Définition — Soit X — \_/)()?) un champ de vecteurs de R3.

e Si X = (x,y,z) est donné en coordonnées cartesiennes, on a

—

V() = Vu(R) T+ V,(X) T+ Ve(R) Kk,

ol (T,], /?) est le repere cartesien de R3 centré au point X, et

Vi, Vy, V7 R3 — R sont des fonctions réelles qui s'appellent
—

coefficients ou composantes de V.

- 37 1
e Le domaine de V est I'ensemble

D\—/> = {)?ER?’ | X € DVX, X € D\/y, X € DVZ}'
e Le champ est de classe C* si ses coefficients le sont.

o Le dessin de V consiste

7/ — . 7
des vecteurs V (X) appliqués
aux points X :

11



Loi de transformation d'un champ vectoriel

Remarque — Soit V un champ vectoriel de R3.

e Méme si on ne considére pas les unités de mesure,

un changement de variables X = h(&) modifie le repére pour \7()?)
dans la direction des vecteurs du repere.

s s - = — Y7 —
e En général, si X = h(d), le champ V (X) se transforme en

V(@) =H(V (h@)

ol V(i) = Vi (h(d))  (méme chose pour V, et V,),

et H(7), H(J), H(k) sont les vecteurs 7, J et k
exprimés dans le nouveau repere de R3 déterminé par h,

c'est-a-dire le repere (é’l, &, é’3) qui permet de décrire
U=ué + vé& + wés par les coordonnées (u, v, w).



Reperes mobiles

Définition — Un repére mobile est un repere centré en tout point
P variable, et qui dépend de la représentation en coordonnées de P :
les vecteurs indiquent la direction de variation des coordonnées de P.

En particulier : z k
R . &
e repeére cartesien : g,
(7.7, k) N K
|
e repere cylindrique : r | g
- = 7 I 0
(&, ¢e,k) 1
s Y
N L. ’
e repére sphérique : 7 s
P
(er y €p 5 €0 ) X

Attention — Les vecteurs 7, 7, k ne changent pas de direction
quand P bouge, mais les autres vecteurs si !

12



Transformations des repéres cartesien, cylindrique et
sphérique

Proposition — Les transformations H entre les repéres cartesien,
cylindrique et sphérique, sont les suivantes :

e cartesien — cylindrique :

X =p Cosp
Si(x,y,z) = h(p,¢,z), avec y=psing ,ona
z=7z
€ =cosp T +sinp]f T=cosyp €, —siny €
€, = —sinpT+cospj] et J=sinp e, +cosyp e,
k =k k =k

Preuve — La premiere formule vient de la définition des vecteurs ¢, €,
et la deuxieme formule s'obtient en inversant le systéme donné par la
premiere.



e cartesien — sphérique : .
X = r cossinf
y =r sinpsinf ,ona

Si (x,y,z) = h(r,0,¢), avec
z=r cosf

€ =cosy sinf T +sinp sinf 7 + cos k

€, = —sinpT+cosp ]

€) = cosp cosf T+ siny cost’—sian?
et
=cosy sinf & —siny e, + cosy cosh &
=sinyp sinf & + cosy €, +sing cosl &

= cosf & —sinf &

Preuve — La premiere formule vient de la définition des vecteurs €, €,
€y et la deuxiéme formule s'obtient en inversant le systeme donné par la

premiére.

13



Champ vectoriel en coordonnées

- . 37 — L4 - N
Conclusion — Un champ vectoriel V (X) de R3 s'écrit dans le repere
mobile de sa variable X :

e en coordonnées cartesiennes (x,y, z) :
V = Vi7+V, ]+ ik,
e en coordonnées cylindriques (p, ¢, z) :
V= Ve, +V, e, + V, k,
e en coordonnées sphériques (r,0, ) :
V=V,&+V,& +Vsé,
ou les coefficients Vi, etc, sont des fonctions R3 — R.

La transformation d'une forme a une autre est donnée par le
changement de coordonnées usuel sur les coefficients, et par le
changement de repére décrit ci-dessus sur les vecteurs.



Champ axial, central et tournant

Définition — Un champ de vecteurs V de R3 s'appelle :

e Axial s'il ne dépend que de la distance p d'un axe (supposons %) et

est dirigé dans la direction radiale (par rapport au “radius”

).

En coordonnées cylindrique, il s'écrit Vi(p) =f(p)e,

e Central s'il ne dépend que de la distance r d'un point (supposons
I'origine) et est dirigé dans la direction radiale (par rapport au

“radius” r).

En coordonnées sphériques, il s'écrit \7(r) =f(r)e&

e - . ’ . .
e V tourne autour de I'axe k si en coordonnées cylindriques ou

sphériques il s'écrit

V =flp,p,2) & =1f(r,6,¢) e

14



Exemples de champs vectoriels

Exemples —

e Le vecteur position est le champ central

X =xT+yJ+zk /
- - N
=pep+zk y
. N
=re X

e La vitesse d’écoulement d’un fluide :




e Le champ gravitationnel engendré
par une masse M est le champ central

dn--"2e

Une masse m situé a distance r de M
est soumise a la force gravitation-
nelle

F(r)=mg(r) = —% é .

e Le champ électrique engendré par
une charge @ est le champ central

?(r) 19, e

47e r?

Une charge g située a distance r de Q
est soumise a la force de Coulomb

P(n-qBin-~—Ye.

4re r2

15



Exercices

Enoncé — Trouver le domaine des champs de vecteurs suivants, les
dessiner en un point générique de R3 (ou R?) et en deux ou trois
points particuliers au choix. Enfin, exprimer ces champs en les autres
coordonnées.

o Vixy)=(-y,x =

Réponse —
Domaine = R2.

En coord. polaires :

\7(,0, @) = —psing (cospé€, —sinpe,) + pcosy (sing €, +cosp ey )
= p(—sinpcosp+cospsing) &, + p (sin® p+cos? ) €,



e Vipp)=pé +ye
Réponse — p > 0 et ¢ € [0,27[, ainsi Dy = R} x [0, 2x].

y o na
avie] TS Sy

~_ e

= IR

Vix,y) =p (coscp7+sin gp]) + ¢ ( — sinT+cos go])
= pcosgp—gosingo)TJr <psing0+g0cosgo)j’

= (x —arctan £ —=X )T

+<y+arctan§\/X2XTy2>j six#0ety>0.

NI

En coord. cartesiennes :

16



Lignes de champ

Définition — Les lignes de champ ou courbes intégrales d'un

champ vectoriel 1% sont les
courbes v qui ont V(X)
comme vecteur vitesse en tout
point X € .

o Si v est une courbe paramétrée par X(t)=(x(t),y(t),z(t)), avec
t € R, le vecteur vitesse de v au point X(t) est le vecteur des dérivées

X(t)=(x(t),y(t), 2(t)).
e Alors «y est une ligne de champ pour V= ViT+V, 7+ V, k siet
seulement si, pour tout t, on a :
x(t) = Vie(x(t), y(t), (1))

z(t
(t) = V(%(t)) c-ad y(t) = Vo (x(t), y(t), 2(t))
Z(t) = VZ(X(t),}/(t)vz(t))

e Par tout point fixé Xp = X(tp) il passe une seule ligne de champ.



Exercice

Enoncé — Trouver et dessiner les lignes de champ des champs de vecteurs
suivants.

o Vix,y,2) = (—y,x,0) = —yT+x7
Réponse — x(t)=(x(t), y(t), z(t)) décrit une ligne de champ si
X(t) = (x(t),y(t), 2(1)) x(t) = —y(t)
= V(x(0),y(t),2(t)) c-ad. 1 y(t) =x(t)
= (= y().x(1).0) 2(t) =0
S . d 5 )
Ainsi x(t)x(t)+y(t)y(t)=a(x(t) +y(t)?) =0, et donc
z(;&é\ ~N
x(t)? + y(t)? est constant ;*//L/‘/k:i K ”}*R
: VNS - /)//)7/4
z(t) est constant NS ST
G
Au final, v decrit un cercle sur un Gi@ = y
X

plan horizontal centré sur I'axe Oz. e



GM

e Champ gravitationnel : G (r) = —— €.
r

Réponse — Les lignes de champ de ‘G donnent la trajectoire d'un corps
sousmis a la force gravitationnelle exercée par la masse M.

e En coord. sphériques, une courbe paramétrée v est donnée par
r(t) €]0,00[, (t)€[0,2n] et 6(t)€]0,n.

e Les points de la courbe sont donnés par les vecteurs positions

ou le vecteur & dépend aussi de t car il change de direction avec le point

X(t) (contrairement 3 7, 7 et k).

e Le vecteur tangent a « au point X(t) est donc

e Pour trouver les lignes de champ, il nous faut un petit lemme.



Dérivée d'un vecteur a norme constante

Lemme — Soit i = i(t) un vecteur paramétré par t € R.
Si i a norme constante non nulle, c-a-d  ||d(t)|| = ¢ # 0, alors le
vecteur dérivé i est toujours orthogonal 3 i, c-a-d

G(t) - U(t) =0 pourtoutt (produit scalaire).

Preuve — On écrit ||u(t)|| = A/ 0(t) - G(t) et on dérive :

18



Exercice (suite)

e Resumé : pour une courbe v en coordonnées sphérique

%(t) = r(t) & (1),

le vecteur tangent est
X(t) = F(t) & (t) + r(t) &(b),

et, puisque €&, () a norme constante 1, le vecteur &(t) est
orthogonal a & (t), c-a-d avec seulement des composantes dans les
directions €, (t) et & (t).

e Alors ~ est une ligne de champ de G si
X(t) = F(t) & (1) + r(t) &(t)

=?mm=—ﬂ$aw
GM

F(t) = 02 (1) _

ér(t) =0 (2)

c'est-a-dire si



e (2) dit que & (t) est constant.
Donc les lignes de champ sont des
droites radiales centrées en M.

e (1) donne la distance r(t) de M :

(0= —os = 07— 3 () = —cm

= r(t)>=-3GMt+r}
= r(t) = {/r3 —3GMt

ou ry = r(0) est la distance initiale du corps de M.
Pour que r(t) soit positif, il faut que t < rg/3GM.

e En somme, un corps qui se trouve a distance rp de M est attiré par
la masse (car r(t) diminue quand t augmente), et la touche a
I'instant t = r3/3GM. Les lignes de champ sont orientée vers M : le
champ gravitationnel est attractif.



1
e Champ électrique : ?(r) = 4—92 ér
TE I

Réponse bréve — Les lignes de champ sont aussi des
droites radiales, passant par la position de la charge Q
qui engendre le champ.

Cette fois, les lignes de champs sont orientée vers
I'extérieur : le champ électrique est répulsif.
R3

2

/&\
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Champs conservatifs

Ch.

4 — Champs

4.4 — Champs conservatifs

Dans cette section :

Gradient

Potentiel scalaire et champs conservatifs

Rotationnel

Champs irrotationnels

Ensembles connexes, simplement connexes, contractiles
Lemme de Poincaré (cas simplement connexe)

Calcul du potentiel scalaire

Le champ électrique E et le champ gravitationnel g

20



Gradient d'un champ scalaire

Définition — Soit ¢ : D © R3 — R un champ scalaire. Le gradient
de ¢ est le champ de vecteurs ng = grad ¢ sur D donné par les
expressions :

i1 0p - | 0 [0}
grad ¢ = ox ! +£-/+Ek

’] 1 0p - 0p o 8(15 D
gra op € ; op €p

-
v
-

% 0 = 1 op = —
grad¢ 7Wer+rsin9 %6’@ +7%69.

Exemple — Le gradient de ¢(r,0,p) = rpsinf  est

Vd)(r,@,ga) _ O(rgsin6) & + 1 d(repsin0) e; + 1 ('/’(rgaaseine) e_é

or rsin @ op r

H > rsm9 = rpcosf —
= psinf & + 5N e, + 527 &)

= psinf & + e, + pcosl &



Propriétés du gradient

Proposition — Le gradient grad ¢ est orthogonal aux surfaces de
niveau de ¢ en tout point, et indique le sens de plus forte croissance
de ¢.

.. - 1 Ve - Ve .
Proposition — Le gradient V= grad est un opérateur linéaire
agissant sur les champs scalaires (ici f et g) :

V)()\f +pug) = AVF +uVg, pour tout \, ju€R.
Sur un produit, il agit par la régle de Leibniz :
Y(fg) = (V)f) g+f <V>g) .
21



Potentiel scalaire et champ conservatif

Définition —

N
e On appelle champ de gradient tout champ vectoriel V' qui est le
gradient d'un champ scalaire f, c’est-a-dire de la forme

V= grad f.

o Une force F est conservative si, quand elle agit sur un systeme
isolé, |'énérgie mécanique du systéeme est conservée.

. 4 . ye .
Si on voit F comme un champ de force, cela arrive s'il existe un
champ scalaire ¢ tel que

F=- grad ¢.
Dans ce cas, le champ ¢ s'appelle potentiel (scalaire) de F.

e Donc le potentiel de V = Vf est le champ ¢ = —f!




Exemples de forces conservatives

Exemples —

e La force gravitationnelle f(r) = m?(r) et la force de Coulomb
F (r) = q E (r) sont conservatives.

Justement : quel est leur potentiel 7

N\ Yo =
e La force de Lorentz (due a un champ magnétique B),
la pression, le frottement ou un choc sont des forces
non-conservatives.

Questions —
o Comment savoir si une force F est conservative ?

e Si elle I'est, comment trouver son potentiel ?

22



Rotationnel d'un champ vectoriel

Définition — Soit V : D = R3 — R3 un champ de vecteurs. Le
—
rotationnel de V est le champ de vecteurs sur D, noté
— —
rot V = ﬁx V' (produit vectoriel, en France A), donné par :

77k
=1V _|ao o @
rot V. =| & 5 =

Vi V, V,

_ (Ve _9Y% > Vi Ve~ oVy v\ T

(8y_07>l+(02_0x)1+<67_&y k
=2V _ (1o Ve & Vo Vi 5 1{0(pVe) Vo T
rot V —(;a@z z)ep+<¥ ) T\ T ) K
V) _ _1 AsinBVy) Ve = , 1 (o(rVe) a8V, =
rot V _rsin9< o o )& T (Tar T ) e

1 1 0V, 0rVe)\ =
+F<sinea¢'* ar )



Exemples de rotationnel

Exemples — En coordonnées cartesiennes :

— -

oV(x,y,z)=—yl+XJ

otV x\ 7 o(— nd
rot V(x,y,z) = (%S_%Z>,+< (azy)_ig>1+<

. V(X,y,z) = x2T+2xy] + zk

rot V(x,y,z) =07+07+ (2y)k
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Exemples — En coordonnées cylindriques et sphériques :
« Vip,p.2) =sinpé, +pk
2/ 10 a0\ Osi 0 -
rot V(p,p,z) = <;£ az) é + < 53'2@—6—2) e,
1 { d(p-0) dsinp \ 1
o3 (30 22me)

p Op

. \_/)(r,e,go) =sinpé +ré

V2 1 O(sin0-0)  or\ o~ , 1 (o2 Jsinp) —
ﬁv(he,@) - rsin0< 00 T Op e”+7 or 00 €
1 1 Jdsing  0(r0)\ -
+7 <sin9 Op or €0
PR Py

. cosp o
—2€¥, rsinf €6 -




Champs irrotationnels

Proposition — Le rotationnel est un opérateur linéaire agissant sur
- 2 —>
les champs de vecteurs (ici U et V') :

ﬁ()\U —i—,u\7) = Atot U + prot V,  pour tout A\, y e R
et satisfait I'identité

rot (grad ¢) = 0, pour tout champ scalaire ¢.

Définition — Un champ de vecteurs V se dit irrotationnel si
rot V = 0.

e Donc tout champ de gradient V= grad ¢ est irrotationnel.

e Mais un champ irrotationnel n’est pas toujours un gradient !
Pour savoir s'il I'est, il existe un critére basé sur les proprietés
topologiques du domaine D du champ.
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Ensembles simplement connexes et contractiles

Définition — Un sous-ensemble D de R? ou de R3 s'appelle :

e Connexe si tous les points de D peuvent étre joint par une courbe
contenue dans D.

D o0 @0

connexe connexe non connexe

e Simplement connexe s'il est connexe et toute courbe fermée dans D
peut étre déformée en un point.

R" simpl. connexe
R\ point, R3\ droite

simpl. connexe non simpl. connexe non simpl. connexe

e Contractile si on peut déformer |'espace entier D en un point.

1 1

I |

(]

Lrm - |

D ... ' e
. . =
non contractile non contractile U 4

contractile simpl. connexe non simpl. connexe contractile




Lemme de Poincaré (cas simplement connexe)

Ve ~ . - .
Théoreme — Soit V' un champ de vecteurs sur R3 et soit D — R3
un ensemble simplement connexe. Alors :

—

\7=gradd> surD < 1otV =0 surD.

e Ainsi, si F est un champ de force sur D ¢ R3 -

Si D est simplement connexe :

- —>
? est conse.:rvatlve. F est un champ
(a un potentiel scalaire) irrotationnel

e Attention — On ne peut rien dire sur F si D n'est pas
simplement connexe : tout peut arriver !

25



Calcul du potentiel scalaire

Probleme — Soit V un champ vectoriel de R3 tel que tot V =0, défini
sur un domaine D simplement connexe. _
Trouver son potentiel scalaire ¢, tel que V = —Vd).

Méthode — Pour simplifier, on cherche I'opposé de ¢ : une fonction

f: D — R telle que V = Vf. En coordonnées cartesiennes :
of of of
1) — =V, 2) — =1V, — =V,
o 2 @ 5=% 0 3
e On integre (1) et on trouve

f(x,y,z) = f Vi(x,y,z)dx + g(y,z). (4)

e On dérive f par rapport a y, on trouve 8—5 avec (2) et on l'integre :

gy, z) = J%(y, z)dy + h(z). (5)

e On met (5) dans (4) pour obtenir a nouveau f. On dérive f par rapport a
z et on utilise (3) pour trouver h'(z) et donc h(z).

o A rebour, on insere h(z) dans (5) pour avoir g(y,z), qu'on met dans (4),
et on obtient enfin f(x, y, z).



Exemple : calcul du potentiel scalaire

Exemple — Soit V(x,y,z) =2xyT+ (x> + 2)7 + y k.
e D'abord on vérifie que otV =0.

e Puisque V est défini sur tout H&f qui est simplement connexe, par le
Lemme de Poincaré on sait que V' est un champ de gradient.

e Cherchons la fonction f telle que V= grad f. On a

() Z=29, (@ £=x+z () L=y

e (1) donne f(x,y,z) = J.2xy dx +g(y,z) = Xy + gly, z).

e (2) donne g—; =x2+ 2—5 = x%2+ 2z, dol suit %5 =z,
ensuite g(y,z) = szy + h(z) = zy + h(z)
et enfin  f(x,y,z) = x%y + zy + h(z2).

e (3)donne L =y+H(z)=y, dou H(z)=0 et h(z)=c.

OOnaalors‘ f(x,y,z) =x2y +zy + ¢ ‘
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Exemple : potentiel du champ gravitationnel

GM

Exemple — Soit G (r) = ——5 & le champ gravitationnel.
r

e D'abord, vérifions qu'il admet un potentiel :

w0l G () =75 () & + i (-H) & =0

rsin @

o Le champ G est défini sur D = {(r, 6, ) | r > 0} = R¥\origine, qui est
simplement connexe. Par le Lemme de Poincaré, 6 admet donc un
potentiel scalaire.

e En coordonnées sphériques : cherchons une fonction ¢(r, 0, ¢) telle que
3 = fgraa) ¢, c'est-a-dire

_9b g _ 1 g 1005 _ _GM g
or " rsinf op € r o6 €0 = 2 Cro
Cela donne les équations
2 _ GM 2 _ o6 _
(1) 2= (2 Z-0o (3 %-=0

e (2) et (3) disent que ¢ ne dépend pas de ¢ et de .
o (1) devient alors  ¢/(r) = €, d'oli suit  ¢(r) = —<M = V/(r).



4.5 — Champs incompressibles

Ch. 4 — Champs

4.5 — Champs incompressibles
Dans cette section :
e Divergence
Champs a divergence nulle (incompressibles, solénoidaux)

Potentiel vectoriel

Lemme de Poincaré (cas contractile)

Calcul du potentiel vectoriel

Le champ magnétique B et son potentiel A
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Divergence

Définition — Soit V : D = R3 — R3 un champ de vecteurs. La
divergence de V est le champ scalaire sur D, noté div V = V-V
(produit scalaire), donné par :

. —_—>
divV = aVX + avy + ‘WZ

vV lM 1
divV = 5o 5 A,

.y _ 1 a(r2 Vf) 1 avgo 1 (?(sm9 Vg)
divV =5 or T Tsing 0p t e a0

Exemples —
e Vix,y)=-yT+x] = divV(x,y)=0.

divV(x,y,z) =2x+2x+1

e V(x,y,2) =X2T +2xy] +zk = _ax+1

En-31ls div?(r)—Qla<:§>_0

4re r 4e r2 Or



Propriétés de la divergence

Proposition — La divergence est un opérateur linéaire agissant sur
4 —>
les champs de vecteurs (ici U et V') :

—

div(AU—i—,uV)=AdivU+,udiv7, pour tout A\, u € R

et satisfait aux identités suivantes :

div(¢V) =¢divV +grade- V
div(U A V) =10t (U)-V =T 10t (V)
div (grad ¢) = A¢ (= Laplacien)
grad (div V) = AV +rotot V (AV = Laplacien vectoriel)
)

div (tot V) =0

pour tout champ scalaire ¢.
28



Champs a divergence nulle, incompressibles, solénoidaux

Définition —
. 7 ~ - . . 7
e Un champ vectoriel V est a divergence nulle si div V =0.

e Un fluide est incompressible si son volume reste constant quand il
est sousmis a une pression. (Par exemple, un liquide est consideré
incompressible, un gaz non.) Cela arrive si le champ V' qui décrit la
vitesse d’'écoulement du fluide a divergence nulle.

- . , . “ .
e Un champ de vecteurs V' qui décrit un courant de matiére est dit
solénoidal (du greque sélen = tuyau) si le volume de matiere
transportée est constant (comme s'il était contraint dans un tuyau) : cela

- . . 7
arrive si div V' = 0.
. 1 , . .

Exemple — Un champ de gradient grad ¢ est solénoidal si

. R

div (grad ¢) = A¢ = 0,

c'est-a-dire si la fonction ¢ est harmonique.



Potentiel vectoriel et invariance de jauge

Définition — Soit V un champ de vecteurs. On appelle potentiel
. — — — s —
vectoriel de V' un champ U tel que V =rot U.

Proposition —

. - . - w2 \
e Sile champ V admet un potentiel vectoriel, alors V est a
divergence nulle. (Car V =tot U et divrot U =0.)

o Si U est un potentiel de V, alors U + grad ¢ I'est aussi,
quelconque soit le champ scalaire ¢.
(En effet, on a
rot (U—i—graa (;5) =10t U = \7,
car rtotgrad¢ =0 pour tout ®.)

Définition — Le remplacement U-TU+ @(i) s'appelle
transformation de jauge, la liberté dans le choix du potentiel

vectoriel est due a I'invariance de jauge du champ V et le choix

d'un potentiel s'appelle choix de jauge. 29



Lemme de Poincaré (cas contractile)

Remarque — Si V =rtot U alors div V = 0, mais si divV =0
— A —
alors V n’est pas toujours = rot U !

. - .
Théoreme — Soit V un champ de vecteurs sur R3 et soit D — R3
un ensemble contractile. Alors :

\—/>=1€fl_] sur D — div\7=0 sur D.

- - - -
e Ainsi, si V est un champ de vecteurs sur D R3 -

Si D est contractile :

V admet un «— Vesta divergence nulle
potentiel vectoriel (incompressible / solénoidal)

. . - . i
e Attention — On ne peut rien dire sur V si D n’est pas
contractile : tout peut arriver!



Calcul du potentiel vectoriel

Probleme — Soit V un champ vectoriel de R3 tel que div V= 0,
. . . . - -
défini sur un ensemble contractile. Trouver son potentiel vectoriel U,
— —
tel que V =rot U.

Méthode — En coordonnées cartesiennes, le potentiel vectoriel de %

57 — — 7 st - w2 -
est un champ U = f7 + g7 + hk défini sur D tel que V =rot U,
c'est-a-dire

o og _ o oh_ %8 of
(1) Oy g—VX, 2) 0z é’x_vy’ (3) ox oy %

o Il s'agit de trouver les trois fonctions f, g et h a travers leurs
dérivées partielles (9 en tout) a partir de seulement 3 équations
différentielles du ler ordre qui les relient.

e Ce systeme se résout par intégrations successives (comme pour le
potentiel scalaire), mais n'a pas de réponse unique : mis a part les
constantes, il y a en plus 6 (= 9 — 3) choix a faire!
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Cas particulier de champ et de potentiel

Cas particulier — Si V= V, k (c-a-d Vi =V, = 0), avec

— V,
divV = a(')’z

=0,

et on choisit h = 0 (ce qui fixe 3 conditions sur les 6 libres), il ne reste
. - - - . , .
qu'un potentiel de la forme U = f7+ gj sousmis aux équations

f f
1 %_0 @ Lo 3 ®_°

0 =0 20 B 55 %

e (1) et (2) assurent que f et g ne dépendent pas de z.

e Pour resoudre (3), il faut encore fixer arbltralrement af et ag (2

conditions), plus I'une des deux dérivées gf ou a— (dernlere condltlon
libre).



Exemple : calcul de potentiel vectoriel

Exemple — Soit V(X,y,z) — (xy2 —x3y) k.
e D'abord, vérifions qu'il admet un potentiel vectoriel :

Axy? — x%y)

P = 0.

div V(x, y,z) =

. . - Ve 7
e Puisque D\—/> = IR3 est contractile, par le Lemme de Poincaré V
. . - o
admet un potentiel vectoriel U défini sur tout R3.

e Cherchons l_] sous la forme
U(X,y,z) =f(x,y)T+g(x,y)J
(h=0etdonc%=g—§=0)tel que

og  of

e Y 2 3
(3) x oy Y XY
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Solution 1 : on choisit

A 1
% —xy? = glxy) = fxyz dx + G(y) = §X2y2 +G(y)

R 1
g—;:x3y = f(x,y):JXE}ydy—f—F(x):§X3y2+F(X)

ol F(x) et G(y) sont des fonctions arbitraires. On a donc
— 1 1
Uitxy2) = (32724 00 ) 74 (3272 4 60)) 7

Solution 2 : on choisit
B_0 = glxy) =Gy
)

L=XCy—x? = flxy) = |(Cy—x)dy+F(x)
= 1 x3y? — xy3+lE(X)

~

oll F(x) et G(y) sont des fonctions arbitraires. On a alors

— 1 1 ~ Lo~
Ua(x,y,z) = (2x3y2 - §Xy3 + F(X)) T+ G(y)J



Transformation de jauge — La différence entre les deux solutions
trouvées est donnée par le gradient d'une fonction : par exemple, en

choisissant toutes les fonctions F, G, F et G égales a zéro, on a

le(Xaya Z) - Uz(X,%Z) = %Xy37+ %Xzyzj

= gr—agl (%x2y3 + C) .
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Exercice : le champ magnétique

Enoncé — Un courant d'intensité | qui passe dans un fil droit placé
sur l'axe k engendre le champ magnétique (statique)

— wl y x
B(x,y, :—(— + ),
(x,y,2) 2 x2+y2 Ty yed

ou |t est la permeabilité magnétique. La force que B exerce sur une
charge q placée en position (x,y,z) en mouvement avec vitesse vV est

donnée par — —
P F(x,y,2) =qV A B(x,y,z)

et s'appelle force de Lorentz.

. s ey s r—¢ .
1) Trouver le domaine de définition de B, son expression en
coordonnées cylindriques et en dessiner quelques valeurs.

Réponse —
o Ds={(x,y,2) eR3| x4y 0} = RS privé de I'axe k

Donc Dg n'est pas simplement connexe (et pas contractile).




e L'expression de E)(x,y,z) = ul (— -
coordonnées cylindriques est :

Blpw,z) =4t (—espersecgey)

P P
wl 1l
= (S
2m p ¥
. —>
e Le dessin de B est alors :
k kk - .
< pe Dl P
. T 7~ . sz b A s
’/——> < v &N—/)ja
— > =
e -
=
? 'S Lol “ﬁg*
v/‘— 7 x “ A r
— < Nﬁl/ 2))
3 -
~ A3 <«
&= Pl Pl
i
/o e A =
“ v 4y “ ii%ﬂa
— > =2
ke -
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2) Le champ B = Ll 1e est-il conservatif?
p

Autrement dit, admet—// un potentiel scalaire ?

Réponse —

*Ona 1T e (1 10 (1
oy AL A 0 IR (R 5l Y
2w 0z \ p pop \" p
Par le lemme de Poincaré alors, on sait qu'un potentiel scalaire ¢ existe
sur tout sous-ensemble D < Dy simplement connexe,

par exemple sur D = R3 privé du demi-plan ¢ = 0.

e Calculons ¢ tel que B = —grad ¢ sur un D simplement connexe :
5o} 106  poll 09
1) —— = 2) ———=—-
(1) 2 ) 230 2r p 3 —5,=0

(1) et (3) disent que ¢ ne dépend pas de p et de z.

(2) s'écrit % = *%rl == P(p) = MOI (¢ + o)




e Or, le potentiel ¢(p) = —’%’ (p+ o) est bien défini et continu
seulement si ¢ ne fait pas un tour complet autour de I'axe k!

En effet, si ¢ peut faire un tour complet, au méme point physique donné en
coordonnées polaires par @ ou ¢ + 27, on a deux valeurs distinctes du

champ
do =~ gy et ¢ =—1 (g + 27),
ce qui n'a pas de sens.

. - y . .
En conclusion, le champ B n'a pas de potentiel scalaire sur
tout son domaine de définition.

e Par contre, le champ B admet bien un
potentiel scalaire sur I'espace R3 privé d'un
demi-plan contenant |'axe k, par exemple le
demi-plan xOz des x positifs.
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3) Le champ B admet-il un potentiel vecteur ?

Réponse —
110 (1
e Ona diV§(Pa5072)_l;Oﬂ-p5@(p>_0.

. , . ' . . e .
Par le lemme de Poincaré alors, on sait qu'un potentiel vectoriel A existe
sur tout sous-enemble D = Dy contractile,

par exemple D = R3 privé du demi-plan ¢ = 0.

e Calculons A tel que B =rtot A sur un D contractile. En générale :
N . . -
Alp,p,z) = f(p, v, 2) € + &(p,p,2) € + hip,p,2) k

est sousmis aux équations

adpg) _2f\ _
op op

—
[l
S~—
D =
‘Q}
>
|
m‘m)
N[0
I
o
—
N
—
Q)‘Q)
[NIEN
|
m‘m
DIz
I
N[E
N
D =
—
w
=
D =
—

et on a six choix a faire pour avoir une solution (plus des constantes).



oOnchoisitf=g=0et%=0, alors on a:
(1) % =0 = hnedépend pasde ¢ (choix: ¢y =0)
(2) g—z = —‘%’% = h(p) = —“2%: Inp (choix : po = 1)

Avec ces choix, I'expression du potentiel magnétique A est

Alp) = 1L In(p) k

e Contrairement au potentiel scalaire ¢, le potentiel magnétique A
est bien défini partout sauf en p=0:

. ) e .
En conclusion, le champ magnétique B admet bien un
potentiel vectoriel sur tout son domaine de définition !
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Chapitre 5
Circulation et flux

Ch. 5 = Flux
5.1 — Courbes
5.2 — Circulation
5.3 — Surfaces
5.4 — Flux, Stokes et Gauss



5.1 — Courbes

Ch. 5 = Flux
5.1 — Courbes

Dans cette section :
e Courbes données par deux équations
e Courbes paramétrées

e Elément de ligne
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Courbes

Idée — Une courbe est une figure géométrique C de dimension
intrinséque égale a 1, comme une droite, une parabole, un cercle, ou
['union d'arcs de ce type :

/OO R R

e Une courbe est plane si elle est contenue dans un plan.

e Elle est orientée, et notée C*, si on fixe un sens de parcour
(il y en a toujours deux).

_ c* Cc™
Dans ce cas, on note C~ la Y N
courbe orientée dans le sens
opposé.

e Elle est fermée si en la parcourant en revient au point de départ,
comme sur un cercle.



Courbes données par des équations

Définition — Comme sous-ensemble de R3, une courbe est |'union
d’'ensembles donnés par deux équations :

C= {)?6 R3 | F(X) =0 et G(X) =0, plus restrictions sur )?}

ol F, G : R3 — R sont deux fonctions réelles et les “restrictions”
sont des inégalités dans les coordonnées.

Exemple —
e En coordonnées cartesiennes, les équations z

2

x—y=0 et x*—z=0,

avec la restriction x € [0, 1], décrivent un
arc de la parabole z = x? sur le plan y = x.

e En coordonnées cylindriques, le méme arc de parabole est décrit par

p?—2z=0 et @—7m/4=0 avecpe[0,v2]
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Courbes paramétrées

Définition — Une courbe paramétrée est une courbe pour laquelle
on donne aussi la facon de la parcourir en fonction d'un parameétre t
(qui représente le temps en physique) :

C= {v(t) — %(t) | te[to,tl]c]R},

oll 7 : [to,t1] — R3 est une fonction vectorielle dérivable qui
s'appelle paramétrisation et denote souvent la courbe méme.

L'orientation de ~ est donné par le sens croissant de t.
La courbe est fermée si () = v(t1).

Paramétrisation des coordonnées —

e cartesiennes : ’ v(t) = (x(t), y(t), z(t)) ‘

e cylindriques : v(t) = p(t) & (t) + z(t) k

e sphériques : ’ v(t) = r(t) e (t) ‘




Exemple : paramétrisation d'une courbe

Exemple — L’'arc de parabole

peut étre paramétré comme suit :
x y

e En coordonnées cartesiennes, on a z = x?2, y=x, et

x €[0,1], alors on peut choisir
x(t)=t, y(t)=t, z(t)=1t? avecte]0,1]
et on obtient ~y(t) = (t,t,t?), avec te [0,1].

e En coordonnées cylindriques, on a  p? =2z, o =7/4, et
pe [0,4/2], alors on peut choisir :

p(t) =t @(t)=n/4, z(t)=1t%/2, avecte[0,2]

et on obtient (t) =t €, (t) + t2/2 k, avec te[0,v2].
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Vitesse et accéleration

Définition — Pour une courbe paramétrée y(t) = X(t) on appelle :
o vitesse, le vecteur Y(t) = Zx(t) |,
e accéleration, le vecteur A(t) = j—;i(t)

Lemme — Les vecteurs T, J et k sont constants, par contre :

{

- L & =pé, +06&
€ = P&y

L €, = —psinf e — pcost &
€, =—pE€,

€ = —0é& + pcosl e,

Paramétrisation de la vitesse en coordonnées —

e cartesiennes : Y(t) = x() T+ y(t) T + 2(t) k

e cylindriques : F(t) = p(t) e, (t) + p(t)p(t) e, (t) + 2(t) k

e sphériques :




Courbes régulieres

Définition — La courbe v : [tg, t1] — R3 est réguliére si la vitesse
ne s'annulle jamais, c'est-a-dire si

4(t) # 0 (oubien ||¥(t)] # 0) pour tout t € [to, t1].

Dans ce cas, la vitesse est un vecteur tangent a la courbe, et on
appelle :

e élément de ligne, le vecteur dl =4(t) dt |;

e abscisse curviligne, la primitive de |¥(t)|, notée s = s(t),
doncona| s'(t)=[4(t)] |;

« élément d'arc, la différentielle | ds —[4(t)] dt |;

s(t1)
e longueur, |'intégrale L3 (v) J [7(t)| dt = J ds

s(to)
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Exemples de courbes paramétrées

Exemples —

e Parabole : x =y, z=x%et xe[0,1] 5
v(t) = (t, t,t?) avec te0,1] )
A(t) = (1,1,2t) =7+ + 2tk X

[5(t)| =v2 +4t2#0 = -~ est réguliere
dl = (1,1,2t) dt = dt T+ dt ] + 2t dt k.
2 22

« Ellipse : %+Z=1ety=o z

~(t) = (3cost,0,2sint), te]0,2n]
4(t) = (=3sint,0,2cos t) # 0

—

dl = (—3sint,0,2cost) dt = —3sint dt 7+ 2cost dt k.

<



e Hélice circulaire :

v(t) = (cost,sint,t) avec te[0,6m]

_— X2+y2:1, %Ztanz (SIX?éO)

4(t) = (—sint,cost,1) 0 = ~ rég.
= dl =(—sintT+cost] +k)dt

()| = \/sin2t +cos?t + 1 =+/2

2T 21
= %Ww=()MwM#=L\@m=2%m

En cylindriques : p(t) =1, ¢(t)=t, z(t)=
= ) =p(t)§ +z()k =¢ +tk
Y1) = p(t) & +p(t)p(t) & +2()k =€, +k

—

= dl = (€, +k)dt

z
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5.2 — Circulation

Ch. 5 = Flux

5.2 — Circulation

Dans cette section :
e Circulation d'un champ de vecteurs le long d'une courbe

e Circulation d’un champ de gradient



Circulation et intégrale curviligne

Définition — Soit V un champ de vecteurs de R3 et soit C* une
. Vi . w2 Ve 7
courbe orientée dans le domaine de V', paramétrée par
- - 7
7v: [to, t1]—R3. On appelle circulation de V le long de C*

I'intégrale curviligne

0

L V.dl— fl V(y(1) -4(t) dt

N 7 . - 7 Ve 7 .
ol V (y(t)) indique que le champ V est évalué sur les points de la
courbe et - indique le produit scalaire entre vecteurs.

Notation — Si CT est une courbe fermée,
. . 7 Y, .
la circulation de V' le long de C* s'écrit

J

Cc+

— —

V.d

¢

Proposition — Si C~ est orientée dans le sens opposé 3 C*, on a

V.d -
Cc- c+

V. dl.
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Signification de la circulation

Remarque — Dans I'expression de la circulation

[ v-a-["Vew-i

0

le produit scalaire \_/>(’y(t)) -4(t) représente la projection orthogonale

de \_/)(v(t)) dans la direction du mouvement le long de ~, donnée
par 3(1)




Exercices

Enoncé — Calculer la circulation des champs suivants, le long des courbes
indiquées.

z

e Champ T:)(X,y7z) —zT—yJj+xk
Parabole ~(t) = (t,t,t?), te0,1] /

Ré -0 -
eponse = na FOy(t)=t27T—tj+tk

A(t) =T +7 + 2t k.

La circulation de F le long de ~ est donc

f.@_f

0

1
:L <3t2—t> dt
1 1

:[t3—1t2]1:1—:::-

~

<t2 —t+ 2t2) dt
G
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e Champ V(p,go,z):we; +zé€, +pk z

Cercle x2 +y2 =9, z=2
orienté en sens antihoraire x

Réponse — On paramétrise ~(t) = p(t) €, + z(t) k avec
p(t) =3, o(t)=t et z(t)=2, te]0,2n].
On a alors
V(y(t)=te +26, +3k
i) = 4(t) & +p()p(t) & +2(t) k=3 ¢
et la circulation de V le long de v est donc

27
JT/’FZ:J 6 dt = 127.
o 0



4

e Champ U(r,9,¢)=¢e7~l—sin9e; +reé \,
Demi-cercle x> +y?>+2z>=4, y=x>=0
orienté en sens horaire

Réponse — On paramétrise ~y(t) = r(t) & avec

On a alors
U(y(t) = /4 & +sint é, +2 &
Y(t) = F(t) & +r(t)p(t) & +r()f(t) &§ =26

. - -
et la circulation de U le long de v est donc

JU’.JZ:J 4 dt = 4r.
0% 0
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Travail d'une force

Définition — Soit F un champ de force de R® qui déplace un corps le long
d'un trajet paramétré par la courbe v: [to, t;] —R3.

Le travail de la force F est I"énergie W fournie _
pour accomplir le déplacement et est donné par W = f F.dl
la circulation de F le long de ~. il

Exemple — Calculons le travail effectué par la force

- 4
f(x,y,z) =zT—yJ+xk
pour déplacer un objet le long de I'arc d’hélice X
~(t) = (cost,sint, t), te[0,2n].

Ona F(y(t)=tT7—sint]+cost k
Y(t) = —sint 7+ cost ] + Kk,

(—tsint—sintcost+cost) dt

21

27 1 27
:[tcost] —f cos t dt—[fsinzt] +f cost dt = 2.
o Jo 2 0 0



Circulation d'un champ de gradient

Théoréme —

e La circulation d’'un champ de gradient le long d'une courbe C* qui
joint deux points A et B de son domaine de définition ne dépend pas
de la courbe mais seulement des deux points :

f@f-??:f(B)—f(A) et J—M¢~FZ=¢(A)—¢(B)
c+ C

+

e La circulation d'un champ de gradient le long d'une courbe fermée
C* contenue dans son domaine de définition est nulle :

fﬁgradf-d_Z:O et jg—grad¢-c7220
c+ c+

La premiére assertion se demontre par calcul direct.
La deuxiéme est un corollaire de la premiere, ou du théoreme de Stokes.



Exercice

Enoncé — Considerons le champ scalaire

1
y(z2 —x2)’

sur le domaine D ={(x,y,z)eR?®|y >0, z>x>0}. Calculer
le travail de la force conservative F = —gr—ad)qb le long d’une hélice
C* contenue dans D qui joint le point A = (0,1,2) au point

B = (3,4,5).

¢(Xaya Z) =

Réponse — Le travail de F = —grad ¢ le long de C* vaut :

W= — grad¢d€ :¢(07172)_¢)(37415)

_ 1 1
VA0 /a(25-9)
1 3

11 _
2 24 B




5.3 — Surfaces

Ch. 5 = Flux

5.3 — Surfaces

Dans cette section :
e Surfaces données par une équation
e Surfaces paramétrées

e Vecteur normale et élément de surface

46



Surfaces

Idée — Une surface est une figure géométrique S de dimension intrinséque
égale a 2, comme un plan, un disque, un paraboloide, une sphére, un
cylindre, la bande de Moebius, ou leur union :

1]
111

e Une surface est plane si elle est contenue dans un plan.

e Elle est orientable si on peut distinguer deux cotés. Ceci n'est pas
toujours possible, par exemple pour la bande de Moebius.

o Une surface orientable est orientée, et notée ST, si on choisi un
sens de traversée, indiqué par
un vecteur sortant. Dans ce
cas, on note S~ la surface
orientée dans le sens opposé.




Bord des surfaces et surfaces fermées

e Le bord d'une surface S est la courbe 0S qui délimite la surface, par
exemple le cercle qui entoure un disque, ou les deux cercles qui délimitent
un cylindre.

e Le bord d'une surface orientée est automatiquement orienté de telle sorte
qu'en le parcourant débout (direction sortante de S),
la surface se trouve sur la gauche.

e Une surface S est fermée si on peut distinguer son intérieur de son
extérieur, comme pour la sphere. Cela arrive si son bord est vide :

0S5 =¢.

e Une surface fermée S delimite un solide Q — R3, comme la sphere qui

entoure la boule unitaire. On dit alors que S est le bord de 2, et on écrit :

S =0Q.
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Surfaces données par une équation

Définition — Comme sous-ensemble de R3, une surface est I'union
d’ensembles donnés par une équation :

S= {)?e R3 | F(X) =0 plus restrictions sur les variables}

ol F :R3 — R est une fonction réelle et les “restrictions” sont des
inégalités dans les coordonnées.

Proposition — Le graphe d'une fonction f : R?> — R est une surface
d'équation z = f(x,y), avec (x,y) € Ds.

Exemple — z=x? x,ye[0,1] zp o ,
décrit un cylindre parabolique, - o
d’axe Oy. : ﬁ_‘j
Dans ce cas, S est non fermée et son bord XYoo oy

0S est I'union de quatre courbes.



Surfaces paramétrées

Définition — Une surface paramétrée est une surface ou les points
sont décrits par deux parametres indépendants u et v :

S = {f(u, v) = X(u,v) | u€e|u,u1], ve[w,v] },

ot f:[up,u1] x [vo,v1i] —> R3 est une fonction vectorielle
différentiable qui s'appelle paramétrisation de la surface.

En coord. cartesiennes : ‘ f(u,v)= (x(u,v),y(u,v),z(u,v))‘

Exemples —
e Cylindre parabolique : z = x? x,ye[0,1]
sionposey=u, x=vetz=v? ona

f(u,v) = (v,u,v?), wu,vel0,1]

e Hyperboloide : z =xy, x,y€][0,1]
sionpose x=u,y=vetz=uv,ona

f(u,v) = (u,v,uv), u,vel0,1]
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Surfaces reguliéres et vecteur normal

Définition — Une surface S paramétrée par f : U x V — R3 est
reguliére au point f(u,v) sile

e vecteur normal

nlu,v) =

of(u,v)  0f(u,v)

ﬁu/\av

est bien défini et non nul. Dans ce cas, S est orientée par 7, et on

appelle :

e élément de surface, le vecteur

e élément d’aire, le scalaire ‘ dA = ||a(u, v)| du dv ‘

ds = n(u,v) du dv

e aire de la surface, I'intégrale double

UxV

Aire (S) = J J (u, )| du dv — H dA

UxV




Exemples de surfaces paramétrées

Exemples —
z ,,,,,
e Cylindre parabolique : z = x2, x,y € [0, 1] , 7
f(u,v) = (v,u,v?), u,vel0,1] §$ﬂy
Xy - ,v/
0 1 2v
ai=|1|A| 0 |= 0 vecteur orienté vers le bas
0 2v -1

dS =2vdudvi—dudvk

e Hyperboloide : z = xy, x,ye€][0,1]
f(u,v) = (u,v,uv), u,vel0,1]

1 0 —v
a=|0|Aa|l1]=]|—-u vecteur orienté vers le haut
v u 1

dS=—vdudvi—ududv]+dudvk
49



e Cylindre circulaire : x>+ y? = R? ze|0,H]
en coord. cylindriques : p = R, donc

f(p,z) = (Rcosg, Rsingp, z)

avec p € [0,27[ et z € [0, H]

—Rsingp 0 Rcos ¢
A= Rcosep |A[O]=1] Rsinp vecteur sortant
0 1 0

e Démi-sphere: x> +y?>+22=1, z>0

en coord. sphériques : r =1, donc N
f(p,0) = (cossinb,sinpsin6,cosb) Y
avec @€ [0,27] et 6 € [0,7/2] X3
—sinpsinf cos ¢ cos 0 —cos psin’ 6
= | cospsind |a| sinpcosd |=| —sinpsin®d vecteur entrant

0 —sin6 —sinfcosf



5.4 — Flux, Stokes et Gauss

Ch. 5 = Flux

5.4 — Flux, Stokes et Gauss

Dans cette section :

Flux d'un champ de vecteurs a travers une surface

Théoreme de Stokes-Ampere

Cas particuliers, Théoréme de Green-Riemann

Théoréme de Gauss
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Flux et intégrales de surface

Définition — Soit V un champ de vecteurs de R3 et ST une surface
contenue dans le domaine de V, paramétrée par f : U x V — R3,
et orientée par le vecteur normal 7. On appelle flux de V a travers
ST l'intégrale de surface

ﬂ_’ ds = ” -ﬁ(u,v) dudv |,

UxV

ou V(f(u, v)) indique que le champ V est évalué sur les points de la
surface et - est le produit scalaire de vecteurs.

Notation — Si ST une surface fermée, #\7 . dl
- .
le flux de V' a travers ST s'écrit

Proposition — Si S~ est orientée dans le sens opposé a ST, on a

JJv-a--]jv-a



Exercice

Enoncé — Calculer le flux des champs suivants, a travers les surfaces
indiquées.
N . . o
o Champ V(x,y,z)=xT4+zj+yk
Hyperboloide f(u,v)=(u,v,uv), u,ve[0,1]

Réponse — On a . .
V(f(u,v))=uT4+uvi+vk
Alu,v)=—vi—uj+k

donc le flux de V i travers S* vaut

Jf\_/)d = Jj (—uv — v?v +v) du dv
S+

[0,1]x[0,1]

1 1
:J(7u7u2+1) duf v dv

0 0

1, 1,3 Tirl,pt (1 1 1 1
=[5 5= (25 6



e Champ \7(x,y, Z)=xzT—yzJ
Cylindre f(¢,z) = (Rcosy, Rsing, z),
€ [0,2x[, ze€]0,H]

Réponse — On a

V(f(p,z)) = Rcospz T — Rsinpz ]
n(e,z) = Rcosep 7+ Rsinp J

N
donc le flux de V 3 travers ST vaut

Jf\_/)d = Jf R?(cos? ¢ —sin® )z dy dz
S+ [0,

27| %

27r H
= R2f cos(2¢) dapf z dz
0 0

1sin(2g0)]z7T [EZZ]H =0

:R2[
2 2 o



Théoreme de Stokes-Ampere

, < i — 7 . ,
Théoréme — Si V =rot U et ST est une surface orientée
quelconque, avec bord 0S™, on a :

Hr—om.z_ 3€U.d7
5+

oS+

Autrement dit :

Le flux d'un champ rot U 3 travers une surface S* est égal a la
circulation de U le long de son bord 0S™ .
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Exemple

Exemple — Champ \7(x,y, Z)=xzT—yzjJ
Cylindre f(p,z) = (Rcosp, Rsingp, z),
pe[0,2n], ze][0,H]

e On remarque que div V(X,y,z)j z—z=0.

Puisque D\—/> = IR3 est contractile, V a un potentiel vectoriel U.

Aprés calculs, on trouve : U(X,y,z) = xyz k.

e On applique alors le théoreme de Stokes :
[[v-@-|[wv.a-§va
S+ S+ oS+

o Le bord de ST est composé de deux cercles orientés

a(t) = (Rcost,Rsint,0) et p(t) = (Rcost,—Rsint, H),
avec )
G(t)=—Rsint 7T+ Rcost] et ((t)=—Rsint7— Rcost].

e Onalors U-a(t)=0et U-A(t) =0, donc J-J\_/)£=O



Cas particuliers du théoreme de Stokes

e Si ST est une surface fermée, on a :
\ \
# ot U-dS=0 ““9
5+
S+ rot U

En effet, le bord d'une surface fermée est vide, et la circulation de U le long
d'une courbe vide est nulle.

e« SiU = grad f et CT est une courbe fermée,
ona: St
3@ gradf -dl =0 cr oS

Cc+

En effet, la courbe fermée C* est le bord d'une surface ST et

ﬁ@f:o, donc
%graa)ﬁJZ:ffﬁﬁiﬂﬁ:O.
S+

Cc+
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Théoreme de Green-Riemann

o Si St est une surface plane dans le plan xOy, z v
et V =tot U est orthogonal 4 S, @éj
le champ U ne dépend pas de z et on a : X

v (é’Q 8P>/-(».

5_&)/

T(x,y) = P(x,y) T+Q(x,y)] et V=

Dans ce cas: Théoréeme de Green-Riemann :

ﬂ(wg’;) dx dy = Jﬁ (de+Qdy)

Oox
aS+




Exemple

Exemple — Champ V(x,y,z) =xzT—yzJ

Cylindre précédent fermé par les deux disques
a hauteur z=0et z = H.

e Puisque V =10t U avec U(X,y,z) = xyz k,
et 0ST =5, ona:

ﬁ@Vﬁ:# AR
S+ S+

—

U-dl=o0.

Il
Sy

oS+
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Théoreme de Gauss-Ostrogradski

Ve ~ . -
Théoréme — S/ V est un champ de vecteurs quelconque et S™ est
une surface orientée fermée, qui delimite un espace borné <,
c'est-a-dire que 0Q0 =S, ona:

U V. dS =q div V dx dy dz

S5+=0Q

Exemple — Si V est un champ avec divV =5,
et S est la coquille d'un oeuf Q de volume 4,

—
le flux de V' entrant dans |'oeuf est :

ﬁ\_/)-xszfdiv\_/)dxdydz
St Q

= SJJJdX dy dz =5 Vol () = 20.
Q



Exercice

Enoncé — Calculer le flux du champ de vecteurs
V(X,y,z) =27+ y* T+ 2%k

3 travers le céne St d'équation z2 = x*> + y?, z € [0, 3], paramétré
par
f(p, ) = (pcosy, psingp, p)
pe[0,3],¢€[0,2n].

Réponse —

e D’abord, on observe que la surface S n'est pas fermée, car son bord 05
est le cercle x> + y2 =9 et z = 3.

e Ensuite, on observe que  div V(x,y, z) = 2x + 2y + 2z # 0.

. Ve N . 37 \
e Alors on ne peut appliquer aucun théoreme, il faut calculer le flux de V' a
travers ST en utilisant la définition. 55



e Pour : V(X,y,z) =x2T+ 2T+ 22k
et ST f(p,p) = (pcose,psing,p), pe[0,3], ¢ € [0,27],
ona:

V(f(p.@) = pPcos’ o T+ p*sin’ o J + p* k,

cos —psing —pCos
A= | sinp |A| pcosp |=| —psing
1 0 P

o Le flux est alors :

J‘[_) ds = Jf p3cos3<p—p3sin3go+p3) dp dy
[0,3]x[0,27]
3 27
:J 0’ dpj (1 —cos®p —sin’p) dy
0 0
_ 8lw
-5

1
2342
4

27 27
parce que J. cos® p dy = f sin® do = 0.
0 0



Exercice

Exercice — Calculer le flux du méme champ de vecteurs

V(x,y,z) =T+ 7+ k
3 travers la surface fermée St formée du céne précédent z> = x> + y?,
z€[0,3] et du disque x*+ y?> <9, z =3, orientée par les vecteurs
normaux sortants.

Réponse — Puisque la surface est fermée, on peut utiliser le théoreme de

Gauss :
#\7’-% = fﬂdiv\_/’ dx dy dz,
S+ Q

ou £ est le solide entouré par S, donc

N

Q={(xy,2)eR® | X +y*< 7% 0<z<3},

et
div V(x,y,z) = 2x + 2y + 2z.
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On a alors, en coordonnées cylindriques,

ﬁ\_/)-£:2jff(x+y+z)dxdydz
S+ Q
3 271 z
:2f dzj dnpf p2(cosg0+sin<p)+pz)dp
Jd
3
2|, %

0

2f3
2f 1

1 p=z
3(cosp + sing) + 2p ] Odga

Q

dz sing — cosp) + =23

J\Zﬂ'

27 1
J Z>(cos ¢ + sin ) + z)dgo
52 ’

1 :|27T
= 5 27'[' dz
1 817r
¥



Exercice

Exercice — Calculer le flux du rotationnel de
V(X,y,z) =x*T+y* ]+ 2 k
3 travers le cone St d'équation z2 = x> + y?, z € [0, 3], paramétré par
f(p.) = (pcos g, psinp,p), pe[0,3],¢ € [0,27].
Réponse — Pour trouver ce flux on utilise le théoreme de Stokes :
[[@v-as-§v.a
S+ oS+

. 1
et on n'a pas besoin de calculer rot V.

Le bord 0S* est le cercle d'équation x> + y?> = 9, z = 3, orienté dans le
sens horaire, qu'on paramétrise par

~v(t) = (3cost,—3sint,3), te[0,2n].
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Onaalors: ~4/(t) = —3sint7 —3cost] et

-

V((t)) = 9cos® T+ 9sin? t7 + 9 k.
Le flux de tot V 2 travers le cdne S+ est donc :

Jfr?f\_/)«ﬁ:jg\_/-ﬁ
S+

oS+

27
- [ Vo v e

0

27
= J (— 27 cos® tsint — 27 sin? tcost+0) dt
0

1 1 2
= 27[§ cos®t — 3 sin® t]o

=0.



FIN DU COURS!

BONNE CONTINUATION!!
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