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Exercice 29

f) [——

x*4+2x+2

[l faut savoir pour commencer par déterminer si le polynéme du second degré
x* + 2x + 2 estirréductible ou non.

S’il n’est pas irréductible, il faudra le factoriser puis décomposer alors la fraction
en éléments simples.

Pour déterminer s’il est irréductible ou non, on calcule son discriminant :

A= 2% — 4 x 2 = —4 < 0 donc le polyndme x* + x + 2 est irréductible.

On cherche alors la forme canonique du polyndéme : x* + 2x + 2 = (x + 1) + 1,
Cela nous améne a effectuer le changement de variableu = x + 1 = h™1(x).On a
alors:x = u—1 = h(u) et dx = du. Ainsi,

[——dx=[——dx=[

X2 +2x+2 (x+1)%+1

u21+1 du = arctan(u) + C = arctan(x + 1) + C

ou C est un nombre réel.

h) [ —

x¥+x%+1

Etape 1 : Factorisation de X* + X* + 1

Onrésout X* + X* + 1 = 0 (dans C), en posantY = X2

On a alors 'équationY?* + Y + 1 = 0.

Le discriminant est égal a A =-3: on a donc deux solutions complexes

. , —1+iV3 2in —1-iV3 —2im
conjuguées:Y = . =es3 ;:Y= S =e?3
2im —2im

Onadonc: X?=¢e3 ouX*=¢ 3
Ces deux équations possédent chacune deux solutions dans C:

Z, =e3 ; Z4 = —e3; Z, :e_T:Z_O; Z =—e_T=Z_1.
OnaalorsP(X) =X*+X*+1=X-Z,)X—-Zy)X - Z)X — Z,)

Donc: P(X) = (XZ —(ei?n+e_7in)X+ 1) (XZ +(ei?n+e_7in)X+ 1) =
(XZ —2cos(§)x+1)(x2 +2cos(§)x+1) = (X2 —X+DX2+X+1)
PX)=X2—-X+DX2+X+1)
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Etape 2 : Décomposition en éléments simples :
_ ax+b cx+d
44x241 x2-x+1 x2+x+1

On cherche a, b ,c, d tels que "

On calcule :
ax+b cx+d  (ax+b)(x?+x+1)+(cx+d)(x%—x+1)
x2—x+1  x24+x+1 x4 +x2+1 B

(a+c)x3+(a+b—c+d)x?+(a+b+c—d)x+(b+d)
(x2-x+1)(x%24+x+1)
Par identification, on obtient :

at+c=0 a+c=0 2a = -1 a=-0,5
a+b+d—c=0©_ b+d=1<:> a+c=0© c=205
a+b+c—d=0 "")Ja—-c=-1 2b =1 b =05
b+d=1 b—d=0 b=d d=205
Ainsi, la décomposition en éléments simples obtenues est :
1 _ —0,5x+0,5 0,5x+0,5
x+x2+1 x2-x+1 x2+x+1"

Etape 3 : Recherche de forme de dérivées connues :
On utilise les formules de dérivation suivantes :

(In(w))' = u;’ et (arctan(u))’ = —

14+u?
—O,5x+0,5_ 0.25 2x -2 o5 2x — 1 N -1
x2—x+1 Tt —x+1 T Ix*—x+1 (x—-052-025+1
“05x+05_ | -1 -1
x2—x+1 U xZ-x+1 acy2 4o
_ (x—-0,5) +3
—0,5x+0,5_ 0.25 2x — 1 +4 -1
x2—x+1 77 |x2—-x+4+1 3 2
x—0,5 41
3
i 4
~05x+05_ . 2-1 -1 -1
x2—x+1 77T x*-x+1 3 (2(x—0,5)>2+1
V3
—0,5x + 0,5 2x—1 —1 /3 2/\/3
= —0,25 X +—X _
x2—x+1 x*—x+1 3 —=2/2(x-0,5
E
V3
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0,5x+0,5

Ainsi une primitive de — =

est—0,25In(x? —x+1) + £arctan(23 (x — 0,5)

De la méme fagon, on peut écrire :

050¢+05 _ . 2x+1 1 \/— 2/V3
x24+x+1 x2+x+1 3~ 2(x+0,5)
? (Bt 08)Y
V3
5x+0,5

Donc, une primitive de est0,25In(x®> +x + 1) + £arctan ( 23 (x + 0,5)

Conclusion :

sont les fonctions de la forme :

e g . 1
Les primitives de la fonction
x*+x2+1

—0,25In(x> —x+1)+0,25In(x? + x + 1) +§arctan (% (x — 0,5)

+ V3 arctan (i (x + 0,5) +C ou C est un nombre réel.
6 V3

] x
j) f (x+1)3 dx

Le dénominateur est déja factorisé.
Etape 1 : Décomposition en éléments simples :

a b c
On cherche a, b, c tels que i r T e Tt
a b ¢ __ a+b(x+D+c(x+1)*> _ cx’+(b+2c)x+a+b+c
On calcule : (x+1)3 + (x+1)2  x+1 (x+1)3 - (x+1)3

c=0 c=0

Par identification, on obtient :{ b+2c=1 @{ b=1":
at+b+c=0 a=-1

Ainsi, la décomposition en éléments simples obtenues est :

x -1 1
(x+1)3 (x+1)3  (x+1)2’

Etane 2: Primitives de ces éléments simples :
1 1

d+f dx = —-—+C

1)2 2(x+1)2 x+1

f (x+1)3 - f 1)3

ou C est un nombre réel.
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Etape 1 : Décomposition en éléments simples :
Avant de commencer, il faut diviser x> — 2x par x + 1 car le numérateur de la
fraction rationnelle a un degré supérieur a celui du dénominateur.
3 —2x x+1
—(x3 +u?) x>?—x—1

—x? - 2x
—(=x*—x)
—X
—(=x-1)
1

3

xX°—-2x 1
On a donc =x’—-x—-1+—

x+1 x+1

Etape 2 : Primitives de ces éléments simples :

fx3_2x = [(x? —x—1)dx—f—d =—3———x+ln(|x+1|)+C

x+1 3

ou C est un nombre réel.

|)fx Smm

x? 5x+6

Etape 1 : Irréductibilité de x* — 5x + 6 ?
[l faut savoir pour commencer par déterminer si le polynéme du second degré

x? — 5x + 6 estirréductible. Pour cela, on calcule A= 25 —-24 =1.x>—5x+ 6

56T _ 3 ot X= f 2.

admet donc deux racines : X =
Doncx®>—5x +6 = (x —3)(x — 2)

Etape 2 : Décomposition en éléments simples :
On remarque tout d’abord que le numérateur et le dénominateur de cette fraction
ont le méme degré.

x>—5x49 ] arm
On commence alors par écrire : = s’ obtient "de téte" ou par
p x>—5x+6 x2—5x+6(’ b
division des deux polynémes).
: 3 a b
On cherche ensuite a, b tels que = +

x*>-5x+6 x-3 x-2
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a N b _a(x—2)+b(x—3)_(a+b)x—2a—3b

x—-3 x-2  (x-3)(x—-2) = x*-5x+6
Par identification, on obtient :

{_a+b=0 <:>{2a+2b=0 <:’>{a+b=0¢){a:3

2a—3b =3 —2a—-3b =3 —b =3 b=-3
Ainsi, la décomposition en éléments simples obtenues est :
x*-5x+9 3 -3
se 1 tis g

Etape 2 : Primitives de ces éléments simples :
Il n'y a pas ici de difficultés particulieres :

fx2‘5x+9dx= f1dx+fx373dx+fx_—_32dx=x+31n(|x—3|)—3ln(|x—2|)+C

x*—5x+6
ou C est un nombre réel.

Exercice 30

b) fog sin3(x)dx

C’est un cas classique de fonctions trigonométriques dans lequel les changements
de variables t = cos (X) out = sin(x) n’aboutissent pas.

On pose alors : t = tan (g) = h71(x).

Ainsi pour le changement des bornes apres le changement de variables, on
-1 — — -1(T) = L

calcule : h™(0) = tan(0) = 0 eth (E) = tan (Z) = 1.

. . 2t 2dt
A savoir par ceeur, on aura alors : sin(x) = el dx = —
3 3 T 3
2t 2dt 16t = 1 16t
Ainsi, sin3(x)dx = ( ) = et [2sin3(x)dx = dt
’ (x) 1+t? 1+t2 (1+t)4 fO () fO (1+t)*

Pour calculer cette intégrale, on utilise la méthode de décomposition en éléments
simples :
Tout d’abord, 1 + t? est irréductible

16t> _ at+b ct+d et+f gt+h
(1+t9)% 1462 (1+t3)2  (14t)3 (14t

On cherche a, b, ¢, d, e, f, g, h tels que

Or at+b N ct+d N et+f gt+h (at+b)(1+t2)3+(ct+d)(1+t2)2+(et+f)(1+t2)+gt+h _
1+62 (1462 (14633 (1+t9)* (1+t2)4 -
(at+b)(1+3t2+3t*+t8)+(ct+d) (1+2t2 +t*) +(et+) (1+t2)+gt+h

(1+t3)*
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(at+b)(1+3t2+3t*+t8) +(ct+d) (1+2t2 +t*) +(et+) (1+t2)+gt+h
(1+t2)* -
at” +bt+(3a+c)t>+(3b+d)t*+(3a+2c+e)t3 +(3b+d+H)t?+(a+c+e+g)t+(b+d+f+h)
(1+t%)4
( a=20
b=20
3a+c=0
3b+d=0 o
3a+2c+e=16
3b+d+f=0
atct+e+g=0
\b+d+f+h=0

16t -—16t 16t
(1+t9)%  (1+t)*  (1+t)3

On est a présent prét a calculer l'intégrale :
T

ji_gd_jl 16t3 dt_1—6t j
0sm x)dx = (1 @4t = 1+ t2)3

8
20+ t2)2 3(1 + t2)3]
(On peut avant cela effectuer le changement de variable u = 1 + t%)

fg_s o T8 8 (—8+8)_—24+8+96—64_16 2
S dx =g taxs T\ 2 T3) T 24 24 3

e =16
g=-16

a=b=c=d=f=h=0
Par identification, on a « {

D’ou

@) 7

cos(x)+sm (%)

C’est un cas classique de fonctions trigonométriques dans lequel les changements
de variables t = cos (X) out = sin(x) n’aboutissent pas.

On pose alors:t = tan( ) h~1(x).

Ainsi pour le changement des bornes apres le changement de variables, on
.1 _ _ -1 (T _

calcule : h™(0) = tan(0) = 0 eth (2) tan (4) = 1.

) 1-t2 . 2t 2dt
A savoir par cceur, on aura alors: cos(x) = =5 — = >
1+t 1+t 1+t
1-t2 2t —t24+2t+1
Ainsi, cos(x) + sin(x) = =
( ) ( ) 1+t2 1+t2 1+t2
t?+1

1
Donc =

cos(x)+sin (x)  —t?+2t+1
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T

j‘i 1 q fl t? +1 2dt fl 2dt
X = X =
o cos(x) + sin (x) o —PH2t+1 1+t* J, tP+2t+1
Pour calculer cette intégrale, on utilise la méthode de décomposition en éléments
simples:

Tout d’abord, on regarde si - t* + 2t + 1 admet des racines réelles (et donc est
factorisable)
On calcule pour cela A= 4 — 4(—1) = 8. L’équation admet deux solutions :

x1=_2+2ﬁ=1—\/§etx2=1+\/§.

Onado;lzc: ~t2 42t +1=—(t—(1—x/§))(t—(1+\/§)):—(t—1+
2t—1-2

2 -2 a b
On cherche a et b tels que “er2thl (t—1+v2)(t-1-v2) - (t-1+v2) + (t—1-v2)
Or —2 4 b _ a(t-1-v2)+b(t-1+v2) _ (a+b)t+a(—-1-v2)+b(-1+v2)
(t-1+v2) = (t-1-V2) (t—1+v2)(t-1-v2) (t—1+v2)(t-1-v2)
Par identification, on a
a+b=20 b=-a

{a(—l —V2)+b(-1++2) =-2 Q{a(—l —V2)—a(-1++2)=-2

b . b=-a
o { — =N 1 2

2v2a = -2 a N
V2 —v2

’ N — 2 2
Dou —42t+1 (t=1+v2) T (t-1-v2)

On est a présent prét a calculer l'intégrale :

1 2dt 1 V22 —/2/2 A V2
fo —t242t4+1 fO ((t—1+\/§) + (t—1—\/§)) dt = [7ln(|t -1+ \/ED N 7ln(|t —1-

201=22In2—-22In2-22In2—-1+22In1+2=22In1+22—-1=22In1+22-1

14z (1+2)° (1+2)®
VZ-1  (V2-1)(1+v2) ~  2-1

(1++2)". Alors: Zin (222) = 21 [(1 +v2)*] = v2in (1 +2)

Remarque : la derniere valeur peut se simplifier :
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f) [ V1 +x2dx

Par analogie avec le e), on pose x = sh(u) = h(u).

On adoncu = argsh(x) = h™1(x)

Ainsi, on changera les bornes apres avoir calculer :

h=1(0) = argsh(0) = 0 car sh(0) = 0 eth™%(1) = argsh(1) = 1 +V2:

el—e U

Pour trouver cette valeur, il faut résoudre : sh(u) = 1< =lce'—e =2
D'oush(u) = 1< e?t —2e%"—-1=0

On se rameéne a une équation du second degré, en posantX = e": X* - 2X—-1=0
Le discriminant vaut A= 8. L’équation admet deux solutions :

X;=1-+2etX, =1++/2.

Donce'=1—+v/2<0oue'=1++v2>0

L’équation sh(u) = 1 a donc une solution, u = In(1 + v2) = argsh(1)

Pour le changement de variable : x = sh(u) donc dx = ch(u)du

et1+x* =4/1+ sh?(u) = +/ch?(u) = ch(u)

L’intégrale a calculer devient alors :
In (1+/2) 2

1 In (1+/2) el 4 U
j V1+xidx = f ch?(u)du = f ( ) du
0 0 0 2

e-2uin (1+V2)
=
0

1 In (1+/2) 1 [e2u
=—j (e2“+2+e‘2“)du=Z[7+2u+
0

4

Petit calcul préalable :
(2 = e (VD = (14 V2)2 =1+ 2V2+2=3+2V2

- In (== 1 1 3-2v2 3-2v2
Et, e 2ln (1+\/E) =e <(1+\/E)2) = = — — —
’ A+V2)2 ~ 3+2v2 | (3+2v2)(3-2v2) | 9-(2V2)’

32\/__3 2\/—

9-8
Revenons au calcul de l'intégrale :

e—2u In(1+2)
f\/1+x2dx— [—+2u+ ]

-2
( e21n(1+v2)

n(1+v2
: +21n(1+\/—)+$>4( +2x0+5)

4(3+2\/—_|_21 (1+\/—)+3 2\/—)4(__1) 3+§\/—

2 2

— T+Eln(1 ++/2) =7+51n(1 +/2).

3-2v2
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2
g) fo \/ﬁdx

On pose ici pour changement de variable : x = 2t = h(t).
Onaalorst = f = h 1(x)

Les bornes 0 et 2 deviennent alors (on applique h™1) : 0 et 1.
Et dx = 2dt; x* = 4t

11
DOUIW mZdt 0\/7 f 1t22dt_f0\/_
Doncf \/_ \/_dt = [Arcsin(t)]3 = Arcsin(1) — Arsin(0) = = — 0.

h) Primitives de
2x—x>

On cherche la forme canonique de 2x — x* pour retrouver une fonction de la

ur ;. 7 .
=, dérivee de Arcsin(u).
1-u

2x — x> =—-(x*=-2x)=—-[(x—1)?—-1] =1 - (x — 1)?
Celanous amene aposer:u=x—1.0naalorsx = u+ 1;du = dxet

.. X _ X u+1 _ u 1
A1n51.fmdx —fm f —f—mdu+f—mdu

forme

\/% = 2\/?—2 est la dérivée de —V'1 — u2

—u —

Ainsi :

[ m=dx =1 -2 + Arcsin(w) + € = =1 - (x = 1)? + Arcsin(x - D + C
X=X

ou C est un nombre réel.

i) Primitives de CT

1 2 . . .
= — .0On prend ici pour changement de variable : t = e*.
Chx eX+e™*
dt _ dt

On aalors::dt = e*dxd’ou dx = == T

On a alors:

1 . ¢ 2dx  _ p2dt/t _ (2dt X
Jomdx =[5 = ft+1/t = [ 2 = 2arctan(t) + C = 2arctan(e*) + C

ou C est un nombre réel.




TD7 - 2017

. g 1
k) Primitives de e
1 1 1
D x X e :estdela forme —
On pose alors : u = In (x). Ona alors du = %
. 1 _ (1 ax .
Ainsi, fmdx = fm(x) . —f du = In(Ju|) + € = In(|In (x)])+C ou C est un

nombre réel.

1 1+
D fy vz

On pose x = u? = h(u). Ainsi, u = vx = h™1(x).
Les bornes de I'intégrales 0 et 1 deviennent alors h™1(0) = VO =0 et
h™1(1) =+V1=1.

On a aussi dx = 2udu.

—2d

On a alors : f 1+x fl 1+u? _ fl 2u3+2ud

Pour calculer cette intégrale, il faut diviser 2u® + 2u par 1 + u car le numérateur
de la fraction rationnelle a un degré supérieur a celui du dénominateur :
2u + 2u 1+u
—(2u®+2u?) |2u*—2u+4
—2u® + 2u
—(—2u? — 2u)
4u
—(4u+4)
—4

2u3+2u 4
On a donc o =2u —-2u+4——

1+u

12u3 +2u

Ainsi, | =f01( u —2u+4—T) u—[—u —u? +4u—4In(1 4+ w]s

2 11
:§—1+4—41n2—(0—41n1)=?—4ln2
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4 x
0) f1 mdx

On pose comme changement de variable : u = v4x + 2 = h™1(x).
Les bornes 1 et 4 se changent alorsenh™'(1) =v4 + 2 = /6 et
h='(4) = V16 + 2 = V/18.

Onaalorsuz=4x+2doncx=u2_2 etdu = —=%_ = 2%
2V4x+2  VAx+2
ViBy2 2 w1 18V18 1 6vV6 1
J—dxzf du=[———u\/@= — V18 ——+-6
L VAx + 2 E 8 24 4 Ve 24 4 24 ' 4
4 x _18V18 1 _6V6 3vVi8 1 _ V6 _\/E
fl \/4x+2dx_ 24 4 18 + \/__ 18 + \/_ 2
)f2 1+x
On pose comme changement de variable : u = V1 + x = h™(x).
Les bornes 2 et 3 se changent alors en h™'(2) = V3 eth™1(3) = V4 = 2.
On aalors u? = 1 + x donc dx = 2udu et —o— = &% _ 24
naalorsu” = xdoncdx = 2udu et —— = —-— =
31 22
J—dsz > du
5 xV1+x pBu -1
On effectue une décomposition en éléments simples d uzz_
u?>—1=(u—1)(u+ 1) : On cherche a et b tels que 22 =2 420
u-1 u—1 u+1
a N b a(u+1)+bu-1) (a+bjut+a-b
u—1 u+1  (@W-Du+1) -1
: e a+b=0 2a=2 a=1
Par identification, Ona{a—b—ZQ {Zb— 2 {b— _q
3 1 2 2
J; mdx=f\/§uz - f\/—(——m)du— [In(lu — 1] = In(lu + 1D1%;
1
———dx = [In(Jlu — 1]) — In(Ju + 1D]?
fzxm [in(lu — 1) — Inlu + 1)1
V3+1
=in(1)—in@B)-mn(vV3-1)+n(vV3+1) = n<\/§ 1>—ln (3)

V3+1 _ (V3+1)* 4+2v3
V3-1 (V3-1)(¥3+1)  3-1 =2+43

Remarque : pour simplifier le résultat :

Donc f F (2+3\/§)
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1

q) Primitives de oS Oxen

C’est un cas classique de fonctions trigonométriques dans lequel les changements
de variables t = cos (X) out = sin(x) n’aboutissent pas.

On pose alors:t = tan( ) h~1(x).
1-t2 2t 2dt
A savoir par coeur, on aura alors : cos(x) = ; sin(x) = sdx =
p ’ x) 1+t%’ ) 1+t2’ 1+t2
.. 2 1+t 1+4t2 1+t?
Ainsi, , = ;dt =
cos(x)xsin(x) 1+t2 2t 1-t t(1-t2)

Pour déterminer les primitives, on utilise la méthode de décomposition en
éléments simples :
Tout d’abord, t(1 — t?) = t(1 — t)(1 + t)

On cherche a, b et c tels que —a4b 4, c
t(1-t2) t  1-t 1+t
_t2 _ 2(_a+b—
ord + b I a(1-t?)+bt(1+t)+ct(1-t) _ t?(zatb-c)+t(b+c)+a
t  1-t 1+t t(1-t2) t(1-t2)
—a+b—-c=1 a=1 A=b=1
Par identification,onay b+c=0 <<ib—-—c=2 @{ - __1
a=1 b+c=0 €=

1 1 1 -1

t(1-t2) t 1-t 1+t

D’ou
On est a présent prét a trouver les primitives :
j dx _f(1+ 1 +_1>dt
cos(x) X sin(x) t 1—-t 14t
=In(t])) =In(J]1 —t)) —In(J1 +t]) + C

L 1 :
Les primitives de ——————sont les fonctions :
cos(x)xsin(x)

In (|tan (E)D — ln( 1 —tan (E)D —In (|1 + tan (E)D + C avec C réel.

r) Primitives de Heh®

1 _ 4 _ 4
ch(x) X sh (x) (eX+e™X)(ex —eX) e2X — e 2%

On pose comme changement de variable : u = e
du _ du
2e2X  2u

On adonc du = 2e?*dx donc dx =

On a donc [ du

du 2
h(x)xsh (x) f —= 2u o fuz—l
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On utilise ensuite la méthode de décomposition en éléments simples :

b
On cherche a et b tels que 21 = —
u‘-1 u-—-1 u+1

a b a(u+1)+b(u-1) _ u(at+b)+a-b
u-1  u+il u?-1 - u’-1)
a+b=0 2a=2 a=1
a—b= 2©{2b = —ZQ{b =1

Par identification, on a {

. 1 1 1
D'ou—— = —
u‘—-1 u—-1 u+1

On est a présent prét a trouver les primitives :

dx 1 1
fch(x> xsh(x) J (g=7~a3g) v =m0l = 1D~ InClu + 1) + €

Les primitives de m sont les fonctions :
In(|1 — e?*]) — In(|1 + e%*]) + C avec C réel.
sh(x) _ eX-e™X  e2%X—1

ch(x) eX+e~X  e2X41

Donc In(|1 — e?*|) —In(J1 + e**|) + C = In(|th(X)|) + C , avec C réel

Remarque :

Exercice 31

a) Sur [0; g], tan (x) est positifdoncA = [*tan(x) dx = f‘* sin (())?)
On peut faire un changement de variable : u = cos(x) = 1(x).
On a alors, du = —sin (x)dx et les bornes 0 et E se changent en h™1(0) =

_ -1(T) T) = V2

cos(0) =1eth (4)—cos(4)—2.
n V2 V2

Ainsi, A = [ tan(x) dx = [7 ~2 = [~In(uD)]} =~ In (2) + In(1)
A= ( . ) L1 (2)
= —MNnl—)=-—1n
V2! 2

b) Sur [1; 5], xT_l est positif donc B = 15 X~ dx

On peut faire un changement de variable : u = vx — 1 = h™1(x).
On aalors,x = u® + 1; dx = 2udu etles bornes 1 et 5 se changent en

h™'(1)=v1-1=0eth'(5)=+v5-1=2.
Ainsi,B = fsmdxz 02 i

1 x

241-—
:2f2u+1 1du

0 u?2+1

2 1
B = 2]0 (1 pwn 1) du = 2[u — arctan(u)]3
B = 2(2 — arctan(2)) — 2(0 — arctan(0)) = 4 — 2arctan (2)
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8) foz \/ﬁ dx

On pose ici pour changement de variable : x = 2t = h(t).
Onaalorst = g = h™1(x)

Les bornes 0 et 2 deviennent alors (on applique h™1) : 0 et 1.
Et dx = 2dt ; x* = 4t*

, o2 1 ! _ 11 _ 1t _ 1t
D’ou \/_dx— —=2dt 0 oo tZ)Zdt Jy —ZWZdt Jy \/—dt
Doncf de —f \/_dt = [Arcsin(t)]} = Arcsin(1) — Arsin(0) =-—0 =
T
.

m) Primitives de (x + 2)sin (x? + 4x — 6)

Onposeu = x>+ 4x —6etdu = 2x +4)dx = 2(x + 2)dx
Onadonc: [(x + 2)sin(x? + 4x — 6) dx = f%sin(u) du = %lcos(u) +C
= %cos(xz +4x —6) + C.




