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TMB - Chapitre 1
Nombres complexes

Dans ce chapitre:
1. Nombres complexes (conjugués, opérations).
2. Représentation polaire (module, argument, exponentiel complexe).

3. Polynémes complexes (racines, factorisation).

1. Nombres complexes

Définition: Un nombre complexe est un nombre de la forme
z=Xx+1y |, ou x et y sont des nombres réels et i est un symbole ayant la

propriété | i> = —1 | qui s'appelle unité imaginaire.

Attention: / n'est pas un nombre réel.

Exemples: 3+2/, zéro 0=04/0, un 1=1+/0.

e Onnote | C={z=x+1iy | x,y € R} |I'ensemble des nombres
complexes. |l contient deux sous-ensembles:

les nombres réels: | R = {x = x +i0 | x e R}

les nombres imaginaires purs: | IR ={iy =0+ iy | y e R}

e L'ensemble C se représente z=x+iy
comme plan complexe: '




Parties réelle et imaginaire, conjugué complexe

Définition: Pour un nombre complexe z = x + iy, on appelle:

e partie réelle le nombre réel | Re(z) = x

e partie imaginaire le nombre réel | Im(z) =y

e conjugué complexe le nombre complexe | Z = x — iy

Exemples —
e Pourz=3-2i: Re(z)=3, Im(z)=-2, z=3+2i.

N

e Le conjugué d'un réel z = /2 est lui-méme: z =

e Le conjugué d'un imaginaire pur z = 5/ est son opposé: z = —biJ.

Egalité et opérations entre nombres complexes

Définition: Soient z = x + iy et w = u + iv deux complexes et A € R.

o égalité: z=w sietseulementsi x=uvety=v

e addition: z+w = (x+u)+i(y+v)

e soustraction: z—w = (x—u)+i(y—v)

e produit par un scalaire: Mz = (Ax)+i(\y)

e multiplication: zw = xu + iyu + ixv + i?yv = (xu — yv) + i(xv + yu)

e division: = — ZM_/ — (X+'.y)(”_’_‘/) _Xutyv  yu—Xu
w  oww  (u+iv)(u—iv) u?+v? 22

e puissance entiére positive: z"=zxzxzx---xz n fois

. . . 1 1 1 1
e puissance entiére négative: z "= - X — X — X +-- X —
V4 ZzZ V4 V4

n fois

e racines n-ieme: c'est tout nombre complexe 4 tel que §" = z.
Attention: il y en a n distinctes.



Propriétés des opérations

Propriétés: Les opérations dans C ont les mémes propriétés que leurs
opérations analogues dans R.
Soient z et w deux nombres complexes. Alors:

o Z4+W=Z+Ww

® ZW =Z W

si w # 0 alors (%)

z

2

pour tout n€ Non a z7" = (2)"

Re(z) =(z4+2)/2 et Im(z) = (z—2Z)/2i

o | z=z < zeR et Z=—z < z€e[R

o | zZz=(x+1iy)(x —iy) = x>+ y? | est toujours un réel positif ou nul.

Exemples: opérations entre nombres complexes
Exemples: Soient z=2(3+2i) et w=5—/. Alors:
z+w=(6+4)+0B—-i)=11+3i

z—w=(6+4)—(5—i)=1+5i

3+2i)(5—1i)

15 — 3i + 10/ — 2/?)
(15 +2) + (=3 + 10)/)
17 +7i) = 34 + 14i

W =

—~~ o~

z 2(3+2) 2B+2)(5+1)
5—i 25 + 1
2 (15 — 2 + 10/ + 3i)
26

o131
“137 13T




2. Module et argument

Définition: On identifie le plan complexe C avec le plan R? muni d'un
repére cartésien (O, €1, ). On appelle alors:

e affixe complexe d'un point M(x,y) le nombre complexe z=x-+iy

e module de z |a distance
|z| = dist(M,0) = p

e argument de z |'angle 6 par rap-
port a I'axe des réels (voir figure):

Propriétés: On a alors:

oIzl = VXY =

e | Re(z) = x = pcosb et Im(z) =y = psinf

° coséz; sinf = 4

Yy Y

six#0

Exercice: module et argument

Exercice: Calculer le module et un argument des nombres complexes
suivants.

o z=-—-1—

Réponse: Le module est |z| = 4/(—1)2 + (—1)2 = 4/2. L'argument est
un angle 6 tel que

cosf) = — et sinf —1
= — ind = —.
V2 V2

S5m
Par exemple, 0 = T est un argument de z.

e z=5-3j
Réponse: Le module est |z| = v/52 + 32 = /25 + 9 = +/34. L'argument
est un angle 6 tel que
5 -3
cos = —— et sinf = —.

V34 V34

De cet angle on peut dire (sans calculette) que tanf = —3/5.



Propriétés du module

Soit z = x + iy € C. Le module de z est donc| |z| = /X% + y? |

Propriétés:

e |z| >0 | et | |z] =0sietseulementsiz=0

si z€ R, alors |z| est la valeur absolue du réel z

o | —z| =|z|;
- 2 . 1 z |
o | zZ = |Z| par conséquent | - = — |siz#0
z |7
1 1
o | |z120| = |z1|| 22| et —|=—|siz#0
z| |7
o | [a+ 2| <|al+]|z]
et |z1 + z| = |z1] + |22| si et seulement si z; = Az ou A e R

o { 21+ 2| = |z1|—|2] si |z1] = | 2],

> J—
|21+ 22| = ||z1] —|2| |21+ 22| = |22|—|21] si |z1] < |z2].

Exponentiel complexe

Définition: L'exponentiel complexe d’argument 6 € R est le nombre

complexe | e = cos@ + isinf |

P37

Exemples: ¥ =¢e?" =1, €7 =i €7"=-1 €7 =—i.
Proprietés:
o ¢ est périodique de période 27, i.e. el (0+2mk) — it

pour tout k € Z

e % est un nombre complexe unitaire, i.e.| |e//| =1

sin 0
e le point M(e'?) se trouve sur /
le cercle unitaire x*> + y?> =1

@]
Fr----- A0
Eb.

,J

0
o
(0]
S
[
x Y




Représentation polaire

Théoreme: Tout nombre complexe z # 0 s'ecrit sous la forme polaire

z=pe? | olp=|z.

Eneffet: z=x+iy = pcosh + ipsinf = p(cosf + isinf) = p e’

Proprietés: Soient z = pe'® et w = re’¥ deux nombres complexes en forme
polaire. On a alors:

e produit: zw = (pr) /%),

puissance entiére positive: z" = p"e ou ne N

i . . 1 L i
puissance entiere negative: z7" = — = —ne_’”" si p#0,
z P

4 LB l '9+2k7‘(‘ N
racines n-iemes: y/z=2z» = y/pe'"» ou k=0,1,...,n—1

(Attention: il y a n distinctes racines n-iemes!).

formule de Moivre: (e/?)" = ™ pour tout ne Z

i.e. (cos@ + isinf)" = cos(nB) + isin(nd)

Racines carrées et cubiques d’un nombre complexe
e Les racines carrées de z = pe'® e C sont toujours deux, & et d1:

Sk = /p e(3TFT) k=01

A

C

c-a-d | 0o = \/p e's |et 01 = /P ei<g+”) /

Proprieté: On a 9; = —dp. 61

e Les racines cubiques de z = pe'? e C sont toujours trois:
(0 27
o= ¢/p eTH) k=012

Proprieté: Si une racine cubique est réelle, les autres deux sont conjugués
complexes.

A

61

Exemple: Si 0 =0et o= /p,ona ﬂ<

s 27T 47 J— &4607
51=\3/ﬁe'7 et 52=\3/561T=51

C




Exercice: racine carrée de nombres complexes

Exercice: Calculer les racines carrées des complexes suivants:
e z=1+i/3
Réponse: On écrit z en forme polaire: z =1+ iv/3 = 2e'5. Alors:

5o = \/2 &iF = §<ﬁ+ .

5 =2 e(E+7) = —g(\@Jr i)

e z=15-—-8i

Réponse: Puisque on ne connait pas la forme polaire de z, on cherche
§=x+iytel que 6> = (x> —y?) +2xyi =z =15—8i

(et donc aussi |02| = x? + y? = |z| = /225 + 64 = 17):

22 _

X —y 15 V2 =1 y =1 y— -1
2xy = —38 = PSS ou
X2—|—y2=17 XT Ty x=—4 X

Onadonc dg=4—1i et 61 =—-4+1.

3. Polynémes complexes

Définition: Un polyndome complexe est un polynome
P(X) = apX"+ a,_1 X" 1 + ... 4+ a1 X + ap avec coefficients complexes,
ap, a1, ..., ap € C. (Peu importe X, c'est une variable.)

Le degré de P(X) est le plus grand entier n tel que a, # 0.

Exemples: iX® + (5 — )X est un polynéme de degré 3
isin(X?) +5X n'est pas un polyndme

Définition: Une factorisation d'un polynéme P(X) est |'écriture
P(X) = Qu(X) Q(X) - -- Qi(X)

comme produit de polyndémes de degré inférieur a celui de P(X).

Exemple: iX®+ (5 —i)X = iX (X? —1—5))

Définition: Un polyndme P(X) est irréductible [dans C resp. R] s'il ne se
factorise pas [dans C resp. R].

Exemples: X°—1 = (X—1)(X+1) n'est pas irréductible

X?+1 = (X—1i)(X+i) est irréductible dans R mais pas dans C.



Racines des polynomes

Définition: Une racine d'un polyndme complexe P(X) est un nombre
complexe z tel que P(z) = 0.

Exemple: z = /et z= —j sont racines de X?+1

Lemme: Si z est une racine de P(X), alors il existe un entier m > 1 et un
polynéme Q(X) tels que

P(X) = (X —2)"Q(X) et Q(z)#0.

On appelle m la multiplicité de la racine z.

Théoréme de d’Alembert-Gauss: Tout polyndme complexe P(X) de
degré d se factorise comme

P(X) = Zo(X — Zl)m1 cee (X - Z/)m’

ou zy € C, z,...,z; sont les racines de P(X) et m; +--- 4+ m; = d.
Par conséquent:

e Tout polyndme complexe de degré d admet d racines.

e Seuls les polynébmes complexes a; X + ag sont irreductibles.

Racines d'un polynome complexe de degré 2

Proposition: Les solutions de I'équation | az> + bz+c =0 | a
coefficients complexes, sont

S —b+9
223

e C

ou § € C est une racine carrée du discriminant A = b? — 4ac € C,
c'est-a-dire un nombre complexe tel que 6% = A.

Par conséquent: Le polyndme P(X) = aX?2+ bX +c a

e une racine double z = —b/2asi A =0,

—b+9 —b—9
et 2 =
2a

e deux racines distinctes z; = si A # 0.




Exercice: équation complexe de degré 2
Exercice: Résoudre I'équation z?> — (14 i)z+ 6 —2i = 0.

. : , : 1+i£0 .
Réponse: Les solutions de cette équation sont z = — ou il faut

trouver § = x + iy tel que 62 = A et |62 = |A|, c'est-a-dire:
(x> —y?) +i2xy = (14 1)* —4(6 — 2i)
=1+2/—1-24+8/=—-24+10i
x?+y? =2|-1245i| = 24/144 + 25 = 2 x 13 = 26

On a alors
2 _ 2 _ _
)2<X —le 24 = {2X2:2 = {X:il
X2y+y2=26 xy =5 y=5/x=45
et par conséquent ¢ = +(1 + 5/). On a donc
1 . :
2 — +/+(1+5/):2+6/:1+3l_
2 2
1+i—(1+5i 0—4i :
Z = 2( )= > = —2i

Racines complexes d’'un polynome réel

Proposition: Si P(X) est un polyndme a coefficients réels, et z € C est une
racine complexe de P(X) de multiplicité m, alors son conjugué Z est aussi
une racine de P(X), de méme multiplicité m.

Exemple: Le polyndme réel X? + 1 a comme racines +i, ol —i = i.

Par conséquent:

e Puisque z = Z seulement si z € R, tout polyndme réel
de degré impair d > 3 admet au moins une racine réelle.

e Les polynomes réels irreductibles sont de degré 1 ou 2, c'est-a-dire qu'ils
sont de la forme a1 X + ag ou bien axX? + a1 X + ap.

e Tout polyndme réel irréductible de degré 2 admet
deux racines complexes conjuguées, z et Z.

Exemple: Le polyndme X? — 4X + 5 est irreductible dans R, car
A =16 — 20 < 0, mais a deux racines complexes 2+ et 2—j = 2+1.



Exercice: factorisation d’un polynome réel

Exercice: Factoriser le polynéme  P(X) = X® —+/2X?® +1 en polynémes réels
irréductibles.

Réponse: La procédure est en deux étapes:

Etape 1) On factorise P(X) dans C en produit de six polynémes de degré 1,
P(X)=(X—2)(X—2z1)(X — 22)(X — z3)(X — z) (X — z5),

oll zg, ..., zs sont les six solutions de I'équation z° — /22> +1 = 0 (%).

Pour cela, on pose w = z*. Alors (%) donne w? — /2w 4+ 1 = 0 et on trouve deux
solutions

W—1+Il—e’% W—l_il—e_i%
T2 2 T2 27 ‘
Alors, I'éq. z° = wy = €2 a trois solutions z — /(§+59) pour k =0,1,2:
3 .1 3 1 )
et 'éq. z° = wp, = e7'% a trois solutions z34 ) = el(=5+%5) pour k =0,1,2:
z—ig—i1 zy =1 z——ﬁ i1
T2 Y T T2 Y

Au final, on a donc la factorisation de X® — 4+/2X3 4 1 en six polynémes
complexes de degré 1.

Exercice: factorisation d’'un polynéme réel (suite)

Etape 2) Les six solutions sont deux a deux conjuguées: on multiplie deux a deux
les polyndmes (X — z)(X — zx) correspondants aux nombres complexes
conjugués, et on obtient des polynémes réels irreductibles de degré 2:

x6—f2><3+1=(X—?—i%)(x+§—i%)(x+i)
(X—?#—i%)(X—i)(XJr\?—H%)

- <(X*/7§)2+%> <<X+§>2+%> (X2+1)
= (X = VBX +1) (X + VBX + 1) (X* +1).

Au final on a la factorisation souhaitée en polynémes réels irréductibles.

10



TMB - Chapitre 2
Fonctions d’une variable réelle

Dans ce chapitre:
1. Fonctions usuelles.
2. Graphes des fonctions.

3. Fonctions croissantes, décroissantes, monotones. Fonctions paires et
impaires.

4. Opérations entre fonctions: addition, multiplication, composition.

5. Fonctions réciproques.

1. Fonctions réelles

Définition: Une fonction (réelle) est une “loi" qui associe a tout x € R
au maximum une valeur y € R, qu'on note y(x) car elle dépend de x. Une
fonction est aussi notée

f"R—R, x—y="Ff(x)

e Le domaine (de définition) d'une fonction f est |I'ensemble

Df = {x e R| f(x) € R, i.e. la valeur f(x) est bien définie}

e L'image d'une fonction f est I'ensemble

lr={yeR|y="f(x) pourunxeDf}

Attention: une loi qui associe a x € R deux valeurs distinctes y;,y> € R (ou
plus) n'est pas une fonction.

Exemples:
e Laloi f(x) = x? est une fonction de domaine Df =R et image lr=R".
e Laloi f(x) = /x est une fonction de domaine Df =R™ et image Ir=R™".
e Laloi f(x) = £4/x n'est pas une fonction, ex. f(4) = +2 ou bien —2.

11



Polyndmes, fractions, racines

Définition: On appelle “usuelles” les fonctions f : R — R suivantes:

e fonctions polynomiales, abrégé en “polynémes”:

f(x)=a,+arx+axx®+--+a,x"

¢ fractions rationnelles, abrégé en “fractions”:

polyndmes a(x) et b(x)

aieR, avec| DfF =R |

ce sont les quotients de

f(x) =22 | avec| Dy = {x eR | b(x) # o}

e fonctions radicales, abrégé en “racines”:
polyndmes a(x), pour k € N

ce sont les racines k-iemes de

f(x) =«/a(x) | défini par

avec domaine | Dy = {x eR | < zgi; EE

+

si k est impair
si k est pair

}

Fonctions circulaires

e cosinus| f(x)=cosx | avec | Dis=R

e sinus| f(x)=sinx | avec | Dg,=R

ou (cos x, sin x) sont les coordonnées du
point P qui se trouve sur le cercle unitaire
a angle x mesuré dans le sens antihoraire
depuis I'axe de direction 7.

Puisque le cercle a équation X°+Y? =1,
si on pose X =cosx et Y =sinx on a

cos2x +sin*x =1 pour tout x € R.

sin x

e tangente| f(x) =tanx = avec

COS X

et

et leos =[—1,

1]

Isin = [_17 1]

A A

tan x

-y

7
P
sin x I
XX

Dtan:{XER|X¢%+k7T,k€Z} et ban =

R

12



Formulaire sur les fonctions circulaires 1

e Valeurs particulieres:

cos(0) =1
cos(m/6) = 1/3/2
cos(m/4) = 1/2/2
cos(m/3) =1/2
cos(m/2) =0
cos(m) = —1
cos(37/2) =0

w ()

ﬁ N—

~ N W D

N—

! ol I n i e
'-‘Qy%{

| W N o

= S~ T~

NN

e Periodicité: pour tout k € Z on a:

cos (x + 2km) = cos x

o Egalité:

COSX =Cosy <= x=y+2km ou
< x=y+2km ou

sinx =siny

sin (x + 2km) = sin x

tanx =tany < x=y+ kmr, VkelZ

e ldentité circulaire:

e Expression de sin x et tan x en fonction de cos x:

sinx = +4/1 — cos? x

cos? x + sin’x = 1

tanx = +

tan(0) =0
tan(r/6) = v/3/3
tan(m/4) =1
tan(m/3) = /3
tan(m/2) = £
tan(m) =0
tan(37/2) = £

tan (x + k7)) = tanx

X=—y+2kn, VkelkZ
x=—-y+2k+1)mr, VkeZ

1
cos? x

1

e Expression de cos x, sin x et tan x en fonction de t = tan(x/2):

1—¢2
1+ ¢t2

COS X =

e Formule de puissance (Moivre):

pour tout n e N,

2t
1+ ¢t2

sinx = ,

tan x =

2t
1—t2°

(cos x + sin x)" = cos(nx) + sin(nx)

13



Formulaire sur les fonctions circulaires 2
e Formules d’addition:

cos(x + y) = cos x cosy — sin xsin y cos(x — y) = cos x cosy + sin xsin y
sin(x + y) = sin x cos y + cos x sin y sin(x — y) = sin x cos y — cos x sin y
tan x + tany tanx —tany

tan(x + y) = tan(x —y) =

1 —tanxtany 1+tanxtany

e Formules de duplication:

2x —sin®x=1—2sin’x =2cos?x — 1

cos(2x) = cos
sin(2x) = 2sin x cos x

2tan x
tan<2X) = m

e Formules de linéarisation:
cosxcosy = z(cos(x+y)+cos(x—y)) sinxsiny = 1(cos(x—y)—cos(x+y))
cosxsiny = z(sin(x+y)—sin(x—y))  sinxcosy = 3(sin(x+y)+sin(x—y))

cos? x = 2(1 + cos(2x)) sin® x = 2(1 — cos(2x))

e Formules de factorisation:

cosx + cosy = 2cos (X3¥) cos (X5%) cosx — cosy = —2sin (33£) sin (X5%)
N +

2
sinx 4+ siny = 2sin (X;y) cos (T) sinx —siny = 2sin (T) cos (XT)

e Formules relatives aux angles associés:
Angles opposés:

cos(—x) = cos x sin(—x) = —sinx tan(—x) = —tan x.

Angles supplémentaires:

cos(m — x) = — cos x sin(m — x) = sinx tan(m — x) = —tanx.
Angles complémentaires:

cos(7T )—s'n s'n<7r )—cos tan(w >— 1
> x| = sinx [ > x| = X > x| =

Angles “de différence 7":

cos(x + m) = — cos x sin(x + ) = —sinx tan(x 4+ m) = tan x.

14



Fonctions arc

e arccosinus | f(x)=arccos x

arccos x est |'angle compris entre 0 et m qui a x comme cosinus, c.-a-d.
arccosx =0 < x=cosf et 6e[0,7], alors

Darccos - [_17 ]-] et /arccos = [07 7T]

e arcsinus | f(x)=arcsin x

s

arcsin x est I'angle compris entre —% et 7
arcsinx =0 < x=sinfl et 0e[-7,

qui a x comme sinus, c.-a-d.
5], alors

Darcsin = [_17 ]-] et Iarcsin = [_%7 %]
e arctangente | f(x) = arctanx
arctan x est I'angle compri entre —7 et 7 qui a x comme tangente, c.-a-d.
arctanx =0 < x=tanf et 0 e] — 5, 5[, alors

Darctan =R et /arctan :] - %7

N[

[

Exponentiel

e La fonction exponentielle, abrégé en “exponentiel”,
de base le nombre de Néper (de Euler et Napier, XVII s.)

1\" &1
e = lim (1+—) = ) = ~2,7182
n—o0 n nzon!

est la fonction | f(x) = ¥ = exp(x) | qui peut étre définie de plusieurs

facons (voir les prochains chapitres pour comprendre):

i) c'est la seule fonction continue qui trasforme une somme en produit,
exp(x + y) = exp(x) exp(y), et qui vaut e en x = 1;

ii) c'est la seule solution de I'équation différentielle f'(x) = f(x)
qui vaut 1 en x = 0;

o0
L 1
iii) comme somme de série Z —
n!

Ona | Dep =R | et | lyp =]0,00]

15



Logarithme

e La fonction logarithme naturel, abrégé en “logarithme”, est la fonction

f(x) = Inx | qui donne I'exposant a I'exponentiel pour obtenir x,

c'est-a-dire telle que Inx=y < €& =x.

Elle peut également étre définie des fagons suivantes (voir les prochains
chapitres pour comprendre):

i) c'est la seule fonction continue qui transforme un produit en somme,
In(xy) = In(x) +In(y), et qui vaut 1 en x = e;

ii) c'est la seule primitive de la fonction x+— — quivautOen x = 1.
—_— X

On a Dy, =]0,00[ | et | hh =R |

Fonctions hyperboliques

e cosinus hyperbolique | f(x) = chx = coshx = % avec
D., =R et In 2[1,00[
. . : e —e
e sinus hyperbolique | f(x) = shx = sinhx = — | avec
Dsh =R et Ish =R 7
On a P
ch?x —sh?x =1 | pour tout x € R, shx |
donc (ch x, sh x) sont les coordonnées des points < !
P qui se trouvent sur la branche droite de
I'hyperbole d'équation X? — Y2 =1
e tangente hyperbolique
h
f(x) =thx =tanhx = Sh—X avec | Dy =R| et | han=|—1,1]
ch x
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2. Graphe de fonctions

Définition: Le graphe d'une fonction f est I'ensemble des points du plan

r,cz{(x,y)eR2\xeDf, yzf(x)}

—{(x.f(x)) eR? | xe Dy } < R?

(x, f(x))
f(x)

X

En regardant le graphe d'une fonction on peut déduire quel est son
domaine, son image et ses propriétés importantes.

Le graphe des fonctions usuelles est a connaitre par coeur.

Graphes a connaitre !

f(x) =x f(x) = x> f(x) = x3

f(x)=1/x f(x) =1/x? f(x) =1/x3

L

F) = Vx f(x) = ¥x

N\ 4
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D’autres graphes a connaitre !

| g | i | x
f(x) = sin(x) f(x) = cos(x) f(x) = tan(x)

N

f(x) = arcsin(x)

D’autres encore... ouf !

() e/xp(x)
_/ L

f(x) = In(x)

\x

f(x) = sinh(x) f(x) = cosh(x) f(x) = tanh(x)

18



3. Fonctions croissantes, décroissantes, monotones

La premiére propriété qu’'on voit sur le graphe est la croissance.

Définition: Soit f : R — R une fonction et D < D¢. On dit que:

e f est (strictement) croissante sur D si

_/

f(x) < f(y) |pourtout x,ye D telsque x<y. 7T —

e f est (strictement) décroissante sur D si

|~

:V)

f(x)>f(y) |pour tout x,y € D tels que x < y.

e f est constante sur D si| f(x) = f(y)

pour tout x,y € D. -
Si on n'indique pas I'ensemble D, on sous-entend qu’on parle de tout le domaine

de définition Dr .

e f est (strictement) monotdne si elle est partout croissante ou partout
décroissante sur Dy.

L'appellatif “strictement” peut étre remplacé par “largement” si on considére des
inégalités larges < et >.
S'il est sous-entendu on considére les inégalités strictes < et >.

Exemple de fonctions monotones

Exemples:
e Les polyndmes x" sont monotdnes croissants seulement si n est impair.

Si n est pair, ils sont décroissants pour x < 0 et croissants pour x > 0.

e Les fractions Xi,, sont monotbnes décroissantes seulement si n est impair.

Si n est pair, elles sont croissantes pour x < 0 et décroissantes pour x > 0.

e Les racines {/x sont monoténes croissantes.

e Les fonctions circulaires sin x et cos x ne sont pas monoténes (elles sont
oscillantes). La tangente tan x est monotdne croissante.

e Les fonctions arcsin x et arctan x sont monotdnes croissantes, alors que arccos x
est monotdéne décroissante.

e L’exponentiel €* et le logarithme In x sont monotdnes croissants.

e Les fonctions hyperboliques sinh x et tanh x sont monoténes croissantes, alors
que cosh x est décroissant pour x < 0 et croissant pour x > 0.
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Fonctions convexes et concaves
La deuxieme propriété qu'on voit sur le graphe est la convexité.

Définition: Soit f : R — R une fonction et D < D¢. On dit que:

o f est convexe sur D si elle a la forme \_/
—_

e f est concave sur D si elle a la forme

A

e f est plate sur D si elle est constante —_
_

Si on n’indique pas I'ensemble D, on sous-entend qu’on parle de tout le domaine
de définition Dr.

Exemples:

e Les polyndmes x" et les fractions Xi,, sont convexes si n est pair.

Si n est impair, ils sont concaves pour x < 0 et convexes pour x > 0.
e Les racines {/x sont concaves.

e L’exponentiel €* est convexe. Le logarithme In x est concave.

Fonctions paires, impaires et périodiques

La troisieme propriété qu'on voit sur le graphe est la symétrie.

o f estimpairesi| f(—x) = —f(x) | pour
tout xe€ Dr (symétrie centrale). PN}VAVAVA‘ML

e f est périodique de période p si
f(x + p) = f(x) | pour tout x e Dy

Définition: Soit f : R — R une fonction. On dit que:

e f est pairesi| f(—x) = f(x) |pour tout

x € Dr (symétrie axiale).

(symétrie par translation).

Exemples:

e Les polynémes x" et les fractions Xin sont des fonctions paires si n est pair,
et des fonctions impaires si n est impair.

e Les fonctions sin x et tan x sont impaires, cos x est paire. Toutes les trois
sont périodiques: sin x et cos x de période 27, tan x de période .
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Exercice

Exercice: Pour les fonctions suivantes, dessiner le graphe, préciser le
domaine de définition et si elles sont monoténes (croissantes ou
décroissantes), paires ou impaires et périodiques.

o f(x)=2Inx+1

Réponse: Le graphe de f(x) = 2Inx + 1 se trouve en dilatant par 2 le
graphe de x — In x et en décalant tout de +1:

In(x) f(x) =2In(x) +1

T 1/

/lx X

Le domaine de f est Df = {xe R | x > 0} =]0, oo[.

La fonction f est monotOne croissante, ni paire ni impaire.

Exercice (suite)
e u(f) = cos(20) —

Réponse: Le graphe de u(f) = cos(26) — 1 se trouve en décalant de —1 le
graphe de la fonction f(x) = cos x ou x = 26:

cos(x) u(0) = cos(20) — 1

1L

A NVARTA o
T\ 9

Le domainede uest D,={leR|20eR} =
La fonction u n'est pas monotone, et elle est paire.
Elle est clairement périodique de période :
u(f + m) = cos (2(f + 7)) — 1 = cos(26 + 2m) — 1
= cos(20) — 1 = u(h).
21



Exercice (suite)

o z(t)=—\t—1

Réponse: Le graphe de z(t) = —+/t — 1 se trouve par étapes: on dessine la
fonction +/t, on décale la variable independante de t 3 t — 1 en bougeant
I'axe vertical de —1 en horizontal, enfin on prend son opposé —+/t — 1.

V't t—1 z(t) = =/t — 1

+ ‘ + ‘\t

Le domaine de la fonction zest D, ={teR|t—1=>0} =[1,00].

La fonction z est monotone décroissante, elle n'est ni paire ni impaire.

4. Opérations entre fonctions

Définition: Soient f, g : R — R deux fonctions, et t € R.

e addition: | (f + g)(x) = f(x) + g(x) |avec domaine
Df+g={X€R|X€DfetX€Dg}=DfﬁDg

zéro: | 0(x) =0 |avec Dy =R

opposée: | (—f)(x) = —f(x) |avec D_¢ = Ds

e produit par un scalaire: | (tf)(x) =tf(x) |avec D;s = Ds

e multiplication: | (f g)(x) = f(x)g(x) |avec Dfz = Df n Dy

unité: | 1(x) =1 |avec D; =R

inverse: | (1) (x) = ﬁ avec Dyjr = {x € Dr | f(x) # 0}

Exemples:
h(x) = x* + sin x est la somme de f(x) = x* et g(x) = sinx
k(x) = 10(x* + sin x) est le produit de h(x) par le scalaire 10

H(x) = < est le produit de f(x) par I'inverse de g(x)

sin x
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Propriétés des opérations

Proposition:

e Les opérations entre fonctions ont les mémes propriétés que leurs
analogues entre nombres réels (associative, commutative, distributive).

e En particulier, I'ensemble des fonctions est un espace vectoriel (de
dimension infinie) avec I'addition et le produit par un scalaire.

Exemple: Si f(x) = x?, g(x) = sinx, h(x) = cosx et t = 10, I'égalité

x*(10 sin x + cos x) = x° cos x + 10 x* sin x (pour tout x)
s'exprime en terme de fonctions comme
f(tg+h) =fh+tfg

et repose sur la propriété commutative de I'addition et du produit par un scalaire
et sur la proprieté distributive de la multiplication par rapport a I'addition.

Note: Un espace vectoriel qui a en plus une multiplication s'appelle
algebre.

Composition de fonctions

La composition de fonctions est une opération qui n'a pas d'analogue dans les
nombres réels.

Définition: La composée de deux fonctions x — f(x) et y — g(y) est la
fonction g o f : R — R définie par

(gof)(x) =g(f(x)

avec domaine | Dgor = {x € Dy | f(x) € Dg}

La composition peut étre vue comme |'enchainement des fonctions I'une
apres |'autre:

x — f(x) — g(f(x))

(gof)(x)
ou également comme la substitution de la variable y, dans g(y), par la
valeur y = f(x).
Exemple: Si f(x) = x* et g(y) = siny, on pose y = x> et on a:

(g0 )(x) = g(F(x)) =g(y)|  =siny

. .2
= sin(x°).
y=f(x) ( )

y=x?



Propriétés de la composition
Propriétés:

e La composition est associative: | (hog)of =ho (gof)

mais elle n'est pas commutative: | gof # f o g |en général.

Exemple: Si f(x) =x* g(y)=siny et h(z)=Inz, ona
(hog)(y) =In(siny) donc ((hog)of)(x)= In(sin(x?))
(g o f)(x) =sin(x*) donc (ho(gof))(x) = In(sin(x?))

¢ (g0 f)(x) =sin(x?) mais (fog)(y) = (siny)’.

e La fonction identité | id(x) = x |, avec domaine Diq = R, est une unité

pour la composition: | foid =idof =f |

Remarque: Pour une fonction f, I'inverse — est définie a partir de la

e . 1 1
multiplication et de I'unité 1 de telle sorte que f? =1 |et ?f =11

L'analogue pour la composition et I'identité est une fonction £ telle que

flof=id |et| fof ' =1id | c'est la réciproque de .

5. Fonctions réciproques

Définition: La réciproque d'une fonction x — f(x) est la fonction
y — f71(y) telle que

flof=id | et fofl=id

c'est-a-dire telle que

) =x | o | FET0) =y
pour tout x € Dy pour tout y € If

ce qui peut étre résumé en une seule assertion:

i y)=x <= y="f(x)

Ceci implique que | Df—1 =1 | et le—1 = D¢

En conclusion, on peut visualiser la réciproque comme ceci:

Dy = lp ; Ir = Dy
— - /—\k —
x=fy) T Try=fx

f_l



Exemples de réciproques
Exemples:

e La réciproque de I'exponentiel f(x) = e* est le logarithme f~*(y) = Iny, car
FH(f(x) =In(e") =x et f(F(y))=e" =y,
c'est-a-dire e =y < x=lIny.

e La réciproque de la fonction g(x) = x> + 1 se trouve en posant x> +1 = y et en
calculant x = g~ *(y) comme fonction de y:

y=x+4+1 «— y—-1=x> — x=+y—-1
donc g7 '(y) = Iy — L.
e La réciproque de la fonction h(x) = se trouve en posant > _ et
Pred ox3+1 P 1

en calculant x = h™*(y) comme fonction de y:

Propriétés des réciproques

Théoreme: La réciproque d'une fonction f existe si et seulement si f est
strictement monotdne.

Idée: En effet, si f n'est pas strictement monotone, il existe deux points
distincts x; et xo qui donnent la méme valeur y = f(x1) = f(x2).
Dans ce cas, comment va-t-on définir la réciproque f~1 au point y, f_l(y) = X1
ou bien f(y) = x2? Ce choix est impossible.
Propriétés:

e Si f est strictement monotdne et on note s son graphe, la réciproque f~!

est aussi strictement monotdne et son graphe est I'image miroir de ['¢ par
rapport a la droite y = x.

f(x) / F=1(y) p

// X s y
// —///

e La réciproque de la réciproque de f est f: (f_l)_l =f
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Réciproque des fonctions non monotones
Probleme:

e Les polyndmes x" de puissance impaire et |'exponentiel X sont monotdnes
et admettent une réciproque, a savoir respectivement les racines v/x
d’'ordre impair et le logarithme In x:

x=yy <= x"=y

x=Ilny < &=y

e Mais les polynomes x" de puissance paire et les fonctions circulaires sin x,
cos x et tan x ne sont pas monotbnes et n'admettent donc pas de
réciproque! Que faire?

Astuce: Si une fonction f n'est pas monotdne, on peut restreindre son
domaine de définition a un ensemble D < D tel que
i) f soit monotdne sur D,

i) £(D) = Iy.

Cette fonction “a domaine restreint” | f : D < Df — I | admet bien une
réciproque “a image restreinte” :

f_lilf—>DCDf

Exemples de réciproques “restreintes”

Exemples:

e Les polyndmes x" de puissance paire restreints a I'ensemble [0, co[c R ont
comme réciproque les racines /x d’ordre pair:

X =y — x"=y et x=0
x2 x2 VY
| % | % | y

e Les fonctions circulaires sin x, cos x et tan x, opportunement restreintes, ont
comme réciproque les fonctions arc arcsin x, arccos x et arctan x:

X = arcsiny — sinx=y et xe[-7/2,7/2]
X = arccosy — cosx=y et xel0,m]
X = arctany — tanx =y et xe€|—n/2,7/2]

sin x sin x arcsin y
Ex.: T/\ V
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Exercice

Exercice: Calculer la réciproque des fonctions suivantes.
e f(x)=3x>—5,avec x>0

Réponse:

y+5:x2 o x_ y+5

3 3
o f(f) =+/sinf + 3, avec —/2 <0 < 7/2

y=3x’-5 <

Réponse:
x=4/sinf+3 < x*—-3=sinf < 0 =arcsin(x*—3)

e f(z) = 3arctan(e?)
Réponse:
t/3 = arctan(e’) < tan(t/3) =e* < z=In(tan(t/3))

avec —7/2<t/3<m/2 et tan(t/3) >0, c'est-a-dire
0<t/3<m/2, aufinal: 0<t<37m/2
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TMB — Chapitre 3
Dérivées

Dans ce chapitre:
1. ldée des limites et des fonctions continues.
2. Dérivées. Dérivées des fonctions composées.

3. Dérivées d'ordre supérieur. Points critiques, extréma locaux et points
d’infléxions.

4. Formule de Taylor et approximations.

1. Idée des limites

Définition — Soit f : R — R une fonction de la variable x.

La limite de f pour x qui tend vers xp, notée| lim f(x) |, est la

X—>Xp

valeur a laquelle tend f(x) quand x s'approche de xg (sans le toucher).
Cette limite peut €tre un nombre réel, ou +00, ou ne pas exister.

Exemple:
xﬂrl]oo f(x) = 4+
Iim0 f(x) =-0.5
Iim1 f(x) = Iim2 f(x)=0

; o 1 i ) ! t
k/ lim f(x) n'existe pas

x—4

lim f(x) =0

X—Q0

Remarque: Pour que I'expression lim,_,,, f(x) ait un sens, il suffit que

xp € Dr, ou bien que xp soit un point du bord de Dy, par exemple I'un des
deux extrémes a et b si D =]a, b[ est un intervalle ouvert, ou bien
X():iOOSi Df:R.



Idée des fonctions continues

Définition — Soit f : R — R une fonction de la variable x.

On dit que
e f est continue en un point a € Ds si
lim f(x) = f(a)

e f est continue si elle I'est en tout point a € Dr.

- - %

P L~ . e
/ / a / a
continue non continue en a non continue en a
lim f(x) n'existe pas lim f(x) # f(a)
X—a xX—a

Proposition:
e Les fonctions usuelles sont continues sur leur domaine de définition.

e La somme, le produit et la composée de fonctions continues est continue.

2. Dérivée
Définition — Soit f : R — R une fonction de la variable x.

e On appelle dérivée de f en a € Dr la limite

9 () = @) = tim FOOIE) i FE 2N F(3) |

X—a X —a h—0

si_cette limite existe et c'est un nombre réel. Dans ce cas, on dit que f est
dérivable en a.

e On dit que f est dérivable sur D — Ds si elle I'est en tout point a€ D. Si
D = D¢, on le sous-entend.

o Si f est dérivable sur D, |la fonction dérivée est |la fonction

df
azf’:D—ﬂR, x — f'(x).
Exemple: Si f(x) =x* ona f'(x)=2x car
by (xR =X X4 2xh+ B =X
i e h
(2x + h)h

- fim S = e+ ) = 2x
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Dérivée, droite tangente et croissance

Proposition: Si f est dérivable en
[r admet une
droite tangente A, au point (a,f(a)),

a, alors son graphe

d’'équation

A,:| y=1f'(a)(x—a)+ f(a)

et on a | f'(a) =tanf, ||, ou 0O, est

I'angle formé par la droite tangente A,

a partir de I'axe Ox.

fla) - ___
f(b)

/

Le¢ - - - ————— =

S A
I

/

X

V

Par conséquent, la dérivée donne un critere pour établir la croissance d'une

fonction dérivable.

Proposition: Si f est une fonction dérivable en x, on a:

f est croissante en x

f est décroissante en x

Fonctions dérivables

< 0<b,<7m/2 & | f'(x)=tanb, >0

< 1/2<b0<7m < | f'(x)=tanf, <0

Remarque: Une fonction dérivable est continue, le contraire est faux; en effet il y
a des fonctions continues qui ne sont pas dérivables.

/
il
/ a

non continue en a

Proposition:

]

-

__

]

/

a

/

continue, non dérivable en a dérivable

e Les fonctions usuelles (ch. 4) sont dérivables, sauf les racines v/x d'ordre n

pair, en x = 0.

e La somme, produit et composée de fonctions dérivables est dérivable.

Exemples:

o f(x) =3x*+sin(v/x3—1) +In(3x* + 1)

est dérivable sur

D={xeR|x’—1>0, 3x° +1> 0} =]1,00[.

e La valeur absolue

X
x=1 %

six>=0
six <0

n'est pas dérivable en 0.

N

| X
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Dérivée des fonctions usuelles (par coeur !)

f(x) f'(x) Cas particuliers:
x" nx"! dix2 = 2x 453 = 3x°
Ix dx
1 o1 d1_ _ 1  d1_ _2
xn Xn—l—l dx x x2 dx x2 x3
1 1 1
1 1_4q d 1
/X = Xn — Xn = — /X = ——
\/> n n n Xn_l dX\/> 2\/;(
) 1
: arcsin x
sin x COS X /1 _ x2
1
CoS X —sinx arccos x -
V1—x2
1 5 1
tan x > = 1+ tan® x arctan x 5
COS* X 1+ x
e~ e~ sinh x cosh x
In x 1 cosh x sinh x
X 1 9
tanh x > = 1—tanh“x
cosh” x

Dérivée de la somme et du produit de fonctions

Proposition: Si f et g sont dérivables en x e R, et t € R, on a:

o | S0+ 800) = Fx) + ()

d
o a(t f(x)) =t f'(x)
. di)l((f(x)g(x)) — Fx)g(x) + F(x)g'(x) | regle de Leibniz
| d [ 1 F(x)
® S| f(X) #* 0, on a & (m) f(X)2
: d (f(x) f'(x) g(x) — f(x) g'(x)
e sig(x)#0,ona o <g—x)> 2(x)2
Exemples:
I SR v
Of(z)—ﬁ f(z)——z BTN
e s (eh+tel)(t+1)—te' (P +t+1)ef
.h(t)_t+1 hit) = (t +1)2 o (t+1)2

32



Dérivée des fonctions composées

Proposition: Soit f une fonction dérivable en x, g une fonction dérivable
en y = f(x) et gof la composée. Alors:

e regle de la chaine:

f'(x) = g'(f(x)) f'(x)

(g0 f)(x) = & (g(f(x) = g/(Y)‘y:f(@

e si f admet la réciproque =1 et y = f(x) # 0, alors

_ 1
=) ()

Exemples:

e f(z) =(Inz)? f’(z)=2|nz;— ~

Exercice

Exercice: Calculer la dérivée des fonctions suivantes.

o y(u) = o sin*(v°)
Réponse: y'(u) = 30° sin®(v®) + v 3sin®(v?) cos(u?) 2u

= 3u” sin®(u?) + 6u” sin®(u?) cos(u”)

o hx) = +in (1)

Réponse: 1 1 1 1
P h/(X)Z—( 2;4—1(—;

o F(t)=t\/t3+5t
Réponse: F'(t) =B +5t+t——2
(®) 2v/t3 + 5t

2(t* +5t) + (3> + 5t)  5t° +15¢

- 2V/E + 5t T 2V +5¢

(3t> + 5)
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3. Points critiques

Rappel: Une fonction f : R — R dérivable en a € D est
e croissante en a si f'(a) > 0,
e décroissante en asi f'(a) <0,

car la droite A, tangente au graphe '+ au point (a, f(a)) a pour équation
cartésienne y = f'(a)(x — a) + f(a). Que se passe-t-il si f'(a) = 07

Définition: Soit f une fonction dérivable en a € Dr. Le point a s’appelle

point critique de f si| f'(a) =0

Dans ce cas, la tangente A, est la droite horizontale | y = f(a)

Exemple: Le graphe de la fonction

flx) = (x —1)2+1 \ r

est une parabole. Ona f'(x) =2(x — 1),
donc a = 1 est un point critique de f.

: . , : f(a)
La droite tangente A,, qui a pour équation

y=0(x—1)+1=1,

L - — 4

est bien horizontale.

Extrema locaux et points d’inflexion

Les points critiques peuvent étre de trois types:
Définition: Soit f : R — R une fonction et a € Dr. On dit que

e f a un minimum local en a si /:&L

f(x) > f(a) | pour tout x proche de a

|
4
7 a

(f est convexe autour de a). minimum local

e f a un maximum local en a si \;
f(x) < f(a) X \

pour tout x proche de a

(f est concave autour de a). maximum local

Les minima et maxima locaux s'appellent aussi extrema locaux.

\

e f a un point d’inflexion en a si, au point _ﬁ
(a,f(a)), le graphe I'¢ traverse la droite LN\
tangente A,. point d'inflexion

Cela peut arriver aussi quand la droite \/f/\
5 \

tangente A, n'est pas horizontale. 3
point d'inflexion

Pour distinguer ces trois types de points on a besoin des dérivées supérieures.
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Dérivées d’ordre supérieur

Définition:

e Pour tout n e N, on appelle dérivée d’ordre n de f la fonction

s 200 £ (2 (- )

que |'on obtient en dérivant f successivement n fois.

e Si la fonction (" est bien définie sur D < D¢, on dit que f est dérivable
n fois sur D. Si cela arrive pour tout n € N, on dit que f est lisse ou de
classe C®.

Exemples:
e La fonction f(x) = x> est lisse sur R car toutes les dérivées sont définies:

f'(x) =3x%, f'(x)=6x, f"(x)=6, f™(x)=0 pournz=4.

e La fonction h(x) = x+/x est dérivable sur [0, o0[, car
h (x) = \/x+ x ﬁ; = /X + */7; = 2/x pour tout x € [0,00[, mais h n’est pas

: : 3 .
dérivable deux fois en x = 0 car h”(x) = ——= n’est pas définie en x =0

a/x

Exercice
Exercice: Calculer les cing premieres dérivées de la fonction
f(t) = t2e

et déduire I'expression de (") (t) pour tout n € N. La fonction f est-elle
lisse?

Réponse: Les cinq premieres dérivées sont:

f'(t) = 2te’ + t?e’ = (t* + 2t)e’

F7(t) = (2t +2)e' + (t? + 2t)e' = (t* + 4t + 2)e’

F7(t) = (2t + 4)e' + (£° + 4t + 2)e' = (£ + 6t + 6)e’
F®(t) = (2t + 6)e’ + (t> + 6t + 6)et = (t2 + 8t + 12)e’
FO(t) = (2t + 8)et + (t% 4 8t + 12)ef = (t2 + 10t + 20)e’.

Pour tout n€ N, on a donc
F(t) = (t* +2nt + (n—1)n) €,

qui est bien défini pour tout t € R. Donc f est lisse.
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Critere pour établir la nature d’un point critique

Théoreme: Soit : R — R une fonction lisse sur D et soit a € D un point
critique (f'(a) = 0). Alors:

i) f est plate autour de a ssi toutes les dérivées de f s’annulent en a, c.-a-d.
f(kK)(a) =0 pour tout k € N.

ii) Sinon, soit n I'ordre de la premiere dérivée de f non nulle en a, c.-a-d. que
f(M(a) #0 et fK)(a) =0 pour tout k < n:

e aest un minimum local ssi n est pair et £("(a) > 0,

e aest un maximum local ssi n est pair et (" (a) <0,

e a est un point d’inflexion ssi n est impair.

En particulier, si a est un point critique (f’(a) = 0), on a:
o Sif"(

a)
e Si f”(a) <0, alors a est un maximum local.

> 0, alors a est un minimum local.

e Si f”(a) = 0 (a s’appelle point plat), pour connaitre la nature de
a il faut regarder les dérivées d'ordre supérieur.

Exercice

Exercice: Trouver les points critiques de la fonction

X3

f(X) = m:

et détérminer s'ils sont des extréma locaux ou des points d’inflexion.

Réponse: Le domaine de la fonction f est Df = {x e R | x # 1}.
Cherchons les points critiques:

3x%(x — 1) — x*2(x — 1)

Filo = (x — 1)*
3 (x—1) -2 X’ -=3x"  x*(x—3)
=12 (x=1)P 0 (k=1

Donc
f(x)=0 <= x=0 ou x=3.

Par conséquent, il y a deux points critiques: x =0 et x = 3.
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Exercice (suite)

Pour connaitre la nature des points critiques, calculons la dérivée seconde.
x*(x —3)

Puisque f'(x) = e on a:
f"(x) _ (2X(X -3)+ X2) (X(; 1_)31)—6 x2(x —3)3(x — 1)2
B (2x* — 6x + x*) (x — 1) — 3(x*> — 3x%)
N (x=1)4
(3% —6x) (x — 1) — (3x* — 9x%)
(x—1)4
B 3x> — 3x% — 6x% + 6x — 3x> + 9x°
N (x = 1)*
_ bx
S (x=1)

Alors:

e Enx=3o0na f"(3)=12=2>0, doncx =3 estun minimum local.

e Enx=00na f"”(0) =0, donc on ne peut rien dire pour I'instant.

Exercice (suite)

Calculons la troixiéme dérivée. Puisque f"(x) = (Xfxl)[l, on a:

6(x —1)* — 6x4(x — 1)
(x —1)8
6(x —1) — 24x
(x —=1)°
—18x — 6 3x +1

ERCE N FEE

f/” (X) —

On aalors  "(0) = —6;—ys = 6 # 0.

Puisque la premiére dérivée non nulle en x = 0 est d'ordre impair, on a que x =0
est un point d'inflexion.

En effet, le graphe de f est:




4. Polynome de Taylor et approximations
Théoreme: Toute fonction f : R — R dérivable n fois autour d'un point a
peut étre approximée en tout point x proche de a

par un polynome de degré n dont les coefficients dépendent uniquement des
dérivées de f en a, qui s'appelle polynome de Taylor d’ordre n de f en a:

T'f(x) = f(a)+f’(a)(x—a)+%f”(a)(x—a)2+- : -+%f(”)(a)(x—a)”

Le niveau d'approximation est mésuré

RIf(x) = f(x) = T7f(x)

Exemple: Voici les graphes de
f(x) =e* (en bleu)

et de son polynéme de Taylor d'ordre 2 en a =0

Tof(x) =1+ x+x/2 (en rouge).

Les restes en x = 1 et en x = 0.1 valent:

par le reste

,qui tend vers 0 pour x — a

Rif(1) =e—(14+1+41/2) ~—0.83 (mauvaise approximation)
R3f(0.1) = e*' — (1 + 0.1 4+ 0.01/2) ~ —0.0018 (bonne approximation)

Polynéomes de Taylor importants (autour de 0)

f(x) ToF(x)
141rx L—x+x" =+ 4 (-1)%
1ix L+ x+x2+x+- +x"
(14 x)° 1+ax+wx2+...+O‘(O‘_l)"ﬂ"(a_”)Xn
\/11——x2 1+%X2+%X4+'”+ (2272;):![!)”’(2"
X X_%X3+%X5+ +(_1)n(2n1_1)!x2n_1
e* 1+x+%x2+%x3+ -+%x”
In(1 + x) X—§X2+%X3+ ..+(_1)H%Xn
In(1 — x) x+%x2+%x3+...+%xn
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Exercice
Exercice: Trouver le polynéme de Taylor a I'ordre 2 de la fonction

f(x) = > ;i autour des pointsa=0et b=1

Réponse: Il nous faut les premieres deux dérivées de f:

oy —2+x)—(4—-x) 6
=" mE = Erxr
—2(2 + x) 12
f// — (_ _
X =05 gr ~ 2
e Autour de a = 0:
4 p B 6__3 /) 12_§
>[4 —Xx B _§ §2
donc T; (2+x>_2 2x—|—4x.
e Autour de b = 1:
3 / 6 2 17 12 4-
f(Y==-=1, f(l)=—==—= ()= —= = =
5[4 —X B _g B g Y
donc Tj <2+x>_1 3(X 1)+9(X 1)

Estimation du reste

Rappel: Le théoreme de Taylor garantit que si f est dérivable n fois autour de a,
alors il existe un polynéme T]f(x) qui est une bonne approximation de f quand
x — a, c'est-a-dire tel que

f(x) = T,f(x)+ Rif(x) avec lim R;f(x)=0.

X—a

Formule de Young: Le reste R7f(x) est négligéable par rapport au
polyndome de Taylor:

RIf(x) = o((x—a)") |

o(h
ou o(h) est une fonction qui tend vers 0 plus vite que h: llimoﬁ =0.

Formule de Lagrange: Si f est dérivable n + 1 fois autour de a, alors pour
tout x proche de a il existe une valeur ¢ comprise entre a et x telle que

RIf(x) = —(njl)! F(+1)(c)(x—a)"t?
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Exercice

Exercice:

e Montrer que pour tout x = 0 on a

1
l-x+x—x < <1—x+x3—x>+x*
14+ x
Réponse: Puisque o 1 _ (—1)" n on sait, par la formule de
p . q d n 1 —|—X - (1 —I— )n+11 ' p
Taylor-Lagrange, que pour tout x = 0 il existe un ¢ compris entre 0 et x tel que
1 2 3, .4 n 1 n
-1 — (=1 =
T X+ x"— x4+ x + (—1) (1+c)”+1X

Puisque 0 < c < x,onac+1>1. Donc, pour n=3ona (—1)3ﬁ > —1et

donc

1 1
—1—-x4xX - ——x>1-x+x"—x".
14 x (1+c)*
Et pour n =4 on a (—1)4(1+1C)5 < 1, donc
1 1
—1—-x4+xX x4+ ———x*"<1-x+x"—x+x*.
1+ x (14 c)®

Exercice (suite)

e Pour quelles va/eurs de x > 0 peut-on dire que 1 — x + x> — x> est une
approximation de — a 10~ * pres, c'est-a-dire telles que

—1—x+x*=x)|<107%

1
1+ x

Réponse: Des inégailtés

1
1-x+x"—x>< <l-x4+x=—x>+x*
1—x
on déduit que
1 2 3 4
0< — (1 - — < x.
T % (1—-x+x"—x")<x
Il suit alors que
1 _
1_X—(1—X-|—X2—X3)<104

si on prend x < 107!, car dans ce cas on a bien x* < 107*.
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TMB - Chapitre 4
Intégrales

Dans ce chapitre:
Primitives
Intégrale de Riemann et aire

Relation entre primitives et intégrales

= =

Techinques d'intégration: par parties et par changement de variable. Cas
des fonctions circulaires et des fractions rationnelles.

1. Primitives

Définition: Soit f : [a, b] — R une fonction. Une primitive de f sur |a, b]
est une fonction F : [a, b] — R dérivable, telle que

F'(x) = f(x) pour tout x€ [a, b].

On note F(x) = ff(x) dx, mais attention ! (voir la suite)
Remarque: Toute autre primitive de f differe de F par une constante.

Exemples: cf. le tableau des dérivées:

1 (1 x

(‘XndX: A+l Zdx =Inx (‘ede:e
J n+1 J X J

1 1 "
(‘—dX=—W sin x dx = — cos x (‘shxdx=chx
J x n—1)x"— J J

1 " "
(de:2\/;< cos x dx = sin x ch x dx = sh x
J X J J
1 1 1
| s dx = arctan x = dx = tanx j x dx = th x
(;dx: arcsin x
J 1— x2




2. Somme de Riemann d’une fonction
Définition — Soit f : [a, b] — R une fonction.

¢ Une subdivision S, de [a, b] est une partition de I'intervalle | = [a, b] en

n intervalles I; = [a;_1, a;] (pour i = 1, ..., n) de longueur § = 2=2, avec
ap = aeta,=0>b.
a = ag ai a as as as apn=0>b
L L 4 L 4 L 4 L 4 L 4 L 4
5 R
e Pour tout choix de n points x; € [;
a = ap | ai | a | as | as | as an=>b
>41 >42 >J3 4 >45 R

Chaque terme f(x;) 0 est I'aire algébrique (= + aire) du rectangle de base
l; et hauteur f(x;).

Intégrale de Riemann
Définition:
e Silalimite lim R,(f;{x;}) existe, c'est un nombre réel et ne dépend pas
n—0o0

du choix des x;, on I'appelle intégrale de Riemann de f sur [a, b|:
f(x)

Lbf(X) dx = t,Zli:r;no)%/"\’n(f; {xi}) %a//\\/lgx

et on dit que f est intégrable selon Riemann sur [a, b].

a b
e Toujours pour a < b, on pose aussi f f(x)dx = —f f(x) dx
b a

Note: Le symbol { rappelle la somme, et dx représente la variation infinitesimale
de x et s'appelle différentielle de x.

Exemples:

e Les fonctions continues et celles en forme d'escalier sont intégrables.

e La fonction de Dirichlet f(x) = (1) z: ig%\(@ n'est pas intégrable selon

Riemann, car la limite de R,(f; {x;}) dépend du choix des points x;.
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L’intégrale donne l'aire sous le graphe

Corollaire:

~b

. f(x)dx = aire "algébrique” sous le graphe de f
Ja
~b

. |f(x)| dx = aire sous le graphe de f (positive)
Ja

y="FfO =y
\'f:\\ +

Exemple: L'aire du disque
D={(x,y)eR* | x" +y* <1}
se calcule comme une intégrale:

1
Aire(D) = 2 Aire(D") = 2J V1—x?dx
—1

D’autres proprietés des intégrales

Proprietés:

b
(OdXZO

Ja

b
(‘ dx = b — a = longueur de [a, b]

Ja

b b

f(x) dx—l—f f(x) dx

C

Cc

f(x) dXZJ

Ja a

b b
Si f(x) < g(x) pour tout x € [a, b]: J f(x)dx < f g(x) dx

Lbf(x) dx <Lb\f(x)\ dx
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3. Relation entre intégrale et primitives

Théoreme fondamental du calcul intégral:
Soit f une fonction intégrable selon Riemann sur [a, b]. Alors, pour tout
c € R, la fonction F : [a, b] — R définie en tout x € [a, b] par

T f(x) F(x)

TN b
S NS

est une primitive de f (i.e. F'(x) = f(x)) telle que F(a) = c.

F(x):rf(t)dwc

En mots: |'aire sous le graphe de f entre a et x donne une primitive F(x).

Corollaire: On peut donc calculer I'intégrale de f si on connait une
primitive F de f, avec la formule

Jb f(x)dx = fb F'(x) dx :

a a

[
By
=
|
By
&
I
| —
By
b
=

Il ne reste plus qu'a apprendre les techniques d’'intégration pour trouver la
primitive.

4. Calcul de primitives et d’intégrales

Pour calculer les primitives et les intégrales, on part des cas connus et on modifie
la fonction a intégrer en utilisant les théorémes suivants.

1) Si I'intégrand est une somme de fonctions

Théoreme:
e primitive: p()x f(x)+pg(x))dx =X\ Jf(x) dx + ,ufg(x) dx
dpb b b
e intégrale: ). (M (x) + png(x))dx = AL f(x)dx + uL g(x) dx
Exemple:

J(3cosx + 5sin x) dx = 3Jcosxdx - SJsinxdx

= 3sinx — b cos x.

Par conséquent:

/2 /2
J (3cosx + 5sinx) dx = [3sinx — 5cosx]

0 0

= (3sin(m/2) — 5cos(m/2)) — (3sin0 — 5cos0)
—(3-0)—(0-5)=8
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Intégration par parties
2) Si l'intégrand est un produit de fonctions

Théoréeme (Intégration par parties):

r

e primitive: f(x) g (x)dx = f(x) g(x) — f f'(x) g(x) dx

J

e intégrale: f(x)g'(x)dx = [f(X) g(X)]b - Jb f'(x) g(x) dx

Ja a

Exemple: Pour calculer la primitive fxsinxdx, on pose

f(x)=x et g'(x)=sinx

et on calcule , _
ffx)=1 et g(x)= fsmxdx = — COS X.

On a alors:

stinxdx = —XCOS X + fcosx dx = —x cos x + sin x.

Par conséquent:
T
. . s . .
f xsin x dx = [—xcosx+smx] = —mcosm+sinTt+0—sin0 = .

0
0

Exercice

Exercice: Calculer la primitive fcosz x dx par parties.

Réponse: Posons f(x) =cosx et g'(x)= cosx.

Onaalors f'(x)=—sinx et g(x)= Jcosx dx =sinx, et donc

2 . .2
Jcos xdx:smxcosx—l-fsm x dx.

2 2

Puisque sin“x =1—cos“x, on a

jcoszxdx=sinxcosx+J(1—coszx) dx
:sinxcosx—i—fdx—Jcoszxdx

. 2
= smxcosx+x—Jcos x dx

d'ou suit
2 .
2fcos X dx = x + sin x cos x

et par conséquent

Jcoszxdx = —(x + sin x cos x).

N
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Changement de variable

3) Si l'intégrand contient une composée de fonctions

Définition: Un changement de variable de x€ [a, b| en te [«, (] est
I'expression de x comme fonction de t: | x = h(t)
ou h:|a, B8] —|[a, b] est un difffomorphisme, c'est-a-dire une fonction
dérivable (sauf en o et 8) avec réciproque h~!:[a, b] — [, B3] aussi dérivable
(sauf en a et b), qui exprime t comme fonction de x:

t = h~1(x)

Onaalors: | dx=H(t)dt | et | dt=(h"1)(x)dx |

Exemples:

e x = t> est un changement de variable de x € [0,8] en t € [0, 2], avec

1
t=+/x, dx=23t"dt et dt=—— dx.
vx 3v/x2

e x = t3 n'est pas un changement de variable de x e[—1,1] en t €[—1,1], car la
réciproque t = /x n'est pas dérivable en x = 0 (cf. dt).

Intégration par changement de variable |

Théoreme (Intégration par changement de variable 1):

r

e primitive: f(x)dx = Jf(h(f)) h(t) dt

t=h—1(x)

~b h=*(b)
e intégrale: f(x)dx = f f(h(t)) W' (t) dt
— | Ja h=1(a)

Exemple: Pour calculer la primitive J\/x + 1 dx, on pose
t=+/x+1=h"(x) donc x=1t"—1=h(t).

On a alors dx = 2tdt et par conséquent

J\/X+1dx=J2t2dt _2p =2(x+1)\/x 1.
t=+/x+1 3 t=+/x+1 3
1
Pour I'intégrale J vx + 1dx on a alors
0
1 VIFI V3
J \/x—l—ldX:f 28 dt = [2153] ~20v2-1).
0 V0TI 3 I 3
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Intégration par changement de variable |1
Théoreme (Intégration par changement de variable 11):

e primitive: v f(h(x)) ' (x) dx = Jf(u) du

J

e intégrale: f(h(x)) H'(x) dx = f f(u)du

2

Exemple: Pour calculer la primitive f dx, on pose

u=Inx=h(x) donc du:ldx.
X

2
Jln de=Ju2du
X

2 In% x

On a alors

3
= —In” x.

u=Inx

1 3
—u

u=ln x

Pour I'intégrale f
1 X

2.2 In2 In2
J In” x X:f v’ du = [1u3] = 1In32.
X In1 3 Jo 3

1

dx, on a

Exercice: aire d’'un disque

Exercice: Calculer I'aire du disque

D={(x,y)eR* | x* +y* <1}

Réponse: Comme on a déja observé, I'aire du
disque se trouve comme l'intégrale

1
Aire(D) = 2Aire(D™) = 2J V1 —x? dx
—1

Celui-ci se calcule par changement de variable: on pose
x =sint avec te[—m/2,7/2],

car t =arcsinx donne arcsin(—1) = —7/2 et arcsin(l) = x/2.

Alors /1 —x2=cost et dx =cost dt, donc

/2 ) ] /2
cos' t dt = [t + sin t cos t]

Aire(D) = 2 J

—7/2
= (/2404 7/2-0) = .

—7/2



Changement de variable pour fonctions circulaires
4) Si I'intégrand contient seulement des fonctions circulaires

Regle 1:
L [‘f(sin X) cos x dx = f(t) dt avec t =sinx
v t=sin x dt = cos x dx
J (f(cosx) sinxdx = — | f(t) dt avec | [T COSX
v t=cos x dt = —sin x dx
Exemple: _
sin X 1 1 1
dx = — | = dt _ _ '
cos2x t2 t=cos x t lt=cos x COS X

Reégle 2: Dans les autres cas, on pose | t = tan(x/2) | et on a:

—_ 2 -
COS X = i+_§2 , sinx = 1J2rtt2 et dx = ﬁ dt |.
Exemple: ) .
1 1 2
f L dx = J tt dt _ j— dt

sin x 2t 1+ t?  li=tan(x/2) t  lt=tan(x/2)

= In(t = In(tan(x/2)).

n( t=tan(x/2) ( ( / ))

Exercice

Exercice: Calculer les primitives suivantes:

° jsin3 x dx
Réponse:
fsin3 xdx = J(l — cos” x) sin x dx

= fsinxdx— fcoszxsinxdx

t=cos x

=—cosx+Jt2dt

cos x + 1t3
= — X —
3

t=cos x

1 3
= —cosx—|—§cos X.
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Exercice (suite)

dx

J 1 — cosx
. -
(1 + cos x) sin x

Réponse: On pose t = tan(x/2), alors

1

— COs X

J (1 + cos x) sin x

dx =

2
(-5 14 ) o

1+¢2

d(1+ﬁ) 2t (1+t2)dt

tdt

J t=tan(x/2)

2

1 t
2 lt=tan(x/2)

%tanz(x/2).

1+ -1+8)1
(1+t2+1-—

= dt
t2) t

t=tan(x/2)

t=tan(x/2)

Changement de variable pour fractions rationnelles

5) Si I'intégrand contient seulement des fractions rationnelles

Définition: Une fraction rationnelle est le quotient | f(x) = gg{% de
deux polyndmes P(x) et Q(x).
Pour calculer la primitive d'une fraction rationnelle, J ol (x) dx,
X
on se ramene aux quatre cas qu’'on connait:
2) flwzmw
X
b) sin=>2: —dx = — !
- x" (n—1)xn—1
c) f 1 dx = arctan x
1+ x? B
: 1 X (2n—3) 1
d > 2: ————dx = d
) sin J(l ) X T 2— D)L )T T 2(n—1) J 1+ x2)1 &
(intégration par parties, a partir de fﬁ dx).
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ler cas: deg P < deg Q, primitives simples

Reégle 1: Dans les cas suivants, qu’on appelle primitives simples, on pose
t = u(x) et dt = u'(x) dx:

a) f u'(x) dx = In|u(x)|

u(x)
Exemple: 3 dx = In|x> + 1|
ple: B x = In|x
u'(x) 1
b) sin=>2: dx = —
) sin> 2| [ o= e
2x 1
Exemple: Jm dX = _X2 T 1

u'(x) _
c) f 1T u(x)? dx = arctan u(x)

2
. _ 3
Exemple: f 61 dx = arctan(x”)
u'(x)
d) sin>2: ————~——dx =--- |trop long, on |'omet.
) | et P long

Décomposition en somme de primitives simples

Dans tout autre cas ol deg P < deg Q, le dénominateur Q(x)
n'est pas irréductible, car les polynémes réels irréductibles sont:

e de degré 1 de la forme ax+b = u(x) avec v'(x) =a = casa),
o de degré 2 de la forme c((ax+b)*+1) = c(u(x)*+1) = casb).

Regle 2: On factorise Q(x) en polyndmes irréductibles:

Q(x) = Qu(x)" Qa(x)™ - - - Qr(x)™

P(x)
Q(x)

la forme a), b), c) ou d), qui ont au dénominateur les polyndmes

La primitive J dx s'écrit alors comme somme de primitives simples, de

Qi(x), Qi(x)%, ..., Qi(x)" |, pourtouti=1,..,r

avec | Qi(x) = ax+b = u(x) |ou bien| Qi(x) = c(1+u(x)?) | et au

numérateur des polyndmes de la forme

K u'(x) |, ou K e R est une constante.




Exemple

Exemple: f# dx

x* + x2
Le dénominateur Q(x) = x* + x* se factorise comme x*(x* + 1).
Par conséquent, il existe quatre constantes a, b, c et d telles que

(%) 1 a b cx +d
X+ x2  x  x2 x2+1

, cherchons-les. On a:

f.,.ﬁ_'_ ox+d _ ax(x* + 1) + b(x* + 1) + x*(cx + d)

x x?2 x2+4+1 x2(x? +1)

(a+c)x*+(b+c+d)x*+ax+b
X 1 x2

donc () est vérifiée si et seulement si

a+c=0 a=20
b+c+d=0 — b=1
a=>0 c=0
b=1 d=—-1

1 1 1 1
AlOFS deX: J (; — X2 T 1) dX= —; — arctan x.

2eme cas: deg P > deg Q

Regle 3: En utilisant I'algorithme de division euclidienne pour les

polyndmes, on divise P(x) par Q(x) et on trouve une solution de la division
S(x) et un reste R(x) tel que deg R < deg Q. On peut donc écrire

P(x) = Q(x)S(x) + R(x)

et
P(x) B QR(x)S(x) + R(x) _ S(x
O AR

Par conséquent, on a
PO) o (e [ROO
J @ | s [ gig o |

. JS(X) dx est facile a calculer car S(x) est un polyndme.

R(x)
(

o f Q) dx est du ler cas et se calcule avec les régles 1 ou 2.
X

ou




Exemple

3 2
Exemple: J4X +ox” +1 dx
2x — 1

On divise P(x) =4x® +6x>+1 par Q(x)=2x—1:

43 + 6x> +0-x + 1 ‘ 2x — 1

4x3 — 2x? ‘
8x%2 +0-x+1 2 + 4x + 2
8x° — 4x
4x + 1
4x — 2
3

Alors S(x) =2x*+4x+2 et R(x)=3. Par conséquent, on a

dx

J4X3+6X2+1

_ 2
1 dX—f(ZX —I—4x+2)dx+f

2x — 1

2
:§x3—|—2X2+2x+g|n|2x—1|.
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TMB - Chapitre 5
Equations différentielles ordinaires

1.

Dans ce chapitre:

Caractéristiques des équations différentielles ordinaires: ordre, équations
linéaires, a coefficients constants, homogenes ou avec second membre.

Equations différentielles du ler ordre linéaires, avec condition initiale.

3. Equations différentielles du ler ordre non linéaires a variables séparées.

1.

Equations différentielles du 2eme ordre, linéaires et a coefficients
constants, avec conditions initiales.

Equations différentielles et ordre

Définition: Une équation différentielle (e.d.) est une équation dont
I'inconnue est une fonction réelle x : t — x(t), de variable t, de la forme

(E) F(t, x(t),x'(t),...,x("(t)) =0

ol F est une expression quelconque réliant la variable t, la fonction x et ses
dérivées x’, x”, etc (aussi inconnues), jusqu'a un ordre maximal de
dérivation n > 1 qui s'appelle ordre de I'e.d (E).

Exemples:
sin(x'(t)) + x(t) —sint = 0 fonction x de variable t, ordre 1
t2 u//( ) (
y'(x) +4 (y(x
f"(z) + 2f"(z) =0 fonction f de variable z, ordre 3

)+ t2u(t) =0 fonction u de variable t, ordre 2
))*> +x* =0 fonction y de variable x, ordre 1

x"(0) (X’(O)) + sinf x(0) + cosf® = 0 fonction x de variable 6, ordre 2

But: résoudre I'e.d. (E), c’est-a-dire trouver la fonction inconnue x qui

satisfait (E). La méthode dépend des caractéristiques de I'e.d.
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Equations différentielles linéaires et coefficients
Définition:

e L'ed. (E) est dite polynomiale (de degré d) si F est un polynéme (de
degré d) dans les inconnues x, x,...,x(".

En particulier, (E) est linéaire si F est un polyndme de degré 1.
Exemples:

sin(x'(t)) + x(t) —sint =0 n’est pas polynémiale

t?u"(t)+ ' (t) +t2u(t) =0 et f"(z)+ 1f"(z) =0 sont linéaires

y'(x) +4

x”(@)(x’(@))2 + sinf x(0) + cosf® = 0 est polyndmiale de degré 3

u
(y(x))>+x*> =0 est polynémiale de degré 2

e Si (E) est polyndmiale, on appelle coefficients de (E) les
facteurs des inconnues x, x’,... x(" . Ce sont des fonctions de la variable ¢,
éventuellement constantes.

Exemples:

t2u"(t) + u'(t) + 2 u(t) = 0 coefficients: t, 1 et t>
y'(x) +4(y(x))? + x> =0 coefficients constants: 1 et 4

x"(0) (X’(Q))2 + sinf x(0) + cos® = 0 coefficients: 1 et sinf

Equations différentielles homogenes
Définition:
e On appelle second membre de (E) le terme (sommant) qui
ne contient aucune inconnue x, x’,....x(" . C'est une fonction de t, qui

peut &tre constante et méme nulle. Si le second membre est nul I'e.d. (E)
est dite homogene.

Exemples:
sin(x'(t)) + x(t) —sint =0 second membre: —sint
t?u"(t) + ' (t) + 2 u(t) =0 e.d. homogene
y'(x) +4(y(x))>+ x> =0 second membre: x
f"(z) + 1f"(z) =0 e.d. homogene

x"(0) (X’(G))2 + sinf x(0) + cos® = 0 second membre: cosé

2

e On appelle équation homogene associée a (E) I'équation (Ey) obtenue
en supprimant le second membre.
Si (E) est homogene, on a (Ey) = (E).
Exemples:
(E) sin(x'(t)) + x(t) —sint=0 = (E) sin(x'(t))+x(t) =0
(E) y'(x)+4(y(x)+x*=0 = (B) y'(x)+4(y(x)*=0



Exercice

Exercice: Pour les équations différentielles (E) suivantes, dire quel est I'ordre, si
elles sont linéaires, quels sont les coefficients, si elles sont homogénes ou quel est
I'équation homogene associée (Ey).

e (E) (t+1)X(t)+Ex(t)+t2=0

Réponse: ler ordre, linéaire, a coefficients non constants (les coefficients sont
t 4+ 1 et t?), non homogene (le second membre est t°) et

(B)  (t+1)xX(t)+t2x(t) = 0.

o (E) u"(t) —2u'(t) + u(t) —sint =0
Réponse: 2éme ordre, linéaire, a coefficients constants, non homogene et

(Bo)  u'(t)—2u'(t)+u(t)=0

e (B)  y(0y"(t)— —— y(t) =0

14t

Réponse: 3eme ordre, non linéaire (polynémiale de degré 2), a coefficients non

constants (& cause de 1) et homogene, (E) = (E).

2. Equations différentielles du ler ordre linéaires

But: résoudre I'e.d. du ler ordre linéaire

(E) x'(t) = a(t) x(t) + b(t)

ol a et b sont des fonctions continues sur D = D,n D, < R.

Théoréeme 1: Les solutions x(t) de (E) sont les fonctions de la forme

x(t) = xo(t) + xp(t) définies pour t € D,

ou xp(t) est une solution de I'e.d. homogene (Ep),
et x,(t) est une solution particuliere de I'e.d. (E).

Note: Une solution de I'’équation homogene dépend d'un parameétre réel \ qui
détérmine toutes les solutions possibles de I'équation. Tout choix de A\ donne une
solution. Cette solution représente alors une famille de solutions.

Une solution particuliere ne dépend d’aucun parametre et n'exclut pas qu'il existe
des solutions de forme apparemment différente.
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Solution de I'équation homogene

Théoréeme 2: La solution de (Eg) | x/(t) = a(t) x(t) |est la fonction

xo(t) = AeA®) | pour tout A e R

ou At) = fa(t) dt est une primitive de a(t).

Preuve: On écrit (Ep) comme

et on integre en t pour calculer les primitives a gauche et a droite.
A gauche, en utilisant le changement de variable u = x(t), avec du = x'(t) dt, on

obtient: x'(t)
\ f X(t) dt:|nX(t)-|-C1.
A droite, on a:

Ja(t) dt = A(t) + c.

De I'égalité () suit alors

Inx(t) = A(t)+c etdonc x(t) = e*OT= = )\,

Exemple de solution homogene
Exemple: L'équation homogene x'(t) +sint x(t) =0 s'écrit comme
(Eo) x'(t) = —sint x(t)
et a donc comme solution les fonctions
xo(t) = Ae Jsntdt — N g5t N e R,

Voici le graphe de xp pour plusieurs valeurs de A\ positives et négatives:

(-

e

_
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Solution particuliere de I'équation compléete

Théoreme 3: L'ed. (E) | x'(t) = a(t) x(t) + b(t) |a une solution
particuliere de la forme

x,(t) = A(t) eA(!) | (variation de la constante),

ou A(t) = Pa(t) dt et| A\(t) = J :jft)) dt

J

Preuve: Cherchons A(t) telle que x,(t) = A(t) e*(*) soit solution de (E). Dans
(E), on remplace x,(t) = A(t) e*® et

x5 (t) = N (1) X + X(t) A'(t) &'V
ou A'(t) = a(t). On trouve:
(E) < XN e 1 A(0)a(t) e = a(t) A(t) e + b(t)
< N(t) e = p(1)
< N(t) = LI A(t) :f b(t) dt

eAlt)

Conclusion: | x(t) = xo(t) + x,(t) = ()\ + J be) dt) QA1) AeR.

eAl(t)

Exemple de solution particuliere
Exemple: L'ed. x'(t) +sint x(t) =sint s'écrit comme
(E)  X'(t) = —sint x(t) +sint, teR.
Les solutions de I'équation homogene (Ey) x'(t) = —sint x(t) sont
xo(t) =A™t AeR.

et on cherche une solution particuliere de sous la forme x,(t) = A(t) e®*".

La fonction A(t) est la primitive

A(t) = J Z'C:Stt dt = Jsin te Ot dt

qui se calcule avec le changement de variable u = —cost caron a
du =sintdt et

A(t) = fsin te “ldt = Je“ du

Par conséquent

— cos t
= € .

u=—cost

— cost cost
e =1.

Xp(t) = e
En conclusion, les solutions de (E) sont

x(t) = xo(t) + xp(t) = Xe*" + 1, pour tout A € R.
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Condition initiale

But: résoudre une e.d. du ler ordre linéaire avec une condition initiale

(EC) { x'(t) =:a(t)x(t) + b(t)

Théoréme 4: Le systéeme (EC) a une solution unique

0= (re+ [ B0 o) o0

ou A4 est la valeur de A que I'on obtient en impostant la condition (C)
x(ty) = x4 aux solutions x(t) de (E) dépendent de \.

x'(t) +sint x(t) =sint

x(0) =2

a solution x(t) =Xe“*"+1 pourtout AeR. On a
x(0)=Xe+1=2 < Jde=1

s =1 / e. ARG NS AN

Exemple: L'e.d. avec condition initiale (EC) {

La solution de (EC) est donc x(t) = L e™* 4 1.

e

3. Equa. diff. du ler ordre non linéaires

Remarque: Pour une e.d. du ler ordre non linéaire de la forme générale

x'(t) = F(t,x(t)) |une méthode de résolution n'existe pas toujours.

On considére un cas résoluble qui couvre plusieurs exemples en physique.

But: résoudre une e.d. du ler ordre a variables séparées

(E) X'(t) = a(x(t)) b(¢)

ou a est une fonction continue.

Théoréme: Soit A une primitive de la fonction 1/a et A~! sa réciproque.
Alors une solution x(t) de (E) est

x(t)=A"1 (J b(t) dt + A> pour tout \ € R.

Preuve: On écrit (E) comme = b(t) et on intégre en t avec le

changement de variable u = x(t):

Ja)(i((?)) dt = A(x(t)) = fb(t) dt + A,

d'ou suit le résultat.



Exemples

Exemples:

1 / 2 1 £ . X/(t)
e L'ed. (E) x'(t) =2tx(t)° s'écrit comme (1) = 2t.

On intégre en t avec le changement de variable u = x(t):

J)’:;(tgl dt:f%du

:—L:Jtht:ﬁ-l-)\

u=x(t) X(t)
d’'ol suit )
2
t) = — t A # 0.
x(t) 2 + A #
e L'ed. (E) X'(t)= L s'écrit comme cosx(t)x'(t) =1
o cos x(t) '

On intégre en t avec le changement de variable v = x(t):

fcosx(t) X'(t) dt = Jcos udu

=sinx(t) = Jdt =t+ A
u=x(t)

d’ou suit
x(t) =arcsin(t + ), —-1<t+A<L1l

4. Equations différentielles du 2&me ordre linéaires

But: résoudre I'e.d. du 2éme ordre linéaire

(E) x"(t) + a1 x'(t) + ao x(t) = b(t)

ol ap, a1 € R sont constantes et b est une fonction continue sur D.

Théoreéme 1: Les solutions génerales x(t) de (E) sont les fonctions de la
forme

x(t) = xo(t) + xp(t) définies pour t € D,

ol xg(t) est une solution de I'e.d. homogene (Ey),
et x,(t) est une solution particuliere de I'e.d. (E).

Note: Une solution homogene dépend de deux parameétres réels A et u qui
détérminent toutes les solutions possibles de |'équation. Tout choix de A et u
donne une solution.

Une solution particuliére ne dépend d'aucun parametre et n'exclut pas qu'il existe
des solutions de forme apparemment différente.
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Solution de I'équation homogene
Théoréme 2: La solution de I'équation homogene

(Eo) x" + alx’ 4+ agx =0

dépend des racines du polynéme caractéristique
P(X) = X%+ a1 X + ao,
c'est-a-dire les solutions z € C de I'équation P(z)=z>+ajz+ap = 0:

e Si P(X) a deux racines réelles distinctes r1, r» € R, alors

xo(t) =Ae"t +pet | ApelR.

e Si P(X) a une racine réelle double r € R, alors

xo(t)=A+put)e™ | ApuelR.

e Si P(X) a deux racines complexes, elles sont forcement conjuguées,
c'est-a-dire de la forme r + is € C (cf. ch.1), alors

xo(t) = (A cos(st) + psin(st))e't | A peR.

Exemples de solution homogene

Exemples:
o (Eo) X"(t)—3x'(t)—10x(t) =0

Les racines de  P(X) = X? —3X — 10 sont

347 __
3+4/9-4-(-10) 3449 3+7 < =2 O

z 2 > 2

On a deux racines réelles distinctes r =5 et n = —2, donc

xo(t) = Ae” + pe

pour tout A, € R.
o 4y"(t)+4y'(t)+y(t) =0 s'écrit (Eo) y"(t)+y(t)+ 1y(t)=0
Les racines de P(X) = X?> + X +1/4 sont

-1+ 1—4-1/4_—1J_r0_ 1
2 22
On a une racine réelle double r = —1/2, donc

w(t)=A+pt)e

ZzZ =

/2 pour tout A\, u € R.



Exemples de solution homogeéne (suite)

o (E) u"(0)—6u(0)+13u(f) =0
Les racines de P(X) = X?> —6X + 13 sont

Z_6i\/36—4-13_6i\/—16_6i4i_3+2l_
B 2 B 2 2 T

On a deux racines complexes conjuguées, avec partie réelle r = 3 et partie
imaginaire s = 2:

uo(0) = (X cos(20) + p sin(20)) e*’  pour tout A, p € R.

Second membre simple

Remarque: Pour trouver une solution particuliere de I'e.d. (E), avec second

membre, il existe la méthode de la variation des constantes A\ et u dans la solution

générale xo de (Eo), mais pour les e.d. du 2éme ordre cette méthode est
compliquée, nous traitons des cas particuliers.

But: Trouver une solution particuliere de I'e.d.

(E) X"(t) + a1 x'(t) + ap x(t) = b1 (t) + - - - + by (t)

quand le second membre est la somme de termes de la forme

bi(t) = P(t) e (Ki cos(Bt) + K; sin(Bt)) |

ou P(t) est un polyndme et «, 5, K et K, sont des constantes.

Exemple: Le second membre b(t) = 4t> — te’' 4 5e' cos(2t)
est la somme des trois termes suivants:

bi(t) = 4t%, avec P(t) = 4t>, a = B = 0 et K; = 1 et K> quelconque
by(t) = —te, avec P(t) = —t, a =3, B =0 et K1 = 1 et K> quelconque
bs(t) = 5e’ cos(2t), avec P(t) =5, a=1, Ki=1, Kb =0et =2
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Solution particuliere avec second membre simple
Théoreme 3: La solution particuliere de (E) est la somme

Xp(t) = x1(t) + x2(t) + - - - + xx(t)

de fonctions correspondantes a chaque b;(t), de la forme suivante (ou Q est
un polynéme a trouver, avec deg Q = deg P):

e Si bi(t) = P(t), alors
Q(t) sia #0
xi(t) = tQ(t) siapg=0etas #0
t?Q(t) siag=a1=0
e Si bi(t) = P(t) e®, alors
Q(t)e*t sia#n,n
xi(t) = tQ(t)e* sia=noua=n
?Q(t)e™ sia=r

o Sibi(t) = P(t) e®* (K1 cos(Bt) + Kz sin(St)), alors

xi(t) = { e®" (Q1(t) cos(Bt) + Qx(t) sin(Bt)) siatif#rtis
i te®* (Qi(t) cos(Bt) + Qx(t) sin(Bt)) siatif=rtis

Exemples de solution particuliere

Exemples:
e (E) X'(t)—3x(t) —10x(t) = (72t*~1)e'  (P(t)=72t°~1 et a=1)

L'équation (Eo) a solution xo(t) = Ae®* + ue * etona a # r,n.
On cherche donc une solution particuliere de (E) de la forme

xo(t) = (at® + bt + c) €.
On calcule

x,(t) = (at‘2 +(a+b)t+(b+c))e

x)(t) = (at’ + (4a+ b)t + (2a+2b+c)) €
et on remplace dans (E). On obtient:
(E) < (—12at’ + (—2a—12b)t + (2a— b —12c)) e’ = (T2t°—1) €
—12a =72 a=—b6
— —a—6b=0 — b=1
2a—b—-12c =1 c=-—1
—  xp(t) = (=6t +t—1)¢€
En conclusion, les solutions de (E) sont

x(t) = e +pe * + (=6t +t—1)e".

62



Exemples de solution particuliére (suite)

e (E) 4y"(t)+4y'(t)+y(t) =161/ (P(t) =16 et a = —1/2)

L'équation (Eo) a solution yo(t) = (A + put)e > etona a =r.
On cherche donc une solution particuliere de (E) de la forme

yo(t) = at> e /2.

1 _
ya(t) = (—Eat2 + 2at>e /2

1 _
vy (t) = (Zat2 — 2at + 2a)e /2

On calcule

et on remplace dans (E). On obtient:

1 _ _ _
(E) <— 4<—%at2+2at) e_t/2+4<zat2— 2at+2a)e 24 attem =161

<~ 8a=16 << a=2

—  y(t) =222

En conclusion, les solutions de (E) sont

x(t) = A+ pt+2t%) e 2

Exemples de solution particuliére (suite)

o (Eo) u"(0)—6u'(0)+ 13u(f) = 75cos(20) (a=0et 3=2)
L'équation (Eo) a solution wuo(#) = (A cos(26) + p sin(26)) e’
etonaatiff #r+tis.

On cherche donc une solution particuliere de (E) de la forme
up(0) = acos(20) + bsin(20).

On calcule
u,(0) = —2asin(20) + 2bcos(26)

u,(0) = —4acos(20) — 4bsin(20)
et on remplace dans (E). On obtient:
(E) <= (9a—12b)cos(20) + (12a + 9b)sin(20) = 75 cos(20)

9a—12b =75 a=3
4a+3b=0 b= -4

= 3 cos(20) — 4sin(20).
En conclusion, les solutions de (E) sont
u(9) = (X cos(20) + p sin(26)) e* + 3cos(20) — 4sin(26).
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Conditions initiales

But: résoudre une e.d. du 2eme ordre linéaire avec deux conditions initiales

{ X" (t) + a1 x(t) + ap x(t) = b(t)

x(te) = xx et X'(tx) = x,

(EC)

Théoreme 4: Le systeme (EC) a une solution unique x(t) (donnée au
théoreme 3) détérminée par la valeur )\, et py des constantes A\ et u que
I'on obtient en impostant les conditions (C).

x"(t) — 3x'(t) — 10x(t) = (72t> — 1) €'
x(0)=2 et x'(0)=1

a pour solution x(t) = Ae” + e — (6t> —t+1)e' pour tout A\, € R. Sa
dérivée est

Exemple: L'ed. (EC) {

X'(t) =5 e —2ue " — (6t° —t+ 1412t — 1) €,
donc

x©=A+p-1=2 _ [ A+p=3 L [ a=1
xX'(0)=5x—-2u=1 BA—2u=1 =

La solution de (EC) est donc x(t) = > +2e " — (6> —t + 1) e'.
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TMB — Chapitre 6
Espaces vectoriels et vecteurs

Idée: En physique, il y a des grandeurs de deux types:

masse, charge, temperature = nombre ——  scalaire
(a part I'unité de mesure)

force, vitesse, accéleration = point d'application
+ direction (et sense)
+ longueur
= fleche — vecteur

Dans ce chapitre:

1. Espaces vectoriels (produit par scalaire). Combinaisons linéares, base,
dimension. Exemples: R"”, vecteurs du plan et de |'espace.

2. Produit scalaire et norme.

3. Produit vectoriel et produit mixte.

1. Espaces vectoriels (produit par scalaire)

Définition : Un espace vectoriel (sur R) est un ensemble V muni

e d'une addition | o+ Vv |pourtout t,veV,

et d'un zéro 0 , qu'on appelle aussi élément neutre, tel que v+ 0 = v,

e d'un produit par scalaire | tv |pourtout ve VetteR,
tel que t(+V)=tod+tv |

On appelle vecteurs les éléments v de V et scalaires les réels t.

Propriétés élémentaires :

e 0cV

e pourtout i,ve V,ona uod+veV

e pourtout te RetveV,ona tveV

e pourtout ve V,ona 0v=20

e pour tout t € R, on a t0=0

e pourtoutteRetve V,ona (—t)v=—(tV)=
t

e pourtoutteRetve V, ona



Exemples d’espaces vectoriels

Les ensembles suivants sont des espaces vectoriels:
e L'ensemble R" = {(x1,...,x,) | x1,.., X, € R } avec les opérations
addition:  (x1,...,xy) + (Y1, o, ¥n) = (X1 + Y1, .00y Xo + Vi)
avec zéro: 0 = (0, ...,0)
produit par scalaire: t(xi,...,x,) = (tx1, ..., t Xp)

e L'ensemble des fonctions F(R) ={ f:R—>R, x— f(x) } avec les
opérations
addition: (f + g)(x) = f(x) + g(x)
avec zéro: fonction nulle 0(x) =0
produit par scalaire: (tf)(x) =tf(x), teR

Vecteurs du plan et de I'espace
Définition: Rappellons qu'un vecteur du plan ou de |'espace est une fleche

,DO/V' Q, notée v = @ caracterisée par
e |e point d’application P;
¢ la direction et le sens, donnés par la fleche;
e lalongueur |V = |PQ| = dist(P, Q) € R.

Souvent on identifie les vecteurs qu'on obtient par translation, ainsi P
change mais on dit que le vecteur Vv ne change pas.

Définition: Soient ' et v deux vecteurs.

e l'angle uv est I'angle orienté de 7 vers V.

e /et vV sont paralléles, ou colinéaires, et v
. e

onnote| ||V | si| sin(av) =0 |

e /et V sont perpendiculaires, ou orthogonaux, = \V

et on note | 4LV | si| cos(uv) =0 |
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Exemples: Vect(plan) et Vect(espace)

Notation: L'ensemble des vecteurs appliqués en un point fixé O est noté

e Vect(espace) pour les vecteurs de I'epace,

e Vect(plan) pour les vecteurs du plan.

Proposition: Vect(espace) et Vect(plan) sont des espaces vectoriels, avec
u+v
e addition: J+vV = v

—

u
zéro: (0 = vecteur de longueur nulle appliqué en O

v
e produit par scalaire: tv = ' g

Attention: |'ensemble des vecteurs appliqués en tous les points n'est pas

un espace vectoriel car il manque le zéro (on I'appelle espace affine).

Propriété: Le produit par scalaire caracterise les vecteurs paralleles:

V <= d=tv pourunt#0

7 [ ]

Combinaisons linéaires

Définition: Soient 7, V, w,... des vecteurs d'un espace vectoriel V.

- - « s = o N —>
e Une combinaison linéaire de o, v, w,... est un vecteur A de la forme

A—rid+sv4+tw4 -

ou r,s,t,... € R s'appellent les coefficients scalaires.

Exemple: Dans R, le vecteur (5,4,9) est une combinaison linéaire de (1,2, 3)
et (1,—1,0), car 3(1,2,3)+2(1,—1,0) = (5,4,9).

e |'espace vectoriel engendré par i, vV, w,... est I'ensemble de toutes les
combinaisons linéaires possibles:

Vect(d, vV, w,...) = {rLTJr SV+tw+---| rs t,...€ R}.

Exemple: Dans R?, les vecteurs i = (1,0,0) et vV = (0, 1,0) engendrent le
sous-espace vectoriel R? x {0}, car les combinaisons linéaires de i et v sont

r(1,0,0) +s(0,1,0) = (r,0,0) + (0,s,0) = (r,s,0)

c'est-a-dire tous les vecteurs de R? x {0} quand r,s € R varient.
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Vecteurs liés et vecteurs libres

Définition: Des vecteurs i, v, w, ... € V sont dits:

e liés, ou linéairement dépendants, si chacun d’eux est combinaison
linéaire des autres, c'est-a-dire s'il existe une combinaison linéaire nulle
(rd+ sV + tw + --- = 0) avec des coefficients non tous nuls.

e libres, ou linéairement indépendants, si aucun d’eux n’'est combinaison
linéaire des autres, c'est-a-dire toute combinaison linéaire nulle de ces
vecteurs implique que les coefficients sont forcément tous nuls. Autrement
dit: rdf+sv+tw+---=0 = r=s=t=---=0.

Exemples:
e (1,2) et (3,6) sont liées car (3,6) = 3(1,2).
e (1,2) et (2,1) sont libres car a(1,2)+b(2,1)=(0,0) < a,b=0.
e Trois vecteurs dans R? sont toujours liées.
(1,2,3) et (2,4,6) sont liées car (2,4,6) = 2(1,2,3).
(1,2,3) et (2,1, 3) sont libres car a(1,2,3)+b(2,1,3)=(0,0,0) < a,b=0.
(1,2,3), (2,1,3) et (4,5,9) sont liées car (4,5,9) =2(1,2,3) + (2,1, 3).

Quatre vecteurs dans R* sont toujours liées.

Base et dimension d’'un espace vectoriel

Définitions:
e Un ensemble de vecteurs {€é}, &, ...} engendre un espace vectoriel V si
tout vecteur v € V s'écrit comme combinaison linéaire de €1, é,... :

V=t &g +té +---, avecty,t,..eR.

e Une base de V est un ensemble de vecteurs {€é}, &, ...} qui sont libres et
engendrent V.

e La base n'est pas unique, mais toutes les bases ont le méme nombre

d’'éléments, qui s'appelle dimension de V et est notée | dim V
La dimension peut étre finie (un nombre) ou infinie.

Exemples:

e Les vecteurs & = (1,0) et & = (0,1) forment une base de R?, qui s'appelle base

canonique. Par conséquent, | dimR? =2 |,

e Les vecteurs & = (1,0,0), & = (0,1,0) et & = (0,0, 1) forment une base de R?,

qui s'appelle base canonique. Donc| dimR? =3




Base et dimension de Vect(plan)

Exemples:

e Un vecteur vV engendre une droite.

e Deux vecteurs 7 et Vv non paralléles
engendrent un plan.

A={tv|teR}

T={si+tV|steR}

=

u

e Attention: deux vecteurs i et V paralléles ,
n'engendrent pas un plan mais une droite. v

e Les deux vecteurs 7 et J de la figure, de longueur 1,
forment une base qu'on appelle le repére cartesien

(ou la base canonique), et qu’on note

Donc | dim Vect(plan) =2

Définition:

(0,7.7)

i

(@)

T

e On appelle coordonnées cartesiennes d'un vecteur v le couple

(x,y) e R tel que| V=xT+yJ

e Siv= Oﬁ, on obtient ainsi les
coordonnées cartesiennes de P,

et on note | P(x,y)

et on note| v = (

)

x = |OP|
"
y = |0F"|

Base et dimension de Vect(espace)

Exemples:

A

P//

N

P(x,y)

P/

e Trois vecteurs dans |'espace peuvent engendrer une droite (s'ils sont paralléles),
un plan (si I'un est combinaison linéaire des autres deux) ou tout I'espace (si
aucun n'est combinaison linéaire des autres).

e Les trois vecteurs /_‘f k de la figure, orthogonaux
et de longueur 1, forment une base qu'on appelle le

repére cartesien, et qu'on note (O,T,I,E )

Donc | dim Vect(espace) =3

Définition:

~I

t?

e On appelle coordonnées cartesiennes d'un vecteur v le triplet

T

(x,y,z) € R? tel que| vV = x

+yi+

o Siv= O_P), on obtient ainsi les
coordonnées cartesiennes de P,

et on note | P(x,y,z)

zk , et on note
x = |OP|
y =|OP"|
z=[|OP"|

-

X
y
z

A
P/l/

A

z
v

O

PII

X

Y

Y

69



Exercice

Exercice: Les vecteurs A = (3,11,—1) et B = (1,4,0) de R3 sont-ils des
combinaisons linéaires des vecteurs i = (1,2,3) et v = (0,1,—-2)7

Réponse: Un vecteur E est une combinaison linéaire de i et v s'il existe
deux nombres réels x et y tels que E = xid+y v (x). Cherchons si de

tels nombres existent en résolvant cette équation quand E=AetE=B.

e Pour E = A = (3,11, —1), I'équation () est:

(37 117 _1) =X (1727 3) +y (07 17 _2)
= (x,2x + y,3x — 2y),

ce qui donne le systeme

x=3 x =3
2x+y =11 = y=1-2x=11-6=5
3x =2y = —1 2y =3x+1=9+1=10

Celui-ci admet une solution x = 3 et y = 5, donc A est bien une
. . . s = — — - — —
combinaison linéaire de et v, car A =30+ 5V.

Exercice (suite)

e Pour E = B = (1,4,0), I'équation () est:

(1,4,0) = x(1,2,3) + y (0,1, -2)
= (x,2x + y,3x — 2y),

ce qui donne le systeme

x=1 x =1
2x+y =4 = y=4—-2x=4-2=2
3x—-2y =0 2y =3x =3

Celui-ci n'admet pas de solution, car y ne peut pas valoir 2 et 3/2 au
méme temps.

Donc B n'est pas une combinaison linéaire de o et V.
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Exercice

Exercice: Les vecteurs i = (1,2) et Vv = (—2,1) forment-ils une base de
R2?

Réponse: Puisque I'espace vectoriel R? a dimension 2, on sait qu'il faut
exactement deux vecteurs pour former une base.

Alors, les deux vecteurs i et V forment une base si tout vecteur (a, b) € R?
peut s'exprimer comme combinaison linéaire de i et V, c'est-a-dire si, pour
tout a, b € R, il existe x, y € R tels que

(a,b) =x(1,2) + y (—2,1)
= (x —2y,2x + y).

Cette équation donne le systeme

b=2x+y 2a+4y +y=>b y = b2
Celui-ci admet une solution x = %2" ety = b_52a, pour tout choix de

(a,b) € R2. Donc i et vV forment bien une base de R?.

2. Produit scalaire

Définition: Un produit scalaire sur un espace vectoriel V' est toute
opération
VxV-—R: (4,V)—d-v

ayant les proprietés suivantes:

o défini positif: V- V>0 et V- Vv=0<v=0
(

e bilinéaire: (to) -

e symétrique: 7-V=V-0U

Autres notations: V- i = (V, d) =V, i) = (V|d)
En méca. quantique: {( | = braet | ) = ket = (| ) = bracket (crochet).

Attention: ne pas confondre produit scalaire et produit par un scalaire, qui est une

application R x V — V : (t, V) — tV.

Attention: les espaces vectoriels n'ont pas tous un produit scalaire.



Produit scalaire dans R", F(]a, b]) et Vect(espace)

Proposition: Les formules suivantes donnent des produits scalaires:

e Dans R3 (et tout R"), on a le produit scalaire euclidien:

(X,y,Z)-(X’,y’,zl) :XX/+y.y,+ZZ/

Exemple: (1,2,3)-(4,-5,6) =1-44+2-(-5)+3-6
=4-10+18 =12

e Dans I'ensemble des fonctions continues de F([a, b]), on a le produit

scalaire de Hilbert:

f-g =J f(x)g(x)dx

a

e Dans Vect(plan) et Vect(espace), on a:

v-u = || |d] cos(vi)

Produit scalaire dans Vect(espace)

Proprietés du produit scalaire dans Vect(espace):
V=0 < ulv

a

e il caracterise les vecteurs orthogonaux:

e il donne l"aire:
7. vt = aire d Ilel d és U et V
|- v=-| = aire du parallelogramme de cotés i/ et v

u —
7 LZ
u .

Pry(u) = H\7H2 % . PV(LT)

e il donne la projection orthogonale de & sur la droite de direction V:

<
¢
X

e il donne la projection orthogonale de & sur le plan engendré par v et w:

L UV, uw
w

Pryw(l) = =5 V+ —
o Ivi* = w]?

(2




Exercice

1 —1
Exercice: Les vecteurs de I'espace i = | —1 |etv = | 2 | sont-ils
3 1
paralléles ou orthogonaux?

Réponse: lls sont paralléles s'il existe un t € R tel que & = t V, et ils sont
orthogonaux si - v = 0.

Pour te R, ona od=tvsi:

1 ~1 —t —t=1
“1]l=t|l 2 |=(2t] = ot = —1
3 1 t t=3

Y

ce qui est impossible. Donc 7 et v ne sont pas paralleles.

Par contre, le produit scalaire o'+ v vaut:

1 ~1
“1 || 2 |=1-(-1)+(-1)-243-1=-1-2+3=0,
3 1

dont &7 et vV sont orthogonaux.

Exercice

1
Exercice: Calculer la projection orthogonale du vecteur i = (2) dans la

5
2
direction de v = 1 1.
—1

Réponse: La projection orthogonale de 7 dans la direction de V est le

vecteur (parallele a V) donné par la formule Pry(d) = TEE V.
Calculons les ingrédients nécessaires:
1 2
v-v=[-21]-1 |=2-2-5=-5
5 —1
et aussi
V> =4+1+1=6,
donc
5 2 —5/3
Y -1 5/6
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Norme

Définition: Une norme sur un espace vectoriel V est toute application

[:V—R:vVe—|V|
ayant les proprietés suivantes:

e définie positive: ||V >0 et |[V|=0<vV=0

e multiplicative: |tV| = |t||V], ou [t| = valeur absolue
e inegalité triangulaire: |7+ V| < ||d]| + ||V]|

Proprieté: Tout produit scalaire definit une norme, par la formule

- —

[Vl =~vv-v

Attention, le contraire est faux: il existe des normes qui ne viennent pas de
produits scalaires.

Normes dans R3, F([a, b]) et Vect(espace)

Proposition: Les formules suivantes donnent des normes:
e Dans R3 (et dans tout R"):

norme euclidienne: | |(x,y,z)| = /X2 + y2 + 22

norme LY: ||(x,y,2)|1 = |x| + |y| + |Z|

1/p
norme LP: [[(x,y,2)]lp = (IxIP + |yl? +]2P) ", avec pe N
norme L*:  |(x,y,2)]|w = max{ |x|,|y], |z| }

e Dans des sous-ensembles opportunés de F([a, b]):

b
norme L2: ||f|> = \/J |f(x)|? dx

b
norme L1 [f[; :J ()] dx

b 1/p
norme L7 [f], (J FP dx) " avec pe N
norme L®:  |f]. = sup{ f(x), x € [a,b] }.

e Dans Vect(plan) et Vect(espace): norme = longueur.
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Exercice

Exercice: Calculer la distance du point P(3,—1,2) au point origine O, puis
celle du point P au point Q(1,0, 3).

Réponse: La distance entre P(x,y,z) et O est égale a la longueur du

X
vecteur OP = (y) c'est-3-dire sa norme |OP| = /x2 + y? + 22.
V4

On a donc:
dist(O, P) = /32 + (—1)2+22 = /9 + 1+ 4 = V14,

La distance entre P(x,y,z) et Q(a, b, c) est égale a la longueur du vecteur

X a x—a
QP=0P—-0Q=\|y|-|b|=|y—0b
z c z—c

On a donc:

dist(Q,P) =+/(3— 12+ (-1—-02+(2-3)2=+4+1+1=1/6.

4. Produit vectoriel dans Vect(espace)

Dans les espaces vectoriels R* et Vect(espace), qui ont pour dimension 3, on peut
définir deux autres produits qui n’existent pas dans R? et Vect(plan).

Définition: Le produit vectoriel de deux vecteurs 7 et vV de |I'espace est le
vecteur i A V avec:

unv

e direction orthogonale directe g
'Y

e longueur | A 7| = ] | 7] sin(@v) g
u

Proprietés du produit vectoriel:

e bilinéaire:

(td) AV =t(d A V) =10TA(tV),

(TH+V)AW=UAW+VAW, e TANV+W) =UAV+TAW.
e anti-symétrique: ’ AV =—V AU
e il caracterise les vecteurs paralleles: | GTAV=0 < |V

(ie. =tvVavect#0).



Produit vectoriel dans R3

Propriété: En exprimant le produit vectoriel en coordonnées cartesiennes,

on obtient une expression valable aussi dans R3:

(x,y¥,2) A (u,v,w) = (yw — 2V, —XW + zZUu, XV — yu)

Exemple:

(1,2,3) A (4,-5,7) = (2-7—3-(-5),-1-7+3-4,1-4—2-(-5))

= (14 +15,-7 + 12,4 + 10)
= (29,5,14)

Produit mixte

Définition: Le produit mixte de trois vecteurs i, v et w est le scalaire

[, V, W] =0 (VAW)=(TAV

—

W

Propriétés du produit mixte:
e trilinéaire:

[td, v, W] = [d,t7, W] = [d, 7, tw] = t[d, 7, ],

e symétrie mixte:
[d, vV, w] = [V,
—

e il donne le volume:

—

[&, v, w]| = volume du parallélépipéde de cotés &, vV, w |.
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TMB — Chapitre 7
Transformations linéaires et matrices

Dans ce chapitre:

1. Applications linéaires. Structure d’espace vectoriel. Exemples sur R? et
R3, rotations, reflexions, translations, projections.

2. Isomorphismes et isométries. Composées et réciproques. Exemple:
vecteurs et coordonnées cartésiennes.

3. Matrices. Structure d’'espace vectoriel. Produit, déterminant, matrice
inverse.

4. Relation entre applications linéaires et matrices.

5. Symétries (= isométries) et matrices orthogonales. Déplacements,
antidéplacements et asymétrie chirale.

6. Résolution matricielle de systemes d'équations linéaires.

1. Applications linéaires
Soient V et V' deux espaces vectoriels sur R.

Définition: Une application linéaire de V a V/, appelée aussi
transformation linéaire, est une application

L:V—V vV =LV

qui respecte les opérations sur V et sur V’, c’est-a-dire qu'on a

o [ L@+ V) =L@ + L(V)

o[ L(t V)=t L(V)

pour tout vV, 7 € V et pour tout t € R.

Proprieté: Cela implique que | L(0) = L(0-V)=0-L(V)=0 |

Déf. équivalente: Une application L: V — V/ est linéaire si

L(sd+tVv)=s L(d)+t L(V)

pour tout 7, Vv € V et pour tout s, t € R.
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Exemples sur R? et R®

Proposition: Une application de R” a R™ est linéaire si et seulement si ses
m composantes sont des polynomes de degré 1 dans les n variables xi, ...x,,
sans termes constants non nuls.

Exemples d’applications linéaires:

e [:R2—R3 Lix,y)=0Bx+y,—y,y—2x)
e L:R3—R? Lixy,z)=(z,x—y+2)

e L:R3—R3 L(x,y,z)=(0,0,2)

Exemples d’applications NON linéaires:

o L(x,y,z) = (x+1,yz): leterme x + 1 contient une constante, le terme
yz est un polyndme de degré 2.

e L(x,y) = (x3+siny,xy?): les termes x3 et xy? sont des polyndmes de
degré 3, le terme sin y n’est pas un polynome.

Exemples sur les fonctions dérivables C*(R)

Exemples d’applications linéaires:
e La dérivation: £ :C*(R)— CP(R), f— (Lf)=f" est linéaire:
4(3f+2g)=3Lf+22g

e La multiplication par x: M, : C*(R) —» C*(R), f — M,(f) définie par
M. (f)(x) = x f(x) est linéaire:

M(3f+2g)(x)=x (3 f(x)+2 g(x)) =3 <X f(x)) +2 <X g(x))

= (3 Mu(F) +2 Mi(g) ) ().

Exemples d’applications NON linéaires:

e La puissance carrée: p: CP(R) > C®(R), f — p(f) définie par
p(f)(x) = f(x)*> n'est pas linéaire:

P(3F +2g)(x) = (3F(x) +2g(x))’
—9F(x) + 12 F(x) g(x) + 4 g(x)?,

alors que (3 p(f) +2p(g))(x) =3f(x)* +2g(x).



Exemples sur Vect(plan)

Exemples d’applications linéaires Vect(R?) — Vect(R?):

e Rotation d'angle 6: | Roty | | = x cost — ysind
y xsin6 + ycos0

e Reflexion autour d'un axe d'angle 6 avec Ox:

Refq (;) _ <XC°S(29) + ysin(29))

xsin(20) — y cos(20)

X X X 0
e Projections en direction 7T et J: | P; = P- =
: S ( y ) ( 0 ) J ( y ) (y )

Exemples d’applications NON linéaires:

e Translation par un vecteur v = 2. ()=~ +a
b y y+b

e Application affine = application linéaire plus translation. Exemple:
(%) = 3x—y+1 _ 3x —y n 1
y 2y + 2 2y 2

Espace vectoriel des applications linéaires

Proposition: L'ensemble des applications linéaires L : V — V’, noté

Lin(V, V') | est un espace vectoriel avec les opérations:

e addition: | (L+ L')(V) = L(V)+ L'(V) |,

zéro = application nulle | 0(¥) =0 |

e produit par scalaire: | (t L)(V) =t L(V)

Exemple: Si L, L’ : Vect(R?) — Vect(R?) sont données par
X X
L(y)_<2x+z) . L,(y)_( » ),
—y X+ z
z z
, [ 2x+3y+z [ 6x+3z
(L+L>(y)< ) (m( )( ),

alors

N X
N < X

79



2. Isomorphismes

Composition d’applications linéaires
Définition: La composée de deux applications linéaires L: U — V et
L':V — W est I'application L'oL: U — W définie par

(Lo L)(@) = L'(L(a)

Remarque: L’espace d'arrivé de L doit correspondre a |'espace de départ de
L'

Exemple: Si L:R®*— R? et L' :R?>— R? sont données par
L(x,y,z) = (3X +2z,2z — y) et L'(u,v)= (u + 2v,3v — u),
alors on peut calculer la composée L' o L : R® — R?:

(Lo L)(x,y,z) = L'(L(x,y,2z))
=L'3x + 2,2z — y)
= (Bx+2z)+22z—-y),32z—y) — B3x + z))
= (3x—|—z—|—4z—2y,6z—3y—3x—z)
= (3x — 2y +5z,—-3x—3y + 52).

Inverse d’une application linéaire

Définition: L'inverse, ou réciproque, de I'application linéaire L : U — V
est I'application L71:V — U si elle existe, telle que

(Llol)(@)=d | et | (Lol Y) (V) =v

)

pour tout 7 € U et pour tout v € V. Autrement dit, si:

L) =v < d=LYV)

Exemple: Si L :R? — R? est donnée par L(x,y) = (3x +y,—y), alors

L_l(u, v) = (u_gv,—v),

car pour tout (x,y) € R? on a

3x4+y=u
L(X7Y)=(3X+y,—)’)=(U7V)® { _y:yv

- {3X:u—y:u—(—v):u+v

y=-v

< (x,y) = (u-:la— V,—v) = L Y (u,v).
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Isomorphismes et isométries

Définition: Un isomorphisme entre deux espaces vect. V et V' est une
application linéaire L:V — V'’ qui admet l'inverse L~ 1: V' - V.

On dit alors que V et V'’ sont isomorphes, et on note| V =~ V’

Exemples:

e L’application L : R? — R? donnée par L(x,y) = (3x+y, —y) est un
isomorphisme, car elle est linéaire et a I'inverse L™ Y(u,v) = (41¥, —v).

3

e La projection P : R* — R? donnée par P(x,y,z) = (x,y) est linéaire mais ce
n'est pas un isomorphisme car elle n'a pas d'inverse. Pourquoi?

e L'application L : R — R donnée par L(x) = x> a l'inverse L™ (u) = /u mais ce
n'est pas un isomorphisme car elle n'est pas linéaire.

Propriété: Un isomorphisme L : V — V' transforme une base de V en une

base de V/. Donc, si V=V’ ona| dimV =dim V’

Définition: Si V et V/ ont un produit scalaire, un isomorphisme

L:V — V'’ est une isométrie s'il conserve les produits scalaires:

L(d)-L(V)=d-7 |

Dans ce cas il conserve aussi les longueurs (norme) et les angles.

Exemple: vecteurs et coordonnées cartésiennes

Dans le plan: On fixe un repére cartésien (O,7,7) dans le plan. On peut alors

définir I'application

L : Vect(plan) — R’

qui associe a tout vecteur V ses coordonnées cartésiennes (x, y) € R?, telles que

V= X7+ yJ.

o Cette application est linéaire, car si L(V) = (x,y) et L(V') = (x',y’), alors pour

tout t,t' € R on a:

tL(V) +t' L(V) = t(x,y) +t (X',y)

= (tx+t' X, ty+t'y)=L{tv+tV).

e Aussi, elle a une réciproque L™ : R> — Vect(plan) qui détérmine un unique
vecteur a partir de coordonnées données.

e On a donc un isomorphisme d’espaces vectoriels: | Vect(plan) =~ R?

e De plus, L préserve les produits scalaires (euclidiens): c’est une isométrie.

Dans I’espace: Méme chose, fixer un repeére cartesien (O,7,7, k) revient a dire

que | Vect(espace) =~ R?

, et cet isomorphisme est une isométrie.
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2. Matrices

On veut répondre a la question:  Pourquoi la projection P(x,y, z)
n'a-t-elle pas d’inverse?

Définition: Une matrice m x n a coéfficients réels est un tableau

di1 - din
(a5) =
dmi " dmn
ou agjeR pouri=1,..metj=1,..,n
I —2
Exembles: V3 0 =1\ matrice n7(T5) 1 matrice
Pess\2 6 3) 2x3 Do )3x2

. p : -3
¢ Une matrice carrée est une matrice n x n. Ex.

e Une matrice colonne est une matrice n x 1, 3
Ex 1
V2

[y

c'est-a-dire un vecteur a n composantes.

e Une matrice ligne est une matrice 1 x n.  Ex. (3 1 +/2)

Espace vectoriel des matrices

Proposition: L'ensemble M, = M,,(R) des matrices m x n a
coefficients réels est un espace vectoriel, avec les opérations

e addition: a1+ byy - ai, + biy
(ai) + (bg) = (aj + by) = : : :
ami+ bmi -+ amn + bmn
et zéro = matrice nulle.
tajir -+ tain

e produit par scalaire: t (a;) = (ta;) =

tam]_ c e tamn

8 -3 0 N 3 0 -1\ (11 -3 -1
-2 1 4 2 5 0/ \0 6 4
) 8 -3 0\ (16 -6 0
-2 1 4) \—-4 2 8

Exemple:

et

Z) = (va)
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Produit de matrices

Définition: Le produit des matrices (a,-j) e M, et (bjk) € M, est la

matrice (Cix) € M, avec coefficients
P

n
Cik = Z aj bjx reégle “lignes x colonnes”.
Jj=1

Le produit est donc une opération M, x Mp, — Mpp.

Parmis les produits de matrices plus communs on a:

o Mo x Moy — Moy
a b\ (a b\ [(ad +bc ab + bd
c d)\c d) \ca+dc cb +dd

o Mo x Mz — M
a b c x [ ax+ by +cz
3 b Y| = ax+by+cz

Exemples de produits entre matrices

Exemples:

1 0
Miz x Mspy — Mia: (1 2 3) (0 1) = (4 5)
1 1

1 2
o Mo x Mz — Moo: ( 3)

o Mo x Mz — Moy:

7/~
=
(62 \©]
S W
N
e
RO R R OR
~_
[
N
O-P
-

o M3y x Moz — Mass: (

_= O =
= = O
~—
N\
QU
o1 N
A W
~__
I
7~
(ST
~N O N
O O W
~

o Mo x Moy — Maxn: (

N
w
~_
N
O =
= O
~_
|
7 N\
NN
o1 W
~_

4 5

= | (§9)=1 matrice unité ou identité dans M

2 1 2
o Mo x Moy — Ma: <4 g) <(1) O>=<g 4>
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Matrices carrées inversibles

Définition: Considérons un espace M,,(R) de matrices carrées.

10 - 0
01 - 0

e La matrice 1 = ( . ) s'appelle unité car, pour toute A, on a
00 - 1

Al=1A=A

e L'inverse d'une matrice A est la matrice A~! telle que

AA~l = ATA=1

e Une matrice A est inversible si la matrice inverse A~1 existe.

Remarque: La matrice inverse n'existe pas toujours. En particulier,
A~1 n'existe pas si A n'est pas carrée, car dans ce cas on ne peut pas

calculer I'un des deux produits AA~! ou ALA.

Exemples:

e La matrice A= (g 0 > est inversible, et A~ '= (_01 1é2>. (Vérifier!)

4 -1
—8 2

e La matrice B = ( ) n'est pas inversible. Pourquoi?

Déterminant des matrices carrées

Définition: Le déterminant d'une matrice carrée A = (a,-j) € M,, est le
nombre réel, noté det A ou |a|, défini comme suit:

a b
e pour n=2 det<c d)zad—bc

e pour n = 3, avec un développement a signes alternés sur une ligne ou une
colonne (ici, la premiére ligne):

an di2 413

d22 a3
det | a1 a» ax | = an

ds2 ass

— a1z
as1 ass

a31 a3z ass

2 1 1 0
Exemples: det(3 5>—2~5—3-1—7, det]l—det(0 1)—1.

Propriétés: Il en résulte une application det : M,,(R) — R.

e det n'est pas une application linéaire, car det(t A) # t det(A) et
det(A + B) # det(A) + det(B).

e Par contre, si A est de taille n, on a:| det(t A) = t" det(A)

e De plus: | det(AB) = det(A)det(B) |et| det(A™1) = 1/det(A)




Calcul de la matrice inverse
Proposition:

Une matrice A est inversible si et seulement si det A # 0.

e En particulier,

A= (i 3) est inversible <« detA=ad—bc#0

e Dans ce cas, sa matrice inverse est

1 d —b
A"l =
det A (—c a )
Exemples:

e Pour A = (4 _1) on a det A = 2, donc A est inversible. On a alors

2 0
At L0 1y _(0 12
2\-2 4 -1 2 )

e Pour B = ( 4 _1> on a det B = 0, donc B n’est pas inversible.

-8 2

Exercice

0
Exercice: Calculer I'inverse de la matrice A = ( 2 0 3).
-1 0 1

Réponse: D’abord on vérifie que A est inversible:

det(A)=1-(0-1-0-3)—(-1)-(2:1—(-1)-3)+0-(2-0—(-1)-3)
=0+ (2+3)+0=5.

%). Puisque

[=Xa) o
oo

. xy z _
On cherche alors la matrice A~ = (a b c) telle que AA™1=1= <
uv w

Xy X —a y—»>b z—cC
a b c|=|2x+3u 2y+3v 2z+4+3w],
u v w —X +u -y +v —zZ+w

ceci donne un systeme de 9 équations et 9 inconnues

N

x—a=1 y—b=0 z—c=0 x=0 y=1/5 z=-3/5
2x+3u=0 2y+3v=1 2z4+3w=0 = a=—-1 b=1/5 c=-3/5
—x4+u=0 —y+v=0 —z4+w=1 u=0 v=1/5 w=2/5

_ o 0 1/5 -3/5 0 1 -3
et détérmine la matrice inverse A='= (-1 1/5 —-3/5|=-([-5 1 -—3].
0 1/5 2/5 S\o 1 2

85



4. Lien entre applications linéaires et matrices

Proposition: Pour toute matrice A = (a;) de taille m x n, soit
L:R"™ — R™ |'application linéaire définie par

air -t din X1 aiixy + -+ + ainXn

adm1X1 + -+ AmnXn

ami e dmn Xn

pour tout X € R"”. Ceci donne une application

® : Mmn(R) — Lin(R",R™), A &(A) =1L |

o O est lindaire: [P(tA+'A) =t D(A) + t/O(A)=tL+t'L |

e ® alaréciproque: | ®L:Lin(R"R™) — Mp,(R), L—d " {L)=A |

e ® est donc un isomorphisme d'esp. vect.: | M,,(R) = Lin(R",R™) |.

Exercice: lien entre applications linéaires et matrices

Exercice: Pour les matrices A suivantes, trouver |'application linéaire L
correspondante.

5 0 4
’A:<—1 3 —2)

Réponse: On a A€ Mx(R), donc L € Lin(R?,R?). Pour (x,y, z) € R*:

(3]s ) Casen)

On adonc L(x,y,z) = (5x+ 3z,—x + 3y — 2z).

5 —1
e A=(0 3
4 -2

Réponse: On a A€ M3 (R), donc L € Lin(R?* R?). Pour (x,y) € R*:

()2 3)6)- (o)

On adonc L(x,y) = (5x —y,3y,4x — 2z2).

~

N < X
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Exercice: lien entre applications linéaires et matrices

Exercice: Pour les applications linéaires L suivantes, trouver la matrice A
correspondante.

o L(x,y,z) = (x—2z,3y +z—2x)

Réponse: On a L : R® — R?, donc on s'attend A € Ma3(R): on écrit
) X—z (1 0 -1\ ("
Y 17\ cox+3y+2z) " \—2 3 1))
z z
: s (1 0 -1
donc la matrice associée a L est A = (_2 3 1 )
e Roty(x,y) = (xcos@ — ysinf,xsinf + ycosf) (rotation d’angle 0)
Réponse: On a Rotg : R? — R?, donc on s'attend A € M2 (R): on écrit
Rot [ X ) = xcosf) —ysinf\  (cosf® —sinf) [ x
Ny ) 7 \xsinf+ycosf )~ \sinf cosb y )’

cosf —sin 9)

donc la matrice de rotation d’angle 6 est A = | .
sinf@  cos6

Propriétés de M,,,(R) =~ Lin(R",R™)

Considérons encore |'isomorphisme ¢ : M,,(R) — Lin(R",R™).
Propriétés:

e & transforme le produit de matrices en composée d'applications lin.:

OA A =L'ol ], c-ad | (AA) %=L (LX)

e & transforme la matrice inverse en |'application lin. réciproque:

SA ) =171 | coad | Aly=L7Y(y)

e Par conséquent, si ®(A) = L alors:

L est un isomorphisme < A est inversible.

Exemple: La projection P(x,y,z) = (x,y) n'est donc pas inversible car sa
matrice associée ne |'est pas, puisqu’elle n'est pas carrée.

Par conséquent, P n'est pas un isomorphisme.
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5. Symétries

Définition: Un objet est symétrique s'il ne change pas de forme quand il
est sousmis a une transformation du plan ou de I'espace, qui s'appelle alors
symétrie de |'objet.

Exemples: objets symétriques par des symétries centrales (rotations), axiales
(réflexions) et mixtes.

e La forme d'un objet est caractérisée par les droites para/le/es
I"'ampleur des angles et les longueurs, données par le produit scalaire.

e Une symétrie (au sens physique) est donc une transformation qui préserve
ces caractéristiques: c'est une isométrie du plan ou de I'espace!

Matrices orthogonales

Définition: La transposée d'une matrice A = (a;;) € Mmy(R) est la
matrice AT = (a;;) € Mpm(R).

Exemples: . 5 1 . .
2 30 _ (3 s) s _ (W 37r), 1 5 _ 1 3 '
1 5 7 0 7 3 3 2 5 2

Propriété: Si A est une matrice carrée, on a| det(AT) = det(A)

Définition: Une matrice carrée A est orthogonale si| A=1 = AT

Exemples:

e les rotations: Roty = cosf  —sind e 10 0 -1
1ons: - RO = 1\ sing  cosd “lo 1)'\1 o
o les reflexions: Refy = cos(20)  sin(26) ex 10 0 1
© T Lsin(20)  — cos(20) o —1)'\1 o

Propriétés: Si A est orthogonale, on a| det(A) = +1 | car

(det(A))* = det(A) det(AT) = det(A) det(A™') = det(AA™") = det(1) = 1.



(Anti)déplacements et asymétrie chirale

Proposition:
Une transformation du plan ou de |'espace est une isométrie
(symétrie) si et seulement si sa matrice associée est orthogonale.

Définition: On distingue donc les
e isométries directes, données par des matrices orthogonales A avec
det(A) = +1 | qui preservent |'orientation des angles (rotations),

e isométries inverses, données par des matrices orthogonales A avec
det(A) = —1 | qui inversent I'orientation des angles (reflexions).

Attention: en math en appelle “symétrie” seulement les isométries directes.
Définition:
e Un déplacement est une isométrie directe plus une translation.

e Un antidéplacement est une isométrie inverse plus une translation.

Définition: Un objet est chiral si aucun
déplacement ne peut l'identifier a son image
miroir (reflexe), comme nos mains.

C'est donc un objet asymétrique.

Exercice

Exercice: Les transformations données par les matrices suivantes, sont-elles des
symeétries (directes ou inverses) ou des projections?

0O 1 O
e A=-1 0 O
0 0 1
Réponse: On a —
P det(A) = — |+ Y= —(—1=1,
0 1
donc A est inversible (un isomorphisme), car det(A) # 0. Apres calculs, on trouve
0 -1 0
Al=11 0 o]=A",
0 0 1

donc A est une matrice orthogonale, donc une isométrie (= symétrie). Puisque
det(A) = 1, on a une symétrie directe. Effectivement, on a

cos(37/2) —sin(37/2) O
A= |sin(37/2) cos(3m/2) O |=Rotsss,
0 0 1

donc cette matrice représente la rotation d'angle 37/2 autour de I'axe Oz.
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Exercice (suite)

0 0 1
e B=|0 1 O
1 00
Réponse: On a det(B) = g (1)‘ = —1, donc B est inversible. Apres calculs,
on trouve B! = B (= B), donc B est une matrice orthogonale. Puisque
det(B) = —1, on a une symétrie inverse. Effectivement, on a

cos(w/2) 0 sin(m/2)
B = 0 1 0 = Ref%s,
sin(w/2) 0 cos(m/2)

qui représente la reflexion par rapport a un plan contenant I'axe Oy et qui
intersecte le plan xOz en une droite penchée de /4 sur Ox.

2 0 0
e C=1|(3 5 0
0 0 O

Réponse: Puisque det(C) =0, la matrice n'est pas inversible, donc elle ne
représente pas une symétrie. C'est une projection sur le plan xOy, mais
ce n'est pas une projection orthogonale (ou isométrique), car det (32) = 10

implique que la matrice C dilate les longueurs.

6. Systémes d’équations linéaires

Définition: Un systeme d’équations linéaires en n variables (xi, ..., x,)
est un systeme de la forme

a1 xy+apxe+ -+ awmxn = by
a1 x1+anx+ -+ amxn = b
anl X1+ aX2 + -+ amXn = bn

Un tel systeme peut avoir une solution, plusieurs solutions ou
aucune solution, selon la dépendance mutuelle des équations.
Exemples:

° 2x—y =4 admet une solution x=1

6x+3y =0 y=-2

2x —y =4 admet infinité de solutions: tous les points de la
[ J . P .

6x — 3y =12 droite d'équation y = 2x — 4.

2x —y =4 n'admet aucune solution, car si 2x — y = 4 alors
6x —3y =0 6x — 3y = 3(2x — y) ne peut pas s'annuler.

Pour connaitre les solutions il faut parfois faire de longs calculs (surtout si
n > 3), qui se prétent a de nombreux erreurs.

Voici une méthode de résolution qui réduit les calculs a I'essentiel.



équation matricielle

Proposition:

e En posant

X1 ail  a ain by
X2 dr1  ad» don by

X - 3 A = . ) B = ’
Xn dn dn2 dnn bn

le systeme précédent est équivalent a I'équation matricielle

AX =B

e Cette équation admet une solution unique si et seulement si

det(A) # 0 |, et dans ce cas la solution est donnée par le produit de

matrices

X=A"1B

Exemples

Exemples:

R 2x —y =4 o .
e Le systeme x—y s'écrit sous forme matricielle comme AX = B avec
6x +3y =0

= 3) e (3)

Puisque det(A) = 6 — (—6) = 12, il admet bien une solution unique X = A™'B.
On la calcule:

SR I G R G

donc on a
<;) - <—1{?2 11//162> <g> - <—4z{?2++00> - (—12)

. 2x —y =4 . .
o Le systeme { 6§ B gy _o S écrit sous forme matricielle comme AX = B avec

A= <§ :;) et B= <g).
Puisque det(A) = —6 — (—6) = 0, ce systeme n’admet pas de solution unique.
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TMB — Chapitre 8
Géométrie cartésienne dans le plan et dans I'espace

Dans ce chapitre:

1. Coordonnées cartésiennes du plan. Vecteurs. Droites, coniques (cercle,
ellipse, parabole, hyperbole).

2. Coordonnées cartésiennes de |'espace. Vecteurs. Plans, droites, quadriques
(sphere, cylindre, cone, parabolide, hyperboloide).

1. Géométrie cartésienne dans le plan
Rappel sur les coordonnées cartésiennes

On fixe un repére cartésien (O,7,7), ou O est un point et (7,7)
est une base orthonormale directe (0.n.d.) de I'espace vectoriel J
Vect(plan), i.e. telle que 717 et |7]|=|J]|=1. On a alors: o 7

e Tout vecteur v appliqué en O s'écrit| V=xT+yJ | p
: , - — y _
les scalaires x, y € R s’appellent coordonnées cartésiennes vV

de V et représentent les projections orthogonales de v dans

>

. . — — = x
les direction 7 et 7. On note: | vV = ()

e On appelle coordonnées cartésiennes d'un point P le couple (x,y) € R?

de coordonnées du vecteur v = OP, et on écrit | P(x,y)

e Pour résumer: | plan + repere cartésien = Vect(plan) =~ R?

e Tout vecteur affine PQ s'écrit comme Q
PRQ=P+0Q—-OP="P+i

ol i = (xq—xp)T + (Yo—ypP)J-

<y
T
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Calcul vectoriel en coordonnées cartésiennes

!
Siv= <X> vV = (X,> et t € R, alors:
y y
/
e addition: \7+\7/=(;i;,> ex.(é)—i—(i):(g)

. . i tx 1
e produit par scalaire: | tvV = ( ) ex. 3 (2> = (

e produit scalaire: | V-V = xx" +yy' | ex <§>
e longueur: | |V|| = /X% +y? | ex

e vecteurs orthogonaux: | VL1V < xx'+yy' =0 | ex (1) 1L <_2>

/

R . x' = tx X !
e vecteurs paralléles: | V||V < {7, s L ex. <1) [ (3>
y =ty Xy

X'x+y'y | 5 5.1—10 5
a2 Yl ePrla)T e T o
Xty 1240

=l

e projection orthogonale: | Pr (V') =

Droites

Droite (affine): | A = {P(x,y) | ax + by + ¢ = o} (a, b) # (0,0).

Si b # 0 alors __2 —E—mx—i- 2
ou| m=tané /PI{ ]

Si a # 0 alors x=—l—)y_£
a a

Attention: une droite est un espace vectoriel de dimension 1 si et seulement si elle
passe par O, i.e. ¢ = 0.

. a
e Vecteur orthogonal ou normal a A = (b)

e Vecteur directeur de A = (_ba> ou bien (_ab)

Exemple: x —5y =0 est une droite vectorielle,

) 5
avec vecteur normal ( et vecteur directeur < 1)

-5
x + 3 = by est une droite affine de mémes vecteurs normal et directeur.
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Droites particulieres

. — ul
e Droite passant par A = (ar,a2) et L 7= <u2>: \L_f p_A

condition: AP -7 =0
équation: | (x —a1)u1 + (y — a2)up =0

e Droite passant par A = (a1, a) et | V= <51>:
2

condition: AP| vV <« OP=0A+tv, teR AVP A

éq. paramétrique: X=ativ , teR

y=a+twn
éq. cartesienne: XTa _ Yy~ &

V1 V2
e Droite passant par A = (a1,a2) et B = (b1, b2): &
A

condition: AP || AB B
. . X — a1 y —az
equation: =
g b1 — ai b2 — a»

Distance et aire d’un parallélogramme

Distance: ’
A
e d’un point P(x,y) a un point P'(x',y"): P

dist(P, P') = |[PP'| = |[OP" — OP| = /(x — X')2 + (y — y')?

e d’un point P(xo, yo) a une droite A d’éq. ax + by + ¢ = 0: on appelle P’ la
projection orthogonale de P sur la droite A, alors

| axo + byo + ¢ |

dist(P, A) = dist(P, P') =

Aire du parallelogramme de sommets

D
A(xa, ya), B(xs,ys), C(xc,yc), D(xp,yp): AQ C
B

Aire = | AB - AD" | = | AB A AD|.
Puisque A_B):<XB_XA> et A_D):<XD_XA> ona AD — ( YD—YA >,donc

yB—YA YD —Yya XD XA

Aire = | (xg — xa)(yp — ya) — (y8 — ya)(xp — xa)|
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Coniques: cercle, ellipse

Définition: Une conique est une courbe plane obtenue en prenant I'intersection
entre un cone de révolution et un plan. Analytiquement, on définit une conique
comme |'ensemble des points du plan vérifiant I'équation

ax> + bxy + cy’ +dx+ey+f =0 (a, b, c) # (0,0,0).

e Cercle:| (x —a)’>+ (y — b)*> =r?

centre (a, b), rayon r

2 2
N R
] Elllpse. ?_'—E_l

i
/

centre (0,0), axes T et].

Coniques: hyperbole, parabole

— — b
e Hyperbole: centre (0,0), axes 7 et J,asymptotes y = +—x
X2y a
7wt

cas +1: \ T / cas -1:

Y

Y

W
/N

ou bien: | y = —
X

centre (0,0), asymptotes 7 et J

" )
V V
o o

) ) W
A A A
o o o

e Parabole: | y = ax® + bx + ¢

axe parallele a 7

ou bien: | x = ay? + by + ¢

axe parallele a7



2. Géométrie cartésienne dans l'espace
Rappel sur les coordonnées cartésiennes

On fixe un repere cartésien (O,T,j,ﬁ), ou O est un point et
(7,7, k) est une base orthonormale directe (0.n.d.) de I'espace

vectoriel Vect(espace). On a alors:

e Tout vecteur v appliqué en O s'écrit

les scalaires x,y,z € R s'appellent coordonnées cartesi-
ennes de V et représentent les projections orthogonales de

v dans les direction 7, J et k. On note:

k| 7
°7
— — — g A
V=xi+yj+zk | z
__/P
v
y:

~

X
y .
z X

e On appelle coordonnées cartésiennes d'un point P le triplet (x, y, z) € R?

de coordonnées du vecteur v = OP), et on écrit

P(x,y,z)

e Pour résumer:

espace + repére cartésien = Vect(espace) =~ R?

e Un vecteur affine est

PQ=P+0Q-0OP=P+i

ou

0= (xq—xp)T+ (yo—yr)J +

(ZQ —Zp) /?

PO
%pp

Calcul vectoriel en coordonnées cartéesiennes

X X X
Siv=|y | V=|y |V =]y’ |etteR, alors
z Z/ Z//
/
X+ X 1 3 4
addition: | V+V = | y + ex. 2]+ -2]=10
z+ 72 3 2 5
tx 1 1
produit par un scalaire: | tv = | ty ex. — 2= -2
tz 3 -3

produit scalaire:

—

4

-V =xx' +yy + zZ

):—2+6+4=8

longueur:

[Vl = /x> +y* + 2

-3
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Calcul vectoriel (suite)

yz' — zy’
e produit vectoriel: | VAV = | —xz' + zX’
xy' — yx’
2 -1 3—8 —5
ex |3 |a| 2 |=( -+a |=| -6
4 1 4+3 7
e produit mixte:
[\7’, ‘7’/, \7//] — X(y/Z// . Z/y//) . y(X/Z// . Z/X//) + Z()(/-)/// - y/X//)
1 -1 1
2 2 2]l =2-3)-2(-3-1)+32-2)=-1+8=7

3 1 3

|GG

Autre formule pour le produit mixte

(7,7, = (7 A 7)- 7"
e vecteurs orthogonaux: | V1V < xx'+yy/ +2zzZ =0
1 -2 1 -1
ex. 2] 1 1 ou 2| L 2
3 0 3 -1
e vecteurs paralleles:
x' = tx N ,
VIV e V=tv < Y=ty o =YX_Z2
, X/ y/ Z/
zZ =1z
Xy/ — yX/
. — —/ — —/ A ’ ’ X y
alternative: | Vv || V' & vAV =0 < yz'=zy) & — ===
r / X y Z
xz' = zx
1 -3
ex. | 2] | —6
3 -9
X'x+y'y+27z Vv
e projection orthogonale: | Pry(V') = —————~ V= =V
x> +y*+z Ial
1 0
I1x0+2x5+3x%0
ex. Prg; | 2 |= :_ 5 +2 57=27=|2
3 02 +52+0 0
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Plans

Plan (affine):

7r={P(x,y,z)\ax+by+cz+d:0}

(a, b, c) # (0,0,0)

Attention: un plan est un espace vectoriel de dimension 2 si et seulement si il
passe par O, i.e. d = 0.

a
e Vecteur orthogonal ou normala© = | b
c
Exemple: 1
x —by —2z =0 est un plan vectoriel, de vecteur normal | —5
—2
1
x + 3 =5y + 2z est un plan affine de vecteur normal | —5
—2
Plans particuliers
up
e Plan passant par A = (a1,az,a3) et L o= | w
us
condition: AP -7 =0
équation: | ui(x —a1) + wo(y — @) + uz(z—a3) =0
Vi vi
e Plan passant par A= (a1, ax,a3) et ||[av=| v |etV = | »
/
V3 V3

o AP =tv+tV

condition: [AP,V,v'] =0
{ X—a=tn+tvy

y—a=twn+tv
z—az3=tvz+t'vg

équation paramétrique:

équation cartesienne:

(x —a1)(vavs — vavy) — (y — a2)(vivs — v3vq) + (z — a3) (vavs — vavy) = 0

e Plan passant par A = (a1, a2, a3), B = (b1, b2, b3) et C = (c1, ¢, 3):
condition: [AP,AB,AC] =0

équations: comme le cas précédent.
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Droites

Droite (affine): A=rnn’

_ o)
a={peya | 2 ERIS0 )

ax+by+cdz+d =0

avec (0,0,0) # (a,b,c) Jf (a',b',c") # (0,0,0).

Attention: une droite est un espace vectoriel de dimension 1 si et seulement si elle
passe par O, i.e. d =0et d =0.

Exemple:

La droite d'équations { ; i 8 est I'axe Oz (vectoriel).

La droite d'équations { ; i :; est parallele a I'axe Oz (affine).

Droites particulieres

Vi
e Droite passant par A = (a1, a2,a3) et |[av=| v
V3

condition: AP ||V <« AP =tV

X—a=1twn
équation paramétrique: y —ax = tw
Z—az = tws

, . . X — ai y — a2 Z — as
equatlon cartesienne: = =
V1 V2 V3

e Droite passant par A = (a1, a2, a3) et B = (b1, by, b3):

b1 — a1
condition: AP I AB avec AB= | b —a
b3 — as

équation: comme le cas précédent.
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Distance et volume
Distance: p

e d’un point P(x,y,z) a un point P'(x',y’, 2'):

dist(P, P') = |PP| = o/(x — X' + (y Y/ + (z— 2)°

e d’un point P(x,y,z) a un plan 7 d'éq. ax + by + cz+d = 0: on appelle P’
la projection orthogonale de P sur le plan 7, alors

_ |ax+ by + cz + d|

dist(P, 7) = dist(P, P') =

Volume du parallelepipede de sommets A, B, C, D, etc:

D
Vol = )[/@,A—é,m’]\
A
x X/ X// B
SiAB=|y || AC=|y |etAD= | y” |, alors
/ "
z z z

/) /i !’ N

Vol = |x(y'z" —Z'y") —y(X'2" — 2'X") + z(X'y" — y'x")|

Surfaces Quadriques

Les surfaces quadriques sont des surfaces de I'espace euclidien de dimension 3 qui
sont définies comme suit:

Quadrique: | Q = {(X,y,z) | f(x,y,z) = O}

ou f(x,y,z) estun polyndme de degré 2.

Les quadriques plus connues:

e Cylindre: | x* + y? = r? e Hyperboloide a une nappe:
2 2 2

X y z

a2 b? c?

e Cone: | x +y =z

e Hyperboloide a deux nappes:

o Sphere: | x>+ y*+22=1r° X_2_Y__Z_:1
a b2 c?
. e x? y2 z? e Paraboloide: | z = xy
¢ Ellipsoide: gl + ) + 2= 1

ou bien: | z = x* + y?
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Quelques images de surfaces quadriques

Cylindre

Ellipsoide

. Ay .f
Paraboloide hyp. ' : Paraboloide ellip. L
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