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Résumé

Soit (Ap)n>1 une suite de Blaschke du disque unité D et © une fonction intérieure. On

suppose que la suite de noyaux reproduisants (k@(z, An) = %/\L)?(z)) . est complete
—A\n nz

dans ’espace modele Kg := HPNOHY, 1 < p < +00. On étudie, dans un premier temps,
la stabilité de cette propriété de complétude, a la fois sous l'effet de perturbations des
fréquences (A,)n>1 mais également sous l'effet de perturbations de la fonction ©. On
retrouve ainsi un certain nombre de résultats classiques sur les systemes d’exponentielles.
Puis, si on suppose de plus que la suite (kg (., A\p))n>1 est minimale, on montre que, pour
une certaine classe de fonctions ©, la famille biorthogonale associée est aussi complete.

Completeness of reproducing kernels
in the model spaces.

Abstract
Let (An)n>1 be a Blaschke sequence of the unit disc D and © be an inner

function. Asssume that the sequence of reproducing kernels (k@(z, An) = %W) .
—A\n nz

is complete in the model space Kg = HP N 6H75), 1 < p < 4+ oo. First of all,
we study the stability of this completeness not only under perturbations of fre-
quences (A,)p>1 but also under perturbations of function ©. We recover some
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classical results on exponential systems. Then, if we assume further that the se-
quence (ko (., A\n))n>1 is minimal, we show that, for a certain class of functions
O, the biorthogonal family is also complete.

AMS classification : 30B60, (42A65, 42C30, 47B35, 30D55, 46E22).

1 Introduction

Nous notons par D = {z € C : |z| < 1} le disque unité, par T = {z € C :
|z| = 1} le cercle unité et pour 1<p< + oo,

H? = {f : D C holomorphe : sup / |f(rQ)|P dm(¢) < oo}
o<r<1JT

désigne l'espace de Hardy du disque unité. De facon habituelle, on identifiera
HP? avec le sous-espace des fonctions f € LP(T) pour lesquelles f(n) = 0,
n < 0. Rappelons qu’une fonction © € H> est dite intérieure si [O(()] = 1
pour presque tout ¢ € T. On associe a toute fonction intérieure le sous-espace

KB := HP NOH},

ot HY = {f € H? : f(0) = 0} et la barre désigne la conjugaison complexe. En
considérant la dualité naturelle entre H? et HP', définie par

(f.g) = /T F(Og@) dm(¢), feH?, geHY,

1 1
olt —+ — =1, on peut définir de fagon équivalente K’é comme ’ensemble des

fonctions f € HP pour lesquelles
(f,0g) =0, Vge H

Par conséquent, Kg correspond a l’ensemble des formes linéaires de HY qui
s’annulent sur le sous-espace O H? .

Pour p = p/ = 2, on notera Kg = KZ). De plus, dans le cas ou 1 <
p < 400, il résulte du théoreme de Beurling (voir [Gar81], chapitre II) que
tout sous-espace propre fermé et invariant par 'action de l'opérateur S*

— f(0
fr— f7<) est du type Kg et inversement. En dehors de leur intérét
z

propre, ces sous-espaces K’é possedent un lien étroit avec des sujets tels que
Papproximation rationnelle (voir [Dyal], [Hay90], [Sar94]), les opérateurs de
Toeplitz (voir [DSS70], [Dya94b]) et la théorie spectrale des opérateurs linéaires



généraux (voir [Nik86]). Dans cet article, nous nous intéressons aux noyaux
/

reproduisants des sous-espaces Kg, c’est a dire aux fonctions kg(.,\) € Ké

pour lesquelles

FO) = (f,ko(,N), AeD, feKp

ou (-,-) représente la dualité entre K2 et Kg. Dans le casou 1 < p < +00, le
sous-espace © HP est complémenté dans HP car les projections standards © P, ©
et Po := 1 — ©P.0 = ©OP_0 sont bornées sur H? (par le théoréme de Riesz,
voir [Dur70]). Ici P} désigne la projection de Riesz (P1f)(2) = >,5 f(n)zm).
On a donc H? = PoHP + (I — Po)H? = PoHP? + ©HP?, d’ott KA = PgHP?. De

1
plus, il est facile de voir que kg(.,\) = Poky, ou k) = Y est le noyau de
— Az
Cauchy classique et un petit calcul montre alors que

_1-8(e

k@('a)‘) 1—XZ

(voir [HNP81] ou [Nik86]). Dans cet article, nous allons étudier deux problemes
relatifs a la complétude des suites de noyaux reproduisants dans 1’espace K’é.
Rappelons qu’une suite (z,)p,>1 d’un espace de Banach X" est dite complete
dans X si l'enveloppe linéaire fermée engendrée par les x,,, notée span {x,, :
n>1}, est égale & X. Dans notre cas, en utilisant le théoréme de Hahn-Banach,
il est facile de voir qu’une suite de noyaux reproduisants (kg(., An))n>1 sera
complete dans K g si et seulement si I'implication suivante

(fEKp,7f()\n):0, n}l):>f50

est vraie pour toute fonction f € Kg . Par conséquent, étudier la complétude
d’une suite de noyaux reproduisants (kg (., An))n>1 dans K se ramene a étudier
si la suite (A,)n>1 peut étre incluse ou non dans 'ensemble des zéros d’une
fonction de Kg non identiquement nulle. La question naturelle qui se pose
alors est de chercher un critére, en langage de A = (\,)n>1 et ©, pour que la
suite (ko (., An))n>1 soit complete dans Kg. Etant donné A = (Ap)n>1 C D, il
est facile de montrer que la suite (kg(., An))n>1 est complete dans K§, pour
toute fonction intérieure O, si et seulement si la suite A = (\,)p>1 n’est pas
de Blaschke, c’est a dire si

Z(l - ’)‘n‘) = t+00.

n>1

Par conséquent, la véritable question qui se pose est : étant donné A = (A\,)p>1 C
D, une suite de Blaschke sans multiplicité, et © une fonction intérieure fixée,



peut-on trouver un critere suffisament explicite de complétude pour la suite

(ko (., An))n>1 dans K§ 7

Cette question est encore ouverte méme pour le cas particulier des exponen-
z+1

tielles. Rappelons que si A = (Ay)p>1 C D, a > 0, et ©4 := exp (a + 1>,
Z —

I'espace Ko, s'identifie de facon unitaire & l’espace L?(0,a) et la complétude

de la suite (ke, (., An))n>1 dans Kg, est équivalente a la complétude de la suite

1+ A
(exp(ipint))n>1 dans L?(0,a), pp, = iT + A” (voir [HNP81] ou [Nik86]). Méme
- n

dans ce cas particulier donc, on ne connait pas de critere géométrique portant
sur les fréquences (fun)n>1. Les travaux les plus avancés restent ceux de A.
Beurling et P. Malliavin qui ont donné une méthode pour calculer le rayon de
complétude d’une suite d’exponentielles (exp(ipint))n>1 en fonction d’une cer-
taine densité (voir [BM62] et [BM67] pour les travaux originaux, [KT90] pour
une réinterprétation de ces résultats, [Red77] et [Koo96] pour une présentation
tres complete du sujet).

Dans cet article, nous allons étudier deux probleémes plus particuliers relatifs
a cette complétude des noyaux reproduisants. Le premier probleme auquel nous
nous intéressons est un probleme de stabilité :

on se donne 1 < p < 400, une suite A = (Ap)p>1 C D et O1 une fonction
intérieure de H™ tels que le systéme (ko, (., A\n))n>1 est complet dans Kg . Si
on perturbe la suite A ou (et) la fonction intérieure Oy, est-ce-que le nouveau
systeme (ke, (-, \y,))nz1 est complet dans K¢ ¢

Le deuxieme probleme concerne la complétude de la biorthogonale associée
aux noyaux reproduisants de Kg := K Z) :

si (ke (., An))n>1 est une suite minimale et compléte dans Ke, la question
naturelle qui se pose est de savoir si la biorthogonale associée a cette suite est
aussi compléte dans Kg.

Le premier probleme peut étre motivé par plusieurs raisons. D’une part,
nous avons vu que le probleme général de complétude dans lequel s’inscrit ce
probleme de stabilité est tres difficile et loin d’étre résolu. D’autre part, dans
beaucoup de cas, la famille donnée est une petite perturbation d’une famille
dont on sait déja qu’elle est complete. Un critere de stabilité permettrait donc,
dans beaucoup d’applications, et notamment en théorie du controéle, de prouver
la complétude des noyaux reproduisants.

Il faut également signaler que ce probleme de stabilité est lié au probleme
d’unicité fondamental suivant : étant donnée (e, ), >1 une famille complete dans
un espace de Banach F, on cherche a caractériser (e,),>1 C R% tel que si



f € E*, alors

(r<f, e)l<enl /1 (\m>1>) . f=0. W

Il est facile de voir que ce probleme d’unicité est équivalent a la stabilité de la
complétude de la suite (e,),>1 sous l'effet de petites perturbations en norme
controlées par &,.

Remarquons que le probleme de 'existence d'une suite (¢,,)n>1 C R% vérifiant
(1) a été résolu par V. Gurarii et M. Meletidi (voir [GM70]). Mais ce théoreme
est un résultat de pure existence et il reste le probleme de trouver une esti-
mation sur la décroissance des suites (y,)p>1 qui garantissent 1'unicité ou la
stabilité de la complétude. Le probleme d’unicité précédent a été abondamment
étudié dans le cas ou E* = H>*(D) et e, = ky,, n>1, est une suite de noyaux
reproduisants telle que (\,)n>1 n’est pas de Blaschke. De nombreux auteurs se
sont intéressés a caractériser la décroissance des suites (¢,)n>1 C R% qui garan-
tissent l'unicité (1). Citons notamment les travaux de S. Khavinson [Kha63],
N. Danikas [Dan94], W. Hayman [Hay98|, Y. Lyubarskii- K. Seip [LS97] et
ceux en cours de A. Nicolau, J. Pau-P. Thomas. Citons enfin les travaux de
R. Redheffer qui a beaucoup étudié la stabilité de la complétude des sytémes
d’exponentielles (voir [Red68] et [Red77]).

Remarquons enfin que le probléme de complétude des noyaux reproduisants
dans ’espace modele K, g peut se reformuler dans le langage des opérateurs de
Toeplitz (voir le lemme 2.2.1 pour cette reformulation). Or, de nombreux au-
teurs se sont intéressés a la structure des noyaux des opérateurs de Toeplitz.
Citons notamment les travaux de E. Hayashi [Hay85], [Hay86], [Hay90]) et
ceux de K. Dyakonov [Dya]. Signalons cependant que les opérateurs de Toe-
plitz, comme les autres outils, n’ont pas permis, jusqu’a présent, de progres
visibles sur ce probleme de complétude des noyaux reproduisants dans Kg.
Dans cet article, nous utiliserons cette approche via les opérateurs de Toeplitz
pour obtenir un résultat de stabilité quand on perturbe a la fois la suite (A, )n>1
et la fonction intérieure ©.

Pour motiver le deuxieme probleme autour de la complétude de la bior-
thogonale, rappelons qu’une suite (z,),>1 d'un espace de Hilbert H est dite
minimale si, pour tout n>1, x,, ¢ span {zx, k # n}. Par le théoreme de Hahn-
Banach, ceci est équivalent a l'existence d’une suite (27,),>1 de H, dite bior-
thogonale, telle que

<J};L, $k> = 5nk .



Si (@p)n>1 est une suite minimale et complete dans H, on peut associer a tout
élément = de H sa “série de Fourier généralisée” :

YT Z(az?xwxn,

n=1

ou (z],)n>1 est la biorthogonale associée & (zy,)n>1. Pour travailler avec ces
séries de Fourier généralisées, la premiere chose naturelle a demander, si on veut
reconstruire = & partir de ses coefficients de Fourier ((z,z],))n>1, est que 'ap-
plication ¢ soit injective, ce qui est équivalent & dire que (z,),>1 est compléte
dans H. Ce n’est en général pas le cas! (Voir, par exemple, [You81], pour un
contre-exemple). Cependant, pour les noyaux reproduisants de H?, la situation
est totalement différente : si A = (A,;)n>1 est une suite de Blaschke, alors la
biorthogonale & (ky, )n>1 est complete dans K, , ou By est le produit de Bla-
schke associé a A. Dans [You81], R.M. Young a montré que pour les systemes
d’exponentielles, la situation est la méme. Nous nous proposons, dans cet ar-
ticle, d’étudier ce probleme pour les noyaux reproduisants (kg(.,An))n>1 de
I’espace modele Kg.

Les résultats de cet article s’organisent de la fagon suivante. Dans la section
2, nous montrons que la complétude des noyaux reproduisants (ke (., An))n>1
reste stable sous l'effet de petites perturbations de la suite (\,)n>1 par rapport
a la distance pseudo-hyperbolique (voir théoreme 2.1.1). Puis, en imposant
une condition de Fredholm sur 'opérateur de Toeplitz T5p,, nous prouvons
qu’il existe € > 0 telle que la complétude de (ko(., A\n))n>1 est préservée si
|© — ©1]|<e et ||Ban — Bar||<e (voir théoreme 2.2.3). Si Bp et Bjs sont les
transformées de Frostman d’une méme fonction intérieure, alors (kg (., An))n>1
et (ko(., Aj,))n>1 sont simultanément complétes ou non dans K¢ (voir théoréme
2.2.10). Ce résultat nous permet d’obtenir comme corollaire 1’existence, pour
toute fonction intérieure © de H*°, d’une suite de Blaschke (A,)n>1 C D telle
que (ko (., An))n>1 est complete dans K (voir corollaire 2.2.11). Dans la section
3, nous étudions le probleme de la complétude de la biorthogonale pour les
noyaux reproduisants. On montre que si (kg (., A\n))n>1 est une suite complete
et minimale dans Kg et si sup |©(2)(1 — 2)?| < 400, alors la suite (fy)n>1,

z€eD

biorthogonale & (kg(., Ar))n>1, est aussi complete dans Kg.



2 Stabilité de la complétude pour les noyaux
reproduisants.

2.1 Perturbations des fréquences.

Le théoreme suivant établit une condition de stabilité dans le cas des noyaux
reproduisants, qui nous permettra de retrouver a la fois un résultat de R.
Redheffer, un autre de K. Chan-S. Seubert et une généralisation d’un théoreme
de N. Levinson .

Théoréme 2.1.1 Soient 1 < p < oo, A = (Ay)p>1 C D et © une fonc-
tion intérieure dans H™ telle que (ko(.,An))n>1 est compléte dans Kg. Soit
(A)n>1 C D telle que

D 1br, (L) < oo (2)

n>1

Alors (ke(., A,))n>1 est aussi compléte dans Kg.
An — AL
1— AN,

Rappelons que conformément aux notations usuelles |by, (A],)| = ‘

désigne la distance pseudo-hyperbolique entre les points A, et \,.

Preuve Raisonnons par I'absurde. Supposons que la suite (kg(., A),))n>1 ne
soit pas compleéte dans Kg. Par le théoréme de Hahn-Banach, il existe f € K§,
f #0, telle que f(A,) =0, pour tout n>1, avec ¢ 'exposant conjugué associé
a p. Définissons par récurrence une suite de fonctions (¢, )n>1 dans H? :

by —bx (A
b0 = [, et ¢p = )\nb;\n()d)n—lan>1-

Il est facile de vérifier que ¢, € K§, pour tout n>1. De plus, ¢,(\;) = 0,
Vk<n, et ¢n(N,) =0, Vk > n. D’autre part,

[én — dn—1llg = [bx, (An)[[[@n-1llg (3)
Donc
(1= 1bx, M)l Pn-1llg<l[@nllg< (L + [bx, (An) Dl dn-1llq
et par récurrence, on obtient

n n

11 (1 - rm;um) 1 le<llénlle< T (1 T |bA;<Ak>|> £l (4)

k=1 k=1
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De I'hypothese (2), on déduit que les deux produits infinis
+oo

H (1 = |bx, (Aw)| ) et H( by, )\k)|> sont convergents. Posons ¢; :=

k=1

H( + 5Z|b>\/ )\k)|> ,i=1,2, avec e1 = 1 et eg = —1. Alors (4) implique que

[onllg<erllfllg, V=1 ()

En utilisant I'inégalité triangulaire, les inégalités (3) et (5), nous obtenons alors
que

P
I6uss — dulla<erllflla 3 1o, i)l
k=1

En utilisant (2), on en déduit finalement que (¢p)n>1 est une suite de Cauchy
dans K§. Par conséquent, il existe ¢ € K telle que lim,— 1o ¢ = ¢, dans
K{. Nous obtenons, d’aprés (4), que ca| f|l¢<[|¢[lq, ce qui prouve que ¢ # 0.
Comme ¢(N,) = limy 400 ¢p(Ay) = 0, on en déduit que (ko(., Ap))n>1 n’est
pas complete dans Kg, ce qui contredit I’hypothese. [l

En utilisant I’isomorphisme naturel entre H? et HP(C,) , 'espace de Hardy
du demi-plan supérieur C; = {z € C : Sm(z) > 0} (voir par exemple [Dur70]
ou [HNP81]), il est immédiat de voir que le théoreme 2.1.1 admet ’analogue
suivant dans le demi-plan supérieur.

Corollaire 2.1.2 Soient 1 < p < 0o, M = (pn)n>1 C C et O une fonction
intérieure de H*(Cy) telle que (ko (., ftn))n>1 est compléte dans K" := HY N

zHY . Soit (p],)n>1 C C4 telle que

Db ()| < oo (6)

n>1

Alors (kg (., iih,))n>1 est aussi compléte dans K3".

/ u—
% désigne la distance pseudo-hyperbolique dans C,. .
n n

Iei [b, ()] =

Remarque 2.1.3 En reprenant le raisonnement utilisé, il est facile de voir que
le théoreme 2.1.1 et son corollaire restent valables dans le cas (K g)*, p=1,4o00,
avec la topologie faible®.

Dans le cas, o1 © = 0, K& = HP, on a un résultat de stabilité uniforme qui
montre que le théoreme 2.1.1 n’est pas optimal.



Théoréme 2.1.4 Soient 1 < p < 400, (ky,)n>1 une suite de noyaux repro-
duisants compléte dans HP et (A)p,>1 C D. Si

sup [by,, (A,) <1, (7)

n>1

alors (ky )n>1 est aussi complete dans HP.

Preuve Un résultat de Vinogradov-Havin (voir [HV74]) implique que, sous
I'hypothese (7), on a (1—|A,|) < (1—|AL|). I est alors clair que les deux suites
(kx, )n>1 et (kx )n>1 sont completes ou non simultanément. O

Remarque 2.1.5 (1) Ce résultat est optimal, a savoir qu’il existe des suites
(An)n>1 et (A )n>1 C D telles que sup|by, (\,)| = 1 avec (ky,)n>1 complete

n=>1
dans HP? alors que (ky/ )n>1 ne l'est pas. Par exemple, on peut prendre A, :=

1 1
(2) L’exemple du systéme trigonométrique montre aussi qu’il existe un

décalage entre le théoreme 2.1.1 et certains résultats déja connus pour les ex-
ponentielles. Passons au demi-plan supérieur, et considérons

Pn i=n+i, g, =n+d,+i, n€Z 6, €R.

Un résultat de N. Levinson [Lev40] permet d’affirmer que si
1
’6n|<7 9 \v/n E Z,
2q

alors (exp(ipn,t)), ez est complete dans LP(—m, 7).
D’autre part, si on calcule |b)f (u,)|, le corollaire 2.1.2 donne comme condi-
tion suffisante de stabilité

ne”L

Ceci prouve que notre théoreme n’est pas optimal. Cependant, cet exemple
montre aussi que le résultat 2.1.4 n’est plus valide pour les noyaux repro-
duisants de l'espace modele Kg : il existe (tin)nez, () )necz C Cy telles que

sup |bl'fn (ur)] < 1 et (exp(ipint))nez est complete dans L?(—m,7) alors que
neL

(exp(ip,t))nez ne lest pas. Considérons, par exemple, p, := n+1i et ul, =
n+ % +e+14, pour n>1, pg =1, p;, =n— i —¢&+1, pour n< — 1. Clairement,
(exp(ipint))nez est complete dans L?(—m, 7) (c’est méme une base de Riesz!).
De plus, N. Levinson a montré que (exp(i(u,, —i)t))nez n’est pas compléete dans

L2(—7, ).



(3) Par contre, le théoréeme 2.1.1 est optimal dans le sens olt on ne peut pas
améliorer 'exposant dans la convergence de la série. Cela signifie qu’il existe
deux suites (Ay)n>1, (A),)n>1 C D et une fonction intérieure © telle que

D 1ba, (N[ < 400, Ya>1,

n>1

et la suite (ko (., An))n>1 est complete dans Kg alors que la suite (kg (., A,))n>1
ne 'est pas. Il suffit pour cela de considérer

1
Api=1—— et )\;1 = A1, n=>1

n2
et de poser © := B, le produit de Blaschke associé & A = (A;)n>1. Un calcul
simple montre alors que |by, (X,)| ~ L et (ko(.,A\n))n>1 est complete dans Ke
alors que (ko (., A,))n>1 ne Pest pas, car la premiere suite est minimale.

Donnons maintenant les trois applications annoncées du théoreme 2.1.1. Le
premier résultat qu’on peut retrouver est un résultat de R. Redheffer [Red77].

Corollaire 2.1.6 Soient a > 0 et (un)n>1, (U, )n>1 deux suites complexes
telles que

|fn — ]
< 0.
2 T Tomial + S
Alors les familles (exp(ipnt))n>1 et (exp(ipl,t))n>1 sont complétes ou non si-
multanément dans L?*(—a, a).

Preuve Tout d’abord, on utilise un principe de réflexion classique qui permet
de ramener toutes les fréquences des exponentielles dans le demi-plan supérieur.
Pour cela, on définit

i =

. fr  Si Smypu, >0 Co wl st Smpyl >0
e =
Hn  si Smu, <0 Hn

st Smyl, <0

En utilisant la théorie des fonctions entiéres et la factorisation d’Hadamard,
on peut alors montrer (voir [Fri99], théoreme 2.2.4, page 61-62) que les suites
(exp(ipnt))n>1 et (exp(ipft))n>1 d’une part et, les suites (exp(iplt))n>1 et
(exp(iul,"t))n>1 d’autre part, sont completes ou non simultanément dans L?(—a, a).
Fixons maintenant § > 0. Comme lapplication ¢(t) — ¢(t) exp(—dt) est
un isomorphisme sur L?*(—a,a), on remarque que les suites (exp(ip)it))n>1 et
(exp(i(uy, 4+ i0)t))n>1 d’une part et, les suites (exp(ip,“t))n>1 et (exp(i(u,” +
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i0)t))n>1 d’autre part, sont completes ou non simultanément dans L?(—a,a).
Le résultat se déduit alors aisément du corollaire 2.1.2 et du calcul suivant

* ! *

. [ —

b-‘,-* ) M/ +Z(5 — |n7n
st + 0= o
| * X
Ly, — H,

U4 [Smyg| + Syt

|t — 1

S+ (S| + [Smy,| -

Dans [CS97], K. Chan et S. Seubert cherchent des conditions nécessaires

et suffisantes pour que le noyau d’un opérateur de Toeplitz soit non trivial,

dans le cas ou le symbole est le quotient de deux fonctions intérieures. Ils

montrent, en particulier, que si O et ©1 sont deux fonctions intérieures telles
que kery Ty o, # {0} alors

Tﬁa(@l) CTﬂO’(@o),

ot 0(0©) désigne le spectre de ©. Si ©g et ©1 sont deux produits de Blaschke in-
finis, cette condition signifie que les zéros de ©1 ne peuvent s’accumuler qu’aux
points de T ot ceux de ©g s’accumulent. Les zéros de ©1 doivent donc étre, en
un certain sens, proches de ceux de ©q. Dans le résultat qui suit, K. Chan et S.
Seubert donnent une condition suffisante portant sur cette proximité des zéros
pour que kers T o, # {0}, propriété qui admet une formulation équivalente en
terme de complétude d’une certaine suite de noyaux reproduisants (voir lemme
2.2.1). Nous obtenons, en fait, ce résultat comme corollaire du théoréme 2.1.1.

Corollaire 2.1.7 Soient 1 < p < 400, By un produit de Blaschke associé a
une suite de Blaschke (,)n>1 et ©¢ une fonction intérieure qui s’annule en
(Oén)n>1. SI

et si ©p possede au moins un autre zéro en dehors des «,, alors ker, T, 5, #*
{0}, clest-a-dire que (key (-, Bn))n>1 n'est pas compléte dans Kg, .

Preuve Supposons que le systeme (kg,(.,8n))n>1 soit complet dans Kgo.
D’apres notre hypothese, il est facile de voir que

Z |ba, (Bn)| < 00.

n>1
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Nous pouvons donc appliquer le théoreme 2.1.1 et conclure que la suite (kg (., &) )n>1
est complete dans K go. Mais, ceci est absurde car, si B désigne le produit de
Blaschke associé a la suite (ay,)n>1, alors on a

K§ = spanlgp {ke, (., o) : n=1} = spangy {ka, : n>1} = K,

ce qui est impossible puisque ©¢ possede au moins un autre zéro en dehors des
Q. OJ

En 1940, N. Levinson [Lev40] a montré que la complétude d’une suite d’ex-
ponentielles (exp(ipnt))n>1 n'est pas altérée si 'une des fréquences fi,, est rem-
placée par une autre u, avec p # pp, Vn. Le théoreme 2.1.1 nous permet de
retrouver ce résultat dans le cadre général des noyaux reproduisants, ce qui
avait déja été remarqué dans [HNP81].

Corollaire 2.1.8 Soient 1 < p < 400, (Ay)n>1 C D et © une fonction
intérieure telle que (ke (., An))n>1 soit compléte dans K§. Alors (ke (., An))n=n U(ke (., L)) 1<n<
est compléte dans K§, pour toute suite finie (X)) 1<n<n, Ny # Niy Al # AL,

Preuve Il suffit de noter que si

™ N, 1<n< N
"1\ n>=N,
alors .
o lba. )l = Y b (W) < 400,
n>1 1<n<N
et le théoreme 2.1.1 implique que (kg(., S\Vn))n>1 est complete dans K. O

2.2 Perturbation de la fonction intérieure ©.

Jusqu’a présent, nous avons uniquement étudié les effets de perturbations
sur les “fréquences” (\y,)n>1 mais on peut aussi perturber la fonction intérieure
©. Plus précisément, si (kg, (-, An))n>1 est une famille compléte dans K¢ et si
O est une autre fonction intérieure, quelle doit étre la proximité entre ©; et
©2 pour que (ko, (-, An))n>1 soit une famille complete dans Kg 7

La premiere conjecture naturelle est de penser qu’il suffit que ©1(\,,) soit
proche de ©2(\,). Mais cela ne suffit pas comme le montre I'exemple suivant :
soit (Ap)n>1 une suite de Blaschke dans D et ¢ un point de D tel que ¢ # A,
Vn>1. Notons

O := H b)\n , et O9:= bC®1 .
n>1
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Alors ©1(\,) = ©2(\,) =0, V=1 et (ko, (., An))n>1 est une famille complete
dans Kg, alors que (ke,(., An))n>1 n’est pas complete dans KgQ. En effet,

span {ke, (., A\p) : n=1} =span {k), : n>1}
_ P P
=Kg, ; K, -
En fait, en utilisant les opérateurs de Toeplitz et leurs liens avec le probleme
de la complétude, nous allons montrer que, sous certaines hypotheses, on peut
donner des conditions qui garantissent la stabilité de la complétude. Tout

d’abord, précisons la reformulation de notre probleme de complétude & l'aide
des opérateurs de Toeplitz. Si ¢ € L®(T) et 1 < p < +00, on notera

ker, T, :={f € H? : T,f = 0}.
On a alors le résultat suivant :

Lemme 2.2.1 Soient 1 < p < 400, B un produit de Blaschke, a zéros simples,
associé a une suite (A\)n>1 C D et © une fonction intérieure. Alors

dim ker, Tgp = dim (K N BHY) = codimper (span {ke(.,An) : n=>1}) .

En particulier, les assertions suivantes sont équivalentes :
(i) Tgp : H? — HY est injectif.
(i) (ke(.,An))n>1 est compléte dans Kg.
(iii) K& N BH = {0}.
Le cas p = ¢ = 2 trouve son origine dans [LS71] et est démontré dans [Nik86],

(Lemme 97, Appendice 4, page 336). Le cas général se démontre exactement
de la méme maniere et la preuve est laissée au lecteur.

Rappelons maintenant un lemme de L. Coburn dont nous allons avoir besoin
par la suite.

Lemme 2.2.2 (L. Coburn) Sil < p < 400 et ¢ € L>®, ¢ # 0, alors soit
ker, T, = {0} soit ker, T, = {0}.

Pour le cas p = ¢ = 2, nous renvoyons le lecteur a [Cob66] ou [Nik86],
(Appendice 4, page 318). Le cas général suit, en fait, exactement le méme
schéma et sa démonstration est laissée au lecteur.

En imposant une condition de Fredholm, nous obtenons un résultat de stabilité.
Si ¢ est une fonction de L*°(T) telle que T, est de Fredholm dans HY alors

13



ind, T}, désignera l'indice de T, vu comme opérateur de H? dans HY, c’est-a-
dire, par définition,

ind, T, = dim kery T, — dim ker, T .
Théoréme 2.2.3 Soient 1 < p < 400, A = (Ap)n>1 C D et O une fonction
intérieure dans H. Supposons que 'opérateur de Toeplitz Ts,p, soit Fred-

holm dans H?. Alors il existe € > 0 tel que pour toute suite A" = (\,)p,>1 C D
et toute fonction intérieure ©9 satisfaisant

|IBA — Barlloo <€ et ||©1 — 02l < €, (8)
on a
coding1 (span {keo, (., A\n) : n>1}) = coding2 (span {ke, (., Ay,) : n>1}) .
Nous allons décomposer la preuve de ce théoréeme en 2 lemmes.

Lemme 2.2.4 Soient 1 < q¢ < 400, ©1 et By deux fonctions intérieures de
H®°. Supposons que l'opérateur de Toeplitz T g soit de Fredholm dans HY.
Alors, il existe e > 0 tel que pour toutes fonctions intérieures O, By satisfaisant
101 — O2]|c < € et [[B1 — Bzl < ¢, I'opérateur T 5, est de Fredholm dans
HY et

indq T@lel = jIldq ’1_'@7232 .

Preuve Comme Tq,p, est de Fredholm dans HY, il existe n > 0 tel que
T, p, +A est de Fredholm dans HY, pour tout opérateur A satisfaisant || A[| <7
(voir [Kat67]). De plus, nous avons

ind, (To;p, +A4) =ind, (Tgp, ) -

D’autre part,

1T:8, — Tez .| =ITor5, a5,
= sup |[|[Py(01B1 —02Bs)fll4
feme
iflla<1

<||©1B1 — 02B3]| 0o
<||B1 — Balloo + |01 — 2| -

Donc, si [[B1 — Baflec < 3 et |01 — O2flec < 2, alors Tg, 5 = Tg-p, +
(T@—QB2 — T@—IBI> est Fredholm dans HY et

ind, TaBl = ind, T@BQ .

14



Lemme 2.2.5 Soient 1 < ¢ < +oo, ¢,¢ € L*(T) telle que ind,T, =
ind, Ty, . Alors
dim kery T, = dim ker, T, .

Preuve Premier cas : ker, T, = {0}. Alors ind, T}y = ind, T}, = —dim ker, T3<0.
Supposons que kery Ty, # {0}. Alors, d’apres le lemme 2.2.2, nécessairement
ker, T, = {0} et donc indy T}y = dim kerg T}y > 0, ce qui est absurde. Donc
ker, Ty, = {0}.

Deuxieme cas : ker, T, # {0}. D’apreés le lemme 2.2.2, ker, T;; = {0} et donc
ind, T}y = ind, T, = dim ker, 7T, > 0. Un raisonnement analogue montre que
ker, Ty, = {0} et donc indq T}y = dim ker, Ty. Par conséquent, on obtient

dim ker, T, = dim ker, Ty, .
O

Preuve (du théoréme 2.2.3) D’apres le lemme 2.2.4, il existe £ > 0 tel que,
pour toute suite A’ = (A],),>1 C D et toute fonction intérieure O satisfaisant
(8), opérateur Ts;p,, est de Fredholm dans HY et

ind, TEBA = ind, T@BA/ .
Le lemme 2.2.5 entraine alors que
dim ker, T@—IBA = dim ker, T@—QBA, ,
ce qui est équivalent, d’apres le lemme 2.2.1, &
coding1 (span {keo, (., An) : n=1}) = coding2 (span {ke, (., Ay,) : n=1}) .
O

Remarque 2.2.6 Si A = ()\,;),>1 est une suite dans D et © est une fonc-
tion intérieure dans H telles que TGy est de Fredholm et (ke(., An))n>1 est
complete dans Kg, alors le théoreme 2.2.3 montre qu’il existe € > 0 tel que
pour toute suite A" = (\),),>1 C D satisfaisant

1Ba — Barlloo <, (9)

la suite (kg(.,\),))n>1 est aussi complete dans K¢ . La question naturelle qui se
pose est de comparer les deux conditions de stabilité (2) et (9). Tout d’abord,
notons que la condition (9) n’implique pas la condition (2). En effet, considérons
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By = Hn>1 by, un produit de Blaschke. Le théoreme de Frostman implique
Iexistence de ¢ € D, suffisamment petit, pour que

BA’ = BA*,_C‘
1 —(Ba

soit un produit de Blaschke tel que ||Bxr — Ba|loo < 1. Il est alors facile de voir
que, pour tout n>1, on a by (An)|=[Bar(An)] = [¢| > 0 et donc

Z |b)\41()\n)| = +00.

n>1

Par contre, la réciproque est vraie dans le sens suivant :

Théoréme 2.2.7 Soit A = (\,)n>1 une suite de Blaschke telle que X\, # 0,
n=1. Il existe C' = C(A) > 0 tel que, pour toute suite A" = (X)), >1 vérifiant

> b ()< C,

n>1
alors la suite (\],)n>1 est de Blaschke et

HBA — BA’Hoo <1.

Preuve Le résultat de Vinogradov-Havin, déja mentionné ci-dessus, montre
que si C' < 1, alors la suite (\,),>1 est nécessairement de Blaschke. Com-
mencons, tout d’abord, par évaluer [|by —b,||o0, 00U A, 1t € D. On a ||by —bpllce =
[bx 0 b,! = z[loo- Un calcul élémentaire montre alors que

_ —b,(\)
byob l(2) = ¢ ’27“’
oll ¢y, = %ﬁ% On en déduit donc que

|C/\u — 1|+ 2’bu()‘)|
L —bu(N)]

||b>\ _buHoo<

Or, un calcul facile montre que |cy, — l\gﬁ\b,\ ()] Par conséquent, on obtient

by =l (5 +2) T2 (4 2) Gl (o)
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Comme (A, )n>1 est une suite de Blaschke et A, # 0, n>1, on a c :=inf, > |\, | >
0. Montrons alors que, pour toute suite (\),>1 C D satisfaisant

1

2(2+2)’

Z b2, (X)] <

n>1

on a
HBA — BA’Hoo <1.

En utilisant (10), on montre facilement, par récurrence, que

n n 4 n
[Ton - I | <2 <C+2>bek<xz>r,
k=1 k=1 0 k=1

et en faisant tendre n vers 400, on obtient

4
1By~ B2 (2 +2) i 001 < 1.
E>1

0

Si ©g et ©1 sont deux fonctions intérieures, considérons 'application ¢
définie par
¢: [0,1] — H
t — (p(t) =101 + (1 —1)0p.

Si on impose une condition de Fredholm sur les opérateurs T@so(t), on a le
résultat suivant :

Théoreme 2.2.8 Soient 1 < p < 400, O, O et O trois fonctions intérieures
dans H*°. Supposons que, pour tout t € [0, 1], T@@(t) est de Fredholm dans HY.
Alors

indq T@@o = indq T@el .

En particulier, si ©g = B et ©1 = By sont deux produits de Blaschke a zéros
simples, nous avons

codimygp, (span {ke(.,A\n) : n>1}) = codimyr (span {ke (., A,) : n=1}) .
Preuve Posons

¢: [0,1] — N
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Rappelons que I'application ind est continue (voir [Kat67]) et donc I’application
¢ est nécessairement constante. Par conséquent,

ind, T@@() = ind, T@61 .

Dans le cas particulier o ©g = By et ©1 = Bjy, il suffit d’appliquer les lemmes
2.2.5 puis 2.2.1. ]

Dans le cas ou ©g et ©1 sont des perturbations de Frostman d’une méme
fonction intérieure, il n’est pas nécessaire de supposer que Tg 0 est Fredholm.
Le cadre est le suivant. Soit © une fonction intérieure. Pour A € DD, notons
par O, la “transformée de Frostman” de ©, c’est-a-dire la fonction intérieure
définie par
 O6-2A
S 1-x6°
Pour préciser un peu plus les choses, nous allons avoir besoin d’une version
améliorée du théoreme de O. Frostman qui est un fait bien connu des spécialistes.

-

Remarque 2.2.9 Soit © une fonction intérieure. Alors il existe un ensemble
2 C D, de mesure nulle, tel que, pour tout A € D\ Q, la fonction ©y est un
produit de Blaschke a zéros simples.

Preuve D’apres le théoreme de Frostman classique (voir [Gar81] ou [Nik86]),
il existe Qp C D, de mesure nulle, telle que pour tout A € D\ 2, O est un
produit de Blaschke. D’autre part, il est facile de vérifier que

1-[AP)e’
o, = LD
(1—20)2

Considérons
Q:=0yU6(e 0).

Comme O’ est analytique, ©'~*(0) est dénombrable et donc ©(0'~1(0)) est de
mesure nulle. Par conséquent, 2 est aussi de mesure nulle. De plus, si A € D\ Q,

alors par définition, O, est un produit de Blaschke. Notons par (\,),>1 la suite
des zéros de ©. Comme A € “O(0'*(0)), on a

O'(\,) #0 Vn>1.

En effet, supposons qu’il existe ng>1 tel que ©'(\,,) = 0. Alors, A = ©(\,,) €
oo’ _1(0)), ce qui est absurde. Par conséquent,

O4(A) £0 VYn>1,

et ©) est bien un produit de Blaschke a zéros simples.
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On a alors le résultat suivant

Théoreme 2.2.10 Soient 1 < p < +00, ©1 et © deux fonctions intérieures.
Alors

dim ker, T5,0, = cte, et dim ker, Ty, = cte, VA eD.

D’autre part, si A\, N € D\ Q, avec O, := H by, et Oy = H by, on a

n>=1 n>=1
codimyy (span {keo, (., An) : n=1}) = codimyy (span {ke, (., A),) : n>1}) .
1 1
. — _h =
Preuve Soit ¢ € D. Nous avons ©0, = > avec h:=1— (6. Comme

0<1-[CI<Ih(2)|£2, V2D,

la fonction h est extérieure et h, h~' € H>®. Par conséquent,

Ts,0 =16, 0:6:6
=Tg, Ok

=(Tp— )*T@@CTh .
Comme h,h~! € H™, les opérateurs T}, et T),—1 sont inversibles, et donc
dim ker, T@1@< = dim ker, T@@ .

On en déduit aussi que

et donc
dim ker, T®1@g = dim ker, TGI@.

Si\, N eD\Q, avec ©) := H by, et Oy = H by deux produits de Blaschke
n=1 n=l1
a zéros simples, il suffit d’appliquer le lemme 2.2.1. O

Corollaire 2.2.11 Soit © une fonction intérieure de H°. Alors il existe une

suite de Blaschke A = (A\p)n>1 C D telle que (ko (., A\n))n>1 est complete dans
K3, pour tout 1 < p < +o0.
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Preuve D’apres le théoreme 2.2.10, on a
dim ker, T@GA =cte, VAeD.

D’autre part, Tgg, = Tge = Tt ou I désigne I'application identiquement égale
a 1 et donc
dim ker, T@Qx =0 VYieD.

11 suffit alors de choisir A € D tel que ©) := H by,, soit un produit de Blaschke
n>1
a zéros simples, ce qui est possible d’apres la remarque 2.2.9 O

Remarque 2.2.12 Dans [Nik86], N. Nikolski a posé la question suivante :
étant donnée une fonction intérieure © arbitraire, existe-t-il une suite A =
(An)nz1 C D telle que (kg(., An))n>1 forme une base inconditionnelle de Kg ?
Dans [Dya92], K. Dyakonov a obtenu le résultat suivant : il y a une constante
absolue N € N telle que, pour toute fonction intérieure ©, il existe un produit
de Blaschke B d’interpolation et vérifiant

dist (B,OH>®) <1, et dist (6N, BH®)<1.

Une amélioration de ce résultat avec N = 1 permettrait de répondre par ’af-
firmative au probleme posé par N. Nikolski. Cependant, jusqu’a présent ce
probleme reste ouvert.

Le corollaire 2.2.11 montre que ’analogue de cette question pour la complétude
admet une réponse positive.

3 Complétude de la biorthogonale pour les
noyaux reproduisants.

3.1 Résultat principal

Cette section est consacrée a ’étude de la complétude de la biorthogonale
pour les noyaux reproduisants. On se donne A = (A,)p>1 C D et O une fonction
intérieure de H* telle que la suite (kg (., An))n>1 est complete et minimale dans
Keg. Nous nous demandons alors si la biorthogonale & (kg (., \p))n>1 est, elle
aussi, complete dans Kg.

Rappelons la définition suivante :

Définition 3.1.1 Une suite a la fois minimale et compléte est dite exacte.
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Remarquons que si (kg(., A\n))n>1 est exacte dans Kg alors A = (\;)n>1 est
une suite de Blaschke. En effet, si A = (\;)n>1 n’est pas de Blaschke alors

span {ko(., \n) : n>2} = K¢,

ce qui contredit la minimalité de la suite.

Par conséquent, sans perte de généralité pour le probleme de la complétude
de la biorthogonale, on peut supposer que A = (A,)p>1 est une suite de Bla-
schke, sans multiplicité.

En imposant une condition sur ©, nous donnons un résultat de complétude
pour la biorthogonale, qui nous permettra, en outre, de retrouver le résultat
de Young sur les systemes d’exponentielles.

Théoréme 3.1.2 Soit © une fonction intérieure de H> (D) telle que sup |0’ (z)(1—
z€D

2)?| < 400. Soit (An)n>1 C D telle que la suite (ko (., \n))n>1 est exacte dans
Ko. Alors sa biorthogonale est aussi exacte dans Kg.

Pour des raisons de lisibilité de la preuve, nous allons passer au demi-plan
supérieur C. II est facile de voir, en utilisant 1’isomorphisme entre H?(D) et
H?(C,) que I'analogue du théoréme 3.1.2 dans le demi-plan supérieur est :

Théoréme 3.1.3 Soit © une fonction intérieure dans H®(C,.) telle que ©' €
L%®(R). Soit M = (ptn)n>1 C Cy telle que (ko (., pin))n>1 est exacte dans K.
Alors, sa biorthogonale, (¢ )n>1, est aussi exacte dans Kér .

Remarque 3.1.4 La condition © € L*(R) est vérifiée, par exemple, pour
O(z) = exp(iaz)B(z) ou B est un produit de Blaschke d’interpolation pour
lequel dist (B~1(0),R) > 0. En fait, J. Garnett (voir [Gar81]) a montré que la
condition ©" € L*(R) est équivalente a I'une des deux conditions suivantes :

(i) il existe h > 0 tel que inf{|©(z)| : 0 < Smz < h} >0

(ii) © est inversible dans 'algebre de Douglas [H™, exp(—iz)], c’est-a-dire
I'algebre engendrée par H et l’ensemble de toutes les fonctions uni-
formément continues et bornées sur R.

Pour la preuve de ce théoréeme, nous allons avoir besoin du résultat suivant,
qui est une conséquence simple du résultat de D. Clark [ACT70].

Lemme 3.1.5 Soit © une fonction intérieure dans H>®(Cy) telle que ©' €
L>*(R). Alors, il existe une suite (7,)p>1 C R et |c| = 1 tels que O(y,) = c,

p=1, et la famille
1—-206(z)

k@(237 ) =1 )
< P Z="p p=1
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forme une base orthogonale de Kér. De plus, lirf |vp| = +o0.
p—-+oo

Le fait suivant, bien connu et dont la preuve est laissée au lecteur, sera
également utile :

f

Lemme 3.1.6 Soient f € K3 et u € C tels que f(u) = 0. Alors € K.

Preuve (du théoréme 3.1.3) Considérons f := (z — u1)i1.

Fait 1 : les seuls zéros de f sont les py et chaque p, est un zéro simple.
Supposons qu’il existe p # py, tel que f(u) = 0. Alors nécessairement

P1(p) = 0 et donc 9y est orthogonale a (ko(., tn))n>2 U (ko(., ). D’autre

part, 'analogue du corollaire 2.1.8 pour le demi-plan supérieur montre que

(ko (., tin))n>2 U (ko (., 1)) est complete dans K&, ce qui entraine une contra-

diction car vy # 0.

Remarquons maintenant que, Vn>1, f'(u,) # 0. En effet, supposons qu'il existe

no=1 tel que f/(un,) =0. On a

f'(z) = ¥1(2) + (2 — m)ir(2),

et donc f’(p1) = 1 Nécessairement ng=>2 et ) (un,) = 0. Considérons alors

B F pn, 21, et
Z—p
g = ¢1.

Z = HKng

()

Onag=1v1+ (png — 1) et donc le lemme 3.1.6 montre que g € KJ.

el
D’autre part, g(u) = 0 et g(u(;) = 0, n>2. L’analogue du corollaire 2.1.8
pour le demi-plan supérieur permet encore d’aboutir & une contradiction. Par
conséquent, f'(u,) # 0, Vn>=1, ce qui achéve la preuve du fait 1.
Soit h € K, g telle que

(hybn) =0, Vn>1. (11)

Il s’agit de montrer que h = 0.
En utilisant le lemme 3.1.6 et par unicité de la biorthogonale, il est facile
de voir que
f

(k) (2 — )

D’autre part, d’apres le lemme 3.1.5, il existe une suite (7,)p>1 C R, O(7,) = ¢,

p=1, telle que la famille
1—-2cO(z
<k®(za7p) =1 ( )>
p=l

2=V

(G

,n=1.
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forme une base orthogonale de K. De plus, lirf |vp| = +o00.
p—+oo

Comme h € Kg, on peut écrire

h=Y apke(.yp), avec [h]3 =" lapf*[lke(,)l* < +oo.
p=1 p=1

En utilisant (11), on obtient

=0, n>1. (12)
p>1 P

Supposons qu’il existe py € N tel que v,, = 0 et, pour p # pg, posons ¢, :=
apf ()

p
Fait 2 : on a, pour tout n>1,

(sinon, on définit ¢, de la méme maniere, pour tout p=>1).

_ po f (Vpo)

Cp
—+r _01 13
i Hn § ( )

PFPo Tp Hn

our:i= E Cp-

PFPo
Remarquons tout d’abord que (¢)pzp, € ¢ En effet, on a

(’Yp — 1) (’Yp)

Cp =Qp
p —0ap T
Tp — H1 k@(w'Yp)
:7611 ke ‘7/7 wl?i )
LSRN P Ao
~ cl?
borné ce?

ce qui montre que (cp)psp, € ¢. D’apres (12), en écrivant v, = (Yp — fin) + Hin,
on obtient alors aisément (13). Considérons

9(2) 1= i1 ~20(2)) | Tl () 4742 3 2 )
P#Po T

Fait 3 : g s’écrit g = g1 + zg2, avec g1, go € Kg et g(pyn) = 0, pour tout n>1.
D’aprés (13), il est immédiat de voir que g(u,) = 0, n>1. De plus, on a

9(2) = apo f (po ) k0 (2, 7p) —ir(1 = €O(2)) +2 Z cpke(z, %),
PFPo

~
+ +
EKG €zKg
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et donc, il reste & montrer que Z cpke(z,7p) € Kg. Or, on a
PF#Po

Tp — M1
p

2
lepl*llke (- ) I* = lapl* [k (-, 7)1 [1()

La condition ©' € L*(R) entraine alors que K& C L*®(R) (voir [Dya94al)

To —FLy, (Vp)) est
Tp PFPo

ce qui implique que (11(7p))p>1 est bornée. La suite
donc aussi bornée et

> leplllke (- )lI* < +oo.
P#Po

Ceci prouve que Z cpke(z,7p) € Kg, et acheve la preuve du fait 3. Comme

P#po
g=g1+ (z — p1)g2 + p192, en utilisant le lemme 3.1.6, on montre que

- 1+ H192
Z— Z— H1

Remarquons, d’autre part, que pour tout p>1,

9() = T f (w)llke ()11 (14)

Sig(u1) = 0, comme la suite (kg (., fin))n>1 est complete dans K¢, cela implique
que g =0, et donc, g = 0. En utilisant (14), on obtient donc

aipf(vp)"ke(afyp)HZ :07 Vp}l,

et comme f(v,) # 0, on a a, = 0, p>1, ce qui donne h = 0.
On peut donc supposer que g(u1) # 0, c’est a dire que ¢'(u1) # 0. D’apres le
lemme 3.1.6, la fonction

g B /
g (p)(z—p)  f(m)(z — )

est dans Kér et s’annule aux points u,, n>1. Par conséquent, elle est identi-
quement nulle et il existe A € C tel que

g=Af.

D’apres (14),
Af(p) = @f () ke (w17,
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ce qui donne, comme f(7,) # 0,

”2 |A|2

lapl*llke () I = =73 -
5 8 ke (- 7p)I1?

D’autre part, on a
ke (1)1 = 18" (1) I<[1€]] »

et donc )
i <lap| ke () lI” — 0,
167[|oo
ce qui implique nécessairement que A = 0 et donc a, = 0, p>1, c’est-a-dire
h=0. ]

En utilisant le fait que la propriété de complétude pour la biorthogonale
reste invariante par transformation unitaire et en appliquant le théoreme 3.1.3 a
la fonction O(z) := exp(iaz),il est facile de voir qu’on retrouve tres facilement
le résultat de Young. Signalons que ce résultat sur les exponentielles a été
redécouvert par Yu. Lyubarskii (1996 ; manuscrit) avec une preuve différente
de celle de Young.

Corollaire 3.1.7 (Young, [You81]) Soit M = (pn)n>1 C C telle que H;f1 Smp, >
nz

—00.

Si la suite d’exponentielles (exp(ipnt))n>1 est exacte dans L*(—m,7) alors sa

biorthogonale est aussi exacte dans L?(—m, ).
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