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intro

Préambule

Soit m,, une triangulation _

aléatoire a n faces : Question

A quoi ressemble cette
triangulation aléatoire une fois
“plongée” dans le plan ?

Deux fagons naturelle de
plonger :

1. Voir m, comme une
surface de Riemann = C

2. En utilisant un
empilement de cercles
(Théoreme de Kobe).
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intro “gravité quantique” Théoréme principal champ libre Gaussien mesures de Liouville preuve

Plan de |'exposé

1. “Gravité quantique” et formule de KPZ

(i) Qu’est ce que la gravité quantique ?
(i) Exposants critiques Euclidiens v.s. quantiques
(iii) Formule de KPZ

Présentation du Théoréme de Duplantier-Sheffield
Le Champ libre Gaussien
Les mesures de Liouville y, := 7"

ARl s B

Idée de la preuve du Théoréme de Duplantier-Sheffield
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Question (trés naive)

A quoi ressemble une métrique aléatoire sur la sphére S? distribuée de
“facon uniforme” ?

Question (moins naive)

Pour tout a, b € R?, 4 quoi ressemble un chemin aléatoire y : [0,1] — R
distribué de “facon uniforme” parmi les chemins allant de a vers b 7

— Mouvement Brownien & “intégrales de chemin” de Feynman

— En quelque sorte, le but de la gravité quantique est d'étendre les
intégrales de chemin de Feynman a des intégrales de Feynman sur des
surfaces.

— Lien avec le probléme de la “quantification de la gravitation” (par I
approche dite de la gravitation quantique a boucles).
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Discrétisation de la question naive
Définition

Soit M3 I'ensemble des triangulations & n
S2? faces de la sphére considérées a
homéomorphisme direct preés.

Ainsi, M3 est un ensemble fini : on peut
donc considérer la triangulation aléatoire m,
de loi uniforme sur M3.

Typiquement m,, a un diamétre d’ordre n'/*

Théoreme (Le Gall, Miermont, 2011)

Vu comme un espace métrique compact, n—*/*m,, converge en loi lorsque

n = |m,| — oo vers un espace métrique compact aléatoire connu sous le
nom de “carte Brownienne’.
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Les “points de coupure” de la marche aléatoire
Ay

my,
CN Xt
E[|Cy|] = [An[tT" = N*72 E[|C.|] = [my,|'72 =n!"2
~ N3/4 " ” ~ n1/4
KPZ
2(C) = 5/8 — A0 =3/
Théoreme de Lawler-Schramm- Duplantier (1998)

Werner (2002)
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Soit K = (Kn)n>1 une suite de
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Soit K = (Kn)n>1 une suite de Si maintenant K = (K,)n>1 est une
sous-ensembles de Ay. L'exposant  suite de sous-ensembles de m,,
d’échelle euclidien de K est (triangulations uniformes a n faces),
I'exposant x = x(K) défini par alors son exposant d’échelle

quantique A = A(K) est défini par

©(K) = fim EELRnI/N]
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n—oo  logl/n
Conjecture (Formule de KPZ)

Pour la marche aléatoire, la percolation critique et la marche auto-évitante,

le modéle de réseau aléatoire naturel est celui des cartes planaires et les

exposants critiques euclidiens et quantiques sont reliés de la facon suivante :
2 1

=-A%+ZA
=35 73
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Gravité quantique couplée & de la “matiére”
Exemple: le cas du modele d'Ising

N

Conjecture (Relation de KPZ pour le modéle d'lsing critique)
Les exposants critiques Euclidiens et quantiques du modéle d’lsing sont
reliés de la facon suivante :

32

1
X = ZAising + ZAising




“gravité quantique”

Formule de KPZ en général
Conjecture (Relation de KPZ)

Soit “M" un modeéle de physique statistique couplé a un certain modéle de
réseau aléatoire (dans la bonne ‘“classe d'universalité”), alors les exposants
critiques Euclidien (x) et quantiques (A) qui décrivent le comportement

critique du modéle, sont reliés par la relation quadratique suivante (dite de
KPZ) :

2 2

x:%A2+(1——)A

C. Garban (ENS Lyon et CNRS) Gravité Quantique et relation KPZ (d'aprés Duplantier-Sheffield) 13 / 34



“gravité quantique”

Formule de KPZ en général
Conjecture (Relation de KPZ)

Soit “M" un modeéle de physique statistique couplé a un certain modéle de
réseau aléatoire (dans la bonne ‘“classe d'universalité”), alors les exposants
critiques Euclidien (x) et quantiques (A) qui décrivent le comportement

critique du modéle, sont reliés par la relation quadratique suivante (dite de
KPZ) :

2

7’2 2 0
=—A 1——)A
X 2 + ( 4)

Le paramétre -y détermine dans quelle classe d’universalité se situe le
modéle “M".

C. Garban (ENS Lyon et CNRS) Gravité Quantique et relation KPZ (d'aprés Duplantier-Sheffield) 13 / 34



“gravité quantique”

Formule de KPZ en général
Conjecture (Relation de KPZ)
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Conjecture (Relation de KPZ)

Soit “M" un modeéle de physique statistique couplé a un certain modéle de
réseau aléatoire (dans la bonne ‘“classe d'universalité”), alors les exposants
critiques Euclidien (x) et quantiques (A) qui décrivent le comportement

critique du modéle, sont reliés par la relation quadratique suivante (dite de
KPZ) :

2

2
Y A2 Y
=—A 1——)A
X 2 + ( 4)

Le paramétre -y détermine dans quelle classe d’universalité se situe le
modéle “M".

Exemples:
1. v =4/8/3 «— Marche aléatoire, percolation, marche auto-évitante
2. vy =1/3 «—— Modéle d'lsing
3. v =+/k «— Processus SLE, (Schramm-Loewner-Evolutions).
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Comprendre la relation KPZ
La difficulté : KPZ relie des exposants d'ensembles qui ne “vivent” pas sur
le méme espace. (par exemple les points coupure de X; sur Ay C Z? et les
points de coupure de W, sur la triangulation m,).
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Comprendre la relation KPZ
La difficulté : KPZ relie des exposants d'ensembles qui ne “vivent” pas sur
le méme espace. (par exemple les points coupure de X; sur Ay C Z? et les
points de coupure de W, sur la triangulation m,).

Pour pallier a ca, Duplantier et Sheffield ont
découvert un “cadre” dans lequel |I'ensemble
considéré K vit sur le méme espace test ([0,1]? ou
S?), mais sa taille (qui est donnée par son exposant
critique) peut &tre mesurée de deux fagons :

1. une fagon Euclidienne qui donnera un exposant Euclidien x = x(K)
2. une facon quantique qui donnera un exposant a priori différent :
I'exposant quantique A = A(K)
Leur cadre est construit de telle facon que x et A vérifient la relation
2 2
KPZ, (c'est a dire, x = - A% + (1 — 1-)A).
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o L'espace test sera le domaine [0, 1]°.

e On considére deux mesures sur [0, 1]?

1. La mesure de Lebesgue L sur
[0, 1]?

2. Une mesure aléatoire 1 = juy qui
est donnée de facon informelle

par :
dp h
28y
dc ~ ¢

ou h est un Champ libre

Gaussien.
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intro “gravité quantique” Théoréme principal champ libre Gaussien mesures de Liouville preuve

Modeéle considéré par Duplantier et Sheffield

o L'espace test sera le domaine [0, 1]°.

e On considére deux mesures sur [0, 1]?

1. La mesure de Lebesgue L sur
[0, 1]?

2. Une mesure aléatoire 1 = juy qui
est donnée de facon informelle

par :
dp h
28y
dc ~ ¢

ou h est un Champ libre

Gaussien.
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Exposants Euclidiens et quantiques

Définition (Exposant euclidien de K)

X = X(K) 0= !m] IogP[BEI(OZg)Er; K 75 @]

)

ol z~ L.




Exposants Euclidiens et quantiques

Définition (Exposant euclidien de K)

= 500 = i R

)

oz~ L.

Pour tout point z € [0,1]? et § > 0, on définit la Boule quantique B’(z)
centrée en z et d'aire quantique § comme étant la boule B, (z) avec

T :=sup{r >0, u(B,(z)) <}



Exposants Euclidiens et quantiques

Définition (Exposant euclidien de K)

= 500 = i R

)

oz~ L.

Pour tout point z € [0,1]? et § > 0, on définit la Boule quantique B’(z)
centrée en z et d'aire quantique § comme étant la boule B, (z) avec

T :=sup{r >0, u(B,(z)) <}

Définition (Exposant quantique de K)

A= A(K) = im PBEBIED 1K £0]
3—0 log &

ot z ~ i = e’ et E moyennise par rapport a la mesure = e7h.
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[ B
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Théoréeme de Duplantier-Sheffield

Théoréme (Duplantier-Sheffield)

Soit 11, = €' la mesure de Liouville sur [0,1]?, et soit K un sous-ensemble
de [0,1]? tel que la limite définissant x = x(K) existe.
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Théoréme de Duplantier-Sheffield

Théoréme (Duplantier-Sheffield)

Soit 11, = €' la mesure de Liouville sur [0,1]?, et soit K un sous-ensemble
de [0,1]? tel que la limite définissant x = x(K) existe.

Alors, si v € (0,2), I'exposant quantique de K, A = A(K), est p.s. bien
défini et satisfait a I'équation de KPZ:
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Le Champ libre Gaussien (discret)
Définition
Le champ libre Gaussien discret dans Ay := %ZZ N[0, 1]? est une mesure

de probabilité sur les fonctions hy : Ay — R telles que hjgp, = 0 et qui a
pour densité :

dP[hy] o eXP(—% > (hw(x) = hn(y)) ) T dhn(x)

X~y




Le Champ libre Gaussien (discret)
Définition
Le champ libre Gaussien discret dans Ay := %ZZ N[0, 1]? est une mesure

de probabilité sur les fonctions hy : Ay — R telles que hjgp, = 0 et qui a
pour densité :

dP (] o xp(—5 S (w(x) — h(»)?) [T dhw(x)

X~y
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Le Champ libre Gaussien (discret)
Définition
Le champ libre Gaussien discret dans Ay := %Zz N [0,1]? est une mesure

de probabilité sur les fonctions hy : Ay — R telles que hjgp, = 0 et qui a
pour densité :

dP ] o« exp (3 S (hw(x) — hu(y)?) [ dhw(x)

X~y

y \\‘ \; \\
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Le Champ libre Gaussien discret (suite)

Grace aux conditions aux bord de type Dirichlet, on peut réécrire la densité

dB[hn] = 2 e [ by & b))



Le Champ libre Gaussien discret (suite)

Grace aux conditions aux bord de type Dirichlet, on peut réécrire la densité
1
dP[hN] =71 exp [§<h/\/, A hN)]

Ainsi, le champ libre discret est un processus Gaussien indexé par x € Ay
de matrice de covariance [~A] !




Le Champ libre Gaussien discret (suite)

Grace aux conditions aux bord de type Dirichlet, on peut réécrire la densité
1
dP[hN] =71 exp [§<h/\/, A hN)]

Ainsi, le champ libre discret est un processus Gaussien indexé par x € Ay
de matrice de covariance [~A] !

[—A]™" = [Gn(x, ¥)lxyeny

ou Gp(x, y) est la fonction de Green de la marche aléatoire sur Ay tuée sur
le bord OAy.



Le Champ libre Gaussien discret (suite)

Grace aux conditions aux bord de type Dirichlet, on peut réécrire la densité
1
C/P[h[\/] =71 exp [§<h/\/, A hN)]

Ainsi, le champ libre discret est un processus Gaussien indexé par x € Ay
de matrice de covariance [~A] !

[—A]™" = [Gn(x, ¥)lxyeny

ou Gp(x, y) est la fonction de Green de la marche aléatoire sur Ay tuée sur
le bord OAy.

Définition

Le champ libre Gaussien discret est le processus Gaussien centré hy
indexé par les points x € Ny, de matrice de covariance

COV[hN(X),hN(y)] = E[hN(X)hN(y)] = GN(X7Y)
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Ordre de grandeur des fluctuations

Si x est “loin” du bord Ay, alors Gy(x, x) < log N. En particulier,

Var[hy(x)] = Gn(x,x) < log N
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Ordre de grandeur des fluctuations
Si x est “loin” du bord OAy, alors Gy(x, x) < log N. En particulier,

Var[hy(x)] = Gn(x,x) < log N

Définition (“informelle”)

Le champ libre Gaussien dans un domaine D est le processus Gaussien
centré (h(x))xeD de matrice de covariance

Var [h(x), h(y)] := Gp(x, y)

ot Gp est la fonction de Green du domaine D.
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champ libre Gaussien

Ordre de grandeur des fluctuations

Si x est “loin” du bord OAy, alors Gy(x, x) < log N. En particulier,

Var[hy(x)] = Gn(x,x) < log N

Définition (“informelle”)

Le champ libre Gaussien dans un domaine D est le processus Gaussien
centré (h(x))xeD de matrice de covariance

Var [h(x), h(y)] := Gp(x, y)

ot Gp est la fonction de Green du domaine D.

v

Vu que Gp(x, x) = 0o, cette définition nécessite d'étre précisée : le champ
libre h ne sera pas une fonction aléatoire h: D — R, mais plutdt une
distribution aléatoire h € D'.
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champ libre Gaussien

Définition moins informelle

Définition

Le champ libre Gaussien h dans le domaine D est la distribution aléatoire

h € D' caractérisée par la propriété suivante : le processus induit ((h, f ))
indexé par les fonctions f € C°(D) est un processus Gaussien centré de
covariance

Cov[(h,f),(h, g)] //f y)Gp(x, y)dxdy
=2n(f,[-A] ' g)
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La fonction de Green Gp(x,y) d'un domaine D
Définition
La fonction de Green d'un domaine D G C est notée Gp : D x D — R,
Pour tout x € D, on introduit la fonction G*(y) := Gp(x,y).
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La fonction de Green Gp(x,y) d'un domaine D
Définition
La fonction de Green d'un domaine D G C est notée Gp : D x D — R,

Pour tout x € D, on introduit la fonction G*(y) := Gp(x,y). La fonction
de Green est caractérisée de la facon suivante :

(a) AG*(:) =0 sur D\ {x} (= G* est harmonique dans D \ {x})
(b) G*(y) —0 lorsque y — 0D.
(c) G*(y) ~ |og| 7 lorsque y — x.

C. Garban (ENS Lyon et CNRS) Gravité Quantique et relation KPZ (d'aprés Duplantier-Sheffield) 26 / 34



champ libre Gaussien

La fonction de Green Gp(x,y) d'un domaine D

Définition

La fonction de Green d'un domaine D G C est notée Gp : D x D — R
Pour tout x € D, on introduit la fonction G*(y) := Gp(x,y). La fonction

de Green est caractérisée de la facon suivante :

(a) AG*(:) =0 sur D\ {x} (= G* est harmonique dans D \ {x})
(b) G*(y) —0 /orsque y — 0D.

(c) G*(y) ~ |og;| 7 lorsque y — x.

Proposition

(a) Si¢: D — D' est une application conforme alors Vx,y € D,

Gp(x,y) = Gp(4(x), 9(y)) -
(b) Dans le sens des distributions, 52 A[G*(-)] = 0x.
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On souhaite définir h.(z) := (h, ) ol v, est la mes. unif. sur 9B(z).



On souhaite définir h.(z) := (h, ) ol v, est la mes. unif. sur 9B(z).
Pour cela, décomposons la fonction de Green de la fagon suivante :

1 ~
G*(y) = log m + G*(y)



On souhaite définir h.(z) := (h, ) ol v, est la mes. unif. sur 9B(z).
Pour cela, décomposons la fonction de Green de la fagon suivante :

1 ~
G*(y) = log m + G*(y)

Proposition

Si GZ(y) :=log m + GZ(y), alors dans le sens des distributions,

MG = vee = 20[-A] v = GZ()




On souhaite définir h.(z) := (h, ) ol v, est la mes. unif. sur 9B(z).
Pour cela, décomposons la fonction de Green de la fagon suivante :

1 .
G*(y) = log m + G*(y)

Proposition

Si GZ(y) :=log m + GZ(y), alors dans le sens des distributions,

GOl = ree = 26 AI e = G

Ainsi, en utilisant la structure de covariance donnée par
Cov[(h,f),(h,g)] = 2m(f,[-A] 'g), on obtient (si h est bien défini) :

Var[he(z)] = <VZ,€,27T[7A]_1VZ76> = (Vz6, GF)

= log 1/6—|—/GZ(X)I/Z,E(G'X)
= logl/e+log C(z,D)
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Mesures de Liouville

On cherche a définir la mesure de Liouville o = 5. Pour cela, on va
régulariser €7 en 7" et faire tendre la régularisation € — 0.

C. Garban (ENS Lyon et CNRS) Gravité Quantique et relation KPZ (d'aprés Duplantier-Sheffield) 28 / 34



intro “gravité quantique” Théoréme principal

champ libre Gaussien mesures de Liouville preuve

Mesures de Liouville

On cherche a définir la mesure de Liouville o = 5. Pour cela, on va
régulariser €7 en 7" et faire tendre la régularisation € — 0.

Sans renormaliser, €?"<(?) £(dz) divergerait dans I'espace des measures. La
bonne renormalisation est la suivante :

Définition

Pour tout € > 0, on définit la mesure absolument continue par rapport a L :

2
duc(z) == ez e dz
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mesures de Liouville

Mesures de Liouville

On cherche a définir la mesure de Liouville ;z = 7", Pour cela, on va
régulariser €7 en 7" et faire tendre la régularisation € — 0.

Sans renormaliser, €?"<(?) £(dz) divergerait dans I'espace des measures. La
bonne renormalisation est la suivante :

Définition

Pour tout € > 0, on définit la mesure absolument continue par rapport a L :

2
duc(z) =7 7Pz

Proposition (Duplantier-Sheffield)

Si~y €[0,2), alors . converge en probabilité (pour la topologie de la
convergence faible des mesures) vers une mesure aléatoire non-dégénérée
[, la mesure de Liouville de paramétre . Cette mesure de Liouville i
est mesurable par rapport au champ libre h.
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mesures de Liouville

u:e”’ pOUI")/I3/2. M:e'yh pourPy:S_

e
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Pourquoi une telle renormalisation 7

Calculons pour tout € > 0, et tout borélien A C D, E[ [, due(2)].
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Pourquoi une telle renormalisation 7

Calculons pour tout € > 0, et tout borélien A C D, E|[, duc(z)]. Cela

donne :
/d,ue(z :677 [/ thE(Z)dz]
A
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intro “gravité quantique” Théoréme principal champ libre Gaussien mesures de Liouville preuve

Pourquoi une telle renormalisation 7

Calculons pour tout € > 0, et tout borélien A C D, E[ [, duc(z)]. Cela
donne : ,
E[/ due(z)] = €z E[/ e7he(2) dz]
A A

Rappel : pour tout point z, h(z) est une Gaussienne centrée de variance
log1/e + log C(z, D).
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Pourquoi une telle renormalisation 7

Calculons pour tout € > 0, et tout borélien A C D, E[ [, duc(z)]. Cela
donne :
/ die(z)] = = IE[/ e7he(2) dz]
A

Rappel : pour tout point z, he(z) est une Gaussienne centrée de variance
log1/e + log C(z, D).

20,2
Si X ~ N(0,0?), alors E[eM] = e*7 . Ainsi :

IE[/A duz)] = e

72
= / C(z,D)z dz < >0
A

NS

/ 77 ( Iog +log C(z, D)) d=z
A
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Mouvements Browniens issus du champ libre h

Proposition

Soit h un champ libre dans le domaine D. Pour tout point z € D, soit
t§ :=inf{t > 0: B,—t(z) C D} et soit

Yi(z) i= he-¢(2),

le processus stochastique défini pour tout t > t§.
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Mouvements Browniens issus du champ libre h

Proposition

Soit h un champ libre dans le domaine D. Pour tout point z € D, soit
t§ == inf{t > 0: Bo-t(z) C D} et soit

Yt(z) = he*t(z) )

le processus stochastique défini pour tout t > t§.
Alors, le processus stochastique

Bi(z) == Ythrt - Ytg7

est un mouvement Brownien standard.
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preuve

Mouvements Browniens issus du champ libre h

Proposition

Soit h un champ libre dans le domaine D. Pour tout point z € D, soit
t§ == inf{t > 0: Bo-t(z) C D} et soit

Yi(z) i= he-¢(2),

le processus stochastique défini pour tout t > t§.
Alors, le processus stochastique

Bi(z) == Ythrt - Ytg»

est un mouvement Brownien standard.

“preuve”: Il suffit de vérifier que pour tout 0 < s < t,
Cov [Bs(2), B:(z)] = s(= s A t). Pour cela, on est ramené a calculer des
covariances du type

COV[hﬁ(Z)v hfz(z)] = <VZ7I’17 rzz()>
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Travaux reliés

e Jean-Pierre Kahane. Sur le chaos multiplicatif, 1985
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Travaux reliés

e Jean-Pierre Kahane. Sur le chaos multiplicatif, 1985

e Raoul Robert and Vincent Vargas. Gaussian multiplicative chaos
revisited, 2010.

e Rémi Rhodes and Vincent Vargas. KPZ formula for log-infinitely
divisible multifractal random measures, 2008.
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preuve

Travaux reliés

e Jean-Pierre Kahane. Sur le chaos multiplicatif, 1985

e Raoul Robert and Vincent Vargas. Gaussian multiplicative chaos
revisited, 2010.

e Rémi Rhodes and Vincent Vargas. KPZ formula for log-infinitely
divisible multifractal random measures, 2008.

e Itai Benjamini and Nicolas Curien. Simple random walk on the uniform
infinite planar quadrangulation: Subdiffusivity via pioneer points. 2012
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Merci !

mesures de Liouville preuve
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