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Exercice 1. (11 points)
Soit une variable aléatoire réelle X continue de fonction de densité:

fθ(x) = C exp(−2θ|x|) =


C exp(2θx), si x ≤ 0

C exp(−2θx), si x > 0

avec θ > 0 un paramètre inconnu et C une constante (qui dépend de θ) qu’on déterminera
plus loin. On considère un n-échantillon (X1, ..., Xn) pour cette loi (variable).
1) Déterminer la constante C. (0.5 points)
2) Sachant que C = θ, calculez l’espérance et la variance de la variable aléatoire X. (1.5
points)
3) En utilisant la question précédente, trouvez un estimateur pour θ par la méthode des

moments. On note cet estimateur par θ̂
(1)
n . Etudiez la convergence de θ̂

(1)
n . (1.5 points)

4) En utilisant l’expression fθ(x) = θ exp(−2θ|x|) pour x ∈ IR, pour la densité de

aléatoire, trouvez l’estimateur du maximum de vraisemblance θ̂
(2)
n de θ. (1.5 points)

5) Soit la variable aléatoire réelle Y = |X| et le n-échantillon correspondant Yi = |Xi|,
i = 1, · · · , n. Ecrivez l’estimateur θ̂

(2)
n fonction des variables aléatoires Y1, · · · , Yn. (0.5

points)
6) Trouvez la fonction de répartition de la variable aléatoire Y = |X|. Trouvez la fonc-
tion de densité, notée g, correspondante. (1.5 points)
7) Sachant que g(x) = 2θ exp(−2θx)11x>0, calculez IE[Y ]. (1 point)
8) La variable aléatoire X est-elle de type exponentiel? (0.5 points)
9) En utilisant la question précédente trouvez une statistique exhaustive pour θ. (0.75
points)

10) Etudiez la convergence de l’estimateur θ̂
(2)
n , trouvé à la question 4). (0.75 points)

11) Calculez l’information de Fisher de la variable aléatoire X et ensuite de l’échantillon
(X1, · · · , Xn), i = 1, · · · , n. (1 point)

Exercice 2. (3 points)
Soit une variable aléatoire réelle X de loi γ(1, λ), définie comme dans la fiche de TD1:

fλ(x) = λe−λx11x>0,

avec λ > 0 un paramètre inconnu.
On considère un n-échantillon (X1, ..., Xn) pour la variable aléatoire X.
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1) Si λ = 1, quelle est la loi de la somme
∑n

i=1Xi? Justification. (0.5 points)
2) Pour un seuil α ∈]0, 1[ fixé, trouver le test uniformément le plus puissant (statistique
de test et la règle de décision), pour tester l’hypothèse H0 : λ = 1 contre H1 : λ > 1.
(2.5 points)

Exercice 3. (2 points)
On veut étudier la proportion des carpes dans un étang. Pour ceci, une pêche, jugée
représentative da la population des poissons de l’étang, a été réalisée avec une filet. Sur
les 1500 poissons pêchés, 500 sont des carpes. Donnez l’intervalle de confiance asymp-
totique pour la proportion des carpes de l’étang (avec un risque de 0.05).

Exercice 4. (2 points)
Un groupe de 25 étudiants ont passé un examen. Les notes (sur 20) varient de 5 à 18,
avec une moyenne de 11.5 et un écart-type de 3.
Peut-on dire, avec un risque de 5% que la moyenne à cet examen est strictement plus
grande que 11.25? On suppose que les notes sont des réalisations d’une loi Normale.

Exercice 5. (2 points)
Soit une variable aléatoire X de loi N (m, 2), avec V ar[X] = 2. Sur la base d’un n-
échantillon (X1, ..., Xn) pour la variable aléatoire X trouvez (faire toute la demarche)
l’estimateur par intervalle pour m de niveau de confiance 1− α, avec α ∈]0, 1[.
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