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Exercice 1. (10 points)
Soit X1, ..., X,, un n-échantillon. La fonction de densité de X;, ¢ = 1,...,n
est
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avec le parametre 6 €0, 1.

1) Calculer E(X;), Var(X;), i =1,...,n. (1 point)

2) Trouvez un estimateur par la méthode des moments pour 6. Notons cet
estimateur par 0. (0.5 points)

3) Etudier la convergence, le biais pour 6. Calculer Var[é,g) |. (1.5 points)

Considérons les variables aléatoires: Y; = Loy, < 1 et S, =1, Y.
4) Quelle est la loi de Y;7 et celle de S,? (1 point)
5) Montrez que l'estimateur du meximum de vraisemblance de 6 est fonction
de Sy. Donnez I'expression de cet estimateur fonction de Sy,. (1.5 points)

6) Considérons 'estimateur suivant pour 6: éﬁf) = 2%" — 1. Etudiez la

convergence et le biais de 6{?. Calculer Var[ég)]. (1.5 points)

7) En utilisant les résultats des questions 3) et 6), lequel des deux estima-
teurs choisir. Justification. (0.5 points)

8) Construisez un estimateur par intervalle asymptotique de niveau de con-
fiance 1 — a pour le parametre 6. (1.5 points)

Exercice 2. (2 points)

On considére un n-échantillon X; ~ B(p), i =1,--- ,n, avec 0 < p < 1. Soit
la variable aléatoire Y; = Xf pour chaque ¢ =1,--- ,n, avec k € IN.

1) Quelle est la loi de ;7 Quelle est la loi de >, Y;?(1 point)

2) Calculer IP[X,, = 0], IP[Y,, = 0], IP[X, =Y, =0]. (1 point)

On rappelle que X, = 230 | X; et Y, = 1570 V.



Exercice 3. (4 points)

On considére un n-échantillon X; ~ N(0,0),i=1,--- ,n, avec § > 0. Donc
E[XZ] = 9, Var[XZ-] =4.

1) Trouvez l'estimateur du maximum vraisemblance 6, pour le parametre
0. (1.5 points)

2) Etudiez la convergence de ,. (1.5 points)

3) Calculez 'information de Fisher pour la variable aléatoire X;. (1 point)

Exercice 4. (4 points)

On considere deux variables aléatoires gaussiennes: X ~ A(mq,0%) et Y ~
N(mz,02). Pour la variable aléatoire X on considére un nj-échantillon
X1, -+, Xy, et pour Y un ng-échantillon Yi,---,Y,,. On suppose ni,ny >
4. Soient les variances empiriques pour ces deux échantillons:
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On s’intéresse au rapport des variance 0’% / O’%.
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1) Quelles sont les lois de 77 et 757 En déduire la loi de Zy,, ,, = Z?j %
(1 point)

2) Calculer FE|[Z,, n,]. En déduire un estimateur Hy, ,, sans biais pour
0?/o3. (1.5 points)

3) Etudier la consistance de Hy, », pour o7/c3 pour ny — 00 et ny — oo.
(1.5 points)




