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Exercice 1. (2 points)
On considère un n-échantillon (X1, ..., Xn) pour la loi de Bernoulli B(p):

IP [Xi = x] = px(1− p)1−x, x ∈ {0, 1}, et p ∈]0, 1[

pour tout i = 1, · · · , n.
La valeur de p est inconnue. Le paramètre étudié est θ = 1

pk
avec k un nombre naturel non-nul

connu k ∈ IN∗.
1) Donnez l’ensemble Θ des valeurs possibles pour le paramètres θ. (0.5 points)
2) Soit Tn = T (X1, · · · , Xn) un estimateur pour θ. Montrez qu’il ne peut pas être sans biais. (1.5
points)

Exercice 2. (6.5 points)
On considère un n-échantillon (X1, ..., Xn) pour la loi Normale N (0, 1).
1) Quelle est la loi pour chacune des variables aléatoires: X2

i pour tout i = 1, · · · , n et
∑n

i=1X
2
i ?

(Donnez seulement la loi, sans faire la preuve) (0.5 points)
2) Montrez que

n∑
i=1

(Xi − X̄n)2 =
n∑
i=1

X2
i − n(X̄n)2

(0.5 points)
On considère le vecteur aléatoire colonne X = (X1, · · · , Xn) et A une matrice carrée n× n, telle
que AAt = AtA = In et la dernière colonne de la matrice A est

1√
n

.

.

.
1√
n


n×1

On rappelle que At est la matrice transposée de A et In est la matrice identité d’ordre n. On
rappelle également les notions de probabilités pour un vecteur aléatoire: l’espérance d’un vecteur
aléatoire est le vecteur des espérances de chaque composante. La matrice de variance-covariance
est V ar(X) = IE [(X− IE[X])(X− IE[X])t].
On considère le vecteur aléatoire colonne Z = AtX.
3) Trouvez la loi du vecteur aléatoire X. (1.5 points)
4) Trouvez IE[Z] et ensuite V ar(Z). Donnez la loi du vecteur aléatoire Z (1.5 points).
5) On note par Z1, · · · , Zn les éléments composant le vecteur Z. Montrez que

∑n
i=1 Z

2
i =

∑n
i=1X

2
i .

(1 point)
6) Montrez que Zn = 1√

n

∑n
i=1Xi. (0.5 points)
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7) En utilisant les questions précédentes, montrez que
∑n

i=1(Xi − X̄n)2 ∼ χ2(n− 1). (1 point)

Exercice 3. (3 points)
On considère un n-échantillon (X1, ..., Xn) pour la loi Normale N (θ, θ2) avec θ > 0 un paramètre

inconnu, tel que IE[Xi] = θ et V ar|Xi] = θ2. On choisit deux estimateurs pour θ: θ̂
(1)
n = X̄n et

θ̂
(2)
n =

√
1

n−1

∑n
i=1(Xi − X̄n)2.

1) Ces deux estimateurs sont-ils convergents? Justification. (1 points)
2) Calculez l’information de Fisher pour la variable aléatoire Xi. (1 points)

3) Etudiez l’efficacité de θ̂
(1)
n . (1 point)

Exercice 4. (8.5 points)
Considérons une variable aléatoire continue X de densité:

fθ(x) = c · exp(−θx+ 1) · 11x≥−1

avec θ > 0 un paramètre et c une constante (éventuellement dépendante de θ) à déterminer.
1) Montrer que c = θ exp(−1− θ). (0.5 points)
On considère X1, · · · , Xn un n-échantillon pour la variable aléatoire X.
2) Calculez IE[X] et trouvez ensuite un estimateur de θ par la méthode des moments, estimateur
qu’on va noter θ̂n. (1.5 points)
3) Etudiez la convergence de θ̂n. (1 point)
4) Montrez que la variable aléatoire X est de type exponentiel. (1 point)
5) Trouvez une statistique exhaustive pour θ. (1 point)
6) Sachant que la fonction de densité pour la variable aléatoire

∑n
i=1 Xi est

θne−θ(x+n) (x+ n)n−1

(n− 1)!
11x≥−n

trouvez la densité h(z) pour la variable aléatoire Tn = 1
1+X̄n

. (1.5 points)
7) Si la réponse à la question 6) est

h(z) = θn
nn

(n− 1)!
z−n−1e−nθ/z11z≥0

calculez IE[Tn]. (1 point)
8) Si on considère Tn comme estimateur pour θ, étudiez son biais. Si il est biaisé, proposez un
estimateur sans biais. (1 point)
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