
Lycée Ampère ECS1A - Colle 08 - 25/11/09
Année 2009-2010 Continuité sur un intervalle. Dérivabilité. Convexité.

Etudiant 1 :

Cours :

Théorème des valeurs intermédiaires. Image d'un segment par une fonction
continue. Théorème de la bijection continue strictement monotone.

Exercice 1 :

Donner les domaines de dé�nition et calculer les dérivées de

f : x 7→ Arctan

(
1

2x2

)
, g : x 7→ Arctan

(
x

x+ 1

)
−Arctan

(
x− 1

x

)
Que peut-on en déduire ?

Exercice 2 :

Soient p, q > 0 tels que
1

p
+

1

q
= 1. Montrer que ∀a, b > 0,

ap

p
+

bq

q
≥ ab.

Etudiant 2 :

Cours :

Théorème de Rolle.
Théorème des Accroissements �nis, Inégalité des Accroissements �nis.

Exercice 1 :

1. Montrer que la fonction f dé�nie sur ]1,+∞[ par f(x) = − ln(lnx) est
convexe.

2. En déduire que ∀x, y ∈]1,+∞[, ln
x+ y

2
≥
√
lnx ln y.

Exercice 2 :

Soit f une fonction continue sur ℝ. Montrer que lim
x→+∞

f(sinx)

x
= 0.

Exercice 3 :

Soit g la fonction dé�nie sur ℝ+ par g(x) = cos(
√
x).

La fonction g est-elle de classe C1 sur ℝ+ ?

Etudiant 3 :

Cours :

Fonctions convexes. Dé�nition et caractérisation. Cas des fonctions C1 et C2.

Exercice 1 :

La fonction f dé�nie sur ℝ par f(x) =
x

1 + ∣x∣
est-elle de classe C1 sur ℝ ?

Exercice 2 :

Calculer

lim
n→+∞

ln

(
Arctan(n+ 1)

Arctan(n)

)n

(Indication : On pourra noter f : x 7→ ln(Arctan(x)) et utiliser des théorèmes
de dérivabilité en les justi�ant).
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Exercices supplémentaires

Exercice 1

Soit f : [a, b]→ ℝ continue, et soient p, q ∈ ℝ+.
Montrer qu'il existe c ∈ [a, b] tel que pf(a) + q(b) = (p+ q)f(c).

Exercice 2

Soit f une fonction dé�nie sur ℝ, convexe et majorée.
Montrer que f est constante.

Exercice 3

Soit f ∈ C1(ℝ,ℝ) véri�ant

⎧⎨⎩ f(1) = 1
f ′(0) > 0
∀x ∈ ℝ, f ′(x)f ′(f(x)) = 1

1. Montrer que ∀x ∈ ℝ, f ∘ f(x) = x.

2. Montrer que ∀x ∈ ℝ, f(x) = x.
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