
Lycée Ampère ECS1A - Colle 18 - 03/03/10
Année 2009-2010 Espaces vectoriels. Applications linéaires.

Etudiant 1 :

Cours : Montrer que la réciproque d'une bijection linéaire est linéaire.

Exercice 1 :

1. Déterminer si les ensembles

A = {(x, y, z) ∈ ℝ3 / x+2y+ z = 0} et B = {(∣x∣,−∣y∣, 0) / x, y ∈ ℝ}

sont des espaces vectoriels. Si oui, en déterminer une famille génératrice.

2. La famille ( (4, 2, 1), (6, 6, 6), (−2, 2, 4) ) est-elle libre dans ℝ3 ?

Exercice 2 :

Soit E un ev de base (e1, e2), F un ev de base (u1, u2, u3). Soit f : E → F
linéaire de E dans F , dé�nie par

f(e1) = u1 − 2u2 + 3u3, f(e2) = −u1 + u2 − u3

1. Exprimer f(x) pour tout x ∈ E.

2. Déterminer Im(f) une base de Im(f).

3. Déterminer Ker(f) et une base de Ker(f).

Exercice 3 :

Soit E un ev et f ∈ ℒ(E). Montrer que

Im(f) = Im(f2)⇔ E = Ker(f) + Im(f)

Etudiant 2 :

Cours : Dé�nition d'une famille libre, d'une famille génératrice, d'une base.

Exercice 1 :

1. Déterminer si

F = {f : ℝ→ ℝ /f(0) = 3} et G = {(x, y, z) ∈ ℝ3 / 2x− y + 3z = 0}

sont des espaces vectoriels. Si oui, en trouver une famille génératrice.

2. La famille ((1, 1, 2), (3, 0, 1), (5, 2, 5)) est-elle libre dans ℝ3 ?

Exercice 2 :

Soit E un ev de base (e1, e2, e3), F un ev de base (u1, u2). Soit f : E → F
linéaire de E dans F , dé�nie par

f(e1) = u1 + 2u2, f(e2) = −u1 + u2, f(e3) = u1 − 3u2

1. Exprimer f(x) pour tout x ∈ E.

2. Déterminer Im(f) une base de Im(f).

3. Déterminer Ker(f) et une base de Ker(f).

Exercice 3 :

Soit E un ev et f ∈ ℒ(E). Montrer que

Ker(f) = Ker(f2)⇔ Im(f) ∩Ker(f) = {0}
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Etudiant 3 :

Cours :

Dé�nition et caractérisations d'un sous-espace vectoriel

Exercice 1 :

1. Déterminer si les ensembles

A = {f : ℝ→ ℝ / ∀x ∈ ℝ, f(x) ≥ 0} et B = {(x, y, z) ∈ ℝ3 /2x− y+ z = 0}

sont des espaces vectoriels. Si oui, en donner une famille génératrice.

2. La famille ((1, 0, 2), (0,−1, 3), (3, 2, 0)) est-elle libre dans ℝ3 ?

Exercice 2 :

Soit E un ev de base (e1, e2), F un ev de base (u1, u2, u3). Soit f : E → F
linéaire de E dans F , dé�nie par

f(e1) = u1 − u2 + 2u3, f(e2) = u1 + u2 + u3, f(e3) = u2 − u3

1. Exprimer f(x) pour tout x ∈ E.

2. Déterminer Im(f) une base de Im(f).

3. Déterminer Ker(f) et une base de Ker(f).

Exercice 3 :

Soit E un esv et f, g ∈ ℒ(E) tels que f ∘ g ∘ f = f et g ∘ f ∘ g = g.
Montrer que Im(f) ∩Ker(g) = {0} et E = Im(f) +Ker(g).

Exercices supplémentaires

Exercice 1

Dans l'espace des fonctions réelles à variable réelle, déterminer si les familles suivantes sont libres ou non :

1. f1 : x 7→ cos(x), f2 : x 7→ sin(x), f3 : x 7→ cos(2x).

2. f1 : x 7→ cos(x), f2 : x 7→ cos(2x), f3 : x 7→ cos(3x).

Exercice 2

Pour les ensembles suivants, montrer que ce sont des espaces vectoriels, puis en déterminer une famille génératrice qui soit libre.

F = {(x, y − 2x, x+ y, y + 3x), (x, y) ∈ ℝ2}, G =

{
(x, y, z, t) ∈ ℝ4 /

{
x+ y + z + t = 0
x− y + 2z + t = 0

}

Exercice 3

Soient f , g, ℎ ∈ ℒ(E) tels que f ∘ g = ℎ, g ∘ ℎ = f , et ℎ ∘ f = g.
Montrer que f , g ℎ ont même noyau et même image.

Exercice 4

Soit E un espace vectoriel et f ∈ ℒ(E) tel que f2 − 3f + 2Id = 0.
Montrer que Ker(f − Id) ∩Ker(f − 2Id) = {0} et Ker(f − Id) +Ker(f − 2Id) = E.
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