
Lycée Ampère ECS1A - Colle 18 - 03/03/10
Année 2009-2010 Applications linéaires. Polynômes.

Etudiant 1 :

Cours : Formule de Taylor pour les polynômes.

Exercice 1 :

Soit E un ev de base (e1, e2), F un ev de base (u1, u2, u3).
Soit f : E → F linéaire de E dans F , dé�nie par

f(e1) = u1 − 2u2 + 3u3, f(e2) = −u1 + u2 − u3

1. Exprimer f(x) pour tout x ∈ E. En déduire Im(f) et une base de Im(f).

2. Déterminer Ker(f) et une base de Ker(f).

Exercice 2 :

Soit f :
ℝ3[X] → ℝ3[X]
P 7→ P (X + 1)− P ′(X)

.

Montrer que f ∈ ℒ(ℝ3[X]). Déterminer son noyau et son image.

Etudiant 2 :

Cours : Montrer que la réciproque d'une bijection linéaire est linéaire.

Exercice 1 :

Montrer que (X2− 1, (X +1)2, (X − 1)2) est une base de ℝ2[X] et décomposer
2X2 −X + 3 dans cette base.

Exercice 2 :

Soit E un ev de base (e1, e2), F un ev de base (u1, u2, u3).
Soit f : E → F linéaire de E dans F , dé�nie par

f(e1) = u1 + 2u2 − 3u3, f(e2) = −u1 + u2 + 2u3

1. Exprimer f(x) pour tout x ∈ E. En déduire Im(f) et une base de Im(f).

2. Déterminer Ker(f) et une base de Ker(f).

Etudiant 3 :

Cours :

Exercice 1 :

Soit E un ev de base (e1, e2), F un ev de base (u1, u2, u3).
Soit f : E → F linéaire de E dans F , dé�nie par

f(e1) = u1 − u2 + 2u3, f(e2) = u1 + u2 + u3

1. Exprimer f(x) pour tout x ∈ E. En déduire Im(f) et une base de Im(f).

2. Déterminer Ker(f) et une base de Ker(f).

Exercice 2 :

Soit f :
ℝ2[X] → ℝ2[X]
P 7→ 2XP ′(X)− P (2) + 3P (X)

.

Montrer que f ∈ ℒ(ℝ2[X]). Déterminer son noyau et son image.
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Exercices supplémentaires

Exercice 1

Soit E un ev et f ∈ ℒ(E). Montrer que

Im(f) = Im(f2)⇔ E = Ker(f) + Im(f)

Ker(f) = Ker(f2)⇔ Im(f) ∩Ker(f) = {0}

Exercice 2

Soit E un esv et f, g ∈ ℒ(E) tels que f ∘ g ∘ f = f et g ∘ f ∘ g = g.
Montrer que Im(f) ∩Ker(g) = {0} et E = Im(f) +Ker(g).

Exercice 3

Soit E un espace vectoriel et f ∈ ℒ(E) tel que f2 − 3f + 2Id = 0.
Montrer que Ker(f − Id) ∩Ker(f − 2Id) = {0} et Ker(f − Id) +Ker(f − 2Id) = E.

Exercice 4

Soient f , g, ℎ ∈ ℒ(E) tels que f ∘ g = ℎ, g ∘ ℎ = f , et ℎ ∘ f = g.
Montrer que f , g ℎ ont même noyau et même image.

Exercice 5

Déterminer l'ensemble des polynômes P tels que P (X2) = (X2 + 1)P (X).

Exercice 6

Déterminer l'ensemble des polynômes P tels que P (X2) = (X2 + 1)P (X).
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