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Année 2009-2010 Polynoémes. Dimension finie.

Etudiant 1 :

Cours : Théoréme du rang, énoncé et démonstration.

Exercice 1 :
Soit E =R,[X] et VP € R,o(P) = 3XP' + (X2 —-1)P".

1. Montrer que ¢ € L(E).

2. Déterminer la matrice de ¢ dans la base canonique de E.

Exercice 2 :
Soit E un ev de dimension 3, et
3 =0. Soit z tel que fz(f()}) *
1. Montrer que (4, f(z6), f(
de f dans cette base.

2. Montrer que rg(f) = 2.

un endomorphisme de E tel que f2 # 0 et

1=
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0)) est une base de E et déterminer la matrice

3. Montrer que I’ensemble des endomorphismes de E qui commutent avec f
est un sous-espace vectoriel de £L(E) de base (Idg, f, f?).

Etudiant 2 :

Cours : Formules de Leibniz et de Taylor pour les polynomes.

Exercice 1 :
Soit E un K-ev de dimension finie et f un endomorphisme de E tel que f3 = f.

1. Montrer que Ker(f) NnIm(f) = {0}.
2. Montrer que E = Ker(f) + Im(f).

Exercice 2 : Soit (\, ) € R? et VP € Ro[X], p(P) = (X2+N)P"+(uX+1)P'.
1. Montrer que ¢ est un endomorphisme de Ro[X].
. Ecrire la matrice de ¢ dans la base canonique.

2
3. Déterminer Ker(y) et Im(p) pour A = = —1.
4

. Déterminer rg(y) suivant les valeurs de X et p.

Etudiant 3 :

Cours :
Théoréme de la base incompléte.
Matrice d’une application linéaire de R™ dans R? dans les bases canoniques.

Exercice 1 :
Soit (o, B) € R? et VP € Ro[X], p(P) = (2X + a)P'(X) + P(X) — BP(1).
Montrer que f € £L(Rz[X]). Déterminer son noyau et son image.

1. Montrer que ¢ est un endomorphisme de Ry[X].
2. Ecrire la matrice de ¢ dans la base canonique.
3. Déterminer Ker(p) et Im(p) pour a = g = —1.

4. Déterminer rg(y) suivant les valeurs de « et 3.

Exercice 2 :
Soit E un ev de dimension finie et f € L(E). Montrer que :

Im(f) = Im(f?) < Ker(f) = Ker(f?) < Im(f)NKer(f) = {0} & E = Im(f)+Ker(f)




Exercices supplémentaires

Exercice 1

Soit F un esv et f,g € L(F) tels que fogof=fetgofog=yg.
Montrer que Im(f) N Ker(g) = {0} et E = Im(f) + Ker(g).

Exercice 2

Soit E un espace vectoriel et f € L(E) tel que f? — 3f + 2Id = 0.
Montrer que Ker(f — Id) NKer(f — 2Id) = {0} et Ker(f — Id) + Ker(f — 2Id) = E.

Exercice 3

Soient f, g, h € L(E) telsque fog="h,goh=f,et ho f=g.
Montrer que f, g h ont méme noyau et méme image.

Exercice 4
Déterminer I’ensemble des polynomes P tels que P(X?) = (X2 + 1)P(X).
Exercice 5
Déterminer I'ensemble des polynomes P tels que P(X?) = (X2 + 1)P(X).
Exercice 6
Soient fy, foet f3 les applications réelles définies par :
VeeR, fi(z)=e " folz)=(x+1)e® f3(z)=(22—1)®

Soit E l'espace vectoriel engendré par ces 3 applications.
1. Déterminer une base B de F, en déduire la dimension de E.
Soit D I'application d “efinie sur E par : Vf € E,D(f) = f.
Montrer que D € L(E) et déterminer la matrice A de D dans la base B.
Calculez A™ pour n > 1.
Soit f I’application définie sur R par f(x) = (2% 4z + 1)e~®. Calculer f().
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Démontrer que D est un automorphisme de E. Déterminer D~! et sa matrice relativement a la base B.

Exercice 7

Soit f un endomorphisme non nul de R? tel que f2 = 0.

1. Montrer que Im(f) C Ker(f).

2. En déduire que le rang de f est 1.

3. Montrer qu’il existe une base dans laquelle la matrice de f est

0
0 a € R*
0
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