Lycée Ampére ECS1A - Colle 21 - 24/03/10
Année 2009-2010 Dimension finie.

Etudiant 1 :

Cours : Théoréme du rang, énoncé et étapes de la démonstration.

Exercice 1 :

Soit ' un R-espace vectoriel de base B = (e—f7 e, e—3>) On pose
uy =l + e, uh = ¢f + 3.

1. Montrer que B’ = (17{7175, 1?3) est une base de F et déterminer les matrices
de passage entre les deux bases.

T
1 = ez + €3,

0 -1 1
2. Soit f € L(F) de matrice A= | —1/2 —-1/2 1/2 | dans la base 5.
12 —1/2 1/2

Exercice 2 :
Soit E un ev de dimension 3, et
13 =0. Soit x4 tel que f2(z4) #
1. Montrer que (&0, f(z0), /2(
de f dans cette base.

2. Montrer que rg(f) = 2.

un endomorphisme de E tel que f2 # 0 et

==

1

0)) est une base de E et déterminer la matrice

8

3. Montrer que ’ensemble des endomorphismes de F qui commutent avec f
est un sous-espace vectoriel de £(E) de base (Idg, f, f?).

Etudiant 2 :

Cours : Formules de changement de base.

Exercice 1 :
Soit f un endomorphisme non nul de R? tel que f2 = 0.

1. Montrer que Im(f) C Ker(f).
2. En déduire que le rang de f est 1.

3. Montrer qu’il existe une base dans laquelle la matrice de f est

Exercice 2 :
Soit E un K-ev de dimension finie et f un endomorphisme de E tel que > = f.
Montrer que E = Ker(f) @ Im(f).

Etudiant 3 :

Cours :
Théoréme de la base incompléte.

Exercice 1 :

3 -1 1
Soit f € £(R3) canoniquement associé & la matrice A= | 2 0 1
1 -1 2
= 3 g
1. Montrer que (@, b, @) est une base de R* ou @ = (0,1,1), b = (1,1,0),

7 =(1,1,1).

Exercice 2 :
Soit E un espace vectoriel et f € L(E) tel que f2 — 3f + 2Id = 0.

1. Montrer que f est bijective et déterminer f—*.
2. Montrer que Ker(f — Id) @ Ker(f — 2Id) = E.




Exercices supplémentaires

Exercice 1

Soit E un espace vectoriel et f,g € L(F) tels que fogof=fetgofog=g.
Montrer que E = Im(f) @ Ker(g).

Exercice 2

Soient f, g, h € L(E) telsque fog=h,goh=f,et ho f=g.
Montrer que f, g h ont méme noyau et méme image.

Exercice 3

Soient fq, foet f3 les applications réelles définies par :
Vo € ]Ra fl(x) = 67w7 fQ(x) = (:E + 1)6717 fB(x) = (12 - ]')e(‘T

Soit E 'espace vectoriel engendré par ces 3 applications.
1. Déterminer une base B de E, en déduire la dimension de E.
Soit D l'application d “efinie sur E par : Vf € E, D(f) = f’.
Montrer que D € L(E) et déterminer la matrice A de D dans la base B.
Calculez A™ pour n > 1.
Soit f I’application définie sur R par f(x) = (22 4+ = + 1)e~®. Calculer f(™),

S CU bk wN

Démontrer que D est un automorphisme de E. Déterminer D~! et sa matrice relativement & la base B.

Exercice 4

Soient p, q € L(E). Montrer 1’équivalence

pogq=p et g=p=gq <= petqsontdes projecteurs de méme noyau



